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Motivace

V teorii pravděpodobnosti se p̌redpokládá, že

je známý pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P)
a že také známe rozděleńı pravděpodobnosti náhodných veličin (resp.
náhodných vektor̊u), které na tomto pravděpodobnostńım prostoru
uvažujeme.

V matematické statistice však

máme k dispozici výsledky n nezávislých pozorováńı hodnot sledované
náhodné veličiny X, které se ve statistice ř́ıká statistický znak, tj. máme

x1 = X(ω1), . . . , xn = X(ωn), ω1, . . . , ωn ∈ Ω

a na základě těchto pozorováńı chceme učinit výpověd’ o rozděleńı zkoumané
náhodné veličiny.
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Náhodný výběr

Definice 1

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ nazýváme náhodným výběrem z rozděleńı
pravděpodobnosti P, pokud

(i) X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny,

(ii) X1, . . . , Xn maj́ı stejné rozděleńı pravděpodobnosti P.

Č́ıslo n nazýváme rozsah náhodného výběru. Libovolný bod x = (x1, . . . , xn)′,
kde xi je realizace náhodné veličiny Xi (i = 1, . . . , n), budeme nazývat realizaćı
náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn)′.

Necht’ náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn)′ je z rozděleńı, které je dáno distribučńı
funkćı F(x, θ), θ ∈ Θ. Zkráceně budeme značit:

�{X1, . . . , Xn} ' F(x; θ).

Ćılem teorie odhadu je na základě náhodného výběru odhadnout

rozděleńı pravděpodobnosti,

pop̌ŕıpadě některé parametry tohoto rozděleńı,

anebo nalézt odhad nějaké funkce parametr̊u θ, tj. γ(θ).
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Výběrové charakteristiky

Definice 2

Libovolnou náhodnou veličinu Tn, která vznikne jako funkce náhodného výběru
X = (X1, . . . , Xn)′, budeme nazývat statistikou, tj. Tn = T(X1, . . . , Xn)′.

Definice 3

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı s distribučńı
funkćı F(x; θ), θ ∈ Θ. Potom statistika

X̄n = X̄ = 1
n

n
∑

i=1
Xi se nazývá výběrový pr̊uměr

S2 = 1
n−1

n
∑

i=1
(Xi − X̄)2 výběrový rozptyl

S =
√

S2 výběrová směrodatná odchylka

Fn(x) = 1
n

n
∑

i=1
I(−∞,x〉(Xi) výběrová (empirická) distribučńı fce
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Bodové odhady

Bodovým odhadem parametrické funkce γ(θ) budeme rozumět nějakou
statistiku Tn = T(X1, . . . , Xn)′, která bude pro r̊uzné náhodné výběry koĺısat
kolem γ(θ).

Definice 4

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı pravděpodobnosti Pθ, kde
θ je vektor neznámých parametr̊u. Necht’ γ(θ) je daná parametrická funkce.
Řekneme, že statistika Tn = T(X1, . . . , Xn)′ je odhadem

nestranným (nevychýleným) pokud pro ∀θ ∈ Θ plat́ı EθTn = γ(θ).

kladně vychýleným EθTn > γ(θ).

záporně vychýleným EθTn < γ(θ).

asymptoticky nestranným lim
n→∞

EθTn = γ(θ).

(slabě) konzistentńım pokud pro ∀ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

Pθ(|Tn − γ(θ)| > ε) = 0, tj. Tn
Pθ−→ γ(θ)
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Bodové odhady

Poznámka 5

Vlastnost nestrannosti (tj. nevychýlenosti) ještě neposkytuje záruku dobrého
odhadu, pouze vylučuje systematickou chybu.

Poznámka 6

Použ́ıváńı konzistentńıch odhad̊u zaručuje

– malou pravděpodobnost velké chyby v odhadu parametru, pokud rozsah
výběru dostatečně roste;

– volbou dostatečně velkého počtu pozorováńı lze učinit chybu odhadu
libovolně malou.
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Odhady sťredńı hodnoty a rozptylu

Věta 7

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı, které má sťredńı hodnotu
µ(θ) pro ∀θ ∈ Θ. Pak výběrový pr̊uměr je nestranným odhadem sťredńı
hodnoty, tj.

EθX̄ = µ(θ).

Věta 8

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı, které má rozptyl σ2(θ)
pro ∀θ ∈ Θ. Pak výběrový rozptyl je nestranným odhadem rozptylu, tj.

EθS2 = σ2(θ).
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Postačuj́ıćı podḿınka konzistence

Věta 9

Necht’ statistika Tn = T(X1, . . . , Xn)′ je nestranný nebo asymptoticky nestranný
odhad parametrické funkce γ(θ) a plat́ı

lim
n→∞

DθTn = 0.

Pak je statistika Tn = T(X1, . . . , Xn) konzistentńım odhadem parametrické funkce
γ(θ).
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Důsledky

Důsledek 10

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı, které má
pro ∀θ ∈ Θ sťredńı hodnotu µ(θ) a rozptyl σ2(θ), tj.

�{X1, . . . , Xn} ' L(µ(θ), σ2(θ)).

Potom je-li µ(θ) < ∞, pak výběrový pr̊uměr X̄ je slabě konzistentńım
odhadem µ(θ).

Důsledek 11

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný výběr z rozděleńı, které má
pro ∀θ ∈ Θ sťredńı hodnotu µ(θ) a rozptyl σ2(θ), tj.

�{X1, . . . , Xn} ' L(µ(θ), σ2(θ)).

Potom je-li σ2(θ) < ∞, pak výběrový rozptyl S2 je slabě konzistentńım
odhadem σ2(θ).
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V́ıce nestranných odhad̊u

Definice 12

Necht’ Tn je nestranný odhad parametrické funkce γ(θ) a pro všechna θ ∈ Θ plat́ı

DθTn ≤ DθT∗n,

kde T∗n je libovolný nestranný odhad parametru γ(θ). Potom odhad Tn nazveme
(rovnoměrně) nejlepš́ım nestranným odhadem parametrické funkce γ(θ).

Př́ıklad 13

Nalezněte nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad sťredńı hodnoty µ(θ).
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Intervalové odhady

Odhady, jimiž jsme se doposud zabývali, se někdy nazývaj́ı bodové odhady
parametrické funkce γ(θ). Je tomu tak proto, že pro danou realizaci náhodného
výběru x1, . . . , xn p̌redstavuje odhad daný statistikou Tn(x1, . . . , xn) jediné č́ıslo
(bod), které je v jistém smyslu p̌ribĺıžeńım ke skutečné hodnotě parametrické
funkce γ(θ).

Úlohu odhadu však lze formulovat i jiným způsobem. Jde o to, sestrojit na základě
daného náhodného výběru takový interval, jehož hranice jsou statistiky, a který
se s dostatečně velkou p̌resnost́ı pokryje skutečnou hodnotu parametrické funkce
γ(θ). V tomto p̌ŕıpadě mluv́ıme o intervalovém odhadu parametrické funkce
γ(θ).
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Definice

Definice 14

Necht’ �{X1, . . . , Xn} ' F(x; θ) je náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı
o distribučńı funkci F(x; θ), θ ∈ Θ. Dále mějme parametrickou funkci γ(θ),
α ∈ (0, 1) a statistiky D = D(X1, . . . , Xn) a H = H(X1, . . . , Xn).
Potom intervaly 〈D, H〉 nazveme 100(1− α) % intervalem spolehlivosti
pro parametrickou funkci γ(θ) jestliže

Pθ(D(X1, . . . , Xn) ≤ γ(θ) ≤ H(X1, . . . , Xn)) = 1− α

Jestliže
Pθ(D(X1, . . . , Xn) ≤ γ(θ)) = 1− α,

pak statistiku D = D(X1, . . . , Xn) nazýváme dolńım odhadem parametrické
funkce γ(θ) se spolehlivost́ı 1− α (nebo s rizikem α).
Jestliže

Pθ(γ(θ) ≤ H(X1, . . . , Xn)) = 1− α

pak statistiku H = H(X1, . . . , Xn) nazýváme horńım odhadem parametrické
funkce γ(θ) se spolehlivost́ı 1− α (nebo s rizikem α).
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Konstrukce intervalových odhad̊u

1 Najdeme nějakou tzv. pivotovou statistiku, tj. funkci h náhodného
výběru X = (X1, . . . , Xn)′ a parametrické funkce γ(θ), tedy náhodnou
veličinu

h(X, γ(θ)) ,

tak aby jej́ı rozděleńı již nezáviselo na parametru θ.

2 Necht’ qα/2 a q1−α/2 jsou kvantily rozděleńı statistiky

h(X, γ(θ)).

Pak pro všechna θ plat́ı

Pθ(qα/2 < h(X, γ(θ)) ≤ q1−α/2) = 1− α

3 Jestliže lze nerovnosti v závorce p̌revést ekvivalentńımi úpravami na tvar, kde
mezi nerovnostmi stoj́ı jen γ(θ), pak jsme sestrojili intervalový odhad

Dn(X) ≤ γ(θ) ≤ Hn(X)

o spolehlivosti 1− α.
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Konstrukce intervalových odhad̊u – pokračováńı

Tedy, je-li h(X, γ(θ)) ryze monotónńı funkce, pak existuje inverzńı funkce

h−1 (h(X, γ(θ))) = γ(θ).

(a) Pokud je h(X, γ(θ)) rostoućı funkce, pak plat́ı

Pθ(h−1(qα/2) ≤ γ(θ) ≤ h−1(q1−α/2)) = 1− α.

(b) Pokud je h(X, γ(θ)) klesaj́ıćı funkce, pak plat́ı

Pθ(h−1(q1−α/2) ≤ γ(θ) ≤ h−1(qα/2)) = 1− α.
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Kvantily některých d̊uležitých rozděleńı

Φ distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı

Gn distribučńı funkce rozděleńı χ2 o n stupńıch volnosti

Hn distribučńı funkce Studentova rozděleńı o n stupńıch volnosti

Qn,m distribučńı funkce Fisherova–Snedecorova rozděleńı o n a m stupńıch
volnosti

uα kvantily standardizovaného normálńıho rozděleńı

χ2
α(ν) kvantily rozděleńı χ2 o ν stupńıch volnosti

tα(ν) kvantily Studentova rozděleńı o ν stupńıch volnosti

Fα(ν1, ν2) kvantily Fisherova–Snedecorova rozděleńı o ν1 a ν2 stupńıch volnosti
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Dobrá vlastnost

Je-li distribučńı funkce F absolutně spojitá a ryze monotónńı a je-li p̌ŕıslušná
hustota f sudá funkce, pak plat́ı

F(x) = 1− F(−x) x ∈ R

a odtud
xα = −x1−α α ∈ (0, 1),

což speciálně plat́ı pro normálńı a Studentovo rozděleńı.
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Odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı

Normálńı rozděleńı s hustotou

X ∼ N(µ, σ2) ∼ f (x) = 1√
2πσ

e−
1
2 (

x−µ
σ )

2

x ∈ R

má sťredńı hodnotu EX = µ a rozptyl DX = σ2.
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Vlastnosti

Necht’ k, n ∈N, ν, ν1, ν2, . . . , νk ∈N, b0, b1, . . . , bn ∈ R,
∃ i ∈ {1, . . . , n} : bi 6= 0

� {X1, . . . , Xn} ∧Xi ∼ N(µi, σ2
i ) ⇒ b0 +

n
∑

i=1
biXi ∼ N

(
b0 +

n
∑

i=1
biµi,

n
∑

i=1
b2

i σ2
i

)
X ∼ N(µ, σ2) ⇒ U = X−µ

σ ∼ N(0, 1)

χ2 rozděleńı:

� {U1, . . . , Uν} ' N(0, 1) ⇒ K = U2
1 + · · ·+ U2

ν ∼ χ2(ν)

�

{
K1 ∼ χ2(ν1), . . . , Kk ∼ χ2(νk)

}
⇒ K = K1 + · · ·+ Kk ∼ χ2(ν1 + · · ·+ νk)

Studentovo t-rozděleńı:

U ∼ N(0, 1) ⊥ K ∼ χ2(ν) ⇒ T = U√
K
ν

∼ t(ν)

Fisherovo F-rozděleńı:

K1 ∼ χ2(ν1) ⊥ K2 ∼ χ2(ν2) ⇒ F = K1/ν1
K2/ν2

∼ F(ν1, ν2)
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Důsledek

Věta 15

Mějme �{X1, . . . , Xn} ' N(µ, σ2) a výběrový pr̊uměr X̄ = 1
n

n
∑

i=1
Xi a výběrový

rozptyl S2 = 1
n−1

n
∑

i=1
(Xi − X̄)2. Pak plat́ı

(1) Výběrový pr̊uměr X̄ ∼ N
(

µ, σ2

n

)
(2) Statistika U = X̄−µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

(3) Statistika K = n−1
σ2 S2 ∼ χ2(n− 1)

(4) Statistika T = X̄−µ
S
√

n ∼ t(n− 1)
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Pivotové statistiky

Statistiky U , K a T se nazývaj́ı pivotové statistiky, p̌ričemž

U = X̄−µ
σ

√
n je pivotovou statistikou pro

neznámý parametr
µ p̌ri známém σ

K = n−1
σ2 S2 - ”- σ2

T = X̄−µ
S
√

n - ”- µ p̌ri neznámém σ
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Interval spolehlivosti pro sťredńı hodnotu p̌ri
známém rozptylu

Důsledek 16

Mějme �{X1, . . . , Xn} ' N(µ, σ2), kde µ je neznámý parametr a
σ2 ∈ R je známé reálné č́ıslo. Pak

〈X̄− u1−α/2
σ√
n , X̄ + u1−α/2

σ√
n 〉 - je 100(1− α)% interval spolehlivosti

pro sťredńı hodnotu µ p̌ri známém σ2

X̄− u1−α
σ√
n - je dolńı odhad sťredńı hodnoty µ

p̌ri známém σ2 se spolehlivost́ı 1− α

X̄ + u1−α
σ√
n - je horńı odhad sťredńı hodnoty µ

p̌ri známém σ2 se spolehlivost́ı 1− α
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Důkaz

Za pivotovou statistiku zvoĺıme statistiku

U = UX̄ = X̄−µ
σ

√
n ∼ N(0, 1).

Poč́ıtejme

1− α = P(u α
2
≤ U ≤ u1− α

2
)

= P(−u1− α
2
≤ X̄−µ

σ

√
n ≤ u1− α

2
)

= P(X̄− u1−α/2
σ√
n ≤ µ ≤ X̄ + u1−α/2

σ√
n )
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Př́ıklad

Př́ıklad 17

Rychlost letadla byla určována v 5 zkouškách a z jejich výsledk̊u byl vypočten
odhad x̄ = 870, 3 m/s. Najděte 95% interval spolehlivosti pro µ, je-li známo, že
rozptýleńı rychlosti letadla se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım se směrodatnou
odchylkou σ = 2, 1m/s.

Řešeńı

X̄± u0,975
σ√
n
= 870, 3± 1, 959964

2, 1√
5
= (868, 46; 872, 14).
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Interval spolehlivosti pro sťredńı hodnotu p̌ri
neznámém rozptylu

Důsledek 18

Mějme �{X1, . . . , Xn} ' N(µ, σ2), kde µ a σ2 jsou neznámé parametry. Pak
pro sťredńı hodnotu µ

〈X̄− t1−α/2(n−1) S√
n , X̄ + t1−α/2(n−1) S√

n 〉 - je 100(1 − α)% interval
spolehlivosti pro sťredńı
hodnotu µ p̌ri neznámém σ2

X̄− t1−α(n− 1) S√
n - je dolńı odhad sťredńı hod-

noty µ p̌ri neznámém σ2 se
spolehlivost́ı 1− α

X̄ + t1−α(n− 1) S√
n - je horńı odhad sťredńı hod-

noty µ p̌ri neznámém σ2 se
spolehlivost́ı 1− α
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Interval spolehlivosti pro rozptyl

Důsledek 19

Mějme �{X1, . . . , Xn} ' N(µ, σ2), kde µ a σ2 jsou neznámé parametry. Pak

pro rozptyl σ2〈
(n−1)S2

χ2
1− α

2
(n−1)

, (n−1)S2

χ2
α
2
(n−1)

〉
- je 100(1 − α)% interval spolehlivosti pro

rozptyl σ2

(n−1)S2

χ2
1−α(n−1)

- je dolńı odhad rozptylu σ2 se spolehlivost́ı
1− α

(n−1)S2

χ2
α(n−1)

- je horńı odhad rozptylu σ2 se spolehlivost́ı
1− α
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Př́ıklad

Př́ıklad 20

Deset baĺıčk̊u mouky pocházej́ıćıch z baĺıćıho stroje mělo hmotnosti v gramech:
987, 1 001, 993, 994, 993, 1 005, 1 007, 999, 995, 1 002. Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro sťredńı hodnotu a rozptyl hmotnosti (p̌redpokládejte normálńı
rozděleńı).

Řešeńı Vypočteme pr̊uměr x̄ = 997, 6 a směrodatnou odchylku s = 6, 2397.
IS pro µ:

x̄± t0,975(9)
s√
10

= 997, 6± 2, 26
6, 2397√

10
= (993, 14; 1002, 06).

IS pro σ2:(
(n−1)S2

χ2
1− α

2
(n−1)

, (n−1)S2

χ2
α
2
(n−1)

)
=

(
9s2

χ2
0,975(9)

, 9s2

χ2
0,025(9)

)
= (18, 42; 129, 76).
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Dva výběry

Věta 21

Necht’ �{X1, . . . , Xn1} ∼ N(µ1, σ2
1 ), X̄ výběrový pr̊uměr a S2

1 výběrový rozptyl.

Dále necht’ �{Y1, . . . , Yn2} ∼ N(µ2, σ2
2 ), Ȳ výběrový pr̊uměr a S2

2 výběrový
rozptyl. Předpokládejme X ⊥ Y. Pak

(1) Statistika

UX̄−Ȳ =
X̄− Ȳ− (µ1 − µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1).

(2) Pokud σ2
1 = σ2

2 = σ2, pak statistika

TX̄−Ȳ =
X̄− Ȳ− (µ1 − µ2)

S12

√
n1n2

n1 + n2
∼ t(n1 +n2− 2), S2

12 =
(n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2 .

(3) Statistika

F =
S2

1
S2

2

σ2
2

σ2
1
∼ F(n1 − 1, n2 − 1).
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IS pro µ1− µ2

Důsledek 22

Necht’ �{X1, . . . , Xn1} ∼ N(µ1, σ2
1 ), X̄ výběrový pr̊uměr a S2

1 výběrový rozptyl.

Dále necht’ �{Y1, . . . , Yn2} ∼ N(µ2, σ2
2 ), Ȳ výběrový pr̊uměr a S2

2 výběrový
rozptyl. Předpokládejme X ⊥ Y. Pak

I jsou-li σ2
2 a σ2

1 známé , pak 100(1− α)% IS pro µ1 − µ2〈
X̄− Ȳ− u1− α

2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

, X̄− Ȳ + u1− α
2

√
σ2

1
n1

+
σ2

2
n2

〉
.

I Jestliže σ2
2 a σ2

1 neznáme a plat́ı σ2
2 = σ2

1 = σ2 , pak 100(1− α)% IS

〈
X̄− Ȳ− t1− α

2
(n1+n2−2) S12

√
n1+n2
n1n2

, X̄− Ȳ + t1− α
2
(n1+n2−2) S12

√
n1+n2
n1n2

〉
,

kde

S2
12 =

(n1−1)S2
1 + (n2−1)S2

2
n1 + n2 − 2

.
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Př́ıklad

Př́ıklad 23

Bylo vylosováno 11 stejně starých selat téhož plemene, šest z nich bylo krmeno
směśı A, zbývaj́ıćıch pět bylo krmeno směśı B. Denńı p̌ŕır̊ustky váhy selat (v dkg)
byly p̌ri krmeńı směśı A : 62, 54, 55, 60, 53, 58, u směsi B : 52, 56, 50, 49, 51.
Předpokládáme, že neznámé směrodatné odchylky si budou rovny u obou skupin.
Sestrojte interval spolehlivosti pro rozd́ıl neznámých sťredńıch hodnot µ1 − µ2 p̌ri
riziku α = 0, 05.

Řešeńı Vypočteme pr̊uměry x̄ = 57, ȳ = 51, 6 a směrodatné odchylky s1 = 3, 58,
s2 = 2, 7, s12 = 3, 22.
IS pro µ1 − µ2:

x̄− ȳ± t0,975(6 + 5− 2)s12

√
5+6
5·6 = 5, 4± 2, 26 · 3, 22 ·

√
11
30 = (0, 99; 9, 81).
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IS pro
σ2

1
σ2

2

Důsledek 24

Necht’ �{X1, . . . , Xn1} ∼ N(µ1, σ2
1 ), X̄ výběrový pr̊uměr a S2

1 výběrový rozptyl.

Dále necht’ �{Y1, . . . , Yn2} ∼ N(µ2, σ2
2 ), Ȳ výběrový pr̊uměr a S2

2 výběrový
rozptyl. Předpokládejme X ⊥ Y. Pak

I Při neznámých µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 je 100(1− α)% IS roven〈
S2

1
S2

2

1
F1− α

2
(n1−1, n2−1)

,
S2

1
S2

2

1
F α

2
(n1−1, n2−1)

〉
.

Alternativně 〈
S2

1
S2

2

1
F1− α

2
(n1−1, n2−1)

,
S2

1
S2

2
F1− α

2
(n2−1, n1−1)

〉
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Př́ıklad

Př́ıklad 25

V tabulce jsou uvedeny výsledky analýz niklu źıskané dvěma analytickými
metodami. Stanovte interval spolehlivosti pro pod́ıl směrodatných odchylek obou
metod p̌ri riziku α = 0, 05, jestliže tyto výsledky považujeme za realizace
náhodných výběr̊u z normálńıho rozděleńı.

Metoda I 3, 26 3, 26 3, 27 3, 27
Metoda II 3, 23 3, 27 3, 29 3, 29

Řešeńı Vypočteme směrodatné odchylky s1 = 0, 0058, s2 = 0, 028.

IS pro
σ2

1
σ2

2
: (

s2
1

s2
2

1
F0,975(4−1,4−1) , s2

1
s2
2
F0,975(4− 1, 4− 1)

)
= (0, 0027; 0, 643),

odtud dostáváme IS pro σ1
σ2

:√
(0, 0027; 0, 643) = (0, 052; 0, 802).
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Párové výběry

Věta 26

Necht’ X1 = (X1, Y1)
′, . . . , Xn = (Xn, Yn)′ je náhodný výběr z dvourozměrného

normálńıho rozděleńı N2(µ, Σ) s parametry µ =
(

µ1
µ2

)
a Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2
ρσ1σ2 σ2

2

)
, kde

µ1, µ2 ∈ R, σ2
1 > 0, σ2

2 > 0 a ρ ∈ (0, 1).

Pro i = 1, . . . , n označme

Zi = Xi − Yi
Z̄ = 1

n ∑n
i=1 Zi

S2
Z = 1

n−1 ∑n
i=1(Zi − Z̄)2.

Pak 〈
Z̄− t1− α

2
(n− 1)

SZ√
n

, Z̄ + t1− α
2
(n− 1)

SZ√
n

〉
je intervalový odhad parametrické funkce µ1 − µ2 o spolehlivosti 1− α.
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Př́ıklad

Př́ıklad 27

U 6 aut bylo zjǐstěno ojet́ı p̌redńıch pneumatik (v mm)

L 1, 8 1, 0 2, 2 0, 9 1, 5 1, 6

P 1, 5 1, 1 2, 0 1, 1 1, 4 1, 4

Určete 95 % interval spolehlivosti pro rozd́ıl sťredńıch hodnot ojet́ı levé a pravé
pneumatiky.

Řešeńı Vypočteme rozd́ıl ojet́ı na každém autě
z = (0, 3;−0, 1; 0, 2;−0, 2; 0, 1; 0, 2) a pr̊uměr z̄ = 0, 083 a směrodatnou odchylku
s = 0, 194.
IS pro µ1 − µ2:

z̄± t0,975(6− 1) s√
n = 0, 083± 2, 57 · 0,194√

6
= (−0, 120; 0, 287).
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Odhady založené na centrálńı limitńı větě

Často lze naj́ıt takovou transformaci h , že náhodná veličina h(X, γ(θ)) má

pro n→ ∞ asymptoticky standardizované normálńı rozděleńı N(0, 1) , tj.

h(X, γ(θ))
A∼ N(0, 1)

Přitom rozděleńı, z něhož výběr pocháźı

- nemuśı splňovat požadavky spojitosti a ryźı monotonie distribučńı funkce,

- může být i diskrétńı.

Věta 28

Mějme �{X1, . . . , Xn} ' L(µ(θ), σ2(θ)) a výběrový pr̊uměr X̄ = 1
n

n
∑

i=1
Xi. Necht’

S2
∗ = S2

∗(X) je ( slabě) konzistentńım odhadem rozptylu σ2(θ). Pak statistika

U∗ =
X̄−µ(θ)

S∗

√
n A∼ N(0, 1).
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Důsledky

Důsledek 29 (Binárńı náhodné výběry)

Necht’ �{X1, . . . , Xn} ' A(p) je náhodný výběr s alternativńım (binárńım)
rozděleńım. Potom intervalovým odhadem parametru p o asymptotické

spolehlivosti 1− α je interval〈
X̄− u1− α

2

√
X̄(1−X̄)

n , X̄ + u1− α
2

√
X̄(1−X̄)

n

〉
.

Důsledek 30 (Poissonovské náhodné výběry)

Necht’ �{X1, . . . , Xn} ' Po(λ) je náhodný výběr s Poisonovým rozděleńım.

Potom intervalovým odhadem parametru λ (0 < λ < ∞) o asymptotické
spolehlivosti 1− α je interval〈

X̄− u1− α
2

√
X̄
n , X̄ + u1− α

2

√
X̄
n

〉
.
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Př́ıklad

Př́ıklad 31

Z 42 náhodně vybraných účastńık̊u sportovńıho odpoledne bylo 16 d́ıvek a 26
chlapc̊u. Určete 95 % interval spolehlivosti pro pod́ıl d́ıvek mezi účastńıky.

Řešeńı Označme Xi, i = 1, . . . , 42 náhodnou veličinu nabývaj́ıćı hodnoty 1,
pokud vybraný účastńık je d́ıvka a hodnoty 0, pokud vybraný účastńık je chlapec.
Zřejmě Xi ∼ A(p). Vypočteme pr̊uměr x̄ = 16

42 = 0, 38 a směrodatnou odchylku

s =
√

x̄(1− x̄) = 0, 4856.
IS pro p:

x̄± u0,975
s√
n = 0, 38± 1, 96 · 0,4856√

42
= (0, 234; 0, 527).
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 1.1

Při zjǐst’ováńı p̌resnosti nově zaváděné metody pro stanoveńı obsahu manganu v
oceli bylo rozhodnuto provést 4 nezávislá mě̌reńı. Stanovte dolńı odhad pro σ s
rizikem 0, 05, když výsledky mě̌reńı byly: 0, 31%; 0, 30%; 0, 29%; 0, 32%.

[0, 00799]

Př́ıklad 1.2

Ze základńıho souboru byl proveden náhodný výběr s namě̌renými intervalovými
hodnotami a jejich četnostmi sledovaného znaku

xi (15, 17〉 (17, 19〉 (19, 21〉 (21, 23〉 (23, 25〉 (25, 27〉
ni 10 30 50 70 60 30

Určete

a) interval ve kterém se nacháźı sťredńı hodnota µ s pravděpodobnost́ı 0,95

b) interval ve kterém se nacháźı rozptyl σ2 s pravděpodobnost́ı 0,95.

[a) (21, 5094; 22, 1706), b) (5, 952; 8, 464)]
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 1.3

V tabulce jsou uvedeny hodnoty odporu (v ohmech) vzork̊u drát̊u A a B. Je
známo, že výsledky takových zkoušek maj́ı normálńı rozděleńı s rozptyly
σ2

1 = 4 · 10−6, σ2
2 = 9 · 10−6. Stanovte dolńı odhad pro rozd́ıl sťredńıch hodnot

odporu drát̊u p̌ri riziku α = 0, 05.

A 0, 140 0, 138 0, 143 0, 142 0, 144 0, 137
B 0, 135 0, 140 0, 142 0, 136 0, 138

[−0, 000116]

Př́ıklad 1.4

Bylo vylosováno 6 vrh̊u selat a z nich vždy dva sourozenci. Jeden z nich vždy
dostal náhodně dietu č. 1 a druhý dietu č. 2. Př́ır̊ustky (v dkg) jsou následuj́ıćı:
(62; 52), (54; 56), (55; 49), (60; 50), (53; 51), (58; 50). Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro µ1 − µ2.

[(0, 626; 10, 707)]
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 1.5

V tabulce jsou uvedeny výsledky analýz niklu źıskané dvěma analytickými
metodami. Stanovte horńı odhad pro pod́ıl směrodatných odchylek obou metod
p̌ri riziku α = 0, 05, jestliže tyto výsledky považujeme za realizace náhodných
výběr̊u z normálńıho rozděleńı.

Metoda I 3, 26 3, 26 3, 27 3, 27
Metoda II 3, 23 3, 27 3, 29 3, 29

[0, 622]

Př́ıklad 1.6

Mezi 160 pracovńıky (náhodně vybranými z 8 000 pracuj́ıćıch v závodě) 48 cestuje
do práce vlakem. Napǐste bodový odhad a 95% interval spolehlivosti pro pod́ıl a
počet zaměstnanc̊u dopravuj́ıćıch se vlakem.

[pod́ıl: 0, 3; (0, 229; 0, 371), počet: 2 400; (1 832; 2 968)]

Jan Koláček (PřF MU) M5VM05 Statistické modelováńı podzim 2013 39 / 40



Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 1.7

Naprogramujte funkci ukol.R, která pro jediný vstupńı parametr n vygeneruje
n-rozměrný datový soubor z normálńıho rozděleńı N(1/2, 1) a na základě
vygenerovaných dat sestroj́ı 95% interval spolehlivosti pro sťredńı hodnotu µ.
Sledujte, pro jak velká n tento interval obsahuje nulu a jak se měńı š́ı̌rka intervalu.
Dokážete interpretovat pozorované jevy?
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