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Uvod

Matematickou ekonomii bychom mohli definovat jakozto oblast védy, kterd obsahuje ruzné aplikace mate-
matickiyjch pojmi a technik pro ekonomii, zejména pak pro ekonomické teorie. Alternativni piistup pak je,
ze provedeme vycet vSech soucasti matematické ekonomie.

V tomto uvodu je historie matematické ekonomie rozdélena do tii Sirokych a ¢aste¢né se prekryvajicich
obdobi: obdobi marginalistu (1837-1947), obdobi mnozinové-teoretickych/linedrnich modelu (1948-1960) a
soucasné obdobi integrace (1961-nyni).

1. Obdobi marginalistti: 1838-1947

Pocatecni obdobi matematické ekonomie bylo to, ve kterém si ekonomie vypujcila metodologii pfirodnich
véd a nastroje matematiky, aby vyvinula formalni teorii zalozenou na matematické analyze. Za predpokladu
dostatecné hladkych funkei (napt. funkce uzitecnosti a vyrobni funkece) a maximalizujiciho chovani icastniku
byla vyvinuta dostatecné iplna teorie chovani mikroekonomickych agentu a teorie obecné rovnovahy.

Zakladnim prostiredkem byl kalkulus - tj. diferencidlni a integralni pocet, zejména pouziti totalni a
parcialni derivace a metody Lagrangeovych multiplikatort pro charakterizaci maxim. Zaroven byly v tomto
obdobi vyvinuty moderni teorie spotieby, vyroby, oligopolu a obecné rovnovahy.

Puvodni praci, kterou muzeme povazovat za pocatecni bod matematické ekonomiky, byla Cournotova
prace z roku 1883. Cournotuv piinos lze rozdélit na dva hlavni sméry: teorie podnikt - firem a interakce firem
a spottebitelu v jednoduché trzni ekonomice. Cournotova zakladni hypotéza byla, ze firmy si vybiraji tak, aby



maximalizovaly svij zisk. Cournot studoval a presné definoval pripady dokonalé soutéze a monopolu. Zaroven
zavedl rovnost mezi nabidkou a poptavkou v jednoduché trzni ekonomice a studoval problém oligopolu, kde
je omezena soutézivost prodavajicich. Cournotovo feseni oligopolu zustalo standardnim piistupem a jeho
vhodné zobecnéni hraje dulezitou roli v teorii her.

Teorie firmy: Cournotova maximalizacni hypotéza byla rozsitena v rdmci zkoumani vyrobni funkce v posledni
¢tvrting 19. stoleti tak, ze mohla vzniknout tuplnda teorie poptavky po vstupech a nabidky vystupu. Vyvoj
byl sdilen mnoha autory jako jsou napi. Walras (1874), Wicksteed (1894), Wicksell (1893) a J.B. Clark
(1889).

Teorie spotrebitele: Rozvoj teorie spottebitele zavisejici na maximalizaci funkce uzitecnosti pfi omezeném
rozpo¢tu spotieby byl zapocat v roce 1854 Gossenem a dale studovan Jevonsem (1871), Walrasem (1874) a
déale dopracovan Marshallem (1890). Uplné odvozeni vlastnosti funkce uzitecnosti bylo provedeno Slutskym
(1915) a dale studovano Hicksem a Allenem (1934) aj. Zaklady teorie uzitecnosti byly prohloubeny nékolika
zpusoby: nahrazeni kardinaln{ uzite¢nosti ordindlni pfinalezi Fisherovi (1892) a Paretovi (1909); axiomatizace
kardinalni uzitecnosti je dilem Frische (1926, 1932) a Alta (1936); ptistup pomoci preferenci byl zapocat
Samuelsonem (1938) a dale rozvijen Houthakkerem (1950) a Uzawou (1960).

Obecnd rovnovaha: Zakladni pojeti, ze trhy jsou ve vzajemném vztahu a ze proto je rovnovazny stav ekonomie
charakterizovan soucasné existujici rovnosti mezi nabidkou a poptéavkou na vsech trzich, ptrinalezi Walrasovi
(1874). Toto pojeti bylo déle rozvinuto a vylozeno Paretem (1896, 1909). To, Ze rovnovazny stav muze byt
dosazen, bylo dokézdno tim, Ze pocet rovnic byl rovny poctu neznamych (viz Marshall (1890)). Optimalita
konkurenéni rovnovahy byla diskutovana jak Walrasem tak Paretem.

Stabilita rovnovdhy: V piipadé rovnovahy jednoduchého trhu byly podminky stability diskutovany Courno-
tem (1838) a Marshallem (1890). Otézky stability obecné rovnovahy byly diskutovény rozséhle Walrasem
(1874). Prvni diskuse z ptesného pohledu se objevila v Hicksovi (1939a) a Samuelsonem (1941). Z poslednich
praci jmenujme prace Arrowa, Hahna, Hurwicze aj.

Optimdlni alokace zdroju: Prvni systematicky vypocet uzitku a nakladu ptindlezi Dupuitovi (1844). Jasna
definice optimality v pripadé mnoha ucastniku byla poddna Paretem (1909). Charakterizace optimdlnich a



¢astecné optiméalnich stavu je nyni znama jakozto tzv. ekonomie blahobytu, tuto syntézu provedli Hotelling,
Bergson a Hicks. Speciélni problém optimalizace v ¢ase byl poprvé studovan Ramseyem (1928) a nédsledovné
Hotellingem (1931).

Zobecnéné vyjedndvdni: Edgeworth (1881) jakozto prvni studoval vystupy ekonomie, ve které mohly byt reali-
zovany vSechny druhy dohod o zbozi, nikoliv toliko ty mozné v cenovém systému. Mnozina moznych vystupu
se nazyvala smluvni krivka. Obecnd verze tohoto pojmu, nyni zndma jakozto jddro, byla déale studovana v
plné obecnosti v teorii her.

Vyvrcholeni skoly marginalistu zalozené na kalkulu, které zkombinovalo mnoho predchazejicich vysledku
s novéjsim vyvojem, lze najit ve dvou klasickych knihdch, které jsou stéle velmi dulezité: Hicks (1946) a
Samuelson (1947).

2. Obdobi mnozinové teoretického/linedrniho modelu: 1948-1960
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kalkul matematické analyzy nahrazen mnozinové-teoretickymi zaklady a linearnimi modely. Pouziti teorie
mnozin znamena vétsi obecnost v tom, ze klasické predpoklady hladkosti funkci mohly byt nahrazeny pod-
statné obecnéjsimi funkcemi. Pouziti linedrniho modelu znamend zachazeni s pojmy, které neslo vyjadrit
pomoci hladkych funkci, tj. napt. vrcholy polyedri.

Tento novy piistup byl ve skutec¢nosti zapocat dulezitym ¢lankem von Neumanna (1937) v obdobi ekono-
hrédla dulezitou roli v rozvoji mnozinoveé-teoretického ptistupu byla Arrowova kniha o axiomatizaci teorie
socidlniho vybéru a individualnim ohodnoceni (1951). Byly v ni pouzity mnozinové-teoretické metody, které
umoznily vytvoreni systému pro studium problému obecné teorie rovnovahy.

Dva z velmi dulezitych ¢lanku pro rozvoj teorie obecné rovnovéhy byly Wald (1933-34), ktery provedl
prvni presnou analyzu obecné rovnovahy, a Arrow s Debreuem (1954), ktefi pomoci mnozinové-teoretickych
prostiedku formulovali problém existence konkurenéni rovnovahy a dokazali jeji existenci za patficnych
podminek. Problém existence byl dédle analyzovdan McKenziem, Galem, Nikaidou a Debreuem. Dulezitym
nastrojem byla Kakutaniho véta o pevném bodé (1941) — zobecnéni Brouwerovy véty o pevném bodé.



V ramci teorie spottebitele byly pro dalsi axiomaticky rozvoj dulezité ¢lanky Debreua a Radera. Aplikace
mnozinové-teoretickych pojmu kulminovala pak v klasické Debreuoveé knize (1959) a jejiz tiloha je srovnatelna
s pracemi Samuelsona a Hickse pro klasické obdobi.

Linedrni model pro meziodvétvové vztahy byl vyvinut Leontievem (1941, 1966). Dalsi piibuzné aktivity
na tomto poli patti Koopmansovi, Morgensternovi a Kantorovicovi. Dale byl studovan von Neumannuv
mnohaodvétvovy model rustu. Tento model hral dulezitou roli jak v obecné teorii rovnovahy tak v teorii
rustu. Zaroven bylo v tomto obdobi vyvinuto linedrni programovani, vychazejici z praci Dantziga. Tento
pristup kulminoval v pracich Dorfmana, Samuelsona, Solowa a Galeho. Tyto prace pritom neobsahovaly
pouze linearni programovani, nybrz linearni modely obecné rovnovahy a linearni rustové modely. Jednim z
nejdulezitéjsich modelu je pak Malinvauduv model akumulace kapitalu.

Teorie her byla rovnéz zalozena na analyze linearnich modelu. Jeji poc¢atky se datuji k von Neumannovi
(1928), ale zakladni vyvoj se objevil v praci von Neumanna s Morgensternem (1947) a Nashe (1950).

3. Soucasné obdobi integrace: 1961-nyni

Soucasné obdobi je obdobi integrace, ve kterém moderni matematickda ekonomie kombinuje prvky kal-
kulu, teorie mnozin a linearnich modelu. Je zaroven obdobim, ve kterém byly matematické idee rozsiteny
potencionalné do vSech oblasti ekonomie. V soucasné dobé jsou mnohé odvétvi matematické ekonomie ve
vyvoji a tento vyvoj se ukazuje byt nanejvys prinosnym. Zminme mj. 11 dulezitych témat ve vyvoji v této
etapée.

(1) Nejistota a informace: Toto téma sestdva z teorie averze k riskovani (viz préace Pratta a Arrowa); rov-
novazny stav pii nejistoté (viz prace Diamonda a Radnera); mikroekonomické aplikace (viz prace McCalla);
pojisténi dle Borche aj.

(2) Globdlni analijza: Toto téma obsahuje matematické metody, které kombinuji kalkulus a topologii, a jsou
pouzity ke studiu vlastnosti ekonomickych rovnovaznych stavu a jejich zméné v dané ekonomii. Debreu
(1970) byl prukopnikem v tomto studiu za podminek, Zze mame pouze konecny pocet rovnovaznych stavu.



(3) Teorie duality: Tato teorie pouziva a kombinuje mnozinové-teoretické metody a metody kalkulu, zejména
v mikroekonomice. Pfipomenme mj. prace Hotellinga, Roye, McKenzieho, Shepharda, Samuelsona a Diewerta.

(4) Agregovand funkce poptdvky: Teorie spottebitele ukazuje, ze funkce poptavky jednotliveu maximalizujich
uzitek musi spliiovat jisté omezujici podminky. Sonnenschein (1973) jako prvni podal argument, ze agrego-
vané funkce poptavky nejsou omezeny podminkou, ze individualni funkce poptavky vznikaji z maximalizace
uzitku. Déle zminme préace Mantela (1974) a Debreua (1974).

(5) Jddro ekonomie a trhy s kontinuem obchodniku: Intuitivni pojem velkého poc¢tu obchodniku spolu s
predpokladem dokonalé soutéze vedl k tomu, ze pocet obchodniku konverguje k nekoneénu nebo ze mame
kontinuum obchodniku. Pripomenme préace Shubika (1959), Scarfa a Debreua (1962) aj.

(6) Docasnd rovnoviha: Pojem docasné rovnovahy byl zaveden Hicksem (1939). V takovéto rovnovéaze se ob-
chod uskutecnuje sekvencionalné tak, ze kazdy ucastnik predpovida svuj budouci zisk na zakladé soucasného
a minulého stavu ekonomie. Rovnovaha muze obsahovat vsechny ceny pohybujici se dostatecné rychle k vy-
prodani vsech trhu, nebo jinak fec¢eno dovoli pridélovy systém.

(7) Viypocet rovnovdznijch cen: To je specidlni pripad vypoctu pevnych bodu zobrazeni, pro kterd je pevny
bod interpretovan jako rovnovazny cenovy vektor, pficemz ziskané rozdéleni je prijatelné, pokud se vyprodaji
vechny trhy. Hlavni préce jsou Scarf (1967, 1973).

(8) Teorie socidlniho vybéru: Teorie socidlniho vybéru se zabyvé agregaci preferenci jednotliveu do socialntho
vybéru. Zaklady byly polozeny Arrowem (1951), v této knize jsou polozeny zdkladni kameny teorie a
dokazany véty o moznosti resp. nemoznosti takovéhoto vybéru.
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(9) Optimdlni zdanéni: Prvni préace z této oblasti patii Ramseyovi (1937) a Hotellingovi (1938), nejdulezitéjst
¢lanky pak Boiteuxovi (1956), Mirrleesovi (1971) a Diamondovi s Mirrleesem (1971).

(10) Teorie optimalniho ristu: Toto téma bylo studovano zejména Samuelsonem se Solowem (1956), Samu-
elsonem (1965), Koopmansem, Galem a dalsimi. Puvodné byl tento problém formulovan jakozto problém
optimélnich uspor Ramseyem (1928). Tento problém byl pak zobecnén a zkombinovan s meziodvétvovym
modelem rustu. Matematické zaklady jsou zaloZeny na teorii dynamickych systému a teorii fizeni.



(11) Teorie organizovdni: Tato oblast obsahuje teorii tymové prace, decentralizace, pldnovani a problém
stimulace. Z novéjsich praci pripomenme priace Marschaka a Hurwicze.

Tento ucebni text si neklade zadné naroky na uplnost ¢i puvodnost. Pripadné komentare ¢i kritické
pripominky k textu ocekdavam nejlépe na e-mailové adrese

paseka@math.muni.cz

¢i jinou formou. Text je prubézné dopliovan a ménén a je umistén k volnému pouziti na ftp serveru oboru
matematika PFF MU. Césti textu jsou tvofeny referaty zpracovanymi studenty Pavel Janfk ml., Monika Ryn-
dové, Libuse Tomankova v ramci stejnomenné prednasky na Piirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity.
Veskera zodpovédnost za styl a obsah je na autorovi.
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Kapitola 1

MATEMATICKE PROGRAMOVANI S
APLIKACEMI V EKONOMII

1 Uvod a prehled

*

Matematické programovani se vztahuje k zdkladnimu matematickému problému maximalizace funkce
Podstata tohoto problému a zpusoby jeho feSeni jsou diskutovany v ¢asti 2. Historicky ma tento problém
kofeny v rozvoji pocetnich metod. Odtud tedy jeho prvni vyuziti bylo ve zpracovani nejednodusiho typu
matematického programovani, a sice hleddni nevdzaného extrému (maximalizace), coz je probrano v ¢asti 3.
To se ¢asto nazyva uloha klasického programovani, ve které se hledd maximum funkce pfi omezeni mnozinou
rovnic. Nékteré ulohy matematického programovani, které byly ovlivnény studiem ekonomickych problému se
v8ak nepodarilo vytesit ani ve 20. stoleti. Mezi tyto ulohy napiiklad patii wulohy nelinearniho matematického

*Ulohy jsou zde TeSeny jako maximalizace funkce. Pokud chceme funkci minimalizovat, sta¢i pouze zménit znaménko funkce
a jinak postupovat stejné.
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16 KAPITOLA 1. MATEMATICKE PROGRAMOVANI S APLIKACEMI V EKONOMII

programovdni kde se hledd maximum funkce pfi omezeni mnozinou nerovnic, viz ¢ast 5. Specialni pripad,
dulezity sdm o sobé, a ktery mél znacny vliv na rozvoj teorie matematického programovani, je uloha
linearniho programovdni tj. maximalizace linearni funkce pii omezeni mnozinou linearnich nerovnic, viz
cast 6.

Aplikace matematického programovani mé §irsi uplatnéni, napt. v ekonomii nasla fadu uplatnéni. Vedla
také k ruznym srovnavacim analyzam stability, které slouzily k porovnavani jeji ucinnosti. Matematické
programovani vedlo zejména k hlubsimu nahledu do oblasti mikroekonomie , jak je dale diskutovano v ¢asti
7. Aplikace matematickéh programovani jsou rozdéleny do dvou tseku, na neoklasickou teorii domdcnosti
v ¢asti 8 a neoklasickou teorii firmy v Casti 9.

Kromé pouziti v zdkladni matematické teorii (¢dst 2 - 6) a aplikacich v ekonomii (¢dst 7 - 8), ma
také matematické programovani vyuziti v jinych oblastech (napf. fyzika, chemie, aj.). O téch se zde vsak
nebudeme zminovat, odkaz na né je mozné najit v literatufe citované na konci. Také opomineme ruzna
specifika matematického programovani, jako je celo¢iselné programovani, vicekriterialni programovani, odkaz
je opét uveden v literature.

2 Uloha matematického programovani a zpusoby jejiho Feseni

Obecna forma wlohy matematického programovdni muze byt zapsana ve tvaru:

max F(x), (2.1)

xeX

kde x je sloupcovy vektor n vybranych proménnych,

x = (11, 29,...,1,), (2.2)

F(x) je funkce realnych proménnych,

F(x) = F(xy,29,...,2,), (2.3)
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a X je podmnozina n-rozmérného euklidovského prostoru,

X C E™ (2.4)

Obecné budeme predpokladat, ze X je neprazdna, tj., ze existuje pripustny vektor x, kde x je ptipustny
prave tehdy, kdyz x € X. V ekonomii se vektor x ¢asto nazyva wvektor ndstroju , funkce F(x) dcelovd
funkce a mnozina X mnozina prilezitosti.

Zakladni ekonomicky problém alokace vzacnych zdroji mezi navzdjem si konkurujicimi potfebami muze
byt interpretovan jako problém matematického programovani, kde jednotlivd alokace zdroje je reprezen-
tovana prisluSnym vybérem vektoru nastroju; vzacnost zdroju je reprezentovana mnozinou prilezitosti,
odrazejici omezenost nastroju. Potfeby jsou reprezentovany ucelovou funkci, jejichz vysledky jsou hodnoty
prislusné ke kazdé alternativni alokaci. Funkce 2.1 muze byt tudiz interpretovana v ekonomickém jazyku, jako
vybér ndstroje v ramci mnoziny piilezitosti, tedy jako maximalizace ucelové funkce. Existuje vice zpusobu
reSeni problému 2.1. Globdlni maximum funkce F' je vektor x* takovy, ze

x'eX a Fx')>Fx)VxeX (2.5)

Reseni je tedy vektor ndstroji, ziskany jako hodnota tcelové funkee, kterd je vétsi nebo rovna nez hodnota
v libovolném jiném vektoru nastroju. Ostré globalni mazimum je vektor x*, ktery splnuje:

x*eX a Fx')>Fx) VxelX, x#x" (2.6)

2.1 Weierstrassova véta

Véta 2.1 Weierstrassova véta
Je-li funkce F(x) spojitd a mnoZina X je uzaviend a ohranicend tj. kompaktni a navic neprazdnd, pak
existuje globdlni mazimum.

Diikaz. Dukaz této véty je zalozen na faktu, ze obraz X v zobrazeni F je definovan jako
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F(X) = {F(x)]x € X}, (2.7)

cozZ je uzaviena a ohrani¢end mnozina na realné ose, a tedy musi obsahovat i maximalni prvek, coz je
F(x*). Méli by jsme vsak dat pozor na to, ze podminky véty jsou dostatecné, ale ne nutné pro existenci
maxima. Maximum tedy muZe existovat, aniZz jsou tyto podminky splnény. (Napf. maximalizace x? na
intervalu 0 < z < 2 m4 feseni). Weirstrassova véta muze byt zesilena za predpokladu, ze F'(x) bude shora

polospojita. m

2.2 Veéta o lokalnim a globalnim maximu

Lokalni maximum je vektor x* € X takovy, ze existuje néjaké € > 0, pricemz

F(x*) > F(x) ¥xeXnN.(x). (2.8)

Zde N.(x*) je néjaké e-okoli bodu x*. Maximum je lokalni, ponévadz vektor néstroju ziskany jako hodnota
ucelové funkce neni mensi nez hodnota v jakémkoliv jiném bodé néalezejicim X a dostateéné blizko (tj. v
N(z*) pro né&jaké € > 0). Ostré lokalni maximum je vektor x* € X, ktery spliuje pro néjaké € > 0

F(x*)> F(x) Vxe XNNA(x"), x #X". (2.9)

Ziejme, globalni maximum je zaroven lokalni (coz vsak neplati obrécené). Ostré (globalni, resp. lokélni)
maximum je také (globalni resp. lokdlni) maximum, opét to neplati obracené. Ostré lokdlni maximum je
jednoznacné urceno.

Véta 2.2 Véta o lokdlnim a globalnim maximu Je-li Wcelovd funkce F(x) konkdvni funkce a mnozina
prilezitosti X konvexni mnoZina, pak kaZdé lokdlni mazimum je i zdroven globdlni a mnoZina vsech ta-
kovijchto Teseni je konvexni. Je-li navic F(x) ostre konkdvni funkce, pak resSeni je jediné. Je-li F(x) ostre
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kvazikonkdvnt, je lokdlni mazimum jediné a zdrover globdlni *.

Véta 2.2 je velice dulezitd, nebot prakticky vSechny metody fesici tilohu matematického programovani
spise identifikuji lokalni nez globalni maximum. S pouzitim této véty je mozné usuzovat na zakladé vlastnosti
konkavnosti a konvexity, ze lokalni optimum je také globalni.

3 Uloha bez omezeni

Uloha mazimalizace bez omezeni je ta, ze vybereme hodnoty z n proménnych tak, ze maximalizujeme funkci
F' téchto proménnych:

max F'(x) (3.1)

X

V tomto pripadé je mnozina piilezitosti X (z 2.1) cely prostor £ (nebo oteviena podmnozina E™).

3.1 Veéta o podminkach prvniho radu

Véta 3.1 Véta o podminkich prvniho fadu Je-li F(x) diferencovatelnd funkce, pak nutné podminky
prontho Tddu proto, aby bod x* byl bodem lokdlniho mazima funkce F(x) jsou, Ze x* je stacionarni bod

funkce F(x), ve kterém jsou vSechny proni parcialni derivace nulové.
oF oF oF oF
) (am(x),am(xx S >) (3.2)

Ty

TFunkce F(x) je kvazikonkdvni funkce pravé tehdy, kdyz pro x!,x? € X, kde F(x') > F(x?) plati F(ax! + (1 — a)x?) >
F(x?) pro véechna «, 0 < a < 1. Funkce F je ostre kvazikonkdvni pravé tehdy, kdyz pro x!,x% € X, x' # x2, kde
F(x') > F(x?) plat{ stejnd nerovnost jako pro kvazikonkavni funkci, ale ostrd, pro véechna a,0 < o < 1. Viimnéme si, Ze
konkavni funkce je kvazikonkavni, ale kvazikonkavni funkce nemusi byt konkavni.
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(OF/0x)(x*) je vektor gradientu tj., (1 x n) radkovy vektor viech 1. parcialnich derivaci F(x) a 0 je

(1 x n)-rozmérny vektor nul. Tedy, je-li x* = (a3, x5, ...., x%) lokdlni mazimum, pak
OF
T(wi,xz,...,x;,)zo, ji=12,...,n. (3.3)

J

Dukaz. Dukaz této véty muze byt proveden pomoci Taylorova rozvoje pro hodnotu funkce kolem z*. m

3.2 Véta o podminkach 2. radu

Véta 3.2 Véta o podminkach 2. fadu Je-li F(x) spojité diferencovatelnd do 2. rddu, pak podminka
nutnd proto, aby x* byl bodem lokdlniha mazima funkce F(x), je, Ze prislusnd Hessova matice typu (n X n)
a tvaru

0*F 9*°F 9*°F
82F B_r% (X) 0x10x2 (X) Tt Ox10xn (X)
—(x) = : : . ; , (3.4)
8X2 2 ' 2 ' 2 '
Fentrs () Foiz(®) - Gz (%)

je v bodée x* negativné semidefinitni.

Dikaz. Dukaz muze byt opét proveden pomoci Taylorova rozvoje. m

3.3 Véta o postacujicich podminkach

Véta 3.3 Je-li funkce F(x) spojité diferencovatelnd do 2. tdadu a podminky 1. rddu jsou splnény pro vektor
gradienti 3.2 a navic plati zesilené podminky 2. vdadu tj. 3.4 je negativné definitni, pak x* je (ostré) lokdlni
mazimum pro F(x*).

Diukaz. V dukazu opét vyuzijeme Taylorovu vétu. |
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]
Tyto tii podminky uvedené pro ilohu bez omezeni jsou analogické pro ilohu s omezenim, ktera je
diskutovana v casti 4 a 5.

3.4 Priklad : Kvadratické ucelové funkce

Jako priklad dlohy bez omezeni si uvedeme maximalizaci kvadratické ticelové funkce

1 n 1 n n
max F(x) =cx+ §X/QX = Z ¢+ 5 Z Z Qi TiTj, (3.5)
J=1 i=1 j=1
kde c je n-rozmérny vektor a @) je symetrickd matice tddu (n X n). Prvni ¢ést ucelové funkce je linearni cx,
druha ¢ast je kvadratickd x'Qx (vydélend dvéma pro pozdéjsi snadnéjsi ipravy). Z nutné podminky 2. fadu
pro existenci lokalnitho maxima 3.2 dostaneme

oF

ox

Z nutnych podminek 2. fadu 3.4 dostavame, ze Q je negativné semidefinitni. Z véty o postacujicich

podminkach vime, ze je-li Q negativné definitni, pak x* je ostré lokdlni maximum. Tedy Q je negativné

definitni, pak F(x) je ostfe konkavni a x* je globalni maximum. Mimo to, je-li Q regularni, pak pro z*
dostavame

(x") =c+x"Q =0, (3.6)

x*=-Q7'c. (3.7)

Maximum tucelové funkce potom je

F(x*)= —cQ 'c + %(cQ‘l)Q(Qlc’) = —%cQ‘lc/ > 0, (3.8)

protoze () je negativné definitni.
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4 Klasické programovani: Lagrangeovy multiplikatory

Uloha klasického programovdni je ta, ze vybereme hodnoty z n proménnych tak, ze maximalizujeme funkci
téchto proménnych na mnoziné stejnych omezeni.

m;?XF(X) pro g(x)=Db. (4.1)

Tento vektor néstroju x a hlavni (cilova, ucelova) funkce F'(x) jsou stejné, jako v 2.1, kde F(x) je redlna
funkce definovana na E™. Vektor redlnych funkei g(x) je zobrazeni z E™ do E™, znézornujici m-omezené fce
a sloupcovy vektor b je m x 1 rozmérny vektor omezujicich konstant,

91(271,.1'2,...,1'”) bl
gz(.flﬁl,l'g,...,ﬂ?n) bQ

g(x) = : , b= : ) (4.2)
gm(x17x27“‘axn) bm

V terminech primdrniho (zékladniho) problému 2.1 klasicky problém matematického programovéani ko-
responduje s pripadem, ve kterém mnozina ptilezitosti muze byt zapsana jako

X = {xeE"g(x)=b}

= {(x1, 29, ..., 2,) | gi(x1, 20, ... xy) = by i =1,2,... ,;m}. (4.3)

4.1 Véta o Lagrangeovych multiplikatorech

Popis teseni klasického problému programovani, ktery je analogicky s Vétou o podminkach 1. fadu pro
neomezené ulohy, je ziskdn pomoci Véty o Lagrangeovych multiplikdtorech. Pro tuto vétu zavedeme tadkovy
vektor m-dodatecnych novych proménnych nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,

Y =W1,Y2, s Ym), (4.4)
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a to jeden pro kazdé dané omezeni, Lagrangeova funkce je pak definovdna jako nasledujici realna funkce
n-puvodnich a m-pfidanych proménnych,

L(x,y) = F(x)+y(b—g(x))
= F(z1,29,..., %) + > yilbi — gi(z1, 20, ..., 20)), (4.5)

kde posledni vyraz je skaldrnim souc¢inem radkového vektoru Lagrangeovych multiplikatoru a sloupcového
vektoru slozeného z rozdilu omezujicich konstant a omezujicich funkci. Potom, v souladu s vétou o Lagran-
geovych multiplikatorech, predpoklddame, ze n > m (kde n — m je stupen volnosti), F'(x) a g(x) je m + 1
funkci se spojitymi prvnimi parcidlnimi derivacemi a omezujici podminky jsou linearné nezavislé v reseni,
tj. jestlize x* je lokalni maximum tlohy,

5 g—fcll(x*) g%(x*)

g . .
Ogm (yo* Ogm, (5
o (x*) ... C(,mn(x )

(tj. Jacobiho matice slozend z 1. parcidlnich derivaci omezujicich funkei rozméru m x n ma plnou fadkovou
hodnost), nutné podminky 1. fadu tvori pak m+n nulovacich podminek prvnich parcidlnich derivaci Lagran-
geovy funkce L(x,y),

a—x(x Y) = o (x*)—y aX(x ) =0 (npodminek), (4.7)

oL ,

a—(x*, y')=b—-gx*)=0 (m podminek ), (4.8)
y

kde poslednich m podminek vyzaduje, aby omezeni bylo nalezeno pravé v x*.

Véta 4.1 Véta o Lagrangeovych multiplikatorech Je-li x* bod lokdlniho mazima (extrému), pak exis-
tuje m-rozmeérny vektor Lagrangeovych multiplikdtori y* takovy, Ze dle 4.7 je gradient F(x) v x* je linedrni
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kombinact gradientu funkci g;(x) v tomto bodé, pricemz Lagrangeovy multiplikatory budou koeficienty této
linearni kombinace, a to

OF .08 . OF Zm: . 0g;

8_X<X )=y 0_X(X) tj. 8—%(x )= 893]-(X ), i=1,2,... n. (4.9)

=1

Dikaz. Tato véta je obvykle dokazovana uzitim véty o implicitni funkci. |

]

Téchto n podminek je analogickych s podminkami 1. fadu 3.2 nulovani vektoru gradientu. Ve skutecnosti
proto véta redukuje na Vétu o podminkach 1. fadu v pripadé, ze m = 0, coz je pravé neomezeny piipad.

Druha ¢ast véty o Lagrangeovych multiplikdtorech ndm dava interpretaci téchto m dodateénych proménnych.
Nezahrnuje jednu ulohu klasického programovani, ale celou mnozinu takovych tloh, které jsou charakteri-
zovany omezujicimi konstantami b. Jestlize se néktera z téchto konstant zméni, zméni se i hodnota maxi-
malizujici ucelové funkce. Maximélni hodnotu dostaneme jako

F*=F(x*) = L(x",y"), (4.10)

kde druh& rovnost vychéazi z faktu, ze omezeni vyhovuji fesSeni 4.8. Lagrangeovy multiplikatory v jejich
optimalnich hodnotach y* méfi stupen prirustku maximalizované hodnoty F™, podle toho, jak se ptislusné
omezujici konstanty meént,

y* = OF* /b tj. yF = OF/ob;, i=1,2,...,m. (4.11)

Tedy kazdy Lagrangeuv multiplikdtor méri citlivost maximalizované hodnoty tcelové funkce na zmény
prislusnych omezujicich konstant, pricemz cela dalsi ¢ast tlohy zustava stejnd. V ekonomickych tlohéch, ve
kterych F' ma rozmér hodnoty (cena x mnozstvi) zisku ¢i duchodu a b mé rozmér mnozstvi jako vstup ¢i
vystup, Lagrangeovy multiplikdtory b* interpretujeme jako cena, nazyvame ji stinovd cena, z toho duvodu,
abychom ji odlisili od trzni ceny. Méti ptitom piirtustek hodnoty v pripadé zmény omezeni.
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Geometrickou interpretaci a charakter feseni muzeme pro klasické programovani ziskat pies Lagrangeovy
multiplikatory. Rovnost omezeni definuje mnozinu ptilezitosti X v 4.3, které za predpokladu 4.6 ma rozmeér
n — m. Nezavislost predpokladu v 4.6 implikuje, ze v feSeni x*, kazd4 smérnice dx vyhovujici

Jg
ox

78 (x* dx—oqzagl yda; =0,i=1,2,...,m, (4.12)

lezi v tecném nadroviné k X v bodé x*. Gradienty vektoru omezujicich funkci dxg’( *) jsou ortogondlni
k této tecnému nadroviné v bodé z*. Podminky 1. fadu 4.9 znamenaji geometrlcky, ze gradient vektoru
ucelové funkce (OF/0x)(x*), pro kterou funkéni hodnoty bodu F(x) ve sméru gradientu zvétsi smeérem k z*,
je vazenda kombinaci gradientu vektort omezujicich funkci, vahy jsou Lagrangeovy multiplikatory y*. Tedy
(OF/0x)(x*) je také ortogondlni k tecné nadroviné k X v bodé x* a to ve sméru dx v tecné nadroviné,

—(x")dx=y —X(x*)dX:O. (4.13)

4.2 Veéta o ohranicené Hessové matici

Analogii v pripadé klasického programovani k vété o podminkéach 2.fddu pro neomezené problémy je véta o
ohranicené Hessové matici. Podle této véty Hessova matice druhych parcidlnich derivaci Lagrangeovy funkce

9°L oL
agL 893% Ct Ox10Tn
oz C T : (4.14)
* oL oL
Oxndzy ox2
musi byt negativné semidefinitni na mnoziné vektoru dx urc¢ené splnénim m podminek
0
dg = 28 (x*")dx =0, (4.15)

0x
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kde (z*,y*) je bod lokalniho maxima.

4.3 Véta o postacujicich podminkach pro klasické programovani

Posledni analogii je véta o postacujicich podminkéach. Podle véty o postacujicich podminkéach pro klasické
programovani, jestlize je splnéno n + m podminek 1.7rddu 4.7 a 4.8 pro bod x*, potom zesilené podminky
ohranicené Hessovy matice, které zaruci, ze Hessova matice v 4.14 je negativné definitni na mnoziné urcéené
4.15, nam zajisti, ze x* je bod lokédlniho maxima pro funkei F'(x) s m omezujicimi podminkami.

Ekvivalentné, podminky vyzaduji aby ohranicena Hessova matice, definovana jako Hessova matice funkce
L(x,y) na vSech proménnych

991 991
0...0 Oxy """ Oz
0 9gm 9gm
0 f{ _ 0...0 B D 16
ag/ 82L - % 3gm 62[/ 82L ) ( . )
Bx %2 Oz """ Oxry  O9z? " Ox10mn
991 0gm L 9L

Oxn * " Oxn Oxndx1 Ox2 * "

kde 0g/0x je Jacobiho matice z 4.6, splni n — m podminek tak, ze v poslednich n — m hlavnich minorech
se sttidaji znaménka, pricemz znaménko prvniho bude (—1)™"!. Poznamenejme, Ze obé tyto véty, tato i
predchézejici, se redukuji na odpovidajici véty pro neomezeny ptipad, kdy m = 0.

4.4 Priklad: Kvadraticko-linearni uloha

Priklad klasického programovéni, ktery vychazi z oddilu 3.4, je kvadraticko-linearni tloha:

1
max F'(x) = cx + §X/QX pro Ax = b. (4.17)

X
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Zde je ucelova funkce stejna jako v 3.5, a omezeni je m linearnich rovnic,

Ax =btj Y ayz;=b, i=12..,m, (4.18)

j=1

urcenych matici A typu m x n a sloupcovym vektorem b typu m x 1. Lagrangeova funkce je pak

1
L(x,y) =cx+ §X/QX +y(b — Ax), (4.19)
kde y je vektor Lagrangeovych multiplikatoru. Pouzitim n + m podminek 1.radu 4.7, 4.8,
oL
ax —Ct x'Q—-y*A =0, (4.20)
oL
— =b—-Ax"=0. 4.21
- x (1.21)

Téchto n + m podminek vyzaduje, aby platilo
x* = —Q7!(c' — A'y"). (4.22)
Lagrangeuv multiplikdtor muze byt ziskan vynasobenim matici A a uzitim omezeni
Ax*= —AQ ' +(AQ'A)y” =b. (4.23)
Najdéme tedy feseni pro vektor Lagrangeovych multiplikatoru
y =0 +cQ'A)AQTA)T, (4.24)

a dosazenim tohoto feseni do 4.22 obdrzime
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x' = —Q7[¢ — A(AQA) (b + AQIC)). (4.25)

Oznacime-li X* Teseni tlohy bez omezeni v 3.1 dané 3.7, feseni omezeného problému muze byt psat jako

X=X+ QA (AQ A (D — AxY). (4.26)

Tedy, jestlize X* odpovida omezujicim podminkam, potom to je také reSeni lohy s omezenim. Mimo to

rozdil mezi feSenim 1lohy s omezenim a bez omezeni, x* — X* je linearni funkci mnozstvi, pro ktera reseni
ulohy bez omezeni nevyhovuje omezujici podmince b — AX*.

5 Nelinearni programovani - Kuhn-Tuckerovy podminky

Uloha nelinedrniho programovdni spociva ve volbé nezapornych hodnot n proménnych tak, aby maximali-
zovaly funkci téchto n proménnych, které splnuji m nerovnosti,

max F(x) pro g(x)<b, x>0. (5.1)

Zde vektor ndstroji x a ucelovd funkce F(x) jsou stejné jako v 2.1, kde F(x) je redlna spojité diferenco-
vatelnd funkce definovand na E™. Hodnoty vektorové omezujici funkce g(x) a vektor omezeni b jsou stejné
jako v 3.1, kde g(x) je spojité diferencovatelné zobrazeni z E™ do E™. Z hlediska zékladniho problému 2.1,
uloha nelinedrniho programovani koresponduje s pripadem, ve které mnozina prilezitosti muze byt zapsana
jako:

X = {xe€ePE"|gx)<b, x>0}
= {(l’l, To, ... ,l’n)/’gi(ﬂfl, To, ... ,I‘n) S bi, 1= 1, 2, e,y (52)
x; >0, j=12,...,n}
Tato tloha je zevSeobecnéni tlohy klasického programovani 4.1, protoze rovnosti jsou specialnim piipadem
nerovnosti.
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5.1 Veéta o Kuhn-Tuckerovych podminkach

Charakteristika Teseni ilohy nelinearniho programovani, ktera je analogicka jak s Vétou o podminkéch 1.radu
pro ulohy bez omezeni a s Vétou o Lagrangeovych multiplikatorech pro klasické programovani, je zajisténa
Vétou o Kuhn-Tuckerovych podminéch. Stejné jako v pripadé klasického programovéani zavedeme radkovy
vektor m dodatecnych novych proménnych, nazyvanych Lagrangeovy multiplikatory,

y = (y173/27---7ym>7 (53)
a to pro kazdé omezeni. Lagrangeova funkce muze byt definovana jako néasledujici realna funkce o n puvodnich
a m pridanych proménnych:
I6xy) = F(x)+y(b-gx) 5
= F(xy,20,...,20) + D> i ¥ibi — gi(@1, 22, ... 1)),

stejné jako v 4.5. Kuhn- Tuckerovy podminky jsou potom definovany v bodech x*)y*, jako 2n + 2m nerovnosti
a 2 rovnosti:

9L (x*,y*) <0, %(x*, y*) >0  (n+ m podminek),
%(X*7 y)x* =0, y*%(x*, y*) =0 (2 podminky), (5.5)
x* >0 y*>0 (n + m podminek).

7 toho n + m nerovnosti reprezentuje omezeni puvodniho problému:

g—L(x*, y')=b—-g(x*) >0 (m podminek), (5.6)
Yy

x>0 (n podminek), (5.7)

zatimco pridanych n 4+ m nerovnosti vyzaduje
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oL OF dg
- k k — * _ * _J * < z .
Sy = o)~y SLx) 0 (0 podminek), (58)

y* >0 (m podminek), (5.9)

Piitom n podminek v 5.8 je napsano radéji jako nerovnosti nez rovnosti ve 4.7, kvuli nezapornym
omezenim na x v 5.7, nebo, vice vSeobecné, protoze hranic¢ni feseni jsou pripustné. Dalsich m podminek
v 5.9 vyzaduje nezapornost Lagrangeova multiplikatoru, je to z toho duvodu, ze omezeni v 5.6 jsou psana
radéji jako nerovnosti nez rovnosti: jestlize omezeni je rovnost, potom prislusny element y* je neomezeny
stejné jako v klasickém piipadu programovani.

Dvé podminky rovnosti Kuhna-Tuckera:

gkmw—;Qm@>y%@Q%w, (5.10)
oL @
y*g(X*7}’*) = Z?Jf(bi —gi(x")) =0, (5.11)

i=1
dohromady s ostatnimi podminkami, je vyzadovano, aby vSsechny vyrazy v obou téchto sumach byly nulové.
Tedy jestlize jedna z nerovnosti vyhovuje feseni i v piipadé, ze je ostrd, potom je odpovidajici (dudlni)
promeénna rovna nule.

oF 0
a_xj(x*) —y*a—fj(x*) <0 implikuje 2t =0, j=1,2,....n, (5.12)
9i(x*) < b; implikuje y’ =0,i=1,2,...,m, (5.13)

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky nelinedrniho programovdni. Podminka 5.11
také implikuje, ze pro feseni je hodnota Lagrangianu zaroven maximalni hodnota tcelové funkce.
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L(x*,y*) = F(x*) = F". (5.14)

Podle podminek Véty Kuhna-Tuckera plati, Zze jestlize je splnéno vhodné silné omezeni, pak Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou nutné podminky pro tulohy nelinedrniho programovani, takze kdyz x* je feSenim
5.1, pak zde existuje vektor Lagrangeovych multiplikatoru y* spliujici 5.5.

Stejné jako v pripadé klasického programovéni, feseni metodou Lagrangeovych multiplikatoru interpre-
tujeme jako citlivosti maximalizované hodnoty tucelové funkce na zmény omezujicich konstant,

oF™ OF™
y 8b Z e yz abl ) Z ) ) ’m7 (5 5)
kde F* je definovana jako
F*=F(x*) = L(x*,y"). (5.16)

Presnéji, z doplnujicich podminek 5.13 vyplyva, ze kdyz v TeSeni je ostrd nerovnost, pak prislusny
Lagrangeuv multiplikator je roven nule a tedy rust omezujici konstanty o vhodné malou hodnotu nezmeéni
maximalizovanou hodnotu ucelové funkce.

5.2 Veéta Kuhn-Tuckera o sedlovém bodé

Véta, ktera je analogickd Vété o postacujicich podminkéach pro tlohy bez omezeni a Vété o postacujicich
podminkach tlohy klasického programovani, je reprezentovana Kuhn-Tuckerovou vétou o sedlovém bodu.
Vezmeme-li Lagrangeovu funkci definovanou v 5.4, pak sedlovy bod je definovan jako:

maxmin L(x,y) pro x>0, y>0. (5.17)

T Y

Tudiz x*, y* tesi tdlohu o sedlovém bodé pravé tehdy, kdyz pro vSechna x > 0, y > 0 plati,
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L(x,y") < L(x",y") < L(x",y) (5.18)

Podle Kuhna-Tuckerovy véty o sedlovém bodu, postacujici podminka pro x*, fesici ilohu nelinearniho
programovani 5.1 je, kdyz existuje y* takové, ze x*, y* spliuje podminku 5.17. Tedy jestlize x*, y* spliiuje
podminky sedlového bodu v 5.18, potom x* fesi 1lohu nelinearniho programovani. Zatimco tato ¢ast véty
nevyzaduje zadnou konvexnost nebo omezujici predpoklady, obraceni véty takové predpoklady vyzaduje.

Podle druhé casti véty plati, ze kdyz x* tesi tlohu nelinedrniho programovani a predpoklada se, ze
podminka vhodné kvalifikace omezeni je splnéna a ze se jedné o ulohu konkdvniho programovani, ve které
F(x) je konkdvni funkce a kazda omezujici funkce g;(x) je konvexni funkce, potom zde existuje nenulovy
vektor y* takovy, ze x*, y* je feSenim problému nalezeni sedlového bodu.

Tudiz za téchto predpokladu jsou obé tlohy shodné. Méli bychom davat pozor na to, ze zadna ¢ast véty
o sedlovém bodé nevyzaduje predpoklad diferencovatelnosti F'(x) nebo g(x).

Bude-li diferencovatelnd, pak se jedna o tilohu konkavniho programovéani, Kuhn-Tuckerovy podminky
jsou dostacujicimi podminkami tak, ze kdyz x*, y* vyhovuji 5.5, pak x* je feseni 5.1.

Tudiz, pro ulohu konkdvniho programovani, ve kterém vhodnd omezujici podminka je splnéna, Kuhn-
Tuckerovy podminky jsou nutné a postacujici pro x* fesici ilohu nelinedrniho programovani.

Naptiklad je-li tiloha tilohou konkavniho programovani, potom za predpokladu, ze x*, y* spliuje Kuhn-
Tuckerovy podminky, x*, y* také tesi tlohu o sedlovém bodé a x* tesi ulohu nelinedarniho programovéani.
Kdyz je navic splnéna vhodna omezujici podminka, potom vsechny tii tlohy jsou shodné.

Jako v ptipadeé klasického programovani, geometricka interpretace muze byt dana pro tlohu nelinedrniho
programovani a jeho feSeni pomoci dvou vét Kuhna-Tuckera.

Z podminek Kuhna-Tuckera 5.8 a 5.9, ve vnitinim feSeni, kde vsechna x* > 0 (nebo kdyz nezépornost x
neni ¢asti ulohy), podminky 5.8 a 5.9, kdyz vSechna x* > 0 (nebo kdyz nezdpornost x neni ¢ast problému).

OF og
* * * > . .
ox () = ox 0 (5.19)

Tudiz gradient uicelové funkce musi byt v feSeni nezdporna vazena kombinace gradientu omezujici funkce.
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Vektor gradientu ucelové funkce musi proto lezet v kuzelu generovaném normélami k mnoziné piilezitosti v
bodé x*.

5.3 Priklad: Uloha kvadratického programovani

Piikladem tlohy nelinedarniho programovéni je loha kvadratického programovani (jako v 4.17, kde omezeni
jsou ve formé mnoziny nerovnosti)

(5.20)

1
max F'(x) = cx + §X'QX pro Ax<b, x>0. (5.20)

xT

Zde c je dany 1 x n fadkovy vektor, ) je dand n X n negativné semidefinitni symetricka matice, A je
dand m x n matice a b je dany m x 1 sloupcovy vektor. Lagrangian (Lagrangeho polynom) je dany v 4.19
a Kuhn - Tuckerovy podminky jsou

g—i:C+X*IQ—y*A§O, %:b—QX*ZO,
x* = (c+x"'Q—y*"A)x* =0, y*?—i =y*(b—-Qx*) =0, (5.21)
x* >0, y* > 0.

Tyto podminky charakterizuji feseni ilohy. Protoze @ je negativné semidefinitni, ic¢elové funkce F'(x) je
konkavni a linedrni transformace Ax je konvexni. Mimoto jsou splnény omezujici kvalifikované podminky:.
Uloha je jedna z uloh konkavniho programovani, ve které Kuhn - Tuckerovy podminky 5.21 jsou obé nutné
a dostacujici. Vektor x* tak tesi ulohu kvadratického programovani 5.20 pravé tehdy, kdyz y* je takové, ze
x*, y* vyhovuji Kuhn - Tuckerovym podminkam 5.21.
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6 Linearni programovani

Uloha linearniho programovani je to, ze vybereme nezaporné hodnoty n proménnych tak, ze maximalizujeme
linearni tvar téchto proménnych, za podminek omezeni m linedrnimi nerovnicemi.

maxcx pro Ax<b, x>0. (6.1)

x je vektor ndstroju stejné jako v 2.1, 3.1 a 4.1; A je dand m x n matice (a;;); b je dany sloupcovy vektor s m
prvky jako v 4.1 a 5.1; a ¢ je dany fadkovy n-rozmérny vektor. Z pohledu tlohy nelinedrniho programovani
5.1 linearni tloha odpovida pripadu, ve kterém je tucelova funkce v linedrnim tvaru.

F(x) =cx = Z cjt;, (6.2)

a kazda z omezujicich funkei je rovnéz v linedrnim tvaru

n

g(x)=Ax tj. gi(z1,29,...,2,) = Zaijxj, i=1,2,...,m. (6.3)

j=1

Uloha je tedy specidlnim ptipadem tlohy nelinearniho programovani a je dvojnasobné linedrni proto, ze
je linearni jak v ucelové funkci, tak i v omezujicich podminkéach. Ponévadz linearni tvar je jak konkavni,
tak i konvexni, 1loha, uvazovana jako specialni pripad tlohy nelinedrniho programovani, je ekvivalentni s
ulohou sedlového bodu

maxmin L(x,y) =cx+y(b—Ax) pro x>0, y>0. (6.4)
ey

S kazdou tlohou linedarniho programovani souvisi dudlni dloha. Jestlize primarni tloha je dana jako v
6.1, pak dudlni dloha je
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minyb pro yA >c¢, y>0. (6.5)
y

Tato uloha je rovnéz hledanim extrému linedarni formy s omezujicimi podminkami mnoziny linearnich ne-
rovnosti omezené vybérem nezapornych hodnot proménnych. Proménné duélni tlohy, y, jsou Lagrangeovymi
multiplikatory priméarni tlohy. Dudlni iloha dudlni dlohy je primérni tloha, dualni tlohou minimaliza¢ni
ulohy je maximalizacni tloha, v dudlni tloze omezujici konstanty se stavaji koeficienty ucelové funkce,
zatimco koeficienty ucelové funkce se stavaji omezujicimi konstantami.

Uloha sedlového bodu pro dualni ulohu je

minmax L(y,x) =yb+ (c—yA)x pro y >0, x>0. (6.6)
y x

a tedy Lagrangeova funkce je stejna jak pro primarni, tak pro dualni tilohu

L(x,y) = L(y,x) = cx+yb — yAx. (6.7)

Kuhn - Tuckerovy podminky, které jsou stejné jak pro primarni, tak pro dualni ulohu, jsou

g—i:c—y*AgQ %:b—AX*ZO,
g—ix* =(c—y"A)x* =0, y*%—i =y*(b - Ax*) =0, (6.8)
x* > 0, y >0

Tti hlavni véty linedrniho programovani - véta o existenci, véta o dualité a slabd doplrnujici véta — mohou
byt dokazany na zakladé téchto Kuhn-Tuckerovych podminek.

6.1 Véta o existenci

Podle véty o existenci plati, ze kdyz piipustné body existuji jak pro primarni, tak pro dualni ulohu, pak
optiméalni feseni existuji pro obé ulohy. Tedy jestlize existuji xq, yo takové, ze
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Ax° <b, x° >0, y’A >c, y° >0, (6.9)

pak existuji x*, y* tesici jak primérni, tak i dudlni ulohu.
6.2 Véta o dualite
7 véty o dualité vyplyva Ze, pro kazdé pifpustné vektory x°, y° jak pro primérni, tak dudlni dilohu plati

cx’ < y°b. (6.10)

Mimoto ptripustné vektory, které vyhovuji témto nerovnostem a rovnostem, poskytuji feseni x*, y* dudlni
ulohy, kde

cx* =y"b. (6.11)

6.3 Slaba dopliujici véta

Podle této véty x*, y*, které jsou pripustnymi vektory dudalni tlohy, jsou feSenim této tlohu tehdy a jen
tehdy, kdyz vyhovuji dvéma podminkam rovnosti Kuhn - Tuckerovych podminek 6.8, dané jako

(c—y"A)x* =0, y' (b — Ax") =0. (6.12)

7 téchto podminek optimalizované hodnoty dudlni ticelové funkce jsou si rovny navzajem a rovnéz hod-
notam obou Lagrangeovych funkci v tomto teseni

cx' =y"Ax* =y'b = L(x",y") = L(y",x"). (6.13)
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Spolu s ostatnimi Kuhn - Tuckerovymi podminkami podminky v 6.12 znamenaji, ze kdyz jedna z ome-
zujicich nerovnosti je vyhovujici v feSeni jako ostra nerovnost, pak odpovidajici dudlni proménné jsou nulové,
tj.

(cj — 2_yiai) <0 implikuje 27 =0, j=1, (6.14
(bi = > agr;) >0 implikuje y; =0, i=1

Tyto podminky jsou znamé jako slabé doplnujici podminky linearnitho programovani.

Stejné jako v poslednich dvou sekcich, muzeme tlohu linedrntho programovani a jeji feseni interpretovat
i geometricky. Mnozina prilezitosti je polyedr - uzaviena konvexni mnozina, ponévadz to je prusecik m +
n poloprostoru definovany m nerovnostmi a n nezdpornymi omezenimi. Vrstevnice tcelové funkce jsou
nadroviny a problém je feSen nejvyssi nadrovinou uvniti polyedru. Toto feSeni nemuze byt ve vnitinim
bodé. Reseni se musi nachézet ve vrcholu (v tomto piipadé je jednoznacné) nebo podél hraniéni plochy (v
tom piipadé je nejednoznacné).

7 Mikroekonomie: matematické programovani
a teorie srovnavaci stability

Mikroekonomické tlohy jsou typicky formulované pro ekonomické subjekty (jako jsou napi. domécnosti,
firmy), které se pokouseji maximalizovat ic¢elovou funkei pii jistych omezenich. Proto jsou formulované jako
ulohy matematického programovéani. Teorie matematického programovani je pak pouzivana pro analyzu
téchto problému - tj., specificky charakterizovat rovnovazné feseni a urcit jak se feSeni meéni pii zmeéné
parametru ulohy. Posledné zminéné vymezeni - tj., jak zmény v parametrech ovliviiuji feseni - je nazyvano
srovnavaci stabilita, protoze porovnava dveé rovnovazné situace - pocateéni rovnovahu a rovnovahu po jedné
nebo vice zménéach v parametrech.

Charakteristika feseni je obycejné zalozena na podminkach 1. fadu tlohy matematického programovani
a analyza srovnavaci statistikyje zalozena na rozdilu podminek 1. fadu. Vysledek kvalitativniho nebo kvan-
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titativniho urceni o tom, jak parametry ovliviiuji feSeni, dava jisté omezeni v feSeni.

7.1 Veéta srovnavaci stability

Predpokladana uloha jistého ekonomického subjektu muze byt charakterizovana jako vybér jistych proménnych
x stejné jako v uloze klasického programovani 4.1 s jednoduchym omezenim. Ucelova funkce a omezeni mo-
hou zaviset na g-rozmérném sloupcovém vektoru parametru a, a tedy tloha muze byt vyjadiena jako

max F'(x,a) pro g¢g(x,a)=">. (7.1)

Reseni této dlohy je charakterizovano podminkami 1. fadu 4.7 a 4.8, které zde jsou ve tvaru

b—g(x,a) =0, (7.2)
OF dg
6_X(X’ a) — ya—x(x, a)=0, (7.3)

kde y je jednoduchy Lagrangetv multiplikdtor odpovidajici jednoduchému omezeni. Reseni x*, y* zdviseji
celkové na ¢ + 1 parametrech tlohy (a, b)

x* = x"(a,b), (7.4)
vy =1y (a,b). (7.5)
Vlozenim tohoto feseni do podminek 1. fddu dostavame n + 1 identit

b—g(x(a,b),a) =0, (7.6)
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OF 99 _
&(X(a, b), a) - y(av b)a_x(x(av b)’ a) =0. (77)

Predpokladané funkce F(x) a g(x) jsou spojité diferencovatelné, identity 7.6 a 7.7 muzeme diferencovat
do tvaru

9y g .
db— dx - Laa =0, (7.8)
O*F O*F 99\’ 0%g D?g
8X2dx+ 8X8ada_ (8_X) dy—y@dx—yaxaada—o, (7.9)
kde
9y dg 9y 9y
9 _ (29 99 99 1
da (8&1’0@’ ’Gaq>’ (7.10)
dx = (dzy,dxzy,...,dx,), (7.11)
da=(daj,day,...,da,), (7.12)

Reseni pro dx a dy dava, v maticovém zéapisu,

_ dg
dy \ _ 0 —(Z)\ [ Fda-db
(ar)=( oy o —(2L)da ) (719)

kde predpokladame, ze ohranicend Hessova matice je regularni.

S uzitim tohoto vysledku a s predpoklady, ze F'(x) a g(x) jsou spojité diferencovatelné, je zde pripustny
bod a ohranicend Hessova matice je regularni, srovnavaci statickd véta udava, ze existuje témér vzdy zo-
becnéna Slutského rovnice ve formé
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ox ox 1 /0x oL
da (%)W (7)) (5): (714

Zde "comp”znaci, ze je kompenzovana parcidlni derivace podle a b tak, ze F' je konstantni. Tuto zo-
becnénou rovnici lze prepsat do tvaru

ox 0xdg (8){) 10xOF
comp

ox | ox09 _ (9 SOxO8 . 1
9a  boa \oa) Tuavaa S@b (7.15)

Zde jsou vyrazy vlevo ”pozorovatelné”, derivace vybranych proménych podle ¢ + 1 parametru, derivace
podle b, vazena derivaci g dle a. Vyrazy vpravo jsou "nepozorovatelné”, prvni je matice kompenzované
parcialni derivace a druhé je nepozorovatelnd, kdyz je tucelova funkce jedineéna pouze na monoténi trans-
formaci. Matice n x g vpravo, S(a,b), je zobecnénd matice substitucniho efektu. Druhd cast véty davd, ze
pokud ¢ = n, tedy S(a,b) je ¢tvercovd, potom je symetrickd tehdy a jen tehdy, kdyz obé funkce, ucelova
funkce F'(x,a) a omezujici funkce g(x,a) mohou byt zapsany jako

F(x,a) = Apa'x + Bp(x) + 7r(x), (7.16)

g(x,a) = Agalx + By (%) +7,4(x), (7.17)

kde Ap a A, jsou konstanty. Kone¢né, kvadratickd forma S(a,b) je negativné semidefinitni, pokud plati

Ap —yA, >0 (7.18)

8 Neoklasicka teorie domacnosti

Domaécnost a firma jsou dva velmi dulezité mikroekonomické subjekty. Stejné jako u ekonomického sub-
jektu, je u domécnosti predpoklddano chovani vedouci k maximalizaci uzitecnosti podrizené rozpoctovému
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omezeni. Predpokladejme n dostupnych druhu zbozi (a sluzeb), ozna¢me x sloupcovy vektor mnozstvi zbozi
nakupovaného a spotiebovavaného doméacnosti

x = (z1,22,...,2,)"; (8.1)
U(x) ozna¢me funkei uzite¢nosti pro domécnost,

Ux)=U(xy,22,...,%,), (8.2)
uddvajici uzitecnost jako funkci spotiebovaného mnozstvi; p bud fddkovy vektor (kladnych) danych cen
zbozi,

P= (pl»pZ»---apn); (83)
a I bud (kladny) dany dostupny pifjem domécnosti. Problém domdcnosti pak lze zapsat
maxU(x) pro px<I, x>0 (8.4)

Domacnost vybird nezapornd mnozstvi zbozi x tak, aby maximalizovala funkci uzitecnosti pii respek-
tovani rozpoctového omezeni

px = pw; <1 (8.5)

Jj=1

coz 1iké, ze celkové vydaje na n druhu zbozi nemohou prekroéit prijem domaécnosti. Jde o tlohu nelinedrniho
programovani, ktera vede k zavedeni Lagrangeova multiplikdtoru y a definuje Lagrangian jako

L(x,y) = U(x) + y(I — px). (8.6)

Kuhn-Tuckerovy podminky davaji pro reseni x* a y*
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oL ou oL
ox = ox _YP =0, 5 =1—px=0, - -
x = (L —yp)x=0, yht=y(l —px)=0 =" Y= (8.7)

Navic y* méa interpretaci marginalni uzite¢nosti penéz (nebo margindlni uziteénosti ptijmu), MU,,,

y*=0U"/0I = MU, (8.8)

kde U* je maximalizovana hodnota uzitecnosti

U* =U(x"). (8.9)
Totiz pfi konstantnim y* mame z predchoziho vztahu 8.7 g—[){x*(l ) = y*I. Derivujeme-li dle I, obdrzime

pak OU* /01 = QL2 — 4,

Jsou-li ceny a ptijem kladné a uzitecnost je monoténé rostouci ve vSech spotfebnich trovnich

kde MUj je (kladnd) marginalni uzitecnost zbozi j, muzeme pak odvodit, ze rust pfijmu umozni domécnosti
nakoupit vice zbozi a tak zvysit uzitek. Takze y*, marginalni uzitecnost zvyseni piijmu, je kladna a, ze slabé
doplnujici podminky

px* =1 (8.11)

plyne, ze cely prijem je utracen.
7 Kuhn-Tuckerovych podminek plyne, ze produkt marginalni uzite¢nosti piijmu a cena zbozi urcéuji horni
hranici pro margindlni uzitec¢nost kazdého zbozi

MUj Sy*pja J=L2...n (812)
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Ze slabé doplnujici podminky plyne, ze pokud je zbozi nakupovéno (r} > 0), podminka 8.12 prechdzi v
rovnost. Takze je-li j-té zbozi nakupovano
MUj/pj =y" = MUy, (8.13)

takze pomér marginalni uzitecnosti k cené je tentyz pro vSechny druhy zbozi, které jsou aktualné naku-
povany, tento pomér nazveme marginalni uzitecnosti penéz. Pokud 8.12 dava ostrou nerovnost, pak dle
komplementdrni podminky nenf dané zboz{ nakupovano (z = 0).

8.1 Veéta o poptavce
V souladu s vétou o poptavcee zde existuje feSeni pro pozadované nakupované zbozi x* a marginalni uzitec¢nost

penéz y*, jez mohou byt povazovany za funkci n 4+ 1 parametru, jmenovité n cen a prijmu, p a I,

x* =x"(p,I), (8.14)

predpokldaddme x* > 0, U(z) spojité diferencovatelna do druhého fadu véetné v nejblizsim okoli x*, px* = T
(nenasyceni) a Hessova matice

T oxX ox \ox
je regularni. Funkce 8.14 je poptavkova funkce pro n druhu zbozi, jeji existence plyne z teori implicitni funkce.
Omezime-li pozornost na zbozi, které je aktualné poptavano, podminka prvniho fadu, uzivaje feseni, muze
byt zapsana jako n + 1 identit

a2V _ 20 <8U> (8.16)

ou
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px*(p,I) = 1. (8.18)

(Omezeni pozornosti na zbozi, které je aktudlné poptdavano, nepiipousti situaci, ve které pii zméné para-
metru zbozi, jez neni poptavédno, muze toto jiz byt poptdvano). V souladu s teorii, podminky charakte-
rizuji rovnovazny stav domécnosti. Pokud poptdvkovéa funkce U(z) je ostfe konkavni, jsou obé nutnymi
a dostacujicimi podminkami pro rovnovahu. Déle podle teorie je n poptavkovych funkci v 8.14 pozitivné
homogennich stupné nula v cenach a piijmu,

x"(Ap,\) =x*(p,I), YA A>0 (8.19)

jestlize zména p, I na A - p, \- I nezméni tlohu pokud A > 0. (Pouze donuceni je ovlivnéno, a A-p-z < A- T
je ekvivalentni k p -z < I pfi A > 0.) Zvolime-li A = 1/I, poptavkova funkce muze byt psana

1
x* =x" (jp> =x"(p"), (8.20)
kde p* je vektor cen relativné vztazenych k duchodu,

p" = (pi/1,p2/1,...,pn/1) (8.21)

Zde poptavka zavisi pouze na cenach relativné vztazenych k duchodu. Teorie poptavky potom charak-
terizuje poptavkové funkce, urcuje jejich homogenitu a indikuje jejich zavislost na relativnich cenéach.

8.2 Slutského véta

Slutského véta sumarizuje porovnavaci statiku domacnosti, obdrzenou jako diferenciaci podminek 8.17 a
8.18 podle cen a duchodu. Dle kapitoly 7 dostavame zdkladni maticovou rovnici teorie domdcnosti
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~1
comp | (0 —p ~1 x' 0
- ( p H ) ( 0y, yI) (8:22)

kde vysledky porovnavaci stability jsou sumarizovany dle zmén v feSeni y*, x* jako parametru zmén I a p,

dy* _ dUu*
ol — 9I? >
ox* _ [0z Oxy dzy,
oI ol or>: "’ oI )
By* i % 8y* ay*
Op ~ \Op1’0p2’" "7 dpn )7
(8.23)
oxy Ox] Oxy
dp1 Op2 "' Opn
ox* __
op )
oz}, oz}, oz
dp1 Op2 "' Opn

a vSechny proménné a derivace jsou pocitany pro hodnoty feseni y*, x*. Zde " comp”znaci, ze je kompenzovana
parcialni derivace podle cen, kde duchod je kompenzovan tak, ze poptavka je konstantni; H je Hessova matice
dle 8.16, u niz je predpokladana negativni definitnost a invertibilita, hrani¢ni Hessova matice je regularni a

I, je identickd matice typu n x n. Reseni zékladni rovnosti, pii invertovani rozlozenych matic, dava Slutského
rovnost,
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ox* __ [ ox* _ ([ Ox* * :
op <8p>comp (8I)X t).

oz ox* oz % .

8pi = <6_p’]€)comp - (8_;) Ly, v]a ka

vyjadriujici, ze celkovy efekt zmény ceny na poptavku je souctem substituéniho efektu kompenzované zmeény
na poptavku a duchodového efektu zmény dichodu na poptavku, kde duchodovy efekt postihuje vazené

—x*. Tato rovnice je prvni casti Slutského véty. Druhd ¢ést teorie uvadi, ze matice substituéniho efektu je
symetricka a negativné semidefinitni,

(8.24)

ox* ox* ox* or* ox*
o symotridkd 4, 00 4 0% Oni 0%h oy i
(813 )comp ) BymEHeRa ) apk; * ol Lk 8p] + ol I] Vj’ ) (8 5)
a *
Z X Z<0 a =0 pro z = ap. (826)
ap comp

Posledni ¢ast véty je Engelova podminka agregace

ox* ] n 8x;
p(a[> =1 tj ZPJ’E—L (8.27)

Cournotova podminka agregace

ox* & o}
=0 tj. 52 ) +af = : 2
p(ap)—i—x 0 tj ;p](apl)+xl 0, VI (8.28)

a podminka homogenity
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ox* ox* T x; :
! — —[ = . 2
D BT =0 tj. E p + 0, Vjy (8.29)

9 Neoklasicka teorie firmy

O firmé jako ekonomickém subjektu predpokladame, ze se chova tak, aby maximalizovala zisk za predpokladu
technologickych omezeni produkéni funkce. Za predpokladu, Ze firma pouziva n vstupu na produkci jediného
vystupu, necht x je sloupcovy vektor vstupt

X = (21, 22,...,2,)"; (9.1)

q je vystup, f(x) je produkéni funkce firmy

qg=f(x)= f(x1,29,...,7,), (9.2)
kde vystup je funkeci vstuptu. w je fadkovy vektor kladnych vah vstupu

w = (wy,wy, ..., wy); (9.3)

a p je kladna cena vystupu. Problém konkurencni firmy je pak
maxm =pg—wx pro ¢q= f(x), x>0. (9.4)
q,T

Firma zvoli odpovidajici hodnotu vstupu a vystupu tak, aby maximalizovala zisk 7, uvedeny ve vztahu
9.4 jako rozdil mezi piijmy pq a naklady, které jsou dané jako celkové vydaje za vSechny vstupy

WX = ijxj. (9.5)
j=1
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Produkéni funkce muze byt dosazena piimo do tcelové funkce, takze problém muze byt zapsan

max7(x) =pf(x) —wx pro x>0. (9.6)

Kuhn - Tuckerovy podminky pak vyjadiuji feseni x*

% =Pox —W <0,
frx = (pgt —w)x =0, (9.7)
x > 0.

Pak pomeér vstupni hodnoty k vystupni udédva horni limit margindlni (mezni) produkce kazdého vstupu

Ze slabé doplikové podminky vyplyva, ze pokud je vstup j nakoupen (tj. z; > 0), podminka 9.8 se stava
rovnosti, tedy je-li vstup j nakoupen, plati

MP; = w;/p, (9.9)

a tedy pomér marginalni produkce k bohatstvi (hodnota vstupu) je stejny pro vSechny aktudlné nakoupené
vstupy, bézny pomér byva prevracend hodnota vystupni hodnoty (ceny).

9.1 Véta o nabidce

Podle véty o nabidce existuje feSeni pro nakoupené vstupy z*, které mohou obsahovat funkce z n + 1
parametru, tedy n vah w a vystupni cena p

x" =x"(w,p), (9.10)



9. NEOKLASICKA TEORIE FIRMY 49

za predpokladu x* > 0, f(x) je dvojndsobneé spojité diferencovatelnd funkce v okoli x* a Hessova matice
o?f 9 [Of
H= """~ =- — | £ A1
ox?2  0x (8){) (9.11)

je regularni. Funkce v 9.10 jsou vstupni poptavkové funkce, jejichz existence je zarucena. Vystupni nabidkova
funkce je pak

¢ =q"(w,p) = f(x). (9.12)

Omezenime-li pozornost na vstupy, které jsou aktualné nakoupeny, podminky 1. fadu, pouzité pfi fesend,
jsou identity

p oL (x*(w.p)) = w. (9.13)
i (w,p) = ' (w.p). (9.14)

(Je to podobné jako u domdcnosti. Omezend pozornost vstupu, které jsou aktualné nakoupeny, vylouci
piipad, ve kterém diky zméné parametru vstup, ktery nebyl nakoupen, muze byt nakoupen.)

Podle véty o nabidce tyto podminky charakterizuji rovnovahu firmy. Jestli produkéni funkee f(x) je ostie
konkavni, jsou obé podminky nutné a postacujici pro rovnovahu. Navic podle teorie n vstupni poptavkova
funkce 9.10 a vystupni nabidkova funkce 9.12 jsou positivni homogenni stupné 0 pro vSechny hodnoty vstupu
a vystupni ceny

x*(Aw, \p) = x*(w, p),
VY oA>0, (9.15)
7 (AW, A\p) = ¢*(w,p),
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protoze zména w,p na Aw, A\p zméni pouze 7 ve vztahu 9.4 a maximalizaci A7 dostavame stejné reseni
jako maximalizaci 7 za predpokladu A > 0. Vybérem A = 1/p pak vstupni poptavkové funkce a vystupni
nabidkova funkce mohou byt zapsany

x* = x* (%w) = x*(w"),

1 (9.16)
¢ =q ;W) =q"(w"),
kde w* je vektor redlnych hodnot vstupu (bohatstvi), tj. relativni hodnoty k vystupni cené

Pak vstupni poptavka zavisi pouze na n realnych vahach. Véta o nabidce proto charakterizuje jak vstupni
poptavkovou tak i vystupni nabidkovou funkei, udava jejich homogenitu a ukazuje jejich zavislost na realnych
vahéch.

9.2 Teorie srovnavaci stability firmy

Teorie srovnavaci stability firmy je ziskand pomoci rozdili podminek prvni nabidky 9.13 a 9.14 s ohledem
na vstupni ceny w a vystupni cenu p. Sledujice piistup z odstavce 7 obdrzime zdkladni maticovou rovnici
teorie firmy

CZ;I* (gq*)l _1 g_f -1 O O
’ - i , , (9.18)
R~ 0 pH ~ (%) In

kde srovnavaci stabilita feseni je shrnuta pomoci zmény na feseni ¢*, x* taktéz s parametry p a w.
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aq*

Op

ox* _ (0z} Ox3 A

dp ~ \9p’ Op’ " p )

oa* Ha* da* 9™ /

99 _ q q q

ow (8w1’6w27""8wn) ) (9.19)
Ozy  Oaf Oz}
owy Owz ' Own

ox* __

ow : . .
Qwy Owy " Own

a vSechny proménné a derivace jsou vypocteny v hodnotéch teseni ¢*, x*. Derivaci 0f/0x je zde vektor
marginalnich produktu, H je Hessova matice 9.11, o které predpokladame, Ze je negativné definitni a I, je
identicka matice typu n x n. ReSeni zakladni rovnice vede na vztah

q" /0w = —0x"/0p tj. 0q"/Ow; = —0x};/0p, Vj, (9.20)
coz nam ftika, ze efekt jakékoliv hodnoty na vystupu je identicky, ale s opaénym znaménkem nez efekt

vystupu ceny na stejny vstup. Tato rovnice je prvni ¢asti véty. Druhd ¢ast véty uvadi, ze matice efektu vah
vstupnich poptavek je symetrickd a negativné definitni

Ox* /0w je symetrickd t.j. 0z} /0wy, = Oxy/Ow;, Vi, k, (9.21)

z(0x*/ow)z' <0 a =0 pro z=aw. (9.22)

Posledni ¢ast véty tvrdi, ze vzrust vystupni ceny bude zvySovat nabidku vystupu
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dq”*/0p > 0. (9.23)

Firma muze pouzit teorii linedrniho programovani. V takovém pripadé firma produkuje n vystupu
x1,...,%T, s vyuzitim m vstupu by, ..., b,,. Produkce jedné jednotky vystupu j pozaduje a;; jednotek na
vstupu 4. Predpokladejme, ze kratkodobé vsechny vstupy jsou fixni, potom vybér firmy pouze je rozhod-
nout, jaky mix vystupu produkce je dan témito vstupy. Uloha je pak uloha klasického linearni programovani

maxcx pro Ax<b, x>0, (9.24)
jako v 6.1. Ucelové funkce maximalizace je celkovy piijem, dany vztahem

CX = C1T1 + Cog + ++ + Cpiy, (9.25)

kde ¢; je dand cena a x; je vybrand uroven vystupu j. Pak m omezeni je ve formé

a1 T + Qoo + -+ + @, < b;, 1=1,2,...,m, (9.26)

coz nam tiké, ze celkové mnozstvi vstupu ¢ pouzité k produkei vystupového vektoru x nemuze presdhnout
uroven dostupného vstupu i, coz je b;. Uloha je pak vybér nezapornych vystupu tak, aby maximalizoval zisk,
v dané technologii a dostupnymi vstupy.

Dualni tloha je

minyb pro yA >c¢, y >0, (9.27)
y

jako v 6.5. Tato tuloha muze byt interpretovén jako vybér nezdpornych hodnot (stinové ceny) pro vstupy
Y1, Y2, - - - Ym tak, aby minimalizoval naklady vstupu

yb = y1b1 + yaba + -+ + Yimbin, (9.28)
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kde y; je vybrana hodnota a b; je dana uroven vstupu i. Pak n omezeni je ve tvaru

Y1415 + Yoo + -+ YmQmy > ¢j, J=1,2,...,n, (9.29)
ktery nam iika, ze jednotkové naklady na zbozi j, ziskané sectenim nédkladu produkce jedné jednotky ze
vSech vstupt, neni mensi nez cena tohoto zbozi. Dualni problém k problému rozdéleni, priméarni tloha 9.24 je
proto problém ohodnoceni, dualni iloha k 9.27. Podle doplnujici podminky 6.14, jestlize pro néjaky vystup
j je merovnost 9.29 ostrou nerovnosti, tak ndkladova jednotka prekroc¢i cenu ( vystup je produkovan se
ztrdtou), pak tento vystup neni produkovan (zj = 0). Podobné, jestlize pro néjaky vstup i je nerovnost
9.26 ostrd nerovnost, tak neni cely vstup vyuzit (preroste nam nabidka), pak tento vstup je zbozi zdarma
(yf = 0). A navic z 6.13

cx* =y'b, (9.30)

pak pii feSeni dudlni tlohy celkové piijmy z vystupu se rovnaji celkovym nékladum vstupu, tj. firma vyrabi
s nulovym ziskem.

10 Zavery

7 tohoto shrnuti matematického programovéani s aplikaci na ekonomii nam vyjdou dva zaveéry.

1. Ruzné problémy matematického programovani, které zde jsou zpracovana - tloha bez omezeni, klasické
programovani, nelinearni programovani a linearni programovani - vSechny jsou vzajemné uzavieny, s
analogickymi teoriemi ve vSech piipadech.

2. Stejné problémy matematického programovani jsou dilezité pri aplikaci v ekonomii, zvlasté v mikroeko-
nomické teorii domacnosti a firem. Resenf matematického programovéani vede u obou k charakteristice
rovnovahy kazdého z téchto subjektu a analyza jejich srovnavaci statistiky odpovidd zméné parametru,
jako jsou ceny a duchod.
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Kapitola 2

Teorie spotrebitele

Hlavnim ui¢elem teorie spotiebitele je urceni vlivu pozorovatelnych komoditnich pozadavku pii alternativnich
predpokladech na cile a pravidla chovani uzivatele a na omezeni, ktera prijima pii tvorbé rozhodnuti. Tradicni
model spottebitele je zalozen na preferencich pii moznych vybérech, které popisuji cile spottebitele. Pritom
jeho pravidla chovani jsou ur¢ena maximalizaci téchto preferenci pii omezeni danymi rozpoc¢tem, ktera urcuji
sménné moznosti. Hlavni vysledek nasi teorie sestava z kvalitativnich aspektu pozorovanych pozadavku pri
zmeéné jejich parametru, které urc¢uji rozhodnuti spottebitele.
Historicky vyvoj teorie spotiebitele vyjadiuje dlouhou tradici zajmu ekonomu v tomto predmétu zkoumani,

ktery prosel podstatnymi koncepénimi zménami az do jeho soucasné podoby.

1 Komodity a ceny
Komodity lze rozdélit na zbozi a sluzby. Kazda komodita je zcela popsana svymi fyzikdlnimi charakteristi-
kami, svym umisténim a ¢asem, ve kterém je dostupné. V piipadé, ze uvazujeme chovani komodit pfi jistém

stupni nejasnosti, 1ze pak pridat jesté dodatecné upresnéni. Tradicni teorie obvykle predpoklada, ze existuje

95
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[ komodit, pficemz pro zkoumany problém staci konecny pocet fyzikalnich charakteristik, umisténi atd. Ko-
moditni svazek je posloupnost redlnych ¢isel (xp,),h = 1,... 1 vyjadiujich mnozstvi kazdé komodity, 1ze jej
tedy popsat jako [-dimenziondlni vektor z = (xy,...,x;), tj. jako bod I-dimenzionalniho euklidovského pro-
storu R!, tzv. komoditniho prostoru. Za piedpokladu dokonalé délitelnosti viech komodit je mozné vzit kazdé
realné éislo jako mnozstvi kazdé komodity, tj. kazdy bod komoditniho prostoru R! je moznym komoditnim
svazkem. Konecna specifikace poctu komodit pritom vylucuje aplikaci situaci, ve kterych se charakteristika
muze ménit spojité. Pritom takovéto situace vznikaji prirozenym zpusobem v kontextu vybéru komodit na
zakladé kvality resp. v teorii umisténi, kdy je vhodnym kritériem skutecna vzdéalenost na povrchu. Cena pj,
komodity h, h = 1,...,1 je redlné cislo, které nam vyjadiuje mnozstvi placené pti vyméné jedné jednotky této
komodity. Lze tedy cenovy systém (cenovy vektor) p = (pi,...,p;) reprezentovat jako bod v euklidovském
prostoru R'. Hodnota komoditniho svazku z pii daném cenovém vektoru p je pak p -z = Zlh:l Dhp.

2 Spotrebitelé

Nékteré svazky komodit jsou spotiebitelem vylouc¢eny na zékladé fyzikalnich nebo logickych omezenich.
Mnozina vSsech mozny spotiebnich svazku, které jsou mozné, se nazyva spotrebni mmnozZina. To je pak
neprazdnad podmnozina komoditniho prostoru, kterou budeme oznacovat jako X. Obvykle jsou vstupy
spotfeby popsany pozitivnimi mnozstvimi a vystupy negativnimi. To pak zejména implikuje, ze vSechny
slozky prace spotiebniho svazku z jsou nekladné. Obvykle budeme predpokladat, ze spotfebni mnozin X
je uzaviend, konvexni a omezend zdola. Pritom omezeni zdola je oduvodnéno koneénymi omezenimi na
mnozstvi prace, kterou je spotiebitel schopen vykonat. Spotiebitel si musi vybrat svazek ze své spotiebni
mnoziny, aby si zajistil existenci.

Je-li dan cenovy vektor p, hodnota p - x pro x € X ndm oznacuje cisté ndklady, tj. ptijmy spojené se
svazkem x odectené od prislusnych vydaju. Protoze navic spotiebitel obchoduje na trhu, jsou jeho mozné
vybéry omezeny pozadavkem, ze hodnota jeho spotfeby by neméla prevysit jeho poc¢atecni bohatstvi (prijem).
To lze zadat ve tvaru pevného nezaporného ¢isla w. Navic muze mit spotiebitel k dispozici pevny vektor
w € R! pocatecnich zdroji. Nutné pak w = p - w. Mnozina moznych spotiebnich svazkii, jejichz hodnota
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neprevysi pocatecni bohatstvi spotiebitele se nazyva rozpoctovd mnozina a je uréena vztahem
Bp,w)={x e X :p -z <w}. (2.1)

Konec¢né rozhodnuti spotiebitele pro vybér svazku ze spotfebni mnoziny zavisi na jeho zalibach a ptanich.
Ty jsou pak reprezentovany jeho relaci preference =, coz je binarni relace na X . Pro kazdé dva svazky x a y,
x,y € X, x = yznamena, ze x je alespon tak dobré jako y. Vzhledem k témto preferncim si spotiebitel vybere
nejvice preferovany svazek v rozpoctové mnoziné jako svuj poZadavek (poptavku). Ten je pak definovén jako

o(p,w) ={z € B(p,w) : ' € B(p,w) = (z = 2’ nebo neplati 2’ > z)}. (2.2)

Vétsi cast teorie spotiebitele je zalozena spiSe na popisu chovani spotiebitele pomoci maximalizace
funkci uzite¢nosti nez maximalizaci preferenci. Pfitom pojem relace preference je zédkladnéjsi pojem v teorii
spotrebitele a je tedy bran jako vychozi bod kazdé analyzy chovani spotiebitele. Vztah mezi relaci preference
a funkci uzitecnosti je hlavni kamen zakladu teorie spotiebitele. Nasledujici analyza je proto zalozena na
dvou ¢éastech. V prvni ¢dsti se budeme vénovat axiomatickym zakladum teorie preferenci a teorie uzitku
spolu se zékladnim poznatky o spottebitelovych pozadavcich. V nasledujici ¢asti se budeme spiSe vénovat

vvvvvv

3 Preference

Mezi alternativnimi svazky komodit ze spotfebni mnoziny mame vztah urceny relaci preference = na X.
Pro dva svazky x a y z X budeme c¢ist vyrok x > y jako svazek komodit x je alespon tak dobry jako svazek
komodit y. Obvykle predpokladame tii zakladni axiomy vlozené na relaci preference, které casto povazujeme
za definici racionalniho spotiebitele.

Aziom 1 (Reflexivita)
Pro vsechna x € X plati x = x, tj. kazdy svazek je alespon tak dobry jako on sam.
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Aziom 2 (Tranzitivita)
Pro kazdé tti svazky x,y, z € X takové, ze x =y, y > z plati z >~ z.

Aziom 3 (Uplnost)
Pro kazdé dva svazky x,y € X plati bud z = y nebo y = .

Relace preference >, ktera spliiuje vyse uvedené tii axiomy, se nazyva uplné preduspordddni a my budeme
mluvit o preferenénim usporddani. Ptitom lze z preferencniho usporadani odvodit dva jiné vztahy — relaci
silné preference > a relaci indiference ~.

Definice. Svazek z je ostie preferovan pted svazkem y, tj. x>y pravé tehdy, kdyz x>y a neplati y>=zx.
Svazek z je indiferentni se svazkem y, tj. x~y prave tehdy, kdyz x>y a y-=z.

Protoze je preferenéni usporadani reflexivni a tranzitivni, je nutné relace ostré preference ireflexivni
a tranzitivni. Budeme dale predpokladat, ze existuji alespon dva svazky x’ a z” tak, ze 2/>=x". Relace
indiference definuje na X relaci ekvivalence, tj. je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Platnost téchto tif axiému neni zpochybnovana ve vétsiné teorii spotiebitele. Tyto axiomy ndm predstavuji
predpoklady, které vétsinou odpovidaji empirickym pozorovanim. Obcas ale nékteré chovani spotiebitele vy-
kazuje nekonzistenci zejména s tranzitiviou a uiplnosti. Totiz, nékteri ekonomové argumentuji tim, ze je prilis
moc pozadovat po spotiebiteli porovnat vSechny mozné svazky, kdyz jeho skutecna rozhodnuti budou reali-
zovana pouze na jisté podmnoziné spotfebni mnoziny. Empirickd pozorovani nebo experimentélni vysledky
casto indikuji netranzitivitu vybéru. To muze nastat v dusledku jednoduchych chyb, které jednotlivei délaji
v realném zivoté. Z druhé strany, tranzitivita muze byt narusena jako dusledek jistych teoretickych pticin.
Napriklad, jestlize mnozina spotiebitelu tvori domacnost, kde se rozhoduje podle pravidla vétsiny, relace
preference muze byt netranzitivni. Pfitom lze misto tranzitivity pouzit slabsi axiomy, abychom dostali smys-
luplnou teorii.

Moznost definovani ostré preference > ze slabstho preferenc¢niho usporadani a obrécené, indikuje v prin-
cipu mozny alternativni pristup vyjiti z relace ostré preference a odvozeni > a ~. To lze povazovat za vhodny
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pristup v nékterych situacich, ktery je o néco obecnéjsi, protoze axiom uplnosti nemé takovou roli jako pro
preferenéni usporadéni. Pritom vSsak odvozena relace indiference nemusi byt tranzitivni. Z empirického po-
hledu je vsak pojem preferenéniho usporadani prirozenéjsi. Pozorovany vybér svazku x pred svazkem y lze
interpretovat ve smyslu preferen¢niho uspotradani a ne ve smyslu ostré preference.

Axiomy 1-3 popisuji vlastnosti usporddani relace preference, které maji intuitivni vyznam v teorii vybéru.
Pritom je nutno predpokladat jisté topologické vlastnosti relace >.

Nejvice pouzivany je nasledujici:

Axiom 4 (Spojitost)
Pro vsechna x € X jsou mnoziny 1(z) = {y € X : y=za} a [(z) = {y € X : x>y} uzaviené vzhledem k
mnoziné X.

Mnozina 1(x) se nazyva hlavni filtr a mnozina |(z) se nazyva hlavni idedl. Intuitivné axiom 4 pozaduje,
aby se spotiebitel choval konzistentné v malém okoli tj. je-li ddna néjaka posloupnost y, — vy, y, € l(x) pro
vsechna n, je i y € {(x). Podobné i duélné. Zaroven dostavame, ze pro preferencni usporadani > je prunik
hlavniho filtru a hlavniho ideédlu trida indiference I(x) = {y € X : y~x} uzaviend mnozina na zakladé
axiomu 4. Alternativn{ svazky indiferentni s = tvoif zndmé krivky indiference pro piipad, kdy X C R2. Mimo
to okamzité z axiomu 1-4 dostavame, ze mnoziny T,(x) = {y € X : y=z} a |, (x) = {y € X : 2>y} jsou
oteviené vzhledem k mnoziné X. Mluvime pak o ostrém hlavnim filtru a ostrém hlavnim idealu.

Pfipomenme, ze mnoho znamych relaci preference nema vlastnost spojitosti. Nejznaméjsim prikladem je
lexikografické uspotradani, coz je ve skutecnosti relace ostré preference, jejiz tiidy indiference jsou jednoprv-
kové.

Definice. Budte z = (z1,...,2), y = (y1,...,y) € R. Pak fikdme, Ze x je lexikograficky vétsi nez y a
rj=1y; proj<k

piSeme zLexy, jestlize existuje k, 1 < k <[ tak, ze
Tp > Yk

Snadno se pak ovéri, ze filtr T(z) neni ani uzavieny ani otevieny.
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Véta 3.1 [Schmeidler (1971)] Bud’ = tranzitivni bindrni relace na souvislém topologickém prostoru X . De-
finugme sdruzenou relace ostré preference > predpisem x>y pravé tehdy, kdyZ x>y a neplati y>=x. Zdroven
predpokladejme, Ze relace ostré preference je neprdzdnd tj. existuje alespon jedna dvojice T, y tak, Ze T>7.
Jsou-li navic vsechny hlavni filtry a hlavni idedly uzavrené a vsechny ostré hlavni filtry a ostré hlavni idedly
otevrené, je relace = uplnd.

Dikaz. Dikaz zdsadné vyuziva tu skutecnost, ze jedind neprazdnd obojetnd mnozina (tj. zdroven uzaviend
i oteviend) je cely topologicky prostor X. Ukazme tedy nejprve, ze méame-li dva prvky = a y tak, ze x>y, je
nutné

X ={z:2-ytU{z: x>z}
Evidentné,

{z:z-ytU{z:a>2} C{z: 2=y} U{z: 2=z}

Zejména pak levd strana inkluze je oteviend mnozina a prava strana je uzaviena mnozina. Staci tedy
dokazat jejich rovnost. Predpoklddejme, ze prvek u € 1(y), v ¢ 1,(y). Tedy nutné y~u tj. y>=u. Protoze
Ty, je i xu tj. u € },(x). Analogicky, necht prvek u € [(z), u & | (z) tj. u=z. Pak i u=y tj. u € T,(y).

Predpokladejme nyni, ze existuji dva nesrovnatelné prvky v X, feknéme v a w. Protoze existuje alespon
jedna dvojice prvku T, ¥ tak, ze T>7, je nutné

X ={z:2-y}U{z: T2}
Nutné tedy bud v>=% nebo T=v. Pfedpokladejme nejprve, ze v>=7. Odtud pak
X ={z: 2>y} U{z:v>2}.
Protoze v a w nejsou srovnatelné, je w7y a v>=7y. Pfitom mnoziny | (v) a J,(w) jso oteviené, tedy i

jejich prunik je oteviend mnozina. Protoze y € | (v) N (w), je prunik neprazdny a protoze v a w jsou
nesrovnatelné, nemohou oba prvky lezet v pruniku.
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Ukazme, ze
{z:v-z}N{z:w-z} ={z vz} U{z: wrz}.

Necht vz, w>z a z nelez{ v pruniku tj. napt. nelez{ v {s : v>=s}. Tedy z=v. Z tranzitivity pak w>v,
coz je spor. Podobné, nelezi-li zv {s : w>s}, je z=-w a tedy v=w, coz je opét spor. Celkem je pak {z :
vz} N {2z : w2z} uzaviend, neprazdna. Je tedy rovna X, coz je opét spor. Jsou tedy v a w srovnatelné. |

4 Funkce uzitec¢nosti

Problém reprezentace relace preference pomoci ¢iselné funkce byl vyfesen v publikacich Eilenberga (1941),
Debreua (1954, 1959 a 1964), Radera (1963) a Bowena (1968). Z historického pohledu pojem funkce uzitecnosti
je zékladni pojem pro miru spotiebitelovy spokojenosti. Pareto (1896) byl prvni, ktery rozpoznal, ze libo-
volna rostouci transformace dané funkce uzitecnosti zajisti identické maximaliza¢ni chovani spotiebitele.
Jejich dulezitost a metodologické dusledky rozpoznali Slutsky (1915) a Wold (1943-1944), ktefi provedli
prvni vaznou studii problému reprezentace.

Definice. Bud X mnozina a = bindrn{ relace na X. Pak funkce u : X — R je reprezentace relace = tj.
funkce uzitecnosti pro preferencni relaci >, jestlize pro vSechny prvky x,y € X plati:

u(x) > u(y) prave tehdy, kdyz z=y.

Je jasné, ze pro kazdou funkci uzite¢nosti u a kazdou rostouci transformaci f : R — R je slozeni
v = f owu také funkce uzitecnosti pro tutéz relaci preference >. Poznamenejme pro iplnost, ze v literatute
byly zavedeny zobecnéni vyse uvedené definice. Jejich pouziti v teorii spottebitele se vsak neukéazalo uzitecné.

Zakladni pozadavek na funkci uzitecnosti pro aplikace v teorii spotiebitele je, ze funkce uzitecnosti ma
byt spojita. Snadno je pak vidét, ze axiomy 1-4 jsou nutné podminky pro existenci spojité funkce uzitku.
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Totiz axiomy 1-3 piimo plynou z definice reprezentace. Abychom dokézali nutnost axiomu 4 o spojitosti
funkce u, staci pozorovat, ze pro kazdy bod x € X plati

tr={z€ X :u(z) >ulx)}alr={z€ X :u(z) <ux)},

coz jsou uzaviené mnoziny ze spojitosti funkce w.

Zakladni vysledek teorie uzitecnosti je, ze axiom 4 kombinovany s néjakymi slabymi predpoklady na
mnozinu X je dostatecnou podminkou pro spojitost funkce w.

Ptitom plati nésledujici tvrzeni dokédzané Debreuem (1964). Pfipomenme, ze dirou mnoziny S C [—o0, 00|
je maximalni nedegenerovany interval obsazeny v dopliiku mnoziny S, ktery ma horni a dolni zadvoru obsazené
v mnoziné S.

Véta 4.1 Je-li S C [—o00, 00|, pak existuje rostouct funkce g : S — [—00, 0] tak, Ze vSechny diry mnoZiny
g(S) jsou otevrené.

Véta 4.2 Bud X topologicky prostor se spoéetnou bazi (resp. souvisly nebo separabilni topologicky prostor).
Ddle bud = spojité preferencni uspordddni definované na X . Pak existuje spojitd funkce uZitecnosti pro relaci
>~

Diikaz. Dokazme tvrzeni pro piipad, kdy X ma spocetnou bézi. Nejprve najdéme vhodnou funkei uzitecnosti.
Necht tedy Oq,O,,... jsou oteviené mnoziny obsaZené ve spocetné bazi. Pro kazdé x uvazme mnoZinu
N(z) ={n: x>z pro viechnaz € O,} a definujme

1
v(x) = Z o
neN(z)

Je-li y=x, pak jei N(z) C N(y) a tedy i v(x) < v(y). Obracené, je -li y>x, pak existuje n € N(y) tak,
ze x € Oy, ale neplati n € N(z). Proto je i N(z) € N(y). Je tedy v funkce uzite¢nosti.
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Definujme nyni novou funkci v = g o v, kde g je funkce z véty 4.1. Pak jsou dle této véty vSechny diry

mnoziny u(X) = g(v(X)) oteviené.

Abychom ovéfili spojitost funkce u, staci ukdzat, Ze pro viechna t € [—o0, 0o] jsou mnoziny u='([t, oc])

a u([—o0,t]) uzaviené.

Je-li t € u(X), pak existuje y € X tak, ze u(y) = t. Pak zejména u™'([t,0]) = {x € X : x>y} a

u ! ([—o0,t]) = {z € X : y=x}. Obé tyto mnoziny jsou uzaviené na zdkladé spojitosti relace .

Pokud ¢t ¢ u(X) a neni-li ¢ obsazeno v néjaké dife, nutné plati
(a) t <inf{u(z):x € X} nebo
(b) t > sup{u(x):x € X}, nebo
() [t,00] = ([, 0] : @ € u(X), o < o0}
[—o0,t] = {[—00,a] : @ € u(X), a0 < o0}

Plati-li (a), je nutné u=([t,00]) = X a u !([—o0,t]) = 0. Plati-li (b), je ziejmé u~'([t, o0])

u™!([~o0,t]) = X. Pritom jak X tak () jsou uzaviené mnoziny. Plati-li (c), je

u™ ([t 00]) = Nu™'({[o,
u™ ([0, 1)) = Nu™'({I

oo] v € u(X), o < 00})
—00,a] : o € u(X),a < 00}).

Pfitom mnoziny na pravé strané jsou evidentné uzaviené, je tedy uzavieny i jejich prunik.

Necht tedy ¢ lezi v oteviené dite, tj. t €]a, b[, kde a,b € u(X). Pak
u ([t o0]) = u~([b, o0
u_l([_oov t]) = u_l([_ooa CZ])

Opétovné, mnoziny na pravé strané jsou nutné uzaviené. |

5 Vlastnosti preferenci a funkci uzitecnosti

V aplikacich se casto pridavaji dodatecné predpoklady na relace preference a funkce uzitecnosti. Budeme v

dalsim diskutovat ty nejvice rozsitené.
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5.1 Monotonie, nenasycenost a konvexnost
Definice. Relace preference = na R' se nazyva monotonni, jestlize x > y a x # y implikuje x>y.

Tato vlastnost vyjadiuje, ze je preferované vice zbozi pred méné zbozim tj. vSechna zbozi jsou zadana.
Sdruzend funkce uziteénosti monotonniho preferenéniho uspofddani je rostouci funkce na R'.

Definice. Bod = € X se nazyva bod nasycenosti pro preferenéni usporddani >, jestlize x>y pro vSechna
y e X.

Je tedy bod nasycenosti maximalni prvek vzhledem k relaci preference. Vétsi dil teorie spotiebitele
se vénuje situacim, ve kterych takovato globalni maxima neexistuji nebo alespon diskusim o problémech
poptavky, pokud zlepSeni situace spotfebitele muze byt dosazeno zménou jeho spottebitelského svazku.
Jinak Feceno, situace, které budou diskutovany, budou nenasycené body.

Muzeme-li pro jisty bod x najit v jeho blizkém okoli zlepsSeni situace spotiebitele, fekneme, ze spotiebitel
je lokélné neuspokojeny v bodé x. Presnéji:

Definice. Rekneme, ze spotiebitel je lokdiné neuspokojensy v bodé x € X, jestlize pro kazdé okoli V' bodu
x existuje bod z € V' tak, ze z>x.

7 této vlastnosti vyplyva, ze je vyloucena existence tiidy indiference bodu x s neprazdnym vnitikem a
ze je tedy funkce uzitecnosti nekonstantni v okoli bodu .

Definice. Relace preference = na mnoziné X C R' se nazyva konvezni, jestlize je mnozina {y € X : y>=z}
konvexni pro vSechny body = € X.

Ptipomenme, ze funkce u : X — R se nazyva kvazikonkdond, jestlize plati min{u(x), u(y)} < u(Az+ (1 —
A)y) pro viechna x,y € X a vSechna A\,0 < A < 1. Evidentné pak je funkce uzite¢nosti u pro preferenéni
uspotradani > kvazikonkavni prave tehdy, kdyz je preferencéni usporadani konvexni. Je tedy kvazikonkdvnost
vlastnost piimo spojend s usporadanim a je zachovavana pfi rostoucich transformacich. O takovychto vlast-
nostech funkce uzitecnosti mluvime jako o ordindlnich vlastnostech na rozdil od kardindlnich vlastnosti, které
jsou spojené s urcitou reprezentaci u. Konkavnost je pak takovato kardinalni vlastnost.
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Definice. Relace prefernce se nazyva ostre konvexnt, jestlize pro vechna x, 2’ € X, x £ 2/, z=2', 0 < A < 1
implikuje Az + (1 — A\)2’ > 2/. Piidruzend funkce uzitecnosti ostie konvexni relace preference je vzdy ostie
kvazikonkavni. Pritom ostra konvexnost nam zarucuje neexistenci takovych relaci preference, pro které
piislusnd relace preference a tiida indiference nema vnitini body.

Je lehce vidét, ze hlavni filtry kvazikonkavni funkce jsou konvexni. Je proto funkce uzitecnosti pro pre-
feren¢éni usporadani > kvazikonkavni pravé tehdy, kdyz je preferen¢ni usporadani konvexni. Je proto kvazi-
konkavnost zachovavana pfi rostoucich transformaci. Takové vlastnosti jako kvazikonkavnost jsou nazyvany
ordindlni na rozdil od kardinalnich vlastnosti, které jsou vztazeny ke specifické funkci uzite¢nosti u. Takovou
vlastnosti je napiiklad konkavnost.

Definice. Preferen¢ni usporadani se nazyva ostre konvexni, jestlize pro kazdé dva svazky z a x/, x # 2/,
=’ apro0 < A <1, Az + (1 —N)a'>2'.

5.2 Separabilita

Bud N = {N; ;?:1 rozklad mnoziny {1,...,l} a predpoklddejme, ze spotiebni mnozina X m4 tvar X =

HleXj. Takovéto rozklady vznikaji prirozenym zpusobem, pokud uvazujeme spotiebu vzhledem k ruzné

dobé, misté apod. Receno jednoduse, separabilita pak implikuje, ze preference pro svazky v kazdém ¢lenu

rozkladu (tj. pro kazdou dobu, misto apod.) jdou nezavislé na spotiebnich drovnich mimo tento ¢len rozkladu.
Bud J = {1,...,k} a pro viechna j € J, x € X definujme

I‘j = (.171, ey i1, Ljg1y - - - ,.C(,’k).

/

Pro kazdé pevné x? preferencni usporddan{ > na X indukuje preferenc¢ni usporadani =0 tak, ze x;= oz
J J

pravé tehdy, kdyz (x?,mj)i(x?,x;) pro véechna x;, 7, € ;.
Pritom takovéto indukované usporadan{ bude zdviset na specidlnim vybéru z;. Prvni pojem separability

tvrdi, ze tato usporddani pro pevné zvoleny index j nezavisi na vybéru x;.
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Definice. Preferen¢ni usporadani > na mnoziné X = H;‘?:lXj se nazyva slabé separabilni, jestlize pro
viechna j € J, x?,y? € X =114, X;, =0 = =,0. Indukované usporadéni budeme znacit jako =;.
J J

Podobné, funkce uzitecnosti w : HleXj — R se nazyva slabé separabilni, jestlize existuji spojité funkce

v;:S; > R, jeJaV:RF— Rtak, ze u(z) = V(vi(x1), ..., ve(Tk)).

Véta 5.1 Bud = spojité uspordddni preference. Pak je = slabé separabilni prdvé tehdy, kdy? je kazdd spojitd
reprezentace = slabé separabilni.

Definice. Funkce uzitecnosti u : H?ZlXj — R se nazyva silné separabilni, jestlize existuji spojité funkce

v;:S; = R,j€JaV:R— R,V rostouc tak, ze u(x) =V <Zjejvj(93j)>.

ProtozZe je funkce V rostouci a spojit4, je funkce V! ou aditivni a reprezentuje stejnou relaci preference.
Je tedy problém nalezeni podminek na relaci preference, aby byla silné separabilni, ekvivalentni k nalezeni
podminek, za nichz existuje aditivni reprezentace.

Necht tedy u(z) = 3_,; vj(z;) oznacuje aditivni funkei uziteénosti vzhledem k rozkladu N. Uvazujme
néjakou neprézdnou vlastni podmnozinu I C J a dva svazky x a x’ takové, ze vSechny jejich komponenty
z; a o’ maji stejnou hodnotu 2% pro j € J — I. Muzeme proto psat = (z7,25 ;) a 2’ = (27,25 ;). Je-li u
aditivni, je bezprostiedné ziejmé, ze indukovand funkce na soucinu Il,¢7.5; je nezdvisla na specidlnim vybéru
hodnot 2_; a tedy je indukované preferenéni uspofdddn{ nezévislé na vybéru 29 _ ;. Tato vlastnost evidentné
plati pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu I C J a je zaroven motivujicim prvkem pro definici silné
separabilni relace usporadani.

Definice. Preferenéni usporadani > na mnoziné X = Hg‘?:lXj se nazyva silné separabilni, jestlize je slabé
separabilni vzhledem ke vsem vlastnim rozkladu vSech moznych sjednoceni mnozin Ny, ..., Ni. To je ekviva-
lentni s tim, Ze preferenéni usporadani je silné separabilni, jestlize pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu
I C J je indukované preferencni usporadani nezavislé na zvlastnim vybéru hodnot z% ;.
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Véta 5.2 Bud = spojité uspordddni preference. Pak je = silné separabilni prdvé tehdy, kdy? je kazdd spojitd
reprezentace = silné separabilni.

5.3 Spojita poptavka

Je-li dédn cenovy vektor p # 0 a poc¢ateéni bohatstvi w, spottebitel si vybira nejlepsi svazek ze své rozpoctové
mnoziny jako svou poptavku. Pro preferencni usporadani spliujici axiomy 1-3 evidentné kazdy maximalni
prvek vzhledem k relaci preference zaroven maximalizuje odpovidajici funkci uzitecnosti a obracené, kazdy
bod maxima funkce uzitecnosti maximalizuje relaci preference. Zejména tedy oba ptistupy vedou ke stejnym
svazkum poptavky. Budeme nyni studovat zavislost poptavky na dvou vnéjsich parametrech, cené a bohat-
stvi.

Rozpoctovd mnozina spotiebitele byla definovdna jakozto B(p,w) = {z € X : p-x < w}. Necht S C
R oznacuje mnozinu dvojic cena-bohatstvi, pro které je pifslusna rozpoé¢tova mnozina neprazdna. Pak 3
popisuje korespondenci z S do R' (tj. mnozinovou funkci z S do P(R!)).

Definice. Korespondence v z S do T, kde T je kompaktni podmnozina z R', se nazyva horni hemispojitd
v bodé y € S, jestlize pro vSechny posloupnosti z, — z, y, — y takové, ze z, € ¥(y,) plati, ze z € P(y).

Vyse uvedend definice je ekvivalentni s tim, ze funkce ¢ mé uzavieny graf. Pfitom evidentné kazda horni
hemispojitd korespondence ¢ takové, ze ¥ (y) je jednoprvkovd mnozina, je ve skutec¢nosti spojitd funkce.

Definice. Korespondence v z S do T, kde T je podmnozina z R!, se nazyva dolni hemispojitd v bodé y € S,
jestlize pro kazdy bod zy € ¥(y) a pro kazdou posloupnost vy, — y existuje posloupnost z, — 2o tak, ze
Zn € ¥(yy,) pro vsechna n.

Korespondence se nazyva spojitd, je-li jak horni hemispojita tak dolni hemispojita. Snadno lze pritom
dokazat nasledujici dvé lemmata.
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Lemma 5.3 Korespondence rozpoctové mnoziny 5 : S — P(X) md uzavieny graf a jeji dolni hemispojitd v
kazdém bodé (p,w), pro ktery plati min{p -z :z € X} < w.

Ptitom podminka min{p -z : z € X} < w se obvykle nazyva podminka minimdlniho bohatstvs.

Jiz diive bylo poznamenédno, ze maximalizace pomoci preferen¢ni relace ¢i funkce uzitecnosti vedou
ke stejné mnoziné poptavkovych svazku, je-li preferencni relace reflexivni, tranzitivni a tuplna. Je-li tedy
u: X — R funkce uzitecnosti, 1ze definovat poptdvku uzivatele jako

p(p,w) = {z € B(p,w) : u(z) > u(a'), 2" € B(p,w)}, (5.1)
coz je ekvivalentni definici 2.2. Pokud navic bude funkce uzitecnosti spojitda a rozpoc¢tova mnozina [(p, w)
kompaktni, bude poptavkova mnozina ¢(p, w) neprazdna. Pak, aplikujeme-li Bergeho vétu, obdrzime nésledujici
lemma.

Lemma 5.4 Pro kazdou spojitou funkci uzitecnosti v : X — R je poptdavkovd korespondence ¢ : S — P(X)
tak, ze p(p,w) # 0 a ¢ je horni hemispojitd v kazdém bodé (p,w) € S takovém, Ze B(p,w) je kompakini a
min{p-z:2 € X} <w.

Z definice rozpoctové a poptavkové korespondence bezprostfedné plyne, ze o(Ap, \w) = ¢(p,w) pro
kazdé A > 0 a pro kazdou dvojici cena-bohatstvi (p, w). Totiz, z € B(p,w) <= p-x < w < (Ap)-x < (A\w)
<= x € B(Ap, \w). Podobné, z € p(p,w) <= x € B(p,w) a zaroven u(x) > u(z’) pro vsechna 'z € f(p, w)
< x € B(A\p, \w) a zéroven u(x) > u(z’) pro véechna 'z € f(Ap, \w) <= x € p(Ap, \w).

Pro konvexni preferenéni usporadéni bude korespondence poptavky bude pak ¢(p, w) konvexni mnozina,
coz je vlastnost, ktera hraje podstatnou roli v existenénich dikazech rovnovazného stavu. Je-li navic prefe-
rencéni usporadani ostte konvexni, je pak korespondence poptavky ¢(p, w) jednoprvkova mnozina tj. ziskdme
funkci poptavky. Horni hemispojitost pak implikuje obvyklou spojitost.

Lemma 5.5 Bud = ostre konvexni a spojité preferencni uspordddni. Pak je korespondence poptdvky ¢ : S —
P(X) spojitd funkce v kazdém bodé (p,w) € S, pro ktery je mnozina 5(p,w) kompakini a plati min{p - x :
r € X} <w. Navic, pro vdechna A > 0, plati p(Ap, \w) = o(p,w) tj. ¢ je homogenni funkce stupné nula.
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Pro zbyvajici ¢ast tohoto prehledu budeme znacit jako f funkci poptavky.

5.4 Poptavka bez tranzitivity

Empirické studie chovani poptavky casto prokazaly, ze ne vzdy se spotiebitelé chovaji v souladu s pozadavkem
tranzitivity. Tato skutecnost byla ¢asto pouzivana jakozto argument proti obecnému predpokladu, ze zkouméani
maximalizace preferenci je vhodny zpusob pro studium teorie poptavky.

Sonnenschein (1971) ukézal, Ze axiom tranzitivity neni nutny pro dikaz existence a spojitosti poptavkové
koresponence. Podobnou situaci studoval i Katzner (1971), kde jsou preference definovany lokélné a tedy
jsou ziskany lokdlni vysledky pro funkci poptavky.

Definice. Korespondence poptavky ¢ : S — P(X) je definovana jako ¢(p, w) = {z € B(p,w) : z=2' pro véechna 2’ €

Véta 5.6 (Sonnenschein) Necht o(p,w) # 0 pro viechna (p,w) € S a predpoklddejme, Ze korespondence 3
je spojitd v bodé (pg,wo) € S. Je-li relace prefernce spojitd, je i korespondence poptavky ¢ horni hemispojita
v bodé (po, wp).

Predpoklad, ze mnozina ¢(p,w) # () pro vsechna (p,w) € S, je implikovén jistymi modifikovanymi
predpoklady na ostrou relaci preference, jak plyne z nasledujici véty.

Véta 5.7 (Sonnenschein) Necht = oznacuge spojitou relaci preference na mnoziné X tak, Ze mnozina {x’ :
'z} je konvexni pro vsechna x € X. Jestlize navic B(p,w) # 0, pak i p(p,w) # 0.

7 vyse uvedenych dvou Sonnenscheinovych vysledku plyne, ze muzeme ziskat spojitou funkci poptavky,
pokud nahradime tranzitivitu relace preference jeji konvexitou.

Dalsi vysledky v teorii netranzitivniho spottebitele byly ziskdny Shaferem (1974). Tento piistup formuluje
chovani spotiebitele jakozto maximalizace spojité ¢iselné funkce vzhledem k rozpoctovym omezenim. Tato
funkce, jejiz existence a spojitost nezavisi na tranzitivité, muze byt povazovéana za alternativni pristup k
reprezentaci relace preference.
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Véta 5.8 (Shafer (1974)) Necht = oznacuje spojitou, uplnou a ostie konverni relaci preference na R.. Pak
existuje spojitd funkce k : RY. x R'. — R tak, Ze

1. k(z,y) > 0 <= x € 1,(y),
2. k(z,y) <0 <<=z € |,(y),
3. k(x,y) =0 < x>y ayrz,

4' k‘(x,y) = —k:(y,x).

Predpoklady véty jsou obvyklé az na to, ze je vynechan axiom tranzitivity. Za jeho predpokladu pak
existuje funkce uzitku a funkce £ muze byt definovana, ze k(x,y) = u(z) — u(y).

Stejné jako predtim, necht 5(p, w) oznacuje rozpoc¢tovou mnozinu spotiebitele. Pak poptdvka spotiebitele
sestava ze vSech bodu v rozpoctové mnoziné, kterd maximalizuji funkci k. Presnéji, poptavka je definovana
jako

o(p,w) ={z € B(p,w) : k(z,y) = 0 pro viechna y € B(p, w)}
nebo ekvivalentné
¢(p,w) = {z € B(p,w) : =y pro viechna y € B(p,w)}.

Predpoklad ostré konvexity garantuje, ze existuje jediny maximalni prvek. Nasledujici véta precizuje
maximaliza¢ni argument.

Véta 5.9 (Shafer) Za predpokladu véty 5.7 a pro kazdy kladny cenovy vektor p a kladné bohatstvi w je
poptavka xz = f(p,w) = {z € B(p,w) : k(x,y) > 0 pro vsechna y € B(p,w)} a tato funkce f je spojitd v bodé
(p, w).
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5.5 Poptavka za predpokladi separability

Separabilita preferenéniho usporadani a funkce uzitku, at uz slabd nebo silnd, ma dulezité dusledky pro
funkci poptavky. Za pouziti oznaceni a definic z odstavce 5.2 a za predpokladu separability funkce uzitku
muzeme psat

u(x) = V(v (z1),...,v(zE)), (5.2)

kde z;, j =1,..., k jsou vektory mnozstvi komodit v S; a X = S7 x --- x Si. Pak v;(x;) jsou funkce uzitku
definované na S;. Budeme pouzivat vektor p; pro ceny komodit v tiidé rozkladu V;.

Definice. Pro vSechny w; € RL definujme podrozpoctovou mnozinu
B (pj wy) = {x; € Sj 1 pj - x5 < wyl. (5.3)

Nyni muzeme zavést pojem podminéné poptavky fj (pj, w;) jakozto to z;, které maximalizuje funkeci
v;(z;) pres podrozpoctovou mnozinu 37 (p;, w;).

Definice. Podminénd funkce poptavky je definovana jako
Fpjwy) = {x; € B (pj,wy) s vj () > v;(29), 29 # 25,20 € B (pj, w;)}- (5.4)

Tyto podminéné funkce poptavky sdili vsechny vlastnosti obvyklych funkci poptavky az na to, ze jejich
definiéni obor a obor hodnot jsou omezeny proménnymi p;, w; a S;. Jsou-li dany v;(z;), p; a w;, je i poptavka
x; zndma. PFitom proménna w; nen{ ddna vnéjsné, ale jakozto ¢ast obecného optimalizaéniho problému. Bud
déle f;(p,w) j-podvektor funkce poptavky f(p,w). Pak je w; déno jakozto

wj(p,w) = pj - f;(p, w). (5.5)
Poznamenejme, ze v obecnosti je potieba celého cenového vektoru, abychom uréili wj. Kdyz pouzivame
w? vzniklé pomocf w;(p, w), 1ze otekdvat ze z podminénych funkef poptavky ziskdme tentyz vektor poptavky

jako f;(p,w).
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Véta 5.10 Za predpokladu separability funkce uzZitku plati
fi(p,w) = f](pj, wj (p,w)) pro viechna j. (5.6)

Diikaz. Uvazme libovolné, ale pevné vektor (po,wo). Nechf 2} = f; (o, w}(po, wo)) pro jisté j a necht
xo = f(po,wo). Evidentné, xo, € B;(po;, w;(po, wo)). Piedpokladejme, ze a5 # x¢,. Pak v;(z}) > vj(wo,) a

u(zo) = V(vi(xo,),---,v5(z0,);s -, vr(20,))
< V(vi(zo,), - vi(x}), .. v(xo,)), (5.7)

*

protoze je funkce V' monotoné rostouci v proménné v;(z;). Evidentné je prvek (3503 , ) v rozpoctové mnoziné
B(p,w) a tedy predpoklad v;(z}) > v;(wo,) neplati. Tedy nutné v;(z}) = v;(zo;) tj. ¥} = x0,, protoze w;
je jediny vektor maximalizujici v;(x;) pfes vSechna x; € B;(po;, w](po,wo)). Proto podminka 5.6 plati pro
(po, wo). Protoze (pg, wp) bylo vybréno libovolné, plati pro vsechny pifpustné (p, w) a véta je timto dokdzana.

Vyznam véty 5.10 je dvoji. Nejprve je zfejmé, Ze ostatni ceny ovliviiuji poptavku pro x; pouze pomoci
skalarn{ funkce w3 (p,w), coz je podstatné omezeni na p;. Déle, pokud je mozné pozorovat a urcit bohatstvi w;
empirickou cestou, muzeme se koncentrovat na podminénou funkci poptavky, pro kterou pouze potiebujeme
znat pouze cenu p;. Jako priklad lze uvazit chovani poptavky v jistém casovém obdobi, feknéme jednom
roce. Za obvyklého (implicitniho) predpokladu separability béhem rtuznych casovych obdobi je pak pouze
nutné znat uplné ndklady pro tuto periodu (w;) a odpovidajici cenovy vektor (p;). V tomto kontextu
muzeme uvazovat (5.5) jako spotiebni funkci spjatou s celkovymi spotfebnimi naklady vzhledem k celkovému
bohatstvi a cenami pro vSechny periody.

6 Funkce nakladi a neprimé funkce uzitku

Alternativni ptistup v analyze poptavky byl proveden Samuelsonem v roce 1947. V soucasnosti mluvime o
tzv. dualité v analyze poptavky. V jistych ptipadech dosdhneme timto zptusobem ptiméjsi analyzy senzitivity
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cen a dovoluje nam kratsi a transparentnéjsi prehled jistych klasickych vlastnosti funkce poptavky. Popisme
v kratkosti zakladni vlastnosti a vysledky pro podstatné omezenéjsi situace nez byly vyse uvedené. Tato
omezeni budou pouzita v néasledujicich paragrafech.

Od doposud budeme predpokladat, ze spotfebni mnozina X bude kladny ortant Rﬂr a ze vSechny ceny
a bohatstvi jsou kladné. Toto implikuje, Ze rozpoctova mnozina je kompaktni a ze podminka minimélniho
bohatstvi je splnéna. Zejména je pro spojitou funkci uzitku korespondence poptavky ¢ horni hemi-spojita.
Déle budeme piedpokladdt nenasycenost bud relace preference nebo funkce uzitku. To pak implikuje, Ze
spotiebitel pouzije vSechno své bohatstvi za maximalizace preferenci.

Je-li dana dosazitelnd droven funkce uzitku v = u(x),z € X, je ndkladovd funkce minimalni mnozstvi
nutné k ziskani tdrovné uzitku alespon takové jako v pro danou cenu p. Je tudiz nakladova funkce E :
R' x R — R definovana jako

E(p,v) = min{p - x : u(z) > v}. (6.1)

Pritom Ize snadno dokazat nasledujici vlastnosti nakladové funkce.
Lemma 6.1 Pokud spojitd funkce uZitku splnuje axiom lokdlni nenasycenosti, je pak ndkladovd funkce:
1. rostouci a spojitd v proménné v pro kazZdy cenovy vektor p,

2. neklesagici, pozitivné linedrné homogenni a konkdvni v promenné p pro kaZdou turoven uzitku v.

Necht nyni y = E(p,v) oznac¢uje minimalni tiroven ndkladi. Protoze je funkce E rostouci a spojitd v
proménné v, existuje jeji inverzni funkce v = g(p,y), kterd vyjadii uzitek v jakozto funkci nakladu a cen,
ktera se nazyva neprimou funkci uZitku. Je snadné vidét, ze

9(p,y) = max{u(z) : p-x = y}. (6.2)

Vzhledem k vlastnostem nékladové funkce je nutné neptimé funkce uzitku

1. rostouci a spojita v proménné y pro kazdy cenovy vektor p,
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2. neklesajici v cendch a homogenni stupné 0 v piijmech a cenéch.

Zejména tedy z definice E' a g obdrzime nésledujici identity:

v=g(p, E(p,v)) ay = E(p,g9(p,y))- (6.3)

Je-li dén cenovy vektor p a tdroven uzitku v, je ndkladové minimum E(p, v) ziskdno na jisté podmnoziné
urcené F(p,v) a p. Jsou-li preference ostie konvexni, existuje jediny bod x € X minimalizujici néklady a
ozna¢me minimaliza¢ni funkci jako = = h(p,v).

Nutné pak z definice

E(p,v) =p- h(p,v). (6.4)

Funkce h se nazyva Hicksova funkce poptdivky kompenzovand prijmem, h je spojita v obou argumentech
a homogenni stupné nula v cenéch.

Uvazme nyni nas puvodni problém maximalizace funkce uzitku vzhledem k rozpoc¢tovym omezenim p-x <
w. Pak nas predpoklad lokalni nenasycenosti a ostré konvexity implikuje existenci spojité maximaliza¢ni
funkce f(p,w). Tato funkce se nazyva Marshallova trini funkce poptdvky a spliuje vlastnost

p-flp,w) =w. (6.5)

7 téchto definic ziskame druhou dvojici identit, které popisuji zakladni vztah mezi Hicksovou funkci
poptavky kompenzované prijmem a Marshallovou trzni funkci poptavky:

fp,w) = h(p,g9(p,w))
(6.6)
h(p,w) = f(p, E(p,w)).
Jednu z dulezitych vlastnosti Hicksovy funkce poptavky lze obdrzet bezprostifedné. Pro pevnou troven
uzitku v, uvazujme dva cenové vektory p a p’, déle asociacované vektory poptavky z = h(p,v) a 2’ = h(p',v).
Z toho, ze x a 2’ minimalizuji naklady, obdrzime

(p—p) (x—2) <0 (6.7)
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Pro zménu Apy = pir, — p). ceny jednotlivé komodity k tak, ze vsechny ostatni ceny zistanou konstantni
tj. App = pn — pj, = 0, h # k implikuje
Apy, - Axy, < 0. (6.8)

Jinak feCeno, narust ceny jedné komodity nezpusobi narust poptavky pro tuto komoditu. Hicksova funkce
poptavky neni tedy rostouci funkci ceny. Tato vlastnost se obcas nazyva jako nekladnost vlastniho sub-
stitucniho efektu. Detailni diskuse pro diferencovatelné funkce bude provedena v dalsich paragrafech.

7 Vlastnosti diferencovatelné funkce uzitku
Nasledujici paragrafy se vénuji funkcim uzitku a poptavky za predpokladu diferencovatelnosti, ktey je stan-
dardnim ptedpoklad v teorii spotiebitelské poptavky.

Bud tedy u : X — R funkce uzitku, ktera je tiidy C? bez kritickych bodu * reprezentujici iplnou a
spojitou relaci preference tiidy C? na X, kterd je monotonni a ostfe konvexni. Pak je tato funkce

1. spojit4,
2. rostouci tj. u(z) > u(y) pro x >y, x # vy,
3. ostte kvazikonkavni tj. u(ax + (1 — a)y) > u(y) pro a € (0,1), x # y a u(x) > u(y).

4. dvojnasobné spojité diferencovatelna tj. jeji druhé parcialni derivace existuji a jsou spojitymi funkcemi
v proménné .

*Pro prvek x € U je derivace Df(x) v bodé x linedrn{ zobrazeni z R¥ do R™ (tj. matice parcidlnich derivaci). Pak fikdme,
ze x se nazyva singuldrni (kriticky) bod zobrazeni f, pokud tato derivace neni surjektivni zobrazeni. Poznamenejme, ze pokud
k < m, jsou v8echny prvky z U singularni. Singuldrni hodnoty jsou jednoduse obrazy vzhledem k f vSech singularnich bodu;
prvek y € R™ se nazyva reguldrni hodnota, pokud neni singuldrni hodnota.
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Qu ;1

Déle budeme predpokladat, ze derivace prvniho radu, tj. D .., [, jsou kladné. Mluvime o tzv.

(2
margindlnich (meznich) uzitcich. Specialné pak vektor délky [ margindlnich uzitkua budem oznacovat wu,.
Protoze derivace druhého radu jsou spojité funkce jejich argumentu, mame nutné
- Pu Pu
N 8902890] N 8:@,8@ B

uij uji'

Bud tedy U,, Hessova matice fddu [ funkce uzitku u tj. matice druhych parcidlnich derivaci funkce u s
prvky w;;. Ze symetrie druhych parcidlnich derivaci pak mdme, ze Uy, je symetrickd matice tj. U, = UL .

Vlastnost ostré kvazikonkavnosti, kterou méa funkce uzitku, pak implikuje dalsi omezeni na prvni a druhé
derivace funkce uzitku.

Veéta 7.1 Bud u ostie kvazikonkdvni funkce uZitku. Pak pro viechny proky x € X plati
2TUuwz < 0 pro vsechna z € {y € R:iu,-y= 0}. (7.1)

Diikaz. Bud z € X libovolny. Necht z € R’ : u, - z = 0. Pak z Taylorova vzorce mame

Uy - 2 2T U0z
u(y) = u() + a=7— + a* === + o(y), (7:2)
kde y = x + az a p je redlna funkce spojita v okoli x tak, ze limyﬂ;% = 0. Tedy u(y) =
021Uy . L1 - UL,z - o . .
u(z) + o === + o(y). Predpoklddejme, ze > (0. Nutné pak existuje oy > 0 tak, ze pro vSechna
Q€ <_0407050) platl' f(Oz) = f(O) + %QQfII(O) + 0-<05)7 kde f(Oé) = u(:c + OéZ), f/(Oé) = Ugtaz " % f”(Oé) =
Upiozaraz > 0, o(a) = W. Pritom limaﬁoagg) = 0. Predpokladejme, ze o > 0. Pak z ostré

kvazikonkdvnosti min{ f(—a), f(a«)} < f(0) a z predchoziho f(a) — f(0) > 0 a f(—a) — f(0) > 0, coz je
T
spor. Tedy % <0.1
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Vlastnost ostré kvazikonkavnosti funkce uzitku neni dostatecnd, abychom obdrzeli vSude diferencovatel-
nou funkci poptavky. Proto zavedeme nasledujici pojem.

Definice. Ostie kvazikonkavni funkce uzitku se nazyva silné kvazikonkduvni, jestlize
21U,z < 0 pro véechna z € {y € R' 1w, -y =0,y # 0} (7.3)

Tato dodatecna vlastnost je ekvivalentni regularité tzv. hraniéni Hessova matice

H= l%ﬁ,ﬁ“ %I} (7.4)

xT

Veéta 7.2 Hranicni Hessova matice H ostre kvazikonkdvni monotonni rostouct funkce uZitku w je regquldrni
prave tehdy, kdyz je funkce uzitku silnée kvazikonkdvni.

Dikaz.Dokazme nejprve dostatecnost. Predpokladejme tedy, ze matice H je singularni. Pak existuje I-
rozmérny vektor z a skalar r tak, ze plati

Upez +ugr =0; uy-2=0; (27,7)#0. (7.5)

Necht z = 0. Pak r # 0. Tedy nutné z u,r = 0 vyplyva, Ze u, = 0, ale to je spor s monotonii funkce
uzitku. Necht tedy z # 0. Pak 0 = 270 = 27U,z + 2Tu,r = 27U,z < 0, spor se silnou kvazikonkavnosti.
Odtud pak dostdvdme, Ze nemiizeme najit nenulovy vektor (27, r) tak, ze (27, r)H = 0 a tedy je H reguldrni.

Dokazme nyni nutnost. Budeme postupovat ve tifech krocich. Nejprve ukazeme, ze je-li H regularni,
muZeme najit realné ¢islo o tak, ze je pro véechna o < o* matice A(a) = Uy, + aul - u, reguldrni. Dale
ukazeme, ze za predpokladu ostré kvazikonkavnosti existuje redlné ¢islo f* tak, ze matice A(3) je negativné
semidefinitni matice. Posledni krok je kombinaci téchto dvou kroku.

Krok 1. Regularita matice H znamena, Ze pro vSechny nenulové [-rozmérné vektory c; takové, ze u, -c; = 0,
A(a)e; # 0 pro vsechna . Uvazme dédle vSechny vektory ¢, tak, Ze ulc, # 0 a normalizujme cy tak, Ze
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ulcy = 1. A(a)ey = 0 znamend, 7e a = —ctUypco. Nechf o* = min{—clU,.co : ulcy = 1}. Pro a < o,
Ala)eg # 0 a A(a) je tedy reguldrni.

Krok 2. Je-li A(8) negativné semidefinitni matice pro néjaké 3 tj. ¢f A(8)c < 0 pro vsechna c. Odtud pak
pro vsechna 3 plati 27U,,z < 0 pro viechna z takovd, Ze ulz = 0. Specidlné, cT A(S)c < 0 pro vsechna 3 a
pro vechna z takovd, ze ulz = 0. Uvazme déle viechny takové vektory ¢, Ze ulc # 0 a normujme je tak,
7e ulc = 1. Pokud pak ¢f A(B)c < 0, je nutné 8 < —cl'U,,e. Polozme proto f* = min{c!U,,c : c'u, = 1}.
Proto je pak A(S) negativné semidefinitni, jestlize § < g*.

Krok 3. 7 kroku 1-2 plyne, ze existuje realné ¢islo v tak, ze A(f) je regularni a negativné semidefinitni pro
vSechna < v, pritom v < min{a*, 5*}. Ptitom z linedrni algebry vime, Ze negativné semidefinitni matice,
kterd je regularni, je nutné negativné definitni. Je proto 27 A(y)z = 27U,z < 0 pro vSechna nenulové z
takovd, ze ulz = 0 tj. u je silné kvazikonkdvni. |

To, co bylo Tfeceno o vlastnosti derivaci funkce uzitku wu, plati i pro kazdou diferencovatelnou rostouci
transformaci funkce u. To je zfejmé v pripadé, ze kladné znaménko marginalnich uzitku a dusledky silné
kvazikonkavnosti jsou zalozeny ptimo na vlastnostech preferenéniho uspoiadani tj. na monotonii a konvexité.

Popisme explicitné dusledky takovychto transformaci pro derivace. Bud tedy F dvakrit spojité diferen-
covatelnd rostouci transformace F': R — R tj. I/ > 0 (F’" a F” jsou skalary) a F” je spojita. Polozme
v(x) = F(u(zx)). Pak mezi prvnimi a druhymi derivacemi funkef u(x) a v(z) plati nasledujici vztahy:

ggz = F’ggl neboli v, = Fuy,

(7.6)

v o QPu n ( Ou Ou . L P

Protoze je I’ kladné, ma v, stejné znaménko jako u,. Naproti tomu prvky matice V,, nemusi mit stejné
znaménka jako prvky matice U,,. Mdme vsak, 7ze 27 U,,z < 0 pro kazdy vektor z € {y € R' : u,-y = 0,y # 0}
implikuje 27V,,2 < 0 pro kazdy vektor z € {y € R' : v, -y = 0,y # 0}. Skutetns, vl z = F'ulz = 0 a tedy
2 Viwz = 2T F'Uppz + 2T F'ugulz = F'2TU 2 + F/2Tugulz = F/2TU,,2 tj. oba vyrazy 27U,z a 27V,,2
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maji stejné znaménko z kladnosti F’. Poznamenejme, Ze se nejedna o novy vysledek ale jiny zpusob dukazu,
ze ostra a silna kvazikonkavnost odrazeji vlastnosti relace preference.

Protoze ale marginélni (mezni) uzitky % nejsou invariantni vzhledem monotonnim rostoucim transfor-
7

macim, budou nds zajimat poméry dvojic marginalnich uzitki, napf.

%
aff = (7.7)
(9$j !

Nutné pak je vyraz 7.7 invariantni vzhledem k monotonnim rostoucim transformacim (F”, které je jak ve
jmenovateli tak citateli, se pokrati.). Zachovame-li nyni tiroven funkce uzitku konstantni a ménime-li pouze
promeénné z; a xj, obdrzime lokalné:

ou ou
dz* — | da* = 0. 7.8
() i+ (5 ) o (78)
Tedy mame
Ry=—=——2%. 7.9
J Uj dx} (7.9)

R;; se nazyva margindlni (mezni) mira substituce i-té komodity za j-tou komoditu. Ptitom R;; repre-
zentuje mnozstvi komodity j vénované na vymeénu za zvySeni komodity ¢, pficemz mira uzitku zustava
konstantni.

O R;; budeme predpokladat, Ze je klesajici funkef x; tj. pii stejné mife uzitku bude mnozstvi komodity
x; mensi vénované na vymeénu za zvySeni komodity pfi vétsim x; nez kdyz je x; mensi. Predpoklad o DMRS
pro kazdou dvojici (7, j) plyne ze silné kvazikonkdvnosti funkce uzitku.

Klesajici margindlni mira substituce znamena, ze

OR;; OR;;
Yo R —2
&’ti J 0:10]-

<0, (7.10)
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coz nam dava

1

u— (u“ui — QUinuij + ujju?) < 0. (711)
J

V}’fraz v zavorkach je roven 27U,z pro z, = 0, k #i,j a z; = —u; a z; = u,;. Protoze je vyraz u; > 0
a ul = 0, mame ze silné kvazikonkavnosti, Ze vyraz 7.10 je zdporny. Pfitom obracend implikace plyne pti

Jlstych dodatec¢nych predpokladech.
Pojem margindlni miry substituce byl tradi¢né pouzivan ve spojitosti se slabou a silnou separabilitou.
Nez se budeme této spojitosti vénovat, bude pro nas uziteéné si v§imnout dusledku diferencovatelnosti
funkce u(x) v piipadé (slabé) separability. Za predpokladu separability vime, ze

U(I’) = V(Ul(gjl)v"'avk(xk))~ (712)
Z diferencovatelnosti pro vSechna i € N;, 1 < j < k dostaneme, Ze

ou OV Ov;

7.13
ox; 61)] ox; ( )
ex1stuJe a tedy existuji i 6‘/ a ax Protoze v;(z;) mé vSechny vlastnosti funkce uzitku, je nutne > 0. Je
tedy i IV 0, protoze > 0.
Necht nyni i, k € V. Pak
02w _ oV 02, N 6V22 dvj Ov; | (7.14)
O0z;0xy  Ovj 0z;0xy, (%j ox; 0xy,

a pro véechna i € N;, k € N,, j # g mame

Pu  9V? 9u; O, (7.15)

Or;0ry  Ovjov, Ox; Oxy,



7. VLASTNOSTI DIFERENCOVATELNE FUNKCE UZITKU 81

Zejména odtud obdrzime, Ze existence a symetrie matice U,, implikuje existenci a symetrii Hessovy
matice V,,. V pripadeé silné separability je % = V' tj. stejnd pro vSechna j. Nutné tedy
J

duz) _ ., 0v;(;)
oz, =V oz, (7.16)

pricemz Hessova matice V,, ma vSechny prvky stejné.

Véta 7.3 Margindlni mira substituce mezi dvéema komoditami i a k leZicimi v mnoziné N; je nezdvisld na
trovni spotreby vné mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyz je funkce uZitku slabé separabilni.

u

To znamend, Ze pro vsechna ¢ € N; je % soucinem spoleéného faktoru o;(x) a specifického faktoru

Bii(a;) 4. )
u
5o — Q(@)Bilx) (7.17)
To ale odpovidd tomu (viz 7.13), ze a;(z) = g—; a Bji(x;) = g—;ﬁ.

Véta 7.4 Margindlni mira substituce mezi dvéema komoditami 1 a k leZicimi po Tadé v mnoZiné N; a v
mnoziné Ny, g # j lze psdt jako podil dvou funkci ;;(x;) a Byr(xy) pravé tehdy, kdyz funkce u(z) uZitku je
silné separabilni. nezdvisld na drovni spotreby vné mnoziny N; tehdy a jen tehdy, kdyz je funkce uzitku slabé
separabilni.

7.1 Diferencovatelna poptavka

V lemmatu 5.5 jsou vysloveny podminky pro zajisténi existence spojité funkce poptavky f(p,w), kterd
je navic homogenni stupné 0 jak v cenach tak i v bohatstvi. V této ¢asti se budeme vénovat dusledkim
predpokladu diferencovatelnosti funkce uziteénosti pro funkci poptavky. Zejména bude studovana diferen-
covatelnost funkce poptavky.
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Omezime se piitom na ten piipad, kdy bude spotiebni mnozina X otevieny kladny kuzel P C R'.
Abychom obdrzeli poptavkové svazky v P, budeme déle predpokladat, ze preferencni usporadani je mono-
tonni a tiidy C? a Ze uzdvéry kiivek indiference jsou celé obsazeny v P. Pak je za piedpokladu pozitivnich
cen a pozitivniho bohatstvi poptavkova funkce korektné definovana a jeji obor hodnot je podmnozinou
otevieného kladného kuzele P C R'. Navic piedpoklddejme, Ze spotiebitel vyuzije zcela své maximalizaéni
preference. Lze tedy jeho vybér omezit na ty svazky x € P, pro které plati p’x = w.

Je-li funkce uzitku spojité diferencovatelnd 2. stupneé, je pak funkce poptavky = = f(p,w) definovana v
2.2 nebo v 5.1 urcend jakozto feseni maximalizaéniho problému: maximalizujme funkci u(x) za omezujicich
podminek p’z = w. Staci pak utvotit Lagrangidn

L(z, A\, p,w) = u(x) — Mp'z —w), (7.18)

kde A je Lagrangeuv multiplikdtor.
Podminky prvniho stupné pro nalezeni stacionarnich bodu funkce u(z) ndm pak davaji

oL

— =u, — Ap=0, 7.19

By = U AP (7.19)

oL

s plr=0. (7.20)
Stejné jako v predchozim paragrafu budeme piedpoklddat, ze parcialni derivace u; > 0, ¢ = 1,...,n.

Jsou tedy nutné jak u, tak i p kladné vektory tj. prvky P, zejména tedy z 7.19 dostavame, ze Lagrangeuv
multiplikator A je kladné realné ¢islo.
Nutnd podminka druhého fadu pro nabyvani maxima je pak

2" Lypz < 0 pro viechna z € R' takova, ze pTz = 0. (7.21)
Pritom L., = % vycisleno v bodeé feseni systému 7.19 a 7.20. Za predpokladu ostré kvazikonkavnosti
funkce uzitku (viz 7.1) je tato podminka splnéna, protoze L,, = U,, a ddle p’z = 0 implikuje ulz = 0 na

zdkladé 7.19 a kladnosti \.
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Systém 7.19 a 7.20 je systém [ + 1 rovnic v 2(I + 1) proménnych — vektory x,p € R' a skalary \ a
w. Pro nas ucel budeme p a w povazovat za libovolné, pevné a x a A budou nezndmé proménné. Lemma
5.5 nam zarucuje existenci jediného feseni x = f(p,w). Zejména tedy existuje jediné feSeni pro A, totiz
Mw = \plz =ule =ul f(p,w) tj. \ = O(p,w) = W.

Snadno se ovéri, ze TeSeni systému 7.19 a 7.20 je v proménné z invariantni vzhledem k monotonnim
rostoucim transformacim funkce u(x), ale proménna A uz ne. Pro takovouto transformaci F' jsou podminky

7.19 a 7.20 prevedeny na

Flu, — X'p =0, (7.22)

a
w—ple=0. (7.23)
Podélime-li 7.22 vyrazem F’' > 0 a polozime-li A = 2., obdrzfme rovnici 7.19. Evidentné je tedy feseni

pro x invariantni, zatimco \* je Lagrangetuv multiplikator pro transformovany problém.
Vénujme se nyni diferencovatelnosti funkei f(p,w) a O(p,w) v bodé (2% \°, p,w), kde 2° = f(p,w),
A = O(p,w). Mdme

oty (Upedz) A — updA
tj.
U2 dx — pd\ — \dp = 0. (7.25)
Podobné,
dw = d(p"'z) = p"da + 2" dp(p, w), (7.26)
tj.
dw — pTdx — xOpo = 0. (7.27)

Piitom U, = U,,(z°) Po snadné tipravé pak obdrzime tzv. zdkladni maticovou rovnici poptdvky spotiebitele:
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a1 ] oo

kde F je identickd matice typu [ x [. Muzeme ptitom formalné psat



Kapitola 3

Teorie ekonomické rovnovahy

Tato kapitola je podstatnym zpusobem zaloZena na ¢lanku S. Smalea [28] a monografii G. Debreua [7] ve
zpracovani v ramci diplomové prace Jiftho Novotného [21].

1 Zakladni pojmy

1.1 Prostor komodit

Prostor komodit je zdkladnim pojmem, na kterém stoji i cely matematicky aparat. Jeho podstatou je, ze
v ekonomice je dany pocet komodit (komoditou nerozumime jen zbozi ¢i sluzby, ale cokoliv, co lze pouzit
ke sméné, vcéetné prace, komodita je ur¢ena svymi fyzickymi vlastnostmi, datem a mistem, kdy a kde je
dostupnd). Necht je téchto komodit [, I € N. Akci jednotlivého ekonomického subjektu (v nasem pifpadé
i-tého spottebitele nebo vyrobce) mizeme zapsat jako komoditni vektor v komoditnim prostoru R!.

;= (', .., 2), 2" e R h=1,...1

85
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Pomoci tohoto vyjadieni akce jednoho subjektu nyni muzeme popsat celou ekonomiku. Pokud je ucastniku
dany pocet, napt. m, pak budou vSechny akce v ekonomice popsany vektorem komoditnich vektoru z pro-
storu, z € R'™. Tedy

2= (21,..,T), B, €ER i=1,..,m.

1.2 Cenovy prostor

Cenovy prostor lze povazovat za dualni koncept ke konceptu prostoru komoditniho. Jako nejlepsi k ohod-
noceni komodit se hodi pravé ceny. Tzn. Zze ke komoditnimu prostoru piitadime cenovy vektor, pfricemz
jednotlivé slozky si odpovidaji (i-td slozka cenového vektoru znaéi cenu i-té komodity). Aby cenovy pro-
stor odpovidal nejlépe realné situaci budeme uvazovat pouze nezdporné ceny - tuto mnozinu budeme znacit
R, =[0,00). * Tedy

p="....p"), p"e€R, h=1,..1
je cenovy vektor. Dalsi podminkou je, Ze cenovy vektor je pro vSechny ucastniky stejny, takze vlastné repre-

zentuje cenovy systém. Hodnotu komoditniho vektoru v daném cenovém systému vyjadiime jako skalarni
soucin obou vektoru.

1.3 Agenti

vvvvvv

"agent”. Z ekonomického hlediska agentem rozumime jak spottebitele, tak vyrobce. Pro odliseni téchto pojmu
v matematickém konceptu zavedeme nasledujici znaménkovou konvenci pro rozliSeni vstupu a vystupu:
pro spottebitele budou vstupy kladné, vystupy zaporné, pro vyrobce naopak vstupy zaporné a vystupy

*Komodity s nulovou cenou se v ekonomické teorii nazyvaji volné.
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kladné. Diky této konvenci v matematickém vyjadieni nemusime rozliSovat mezi pojmy spotiebitel a vyrobce
vysta¢ime pouze s pojmem agent. Je zaroven oSetiena moznost, Ze agent je soucasné vyrobcem i spotiebitelem.

1.4 Existence rovnovahy
Celkova nabidka S(p) a celkova poptavka D(p) jsou zobrazeni z cenového do komoditniho prostoru, tedy
S,D:R. —{0} - R
Predpokladame, ze poptavka i nabidka jsou homogenni, tj. plati
D(p) = D(Ap), S(p) = S(Ap) pro A € (0,00).

Ekonomika je v rovnovéze prave tehdy, kdyz zadny z agentii nechce zménit jeji stav. Veskeré vyrobené zbozi
je také poptavano a spotiebitelé plné uspokojuji své potieby.

Oznacime-li Z : R, — {0} — R', Z(p) = D(p) — S(p) jako previs poptdvky, pak hleddme takovy vektor p*,
pro ktery
Z(p*)=0.

Zobrazeni Z je spojité a homogenni, neboli

Z(Ap) = Z(p), pro vsechna A > 0.
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1.5 Walrasuv zakon

Walrasuv zakon iika, ze celkova hodnota poptavky je rovna celkové hodnoté nabidky. Hodnotu nabidky lze
interpretovat jako rozpoctové omezeni celé ekonomiky a hodnota previsu poptavky je nulova:

l
p-Z(p)=0 &li » p"Z"(p)=0

h=1

I
Necht je S = {p € R.;||]p|> = >_(p')? = 1} prostor normalizovanych cenovych systémii. Homogenita Z

=1

nam dovoluje zuzit definicni obor Z na Sfr_l € R. Podle Walrasova zdkona je Z(p) tecna Sf[l v bodé p,
nebot vektor Z(p) je kolmy k p.

Slaby Walrasuv zékon tikd, ze pro kazdy cenovy vektor p € Rﬂr plati:

p-Z(p) <0.

Definice 1.1
Necht @ € R a v € R', pak zapis v < a zhamen4, Ze

v <a, proh=1,..,1L
Necht b € R a v € R, pak zapis v < b znameni, 7ze

"< b, proh=1,..,1
Podobné i pro =, <, >, >.

Véta 1.1 (Debreu-Gale-Nikaido)
Necht je Z : R, — {0} — R' spojité a splituje slaby Walrasiv zdkon. Pak existuje p* € R', — {0} takové, ze
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Z(p*) <0.
Dukaz viz [28, strana 338-339].

Poznamka 1.1
Pokud { : R\, — {0} = R, splituje Walrasuv zdkon a pro né&jaké p* plati Z(p*) < 0, pak bud Z"(p*) =0
nebo p** = 0.

1.6 Aproximace vicehodnotovych zobrazeni
S(T) zna&i mnozinu konvexnich podmnozin mnoziny 7' C R'.

Definice 1.2

Necht je K C R' kompaktni, T C R' kompaktn{ a konvexni. Pak zobrazenf ¢ : K — S(T) nazyvame
korespondence z K do T.

Graf korespondence ¢ je mnozina

Ly ={[z,y] € K xT; y € p(x)}.
e-okoli grafu I', definujeme takto:
B.(I'y) ={y € K x T; dist(y,I'y,) < e}
Véta 1.2
Jestlize je ¢ korespondence z K do T' s kompaktnim grafem I',, potom pro dané € > 0 existuje spojité

zobrazeni f : K — T takové, ze I'y C B.(T',).
Dukaz viz [6].
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1.7 Vlastnosti konvexnich mnozin a obalu

Lemma 1.3
Soucet dvou konvexnich mnozin R' je konvexni mnozina.

Dikaz:
Necht a,as € A a by,by € B, kde A a B jsou konvexni mnoziny. Pak plati

t(a1 + bl) + (1 — t)(ag + bg) = (ta1 + (1 — t)ag) + (tb1 + (1 — t)bg) € A+ B.

Lemma 1.4
Necht Y; znaé¢i konvexn{ obal mnoziny Y; v R', pak

P
m

D Y=Y
j=1

7j=1
Dikaz: L
Staci dokazat, ze A+ B = A+ B. Tvrzeni pro vice mnozin se pak jiz jednoduse dokaze pomoci indukce.

Podle lemmatu 1.3 je A + B konvexn{ mnozina. Protoze A + B je nejmensi konvexni mnozina obsahujici
A+ B, plati

~ —_—

A+BDA+B.

vvvvvv

Pro mnozinu X C R! definujeme
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tedy mnozina X, je mnozinou vsech konvexnich kombinaci n prvki z mnoziny X . Necht a1, ay € A, by, by € B
at,s € R takové, ze t,s € (0,1).
Plati
tay + (1 —t)as + sby + (1 — s)by =
ta; +tby + (s —t)by + (1 — $)bg + (1 — s)ag + (s — t)ay =
t(ar +b1) + (s —t)(ag + b1) + (1 — s)(ag + ba2). (1.1)

U X, = U Xor.

Dale dostavame

Z platnosti vztahu (1.1) vyplyvé, ze
As+ By C (A+B);CA+ B, (1.2)
Dale plati
X2k+1 — (sz)g (13)

Inkluze Xor+1 D (Xor) je ziejmda. Obracené:
Necht 2 € Xor1. Pak

2k+1 2k+1

i=1 =1

2k
Pokud 0 < Y t; < 1, pak
i=1
2k 2k t 2k+1 2k+1 t
Dot | e[| ]| X | € (e
i=1 =S i=2k+1 =261 Ny
i=1 1=2k+1
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2k
Pokud > t; =0, pak

=1

ok
Analogicky pro Y t; = 1.
i=1
Nyni indukei dokézeme, ze

Pro k =1 to plyne z (1.2).
Déle pokracujeme indukci. Predpoklddame, ze inkluze plati pro k. Pro k + 1 pomoci vztahu (1.2) a (1.3)

dostaneme
Agert + Byt = (Agr )2 + (Bar )2 C (Age + Bar)s C

P e g

Tedy plati

oo (e o]

BQk - U (AQk _|’ B2k) g
=1

k=1

A+B = | Ax+
k=1 k

c A+B

—~——

Rovnost A+ B=A+ B tedy plati a lemma 1.4 je dokazano.

Lemma 1.5
Necht A znaéf uzévér mnoziny A. Pak plati

A+BCA+B.
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Dukaz:
Necht a € Aa b€ B apro a, € A, resp. b, € B plati a,, — a, resp. b, — b. Pak plati, ze

a, +b, € A+ B

a zaroven
ay, + b, — a+b,

z ¢ehoz vyplyva
a+be A+ B.

2 Vyrobce

2.1 Uvod

Nyni se budeme zabyvat vyrobni stranou ekonomiky. Hlavni roli vyrobce je sestavit a uskutecnit svuj vyrobni
plan. Pro kazdého z n,j = 1,...,n vyrobctu to znamend urcit mnozstvi vSech svych vstupu a vystupu. Bod
y; € R' se nazyva produkce a oznacuje véechny dosazitelné i nedosazitelné produkce daného vyrobce, mnozina
dosazitelnych produkei se znaci Y; a nazyva se produkéni mnozina. Celkovd produkéni mnozZina a celkovd
dosazitelna produkcni mnozina vzniknou sec¢tenim dil¢ich mnozin, tedy:

y=>y a Y=>Y
P =1

Jelikoz timto sectenim dojde k odstranéni presunu komodit mezi vyrobci, predstavuje y ¢isty vystup ekono-
miky.
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Vlastnosti produkénich mnozin

O produkénich mnozindch predpokladame (na nékterych mistech vykladu) nésledujici:

(a)

Y; je uzaviena.

) . q ’ 7 - ’ ’ . q 0 . . 0 ’
Ne(fht je y; pqsloupnost produkei dostupnych j-tému vyrobei a pokud y; — yj, pak je i y; dostupna
J-tému vyrobci.

Y je uzaviena.

0eY; (moznost zadné produkce)
Vyrobce méa moznost nedélat nic.

0eY.

YNn(-Y)={0} (podminka nendvratnosti)

Tato podminka tikd, Ze vyroba je ”jednosmérny proces”, kdy vystup jiz nelze znovu "rozlozit” zpét na
puvodni vstupy.

Y; je konvexni.
Pokud jsou y; a y? dosazitelné produkee, je dosazitelny i jejich vazeny prameér ty; 4+ (1 — t)y; pro
libovolné ¢ € (0,1).

Y je konvexni.

Y D (—R.) (podminka volného pouziti)
Celkova produkce s nulovymi vystupy je dosazitelna. Tzn. Ze vyrobci pouzivaji vSechny vyprodukované
komodity jako vstupy.

Y-R,CY
Tato vlastnost je dusledkem vlastnosti (a’), (d’) a (e) pro Y, viz [7], strana 42.
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7 téchto uvedenych podminek vychazi Arrowova-Debreuova véta uvedena v nésledujici kapitole. Produkéni
mnoziny maji nékolik dalsich vlastnosti.

(g) Nejprve necht R, = {z € Rz >0} aY C R', pak plati:
Y NR, c{0} (nemoznost volné produkee)
Vystupy dosazitelné celkové produkce s nulovymi vstupy jsou nulové.

(h) (Y;+Y;) CY; (aditivita)
Pokud jsou dva vyrobni plany dosazitelné samostatné, pak jsou dosazitelné i spole¢né.

(1) Y; je kuzel s vrcholem v bodé 0. (konstantni vynosy z rozsahu)
Tzn. y; € Y; = ty; € Y;,t > 0. Poméry vstupti a vystupt ve vyrobé jsou stejné, ale rozsah muze byt
libovolné méneén.

2.3 Maximalizace zisku

Kazdy raciondlné uvazujici a jednajici vyrobce (déle budeme uvazovat pouze tyto) se snazi maximalizovat
zisk z prodeje svych vystuptu. V daném cenovém systému p a pii produkei y; se tedy snazi maximalizovat
ziskovou funkci m;(p,y;) : Y; — R definovanou

m;i(p,y5) =P ;-
Pro tuto funkci plati

mi(tp, y;) = tmi(p, yj)-

Celkovy zisk vSech vyrobct je p-y. Vyrobce si vybird takovou produkei z produkéni mnoziny Y, kterd ma-
ximalizuje jeho zisk, tato se pak nazyva rovnovdznd produkce. Pokud p # 0 a y; je produkce maximalizujici
zisk, pak mnozina Y; lez{ v uzavieném poloprostoru pod nadrovinou H = {y € R',p-y = p - y;} uréenou
normélovym vektorem p. Mnozina maxim je ddna prunikem Y; a H.
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Nabidkou j-tého vyrobce rozumime korespondenci S; : R' — {0} — Y. Vysledkem je mnoZina vsech
dosazitelnych produkci, které maximalizuji vyrobcuv zisk, tedy

Si(p) ={y€Yj; p-7=maxp-y}.
yeY;

Celkovd nabidka je korespondence S : R — {0} — Y definovdna takto:
S(p) =>_ S;(p)-
j=1

Celkova produkce y maximalizuje zisk na Y tehdy a jen tehdy maximalizuje--li zisk kazdé y; na Y;.

3 Spotrebitel

3.1 Uvod

Spotiebitel je v ekonomice charakterizovan svymi preferencemi a svym rozpoc¢tovym omezenim. Jeho hlavni
charakteristiky nam podavaji spotrebni mnozina X; a jeho preference. Spotrebni mnozina X; je mnozina
vSech dosazitelnych spotieb, spotfebu urc¢uje bod x; komoditniho prostoru. Spotfebitelovou roli v ekonomice
je vybrat si a uskutecnit spotfebni plan pro budoucnost, tzn. urcit mnozstvi vstupu a vystupu.

3.2 Vlastnosti spotiebnich mnozin

Uvazujme m spotfebitelu. Spotfebni mnozinu i-tého spotiebitele (i = 1,2, ...,
m) ozna¢me X;. Plati pro ni nasledujici podminky:

(a) X; je uzaviena mnozina.
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(b) X; je zdola ohranicen4.
To znamend, Ze existuje takové d; € R!, ze X; C {x € R' | z > d;}, coZ zapisujeme také X; > d;.

(¢) X; je konvexnli.
Tzn., pokud z} a z? jsou dvé mozné spotieby i-tého spotiebitele, je jeho moznou spotiebou i jejich
vazeny prumer tz; + (1 —t)z3, t € (0,1).

3.3 Preference spotrebitele

Zakladem zkoumani chovani spottebitele pti vybéru optimalniho spotiebniho kose jsou spotiebitelovy pre-
ference. Na jejich zakladé spotiebitel rozhoduje, ktera ze spotieb je pro néj ”lepsi’nebo "horsi”. Preference
zahrnuji faktory biologické, psychologické, kulturni, spolecenské a dalsi. Tyto preference popisuje iplné pre-
ferenéni relace ”<”. Vyraz x! < x? znamena, Ze spotieba x} je pro spotiebitele "nejvyse tak dobrd”jako
spotfeba x?. Tato relace je reflexivni a tranzitivni.

Pro kazdé 7; € X; jsou mnoziny {x; € X;;x; X; T;} a {x; € Xi;x; =; T;} uzaviené v X; (podminka spoji-
tosti). Vyraz x] ~ z? znamend, 7ze spotiebitel je k obéma vybérum indiferentni, tedy Ze nemuze ici, ktery
je "lepsi”a ktery "horsi”. Tato relace je navic i symetrickd. Pro spotiebitelovy kose z} a x? plat{ x} ~ z?
pravé tehdy, kdyz

Bod z; € X; se nazyva nasyceni, pokud neexistuje lepsi dostupnd spotieba.
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3.4 Uzitkova funkce

Spotiebitelovy preference reprezentuje uzitkovd funkce! u; : X; — R. Tato funkce je rostouci a plati pro ni
nasledujici podminka:

(z 2 y) & (u(r) < uly))

Uzitkova funkce ma nésledujici vlastnosti:
(a) w; nemd maximum (podminka nenasycenosti). Va; € X;, 37; € X; : x; <; T;.

(b) u; spliuje podminku konvexity: pokud z, 2" € X; a w;(x) > w;(z’), potom w;(tx + (1 — t)z') > u;(2')
pro kazdé ¢ € (0,1).

Poznamka 2.1
Funkce u; je konkdvni a pfitom spliuje podminku konvexity (plati zdkon klesdjictho mezniho uzitku), nao-
pak konvexni funkce podminku konvexity spliiovat nemusi.

Dilezitym pojmem pro studium chovani spotiebitele je indiferencni plocha, kterou definujeme jako vrstev-
nici funkee u;, {x € R',u;(z) = c¢}. V dvourozmérném pifpadé mluvime o indiferenén{ kiivee, ta vyjadiuje
vSechny kombinace danych dvou komodit, které maji pro daného spottebitele stejny uzitek.

3.5 Rozpoctové omezeni

Spottebitel samozfejmé nemuze spotiebovavat do nekonecna, je ohranicen svym rozpoctovym omezenim.
Hodnota w; téchto prostfedku spotiebitele omezuje pti vybéru kombinaci komodit z komoditniho prostoru,
a to tak, ze nemuze tuto hodnotu prekrocit. Spottebiteli jsou tedy dostupné pouze ty komoditni vektory,

"Nutnou a postacujici podminkou existence spojité funkce uzitku je, aby mnozina A = {(x,y) € R’ x R,;z < y} byla
vzhledem k R' x R! uzaviena.
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jejichz hodnota je mensi nebo rovna hodnoté jeho prostredkt w;. V daném cenovém systému pak rozpoctové
omezeni definujeme jako skalarni soucin

!
h o h hoh
p-:v:E prex =w; plr € R, w; € R,
h=1

piicemz p" jsou slozky cenového vektoru a x” slozky komoditniho vektoru.
!
Nadrovina {a € R'; 3" p" - a" = w;} se nazyva rozpoctovd nadrovina. Nerovnost p - x; < w; iikd, ze z; lezi v
h=1

poloprostoru pod rozpoc¢tovou nadrovinou.
Kazdy spotiebitel disponuje majetkem e; € X;, pficemz existuje takové x; € X;, ze plati e; > x;. Pokud
uvazujeme ekonomiku se soukromymi vlastniky, potom 6;; znaci podil i-té¢ho agenta v j-té firme s vyrobou

y; € R Je ziejmé, 7e 0 < 0;; <1 a > 0;; = 1. Pro dany cenovy systém p je bohatstvi i-tého agenta
j=1

w; :p'ei‘i‘zeijp'yj‘
j=1

Vektor w € R™ se nazyva rozloZent bohatstvi a jeho slozkami jsou hodnoty bohatstvi jednotlivych spottebiteli

(w;).

3.6 Rovnovaha spotrebitele

Spottebitel dosahuje optima, pokud si vybere takovy spotiebni kos z;, ktery mu v preferenénim usporadani
7 <" prindsi nejveétsi uzitek, a zaroven plati, ze vydaje p - x; na tento spotiebni koS jsou nejvyse rovny jeho
bohatstvi w;. Nami uvazovany racionalné jednajici spotiebitel si samoziejmé takovy koS vybere a bude jej
na trhu poptavat.

Spotiebitelovou poptdvkou rozumime korespondenci D;(p) : R — {0} — X; definovanou jako mnozinu vsech
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dosazitelnych spotieb x; € X;, v nichz uzitkova funkce u;(x;) nabyvéa svého maxima na rozpo¢tové mnoziné
B; ={7 € X;; p-T < w;}, tedy

D;(p) = {T € B;; w;(T) = maxu;(z)}.

TEB;

Vsechny body z mnoziny D;(p) jsou navzajem indiferentni a pro vSechny z; € D;(p) a z; € B; plati nerovnost
x; =; «;. Pro poptavku samoziejmeé plati:

D;(tp) = D;(p), pro libovolné t > 0.

Celkovd poptdvka je korespondence D(p) : R' — {0} — |J X; definovand takto:
i=1

D(p) = ZDi(p)-

4 Rovnovaha ekonomiky

4.1 Definice rovnovahy

m n l

Rovnovdha ekonomiky je jejf stav (z,y,p), kdex € [[ Xi, y€ [[ Y, p €S- ={p e RL;|p|* = X (p)* =
=1 j=1 i=1

1}, ktery spliuje nasledujici podminky:

(A) Dosazitelnost, neboli >~ x; = > y; + Y e;.
i=1 j=1 i=1

(B) Kazdy spotiebitel se snazi maximalizovat svuj uzitek, neboli z; je spotieba, pii niz u; dosahuje maxima

na rozpoc¢tové mnoziné B, ={T € X;;p-T<p-e;+ >, 6;;p-y;}.
j=1



4. ROVNOVAHA EKONOMIKY 101

(C) Kazdy vyrobce se snazi maximalizovat svij zisk, neboli y; je vyroba, pii niz je m;(p,y;) = p - y;
maximdlni na Y;.

4.2 Arrowova-Debreuova véta

Arrowova-Debreuova véta:

Pro ekonomiku spliiujici podminky 2.2 (a’), (b’), (c), (d°), (e), (f) a 3.2 (a), (b), (c), 3.4 (a), (b) vzdy existuje
rovnovazny stav.

Nez dokazeme Arrowovu-Debreuovu vétu, uvedeme a dokazeme vétu 4.1 a vétu 4.6, které splnuji silnéjsi
predpoklady.

Definice 4.1:
Konvexni mnozina K se nazyva striktné konvexni, jestlize pro vSechna z,y € K, x # y a t € (0,1) je
tr + (1 —t)y € K°, kde K° je vnitiek K.

Véta 4.1:
Predpokladejme nyni, ze ekonomika popsana vyse spliuje kromé predpokladu Arrowovy-Debreuovy véty
tyto dodatecné podminky:

(1) Kazd4 Y; je uzaviena a striktné konvexni.

(2) Kazda wu; splauje podminku ostré konvezity tj., pokud w;(z) > ¢, u;(2') > ¢, v # 2" a0 <t < 1,
potom u(tx + (1 —t)z’) > c.

Potom existuje rovnovazny stav.

Poznamka 4.1
Podminka (2) z véty 4.1 neznamend, ze u; je striktné konvexni. Déle si uvédomme, ze podminka ostré kon-
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vexity je ekvivalentni s tim, ze funkce je ostte kvazikonkavni (viz str. 75).

K dukazu véty 4.1 budeme potiebovat nékolik lemmat.

Lemma 4.2: (zdkladni odhad)
Necht je Y uzaviend konvexn{ podmnozina R’ s vlastnostmi Y N (=Y) = {0} a Y D —R!. Pak pro dané
b € R, a n prirozené existuje konstanta c takovd, ze pokud yi,...,y, € Y a Y y; > b, potom || y; ||< ¢ pro
j=1
vSechna j.

K dukazu tohoto lemmatu pouzijeme néasledujici tii tvrzeni. V nich oznacme K = {y € Y ||y|| = 1}.

Tvrzeni 4.1:
Pocétek 0 prostoru R’ nelezi v konvexnim obalu mnoziny K.

Dukaz: .
Predpokladejme, ze ayxy + ...+ a,x, =0proz; € K,0 < a; <1, > a; = 1. Pak

i=1
—oxy =01 -0+ agxo + ... + a2,
Protoze 0,25,...,2, € Y a 'Y je konvexni, lezi vyraz na pravé strané v Y. Vyraz —a;x; lze rozepsat takto:

—r1 = —(alxl —+ (1 — Oél) . 0)

Tedy —aqz; lezi rovnéz v =Y. Z toho vyplyvé, ze aqzy € Y N (=Y) = {0}. Zaroven ||z1]| = 1, tedy oy = 0,
coz je spor s predpoklady. 0 tedy nepatii do konvexniho obalu mnoziny K.
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Tvrzeni 4.2:
Existuje ¢ = (¢*,¢%,...,¢") € R, ¢" > 0 pro viechna h, takové, ze pro viechna z € K plati ¢ -z < 0.

Dikaz:
Jestlize A C R! je kompaktni konvexni mnozina a bod b € R! nelezi v A, pak lze A od b oddélit nadrovinou
G171 + @re + ...+ qx; = c. Necht je nyni konkretné A konvexnim obalem mnoziny K, pak dle tvrzen{ 1
plati 0 ¢ A. Existuje tedy nadrovina, ktera oddéluje A a 0. Tato nadrovina ma rovnici - x = ¢. Pro vSechna
x € A plati nasledujici nerovnosti:
qg-xr < c¢

0=q-0 > c
Tedy pro vSechna x € K C A plati ¢-x < 0.
Navic pro vSechny vektory v" standardni baze v R' plati

—"e K a —¢"=¢q-(—") <0.

Tedy ¢" > 0, pro vSechna h.

Tvrzeni 4.3:
Existuji konstanty ¢ > 0 a # > 0 tak, ze pro vSechna x € Y, plati

q-x < f+e—elz.

Dikaz:
Necht ¢ € R' je vektor z tvrzeni 4.2. Nejprve definujme:
B = max{qg-z;|z| <1}
—e = max{q-z;x € K}
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Nyni rozlisime dvé moznosti:
(1) Necht [|z|| < 1. Potom
qg-x<B<Bte—el,

nebot ¢ — ¢||z|| > 0.
(2) Necht ||z|| > 1, pak % € K a plati:

lll

T
k4l
Tedy
—¢llz|| >q =
a odtud
q-x < —¢llz|| < —ellz]| + B+,
nebot

B+e>0.

Uvedend nerovnost tedy plati.

Dikaz lemmatu 4.2:
Necht ¢ € R je vektor z tvrzeni 4.2.

Predpoklddejme, ze ) y; > b pro y; € Y Potom plati:
j=1

n h
(z yj) -
j=1
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Nerovnost vyndsobime é&islem ¢ > 0 a dostaneme

n h
<Z yj) " > b
j=1
Nyni vse secteme podle h a vysledkem je nerovnost

> yia=beq.
j=1

Odtud dostavame:
bog< Y yi-q< > ((B+e)—cllyl) =nB+e)—>_ [yl
j=1 j=1 j=1

Po uprave:
e llyill+b-q < n(B+e)
=1

> Myl
=1
Al

n(B+e)—qb
1>

IN

< n(B+e)—q-b _ c

)

Lemma 4.3:
Necht i = 1,...,m a necht X; > d;. Pro dané ¢; € R existuje a > 0 tak, Ze pro vSechna z; € X; takovd, ze

m
E X S (1,
=1
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plati || z; ||< a, pro vsechna i.

Dikaz:
Plati nasledujici nerovnost:

@' < max(((d) ]| () ()
(en)* = 32 ()" + (@) )" = 35" + (@)').....
(1) = 32 (dg)" + (d)]) = a®

Tedy |(2;)"| < a". Definujme a = 4/ > (a")2 + 1. Z toho dostdvame

Z <Z "2 11 =d%

h=1 h=1

!
ol < Y (a)?
h=1

Nabidka firmy j je definovana jako S;(p) = {7 € Y}; p-7 = maxyey,p- y}. Nyni necht b = >~ d; — Y e
i=1 =

a zvolme c¢ stejné jako v Lemmatu 4.2 tak, ze kdyz Y y; > b, potom | y; ||< ¢, pro vSechna j. Necht
j=1

}A/j =Y;N D, kde D, = {y € D4| y ||< ¢}. Pro p € R, — {0}, je §j(p) =7 € }A/] takové, ze funkce
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7(p,y) = p-y, ma na 5/\; maximum v y. Potom se §j nazyva falesnd nabidka firmy j.

Lemma 4.4: R R R
Funkce 7(p,y) = p - y nabyvé na Y; svého maxima pravé v jednom bodé. Tedy funkce S; : Rﬂr —{0} - Y;
je dobie definovana. Déle je spojita a plati pro ni:

(1) S;(Ap) = S;(p) pro A > 0.
(2) Jestlize ||§j(p)|| < ¢, pak m(p,y) = p - y nabyva svého maxima na Y; rovnéz v bodé §j (p).

Dikaz lemmatu 4.4:

Sporem dokézeme, ze funkce 7(p,y) = p - y nabyva na S//\; svého maxima pravé v jednom bodé.

Necht 7(p,y) = p-y nabyvd svého maxima v bodech 7 a 7. Musime dokdzat, Ze ¥ a ¥ lezi na hranici. Kdyby
RS 3/}1-0, pak by pro vsechna t > 0 bylo

(T +tp)-p=17p+t|p|* > 7p

7 a y musi tedy lezet na hranici a plati
Py =Py =4

Predpokladejme, ze § # y. Potom funkce p - y nabyva svého maxima ve vsech bodech usecky 7y.
Plati tedy

p(ty+ (1 —t)y) =tpy+ (L —t)py = tq+ (1 —t)g =q.
Body t7 + (1 — t)y musi tedy lezet na hranici, coz je ovsem spor se striktni konvexitou mnoziny Y; N D...
Dikaz spojitosti funkce S; : R}, — {0} — Y, vynechdme. R
(1) Funkce 7(p,y) = py a m(Ap,y) = Apy nabyvaji svého maxima ve stejnych bodech mnoziny Y;. Tedy
S;i(Ap) = S;i(p)-
(2) Predpoklddejme, ze existuje 7 € Y\Y takové, ze py > pS (p).
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Uvazujme usecku y §j (p). Tato usecka lez{ celd v Y;, nebot Y; je konvexni. Navic existuje € > 0 tak, ze pro
t € (0,¢) je
y=(1-1)S;(p) +ty €Y},

nebot ||5;(p)|| < c.
Potom

— -~

(p,5) = py = (1—t)p- S;(p) + tpy > (1 —t)p- S;(p) + tp- S;(p) = p- S;(p),
coZz je spor s tim, ze §j (p) je maximum 7(p,y) na }A/j

Poptdvkou i-tého spotrebitele rozumime D;(p) = {T € X;; u;(T) = max,ex, ui(z) a zdroven p- T < w;}.
Definujme @; : R\, — {0} — R jako falesny prijem spotiebitele i rovnosti @;(p) = p-e; + Zleijp : §j(p).
J:
n

n
Funkce @; je spojitd. Necht jsou b = > d; — > e;, ¢ jako v lemmatu 4.2 a e pocdtecni obdareni agenta,
i=1 i=1

vyberme ¢; € R! tak, ze > y; + e < ¢, pokud ||y;]| < ¢ pro vSechna j. Vyberme a podle Lemmatu 4.3 a
j=1

necht )A(Z =X;ND,.

Falesnd poptdvka D; R. — {0} — X; je takové T, ze uy(%) = max{u(z);z € X;p-z < Wi(p)} a
B, ={r e X;;p -z <w(p}

Lemma 4.5: R
(1) Funkce u; nabyva na B, svého maxima pravé v jednom bodé, tedy funkce

Di(p) : R. — {0} — X, je dobfe definovana.
(2) Dilp) je spojit
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(3) Dz‘()\p)A: D;(p). N
(4) Je-li || D;(p)|| < a, pak D;(p) je bodem, kde u; nabyvé svého maxima
na mnoziné
B, ={z € Xi;p-x < w(p)}

a p- Di(p) = w;(p).

Dikaz:

(1) B, je kompaktni, proto w; nabyva na B, svého maxima. Pfedpokladejme, ze u; nabyva svého maxima
v bodech T a 7, u;(T) = u;(¥). Jelikoz je B, konvexni, pak usecka tT + (1 — )z, t € (0,1) lezi v B,. Z
podminky striktni konvexity pro u; plyne

w(tT + (1 — 1)) > u(T) = u(x), prot € (0,1),

coz je spor s tim, ze u; nabyva v bodech T a ¥ svého maxima.
(2) Dukaz vynechdme.
(3) D;(Ap) nabyva maxima na mnoziné B),, pro niz plati

By, = {ze X pz < @:(\p) = Ape; + . 0;,7pS;(p)}
j=1
= {z € X;;pr < w;(p) = pe; + Zleijpsj(p>} = B,
J:

Hledame tedy bod maxima stejné funkce na stejné mnoziné.
(4) Necht 7 € X; N D, N{z € R;zp < w(p)} s normou ||Z]| < a, navic je to bod, kde u; nabyva maxima
na B Déle méjme bod 7 € X; N {z € R';xp < w;(p)}. Predpokladejme, Ze u;(T) > u;(T). Pak tsecka T T
lezi cela v {z € R\yzp < wi(p)}, celd v X; a jeji ¢dst v D,. Tedy existuje t > 0, ¢t € (0,1) takové, ze

(1—t)f—|—t§5€Xiﬂ{x€Rl;xpgﬁi(p)}ﬂDazEp
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7 podminky striktni konvexity na u; vyplyva, ze

wi((1 = BT +17) > u(T),

COZ je spor.
|
Dikaz véty 4.1:
Nejprve si zvolime konstanty. . .
b= di—> e

i=1 i=1

a ¢ zvolme podle Lemmatu 4.2. Déale necht
cy = (me+e',me+e* ... me+é),

kde (et,e?,...,¢e!) = i e;. Podle Lemmatu 4.3 zvolme a. Pro tato c a a dostaneme }A/J a X; a z nich falesnou

i=1
nabidku a falesnou poptavku.
Déle definujme funkce S, D, Z : R', — {0} — R' takto:

Z ma nasledujici vlastnosti :
(1) Je homogenni, nebot:

~

Z0w) = D)~ S0w) = X Ditw) = X2 Si0) — Yo e =
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(2) Z je spojité.
(3) Spliuje slaby Walrasuv zdkon: Pro vsechna p je

Plati totiz

nebot

S
Podle véty 1.1 existuje p* € R, — {0} tak, ze Z\(p*) <
Definujme y; = S;(p*), ¥; = D;(p"). Protoze Z(p*) <

n m n n m n
fo—Zy;—Zeiﬁo a tedy foSZy}‘%—Zei.
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

Dale plati

n

iy; Zix:_iez Zidi—Zei:b
j=1 i=1 1 i—1

= = =1

a tedy podle Lemmatu 4.2 [Jyi[| < c. Podle Lemmatu 4.4 je y; bodem maxima funkce m(p*,y) na Y;. Takze
je splnéna podminka (C) z definice rovnovahy.
Plati nasledujici nerovnosti

n m n n
fo SZy}HLZei Sm(c,c,...,c)jtZei: (me+et,me+e?, ... ,mc+e)=c.
i=1 j=1 i=1 i=1
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Podle Lemmatu 4.3
7] < a.

Dle Lemmatu 4.5 je xf bodem, kde u; nabyva svého maxima na B;;. Tedy plati podminka (B), podle niz
spotrebitel maximalizuje svuj uzitek na své rozpo¢tové mnozineé.
Nyni dokazeme zbyvajici podminku (A). Necht

n m n

x * l
E xi—g yj+g e, —z, 2 € R,.
i=1 j=1 i=1

Skaldrné vynasobime s p* a dostaneme

0> aip' =) uip = > ep’ =z2p",
i=1 j=1 i=1

pricemz vSechny slozky z a p* jsou vétsi nebo rovny nule.

Ztejmé pro kazdé i je x} v dosazitelné spotiebé X;. Za predpokladu lokéln{ nenasycenosti existuje
v X, takové, ze * <; z;. To vylucuje moznost, ze p* - xf < w;(p*) a tedy p* - & > w;(p*). Z tohoto duvodu
muzeme nalézt bod na primce [z}, x}] razny od xf, ktery je preferovan pred z, ale je dost blizko x}, aby
vyhovél celkové nerovnosti. Ale to by odporovalo skutec¢nosti, ze z7 maximalizuje funkci u; na mnoziné
B ={x € X;|p - <@(p")}, kde wi(p*) = p* - e + 37, 00" -y}

Tedy pro kazdé 7 plati:

j=1

Sumovanim pres ¢ ziskdme p* - z = 0.
Odtud plyne
z-p*=0.
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Podle vlastnosti 2.2(e) produkénich mnozin,
Y—-R,CY= Z f

plati, ze
Doy —zeY.
j=1

Tedy existuji y; € Y; tak, ze

dyi=> yi—z
=1 j=1
Potom . .
> v =p Zyj —2) Zy] = Q_v),
j=1 J=1

protoze p* - z = 0 a tedy Z pry; = Z Pry;
—1 =1

y; je maximum 7; na Y tedy
mi(p, ;) = py; < py; = 7D, y;)
Jelikoz 21 pY; = 21 py; musi byt
= J=
pY; = py;-
Tedy pro (p*, z*,y) plati (C). Navic

n m n m n

* *
D oai=) b)Y a—z=) yt) e
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

113
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tedy (p*,z*,y) spliuje podminku (A) dosazitelnosti stavu ekonomiky.
Protoze plati podminky (A), (B) a (C), je stav (p*, z*,y) rovnovdznym stavem ekonomiky a Véta 4.1 je tim
dokazana.

Zobecnénim véty 4.1 a dalsim krokem k dukazu Arrowovy-Debreuovy véty je nasledujici véta 4.6.

Véta 4.6
Necht jsou splnény predpoklady Arrow-Debreuovy véty a necht navic kazdd Y; je uzaviend a konvexni.
Potom existuje rovnovazny stav.

K jejimu dikazu budeme potiebovat definice falesné nabidky §j a falesné poptavky IA)Z jako korespondence.
Definujme korespondenci S;(p) : S, — Y; takto:

Sip)={7eY;=Y;ND,; p-J=maxp-y}.

YyeyY;
Lemma 4.7 (vlastnosti §])
Korespondence S; ma tyto vlastnosti:
(1) S;(p) je konvexni uzaviena mnozina.
(2) Graf I'g = {(p,y) € S x Y}, y € S;(p)} je kompaktni.
(3) Jestlize y; € Sj(p) a |ly;ll < ¢, pak y; € S;(p).
Dikaz: R
(1) Necht y1,y2 € Sj(p) jsou ruzné a libovolné. Potom 7(y;) = 7(ys). Necht y3 = ty; + (1 — t)ys pro né&jaké
te(0,1).
Plati

m(ys) = pys =ptyr +p(1 — )y = tpys + (1 — t)pys =
= tr(y) + (1 = t)7(y2) = 7(y1).
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Tedy y3 je prvkem mnoziny §j (p).
(2) Dukaz vynechédme.
(3) Dukaz se provadi stejné jako v Lemmatu 4.4 (2).

Funkce w; : Sﬂr_l — R definovana takto:

@ip) =p-ei+» 0y-p-S;(p)

=1

je dobre definovana a spojitd. R R
Falesnou poptavku definujeme jako korespondenci D; : Sfl — X, urcenou vztahem

Di(p) = {T € X;N D,;funkece u;(x) nabyvd maxima v =
na B, ={z € X;;p-z <w;}}

Lemma 4.8 (Vlastnosti D;)

Pro korespondenci ﬁl plati:

(1) Dy(p) je konvexni a uzaviend mnozina.

(2) Graf I'p, ={(pz) € SEH x X;, = € Dy(p)} je kompaktni.
(3) Di(Ap) = Di(p) pro A > 0.

(4) Jestlize ; € Di(p) a ||z:]| < a, pak z; € Dy(p).

Dukaz:

115
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(1) Nejprve ukdzeme, ze D;(p) je uzaviena. Pro T, € D;(p) plati, ze u;(%,) je bodem maxima funkce u;(x)
na mnoziné B(p). Necht T, — 2’ € By, jelikoz je u;(x) spojitd, plati

ui(z') = limw;(Z,) = Héagx w; (),
T&bp

tedy x € ﬁl(p) ﬁl(p) je uzaviena.

a
Nynf ukézi, ze D;(p) je konvexni. Pro body z,y € X; spliujict u;(z) = us(y) = max, 5 u;(z) plati

pltz+ (1 —t)y) = tpz+(1—t)py <
< t-wi(p) + (1 —1) - wi(p) = wi(p).
Z toho vyplyva, ze tz 4+ (1 — t)y € Ep.
Podle vlastnosti (2.4b)
ui(tz + (1 = t)y) > wi(x) = maxu;(z).
rEB)p
Tudiz u;(tz + (1 — t)y) = maxu;(z) a z toho vyplyva, ze tz + (1 —t)y € ZA)Z(p) ZA?l(p) je tedy konvexni.
z€B)
(2) Dukaz vynechame.

(3) D;(\p) nabyvé maxima na mnoziné B\Ap, pro niz plati

B\)\p = {r¢€ X3 Apa < wi(Ap) = Apei + 9ij>\p§j(p)}
j=1
= {7 € Xi;pr < w;(p) = pe; + Zlez'jpsj(p)} =B,
]:
Hledame tedy bod maxima stejné funkce na stejné mnozineé.
(4) Dukaz se provadi stejné jako v Lemmatu 4.5 (4).
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Dikaz véty 4.6
Nejprve si opét zvolime konstanty.

-3 =Y
i=1 i=1
a ¢ zvolme podle Lemmatu 4.2. Déale necht

cy = (me+e',me+e* ... me+é).

Podle Lemmatu 4.3 zvolme a. Pro tato ¢ a a dostaneme }A/J a X; a z nich falesnou nabidku §j (p) s vlastnostmi
v Lemmatu 4.7 a faleSnou poptavku D;(p) s vlastnostmi v Lemmatu 4.8.
Vezmeme € > 0. Podle véty 1.2 existuje spojita funkce Sj; : Si_l — Y; tak, ze

nge C BE(ng).

Stejné pro lA)l dostaneme spojité zobrazeni ZA)iE : Sﬂ:l — )?l s vlastnosti
L. € B:(I'p,);

pro které navic na Si_l plati

p-Dilp) — @i(p) < ¢
p-Di-(p) < wi(p)+e.

Definujme Z. : Sl(l — Rl aZ.: Sfl — R! takto

\_/
'M
o

Z(p) = §f><>§§<
Z.0)~ (- 20

v
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Pak plati

Dale plati

I
S}
(L)
S
=

|

NE
S
S
=

|
SU
=

|
<
=

_.|_
NE
<
=

ZE splnuje Walrasuv zakon. Podle véty 1.1 existuje p. € Si_l tak, ze

~

Z-(p:) <0.

Podle poznamky 1.1 je bud R
Z"(p.) =0 nebo pl=0. (4.1)

Z (4.1) a z nerovnosti pro p - Z.(p) plyne
ZL(pe) = (pe - Ze(pe))pl < 2¢ - pl < 22,

pokud p” # 0 nebo
Zk(p.) <0,
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pokud p! = 0. Tedy
ZM(p.) < 2¢ pro véechna h.

Necht jsou y;. = §j€ (p.) a ;. = Dic(p.). Dale mdme posloupnost {ex}72, konvergujici k 0. Z ni lze vybrat
podposloupnost tak, ze
Pe, = P ESTY, Yo, — y; € §j(p), Tie, —> T} € lA?Z(p)
Stejné jako v dukazu véty 4.1 se ukaze, ze kdyz
v € 8;07) = llgjll <e.

potom y; € S;(p*), coz je podminka (C) z definice rovnovéhy, a ze kdyz
7} € Di(p") a |2}| <a,

potom z} € D;(p*), coz je podminka (B) z definice rovnovahy.
Nyni jiz zbyva pouze dokazat podminku A z definice rovnovahy.
Z definice Z" plyne, ze

n

n m

h h h
g T — E Yje — e; < 2e.
i=1 j=1

i=1
Limitnim prechodem dostaneme nerovnost

n

n m
g T, — g Y — e; <0.
i=1 j=1

=1

Tudiz plati

n m n
P EDBED SR
i=1 j=1 i=1
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Nyni budeme postupovat stejné jako v dukazu véty 4.1.

Polozme
n m n
fo :Zy}‘—l—Zei—z, z € RL.
i=1 j=1 i=1

Skaldrné vynasobime s p* a dostaneme

0> aip" = yp =) ep” =2,
i=1 j=1 i=1

pricemz vSechny slozky z a p* jsou vétsi nebo rovny nule. Odtud plyne
z-p-=0.

Podle vlastnosti 2.2(e) produkénich mnozin,
!
Y-R, CY=)Y
j=1

plati, ze
m

Zy;—zeY.

j=1

Tedy existuji y; € Y; tak, ze
D U=y
i=1 =1

Potom
m m m

PQ_vi) = Q) =y~ =0 (),
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protoze p* - z = 0 a tedy > p*y; = >_ p*y;.
= =1
y; je maximum 7; na Yj, tedy
(P, y;) = py; < pyj = 7;(p,y;)
Jelikoz Y7 py; = > py; musi byt py; = py;.
= =1
Tedy pro (p*,z*,y) plati (C). Navic

n m n m n

* *
E %Zg yj—i-g 61'—225 yj+g €;,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

tedy (p*,x*,y) spliuje podminku (A) dosazitelnosti stavu ekonomiky.
Protoze plati podminky (A), (B) a (C), je stav (p*, z*, y) rovnovaznym stavem ekonomiky a Véta 4.8 je tim
dokézéana.

Nez za¢nu dokazovat vlastni Arrowovu-Debreuovu vétu musim jesté ukazat lemma o vlastnostech mnozin
Y;aY.

Lemma 4.9 - .

Necht Y} znaci uzéveér konvexniho obalu mnoziny Yj, neboli Y;* = Y;. Za predpokladu, ze ZIY} =Y je
j:

konvexni a uzaviena, plati

>
j=1

Dukaz:
7 377
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Podle lemmatu 1.4 je

” g”
Podle lemmatu 1.5 plati, ze

mo -
Pro vyraz ) Y; plati
=1

<
I

=<
Il
|~<
I
~
I
~

<
Il
—

<.
Il
-

a lemma 4.9 je tedy dokazano.
|

Dikaz Arrowovy-Debreuovy véty
Rozdil mezi Arrowovou-Debreuovou vétou a vétou 4.6 spociva v podminkdch kladenych na mnoziny Y;. Y

m
obecné nejsou ani konvexni ani uzaviené, pouze o Y Y; se pfedpokladd, Ze je uzaviena a konvexni.
Jj=1

Nyni misto Y; uvazujme Y = 37] Plati

Veya YveveYw
j=1 j=1
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Aplikujeme-li vétu 4.6 na mnoziny Y;*, obdrzime rovnovazny stav (xf, (e p). Podle lemmatu 4.9 pro y; €Y/

plati, ze
m m
Syedv =y
j=1 j=1

Tedy existuji y; € Y, takové, ze

D= u (*)
j=1 j=1
Dokazeme, ze plati rovnéz

Vynédsobenim vyrazu (x) cenovym vektorem p dostaneme

m m
p-Oou)=p-O_u) (+)
j=1 j=1
p - y;j je maximum funkce p - y; na mnoziné Y;* 2 Y;, pro vsechna j. Plati tedy

Py =Dy

Aby platila rovnost (+), musi byt splnéna i rovnost ().
Nyni ovéiime, ze stav (z7,y;, p) splituje podminky rovnovahy, vime-li, ze (z},y},p) je rovnovazny stav a ze

Py =Dpoyiad Y=y
j=1 j=1
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(A) 2w =2 yj+ X ei=2y+ ) e
i=1 j=1 i=1 j=1 =1
(B) 27 maximalizuje u; na mnoziné
B = {TeX;pT<p-e+> 0;py}=
j=1
= {TeX;pT<p-eit+ > 0;-p-y}
i=1

 maximalizuje funkci p - y na Y}, nebot yf maximalizuje p - y na Y

C) y; maximalizuje funkei p -y na ¥, nebot y! maximalizuje p -y na ¥y
aplatip-y; =p-y;jaY 2 Y,

Arrowova-Debreuova véta je tedy dokazana.



Kapitola 4

Globalni analyza a ekonomie

V této casti ukazeme, ze existence rovnovaznych stavi muze byt dokazana pomoci Sardovy véty. Pritom
dikaz bude v jistém smyslu konstruktivni. Zaroven jsou dokazany optimizacni véty pro ekonomii blahobytu.

1 Existence rovnovazného stavu

Zakladni idea rovnovazného stavu je studium feseni rovnosti mezi poptavkou a nabidkou: S(p) = D(p). Pro
jednoduchy ptipad jednoho trhu, kde jsou ceny hodnoceny v terminech néjakého trzniho standardu, podava
nasledujici graf 4.1 opravnéni pro existenci rovnovazné ceny p*.

Teorie obecné rovnovahy se timto problémem zabyva pro vicero trhu. Presnéji: predpokladejme ekono-
miku s [ druhy zbozi. Pak poloprostor R, = {(z',...,2") : (Vi)(z' > 0)} bude pro nds hrat dvoji roli:
nejprve jakozto tzv. komoditni prostor, pricemz komodita je produkt nebo sluzba uréena k vyméné; prvek
T € RlJr se nazyva komoditni svazek. Tedy z je I-tice (z!,...,2') tak, Ze prvni soufadnice méfi mnozstvi
komodity éislo jedna, atd. Ale zaroven je Rﬂr bez pocatku prostor cenovych systéma; reprezentuje-li tedy
pE Rﬂr —{0},p=(p',...,p") mnozinu cen | komodit, je p' cena jednotky prvni komodity, atd.
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1004 - .
Rovnovaha mezi
80+ - -
\, nabidkou a poptavkou
B " ,
40] \ /
20 *
S - =be D
D_—_:_;.‘ T o o T

0 1r 20 30 40

F.Y

Obrazek 4.1: Rovnovazny stav

Predpokladejme, ze studovana ekonomika ma (axiomaticky) zavedené funkce poptivky a nabidky D, S :
Rﬂr —{0} — R z mnoziny cenovych systému do prostoru komodit. Pak D(p) je komoditni svazek pozadovany
ekonomikou (nebo jejimi tcastniky celkové) za ceny p. Jinak feceno, za ceny p = (p',...,p') lze koupit
komodity v mnozstvi D(p). Problém nalezeni rovnovdiného stavu je nalezeni a studium (za vhodnych
podminek na D, S) cenového systému p* € R, — {0} tak, ze D(p*) = S(p*).

Polozme Z(p) = D(p) — S(p). Pak Z : R\, —{0} — R' se nazyva nadbytek poptdvky a budeme tedy hledat
fesenf p* € R, — {0} tak, ze

Z(p*)=0. (1.1)

V této casti vlozime na Z podminky, které jsou primérené z hlediska ekonomie a pak ukazeme existenci
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reSeni rovnice 1.1 pomoci konstruktivniho postupu aparatem diferencialniho poctu. To vSe provedeme, aniz
bychom presli k mikroekonomickym zakladum nadbytku poptavky. V dalsi ¢asti podame klasicky mikro-
ekonomicky pristup k nadbytku poptavky pomoci agregace poptavkovych funkei individudlnich ucastnika
ekonomiky pro piipad ekonomiky iplné smény.

Podminky na funkci nadbytku poptavky jsou

Z: R — {0} — R je spojitd funkce, (1.2)

Z(A\p) = Z(p) pro vsechna A > 0. (1.3)

Tedy Z je homogenni funkce; jestlize se ceny kazdé komodity imérné zvétsuji ¢i zmensuji, funkce nad-
bytku poptavky se neméni. To ovsem predpokladd, ze se pohybujeme uvnitt iplné nebo uzaviené ekonomiky
tak, ze ceny komodit nejsou zavislé na komodité lezici mimo systém.

p-Z(p) =014 ) p'Z'(p)=0. (1.4)

Vyse uvedend rovnost tvrdi, ze hodnota funkce nadbytku poptavky je nula a rovnost 1.4 se nazyva
Walrasuv zdkon. Tuto rovnost muzeme chapat tak, ze poptavka v nasi ekonomice je v souladu se zdroji
ekonomiky. Jednd se o omezeny rozpocet spotieby. Celkova hodnota poptavky je rovna celkové hodnoté
nabidky tcastniky ekonomiky. Bezpochyby je Walrasuv zédkon nejpropracovanéjsi ze vSech podminek, které
jsme vlozili na funkci Z. Mikroekonomické opodstatnéni podame pozdéji.

Nez zavedeme nasi posledni podminku na funkci nadbytku poptavky, podame geometrickou interpretaci
piedchozich podminek. Bud S5 = {p € RL : |]p|]> = 3.._,(p))* = 1} prostor normalizovanych cenovych
systému. Na zakladé homogenity funkce Z se sta¢i omezit na jeji restrikci na mnozinu Sf[l. Podle Walrasova
zakona je funkce Z kolmd k prostoru Si_l v kazdém bodg; jinak feceno p - Z(p) = 0 netikd nic jiného, nez
ze vektor p je kolmy k vektoru Z(p). Muzeme tedy povazovat Z za pole te¢nych vektoru na mnoziné Si[l.

Déle definujeme S*' = {p € R": []p||> = S, (p")* = 1}
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Posledni podminka na funkci nadbytku poptavky je hrani¢ni podminka:
Z' >0, jestlize p' = 0. (1.5)

Piipomenime, ze Z(p) = (Z'(p),...,Z(p)) a p = (p',...,p!). Podminka 1.5 mizeme byt jednoduse
interpretovéana nasledovné: je-li i-t4 komodita volna (je volné k dispozici, protoze jeji cena je nulova), pak
zaru¢ené pro ni bude funkce nadbytku poptavky nezaporna. V nasem modelu maji komodity pozitivni
hodnotu.

Veéta 1.1 Jestlize je funkce nadbytku poptdvky Z : Rl+ — {0} — R! spojitd, homogenni, spliuje Walrasiiv
zakon a hraniéni podminku t). podminky 1.2, 1.3, 1.4 a 1.5, pak existuje cenovy systém p* € Ri — {0} tak,
ze Z(p*) = 0. Nalezeni cenového systému p* bude provedeno konstruktivné.

Dukaz véty 1.1 bude proveden pomoci vét 1.2 a 1.7.
Véta 1.2 Bud f: D' — R spojité zobrazeni spliujici ndsledujici hranicni podminku
(Bp) Pokud je x € D', pak f(z) neni ve tvaru uz pro Zddné p > 0.

Pak ezistuje prvek x* € D' tak, Ze plati f(z*) = 0. Pritom D' = {z € R": ||z|]> = 3\, (z%)> < 1} a
§D! = 871 = (€ B [l = L ()2 = 1},

Obecné pak D! = {z € R : ||z||? = S\, (z%)> < 7*} a DL = {z € R': ||z|]> = 3L, (2))? = 2} pro
vsechna r kladn. Pfitom specidlné mame hladké zobrazeni j;_; : S'™! — D!=! C R'=! definované predpisem
jl,1($1, ce ,LEZ) = (131, ce ,:cl,l).

Pro dukaz véty 1.2 pouzijeme dva hlavni vysledky globalni analyzy a jejich aplikace pro ekonomii — tj.
Sardovu véta a véta o implicitn{ funkei (véta o inverznim zobrazeni). Abychom mohli vyslovit tyto véty, je
nutno vyuzit ideu singuldrniho bodu (kritického bodu) diferenciovatelného zobrazeni f : U — R", kde U je
oteviend podmnozina kartézského prostoru R*. Rekneme, ze f je t¥idy C”, jestlize véechny derivace do fadu
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r véetné existuji a jsou spojité. Pro prvek z € U je derivace Df(z) v bodé x linearni zobrazeni z R* do R"
(tj. matice parcidlnich derivaci). Pak fikame, ze x se nazyva singuldrni (kriticky) bod zobrazeni f, , pokud
tato derivace neni surjektivni zobrazeni. Poznamenejme, Ze pokud k < n, jsou vSechny prvky z U singularni.
Singuldrni hodnoty jsou jednodusSe obrazy vzhledem k f vSech singuldrnich bodu; prvek y € R™ se nazyva
requldrni hodnota, pokud neni singularni hodnota.

Véta 1.3 Véta o implicitni funkci. Je-li y € R" reguldrni hodnota zobrazeni f : U — R™, které je tridy
Cl, U otevrend v R¥, pak bud f~1(y) je prdzdnd mnozina nebo f~1(y) = V, V je podvarieta U dimenze
k—n.

Pritom V je podvarieta U dimenze k—n, pokud pro kazdé x € V muzeme najit diferencovatelné zobrazeni
h: N(x) — O s nasledujicimi vlastnostmi:

—_

. h ma diferencovatelnou inverzi,
2. N(z) je oteviené okoli bodu x € U,
3. O je oteviend mnozina obsahujici bod 0 € R¥,
4. h(N(z)NV)=0NC, kde C je systém soufadnic v R* dimenze m.
Véta 1.4 Véta o inverzni funkci. Necht Gi(xy, ..., T, Y1, Ys), @ = 1,...,k jsou funkce tridy C",

r > 1, definované na okoli W bodu (ay,...,an, by, ..., by) € R"* které spliuji Gi(ay, ..., an, by, ..., b;) =0
a

det (5Gi(a1,...,an,bl,...,bk)) #0. (1.6)
0y, 1<i,j<k

Pak existuji okoli U bodu (ay,...,a,) € R" a okoli V bodu (b, ...,by) € R* tak, 2e UxV C W a ke kazdému

bodu (z1,...,x,) € U ezistuje pravé jeden bod (y1,...,yx) € V, pro néjz plati Gi(x1,...,Tn,y1,...,yx) = 0.

Takto uréené funkce y; = fi(x1,...,x,) jsou rovnéz tridy C". Obéas o nmich mluvime jakozto o Tesenich

soustavy rovnic G; = 0.
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Véta 1.5 Sardova véta. Je-li zobrazeni f : U — R", U oteviend v R*, dostateéné diferencovatelné (tridy
C",r>0ar>k—n), pak mnozina singuldrnich hodnot md miru nula.

Pfipomindme, ze mnozina S C R" ma (Lebesgueovu) miru nula, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje takova
posloupnost krychli Z;, i =1,2,..., ze S C |J;°, Z; a pro objemy volZ; téchto krychli plati Y .-, volZ; < e.
Sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin miry nula mé opét miru nula.

Poznamenejme, ze Sardova véta ma sice jednotnou formulaci, ale z obsahového hlediska se déli na tti
vyznamové odlisné piipady. Pii k& < n celd mnozina f(U) sestava z kritickych hodnot — zde vkladdme
prostor mensi dimenze do prostoru vétsi dimenze a pak ma elementarné f(U) miru nula. I pro k = n jde o
jednoduché tvrzeni, které lze snadno dokazat ptimo. Teprve ptipad n < k predstavuje obtiznou ¢ast Sardovy
vety. Pritom o mnoziné kritickych hodnot hladkého zobrazeni nelze tvrdit vice, nez ze ma miru nula. Tato
mnozina muze byt napiiklad hustd v R". Dukaz Sardovy véty lze najit napiiklad v monografii [18]. M&-li
mnozina singularnich hodnot miru nula, fekneme, ze mnozina regularnich bodu md plnou miru. Obé z vyse
uvedenych vét lze piimo aplikovat na piipad f : U — (', kde U je podvarieta dimenze k prostoru R™ a
V' je podvarieta dimenze n prostoru R?. V tomto piipadé je derivace Df(x) : T,(U) — Ty (V) linedrni
zobrazeni na tecném prostoru.

Pro dikaz véty 1.2 uvazme funkci b : D' — R! tiidy C?, ktera spliiuje nasledujici hrani¢ni podminku:

(SB) f(x) = —x pro viechna z € §D'.

Problém je pak najit 2* € D! tak, Ze plati h(2*) = 0. Abychom jej vytesili, definujme pomocné zobrazen{
g: D' — E — S'=! piedpisem g(z) = HZ(SH’
Evidentné, ¢ je tiidy C? a tedy dle Sardovy véty dostdvame, Ze mnozina reguldrnich hodnot m4 plnou miru
v S Bud nyni y € S = 6D! takova reguldrni hodnota tak, ze g~'(y) je neprazdnd mnozina (jinak by
totiz méla mnozina g(D'— E) = S""! miru nula, coZ je nemozné). Pak dle véty o implicitn{ funkci dostdvéme,
7e g~ (y) je 1-dimenziondln{ podvarieta, kterd musf obsahovat —y podle hraniéni{ podminky (SB). Bud’ nyni
V komponenta ¢g~1(y) obsahujici prvek —y (totiz y € D! implikuje —y € D', g(—y) = HZE z;n =i =)
Zejména tedy musi V byt regularni kiivka zacinajici v bodé —y a otevienou v opa¢ném konci. Pfipomenme,

kde E = {z € D' : h(z) = 0} je mnoZzina feSen{ nasi rovnosti.
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ze kiivka e se nazyva regularni kiivka tridy C*, jestlize ke kazdému bodu této kiivky existuje na této kiivce
okoli, které je obloukem tiidy C*.

Zéroven je prinik V N dD! = {—y} z hraniénf podminky (SB) a nutné je bod —y obsaZzen ve V pouze
jednou jakozto poc¢atecéni bod, protoze je V reguldrni v bodé —y. Specidlné je V uzaviena podmnozina D' — E
a tedy vsechny jeji limitni body lezi v E. Zejména tedy je mnozina E neprazdnéd a pokud zacneme z bodu
—y, musime jednou dokonvergovat k E. Tim jsme podali geometricky konstruktivni diukaz existence bodu
x* € D' tak, ze plati h(z*) = 0.

Poznamenejme, ze pro priblizeni si konstruktivni povahy vyse uvedeného teseni muzeme ukazat, ze V'
je Tesici kiivka globdlni Newtonovy obycejné rovnice Dh(m)% = —Ah(x), kde A = £1 je vybrano tak, ze
ma stejné znaménko jako Dh(x) a zavisi na x. Je-li totiz derivace Dh(z) regularni, pak Eulerova metoda
diskrétni aproximace nam dava

Tp = Tp-1+F (Dh(xn—l))_lh(xn—l)a
coz neni nic jiného, nez Newtonova metoda pro feseni rovnice h(x) = 0.
Nyni predpoklddejme, ze funkce h : D' — R' je pouze spojitd a stale splituje h(z) = —x pro viechna
x € §D'. Definujme nové spojité zobrazeni hy : D}, — R! piedpisem

ho(z) = h(z) pro |z|| <1,
ho(x) = —x  pro ||z|| > 1.
Bud déle €;,7 = 1,2,..., 00 posloupnost redlnych ¢isel konvergujici k nule. Pro kazdé i piirozené zkon-

struujeme hladkou tj. C* aproximaci h; funkce hg tak, ze ||h;(z) — ho(z)|| < &;. Bud' déle ¢, hladkd funkce
na R' tak, ze [¢, = 1 a nosi¢ funkce ¢, je obsazen v disku D! o poloméru r > 0. Ukazme konkrétn{
konstrukei funkce ¢,. Zavedme nejprve pomocnou funkci

() 0 pro <0
xTr) = 1
v ez pro x> 0.
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Tato funkce je hladka. Pak fukce (x4 r)p(r —x) je tiidy C'*, je kladnd v intervalu (—r,7) a rovna nule

mimo tento interval. Funkce
!

Y(x1,...,10) = H p(x; +r)p(r — x;)

i=1
je tifdy C*, je kladna v intervalu (—r,7)! a rovnd nule mimo tento interval. Funkce ¢, = IOOLTP ma tedy

vSechny pozadované vlastnosti. Navic plati, ze

Or(x1, . 1) = @p(—x1, .oy x) = = (T, ..., — ).

/_c: zor(z) = 0.

Pfipomenme, ze nosicem funkce ¢ : U — R rozumime uzavér mnoziny bodi, v nichz ma ¢ nenulovou
hodnotu.

Definujme pak funkei h;(y) = [ ho y — z)gr (x)dz = [ ho(z)e,, (y — x)dz tak, aby bylo r; dostatecné
malé vzhledem k ¢; a vzdy bylo T; < 5

Pak h; aproximuje stejnomérné ho (Viz 27], VIIL, 7, 2.) v kazdém intervalu a h;(x) = —z pro z € 6D},
(totiz hi(z) = [ ho(x—2)¢r, (2)dz = [(z—2)p,,(2)dz = [ —zp,,(2)dz+ [ z¢,,(2)dz = = [ @, (2)dz = —2).
Prlpomenme ze posloupnost h; konverguje stejnomérné k hy v intervalu A, ex1stuje li pro kazdé (:1510 e>0
takové prirozené ¢islo ig, ze ||hi(x) — ho(z)|| < € pro kazdé x € A a pro kazdé ¢islo i > .

Miizeme pak aplikovat vySe uvedeny vysledek na h; a pak tedy existuje z; € 0D, tak, ze h;(x;) = 0.
Evidentné, z; € D' a zdroveii z; — {x € D' : ho(z) = 0} (Ize se omezit na vybranou podposloupnost) tj.
existuje x € §D' tak, ze h(x) = 0. Totiz, pro viechna & > 0 existuje is tak, ze ||ho(z;) — 0[] = ||(ho(x;) —
hi(z;)) + (hi(z;) — 0)|| < 6 pro vSechna i > is5 tj. ||ho(z)|| = 0.

Dokazme nyni vétu 1.2 v plné obecnosti. Bud tedy funkce f : D! - R pouze spojita a necht spliuje
podminku (Bp). Definujme nové spojité zobrazeni fy : D) — R' takové, e f(z) = —x pro xz € 6D}

Specialné 1ze tedy spocitat, ze
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predpisem
flz) = flz) pro |[lz|] <1,
f@) = @@=l f/llzl)) + (]| = D(=z)  pro [lz[| > 1.
7 predchézejicich vysledkli pak vime, Ze existuje z* € §D} tak | Ze ]/“\(x) = 0. Nutné pak ||z*|| < 1. Jinak

by totiz nastal spor s hraniéni podminkou (Bp). Tedy existuje z* € D' tak , ze f(z) = 0, ¢imz je dikaz
vety 1.2 ukoncen.

Abychom mohli ziskat hlavni vysledek — vétu 1.1, bude nutno modifikovat vétu 1.2 z kouli na simplexy.
Definujme

A = {pe Rl+ : Zlézl pZ =1} 0A, = {pe A : (TP =0)}
Ay = {zeR:},  p =0}

a
pe = (1/1,...,1/1) € Ay, Pe je stied simplexu A;.

V dalsim budeme pracovat se spojitymi zobrazenimi ¢ : A; — Ay, kterd budou spliiovat nasledujici
hrani¢ni podminku:

(B) Pokud je p € A, pak ¢(p) neni ve tvaru p(p — p.) pro zadné pu > 0.

To nefika nic jiného, nez ze pro hrani¢ni bod p nelezi ¢(p) na polopfimce se smérnici p — p,.

Lemma 1.6 Necht D = D'NA,. Pak mezi mnozinami Dl La nD(Dl 1) DN DY x R existuje vzdjemné
Vi
Y

jednoznacnd korespondence pomoci zobrazeni projekce mp : D — D\/ a zobrazeni np : Dl%l — D; pritom
1

(@1, 1) = (@1, ae, S ).
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Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze obé zobrazeni jsou korektné definovand tj. ze plati mp(x1,...,2;) € D'T! pro
v
(x1,...,19) € nD(Dl_l) a np(zy,...,x-1) € np(D'TY) pro (zy,...,x;-1) € D'T'. K tomu staci ovéfit, ze
Vi Vi
l|mp(x1, ..., z)|| < = 7 a lInp(x1,...,2-1)|| < 1. To ale vede na maximaliza¢ni tlohy
max 01 22
za podmmek (P,)
St <l
Z;:l :1712 < %
D1 Ti =
a

za podminky (P,)
Zl 1 2 < 1
=1L =

Prvni je pak trivialné splnéna a druhd je ekvivalentni s maximaliza¢nimi tlohou

-1 2
max Zz L2+ (O @)
za podmlnky (P))
Zl 1 1
1T =1
Pomoci varia¢niho poctu pak snadno ovéfime, ze maximum tlohy (P’,) nastdvd napi. v bodu z; = x5 =
a ma hodnotu 1

1
s =T]_1 = .
Ny
-1

Pritom je vidét, Ze slozeni obou téchto zobrazeni ndm dava identitu jak na D vl tak na np(D'T!). Navic
Vi

jsou tato dvé zobrazeni linedrni izomorfizmy mezi ¥y a R~
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Véta 1.7 Bud ¢ : Ay — Ag spojité zobrazeni spliugici ndsledujici hranicéni podminku (B). Pak existuje
proek p* € Ay tak, Ze plati p(p*) = 0.

Abychom dokazali vétu 1.7 pomoci véty 1.2, budeme konstruovat homeomorfismus zachovavajici paprsky.
Definujme tedy zobrazeni h : A; — Ay predpisem h(p) = p — p.; déle bud A : Ag — {0} — RT zobrazen{
definované piedpisem \(p) = —+1 - ——. Polozme pak ¢ : D — h(A;) jakozto 1 (p) = )\(ﬁ)p. Evidentné, 1

l ming P;

je zobrazeni zachovavajici paprsky.
Uvazujme nyni kompozici o : D — Ay,

DA AN AL S A,

Tvrdime pak, Ze « spliiuje hrani¢ni podminku (Bp) véty 1.2. Bud tedy ¢ € 6D a necht p = 9(q) + p. =
h=(1(q)). Ale dle podminky (B) neexistuje zaddné kladné u tak, ze ¢(p) = p(p — p.) neboli ekvivalentné
a(q) = u(p — pe). To je rovnocenné s tim, ze neexistuje zadné kladné u tak, ze a(q) = p(q) a protoze 1
zachovava paprsky, mame, ze neexistuje zadné kladné p tak, ze a(q) = p(q), coz je presné naSe tvrzeni.
Okamzité pak z véty 1.2 dostavame, Ze existuje prvek ¢* € D tak, ze plati a(q*) = 0. Polozime-li pak
p* =1(¢*) + pe, obdrzime p(p*) = 0 a véta 1.7 je dokdzana.

Abychom dokézali 1.1, definujme pomoci funkce nadbytku poptavky Z : R, — {0} — R’ novou funkci
¢+ Ay — Ag predpisem ¢(p) = Z(p) — (22:1 Z’(p)) p. Poznamenejme, ze 22:1 o(p) = 22:1 Z'(p) —
S Zi(p) S pf = 0. Je tedy ¢ korektné definované a je ziejmé spojité, jakozto slozeni spojitych funkei.
Zérovenn pokud p € 0A;, je nutné p' = 0 pro jisty index i a tedy ¢'(p) = Z'(p) > 0 dle podminky
1.5. Je tedy podminka (B) véty 1.7 splnéna pro zobrazeni ¢. Existuje tedy p* € A; tak, ze ¢(p*) = 0.
Tedy Z(p*) = Y.._, Z'(p*)p*. Uvazme nyni skaldrni soucin obou stran rovnosti s vektorem Z(p*). Pak
Z(p)|]>=Z(p*) - Z(p*) = Yoo, ZH(p*) (p* - Z(p*)) = 0 dle 1.4. Tedy i Z(p*) = 0 tj. véta 1.1 plati.

Je vsak vhodné pfipomenout, ze pfirozeny rovnovazny stav muze nastat i v ptipadé, ze D(p*) # S(p*).
Uved'me nésledujici graf 4.2 jednoho trhu pro cenu p = 0.

Tedy pro piebytek poptavky je nekdy cenovy vektor p* € R\ — {0} s vlastnost! Z(p*) < 0 nazyvén
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B Prirozeny rovnovainy stav pro pripad p=0
nahidka neni rovna poptavce
401
§
201
op 20 30 40
=20

Obrazek 4.2: Ptirozeny rovnovazny stav

rovnovaznym stavem. Jinak muzeme o takovémto p* € R, — {0} uvazovat jakozto o rovnovdze k volnému
pouZiti, pro pozdéjsi se zbaveni prebytku nabidky pak méame rovnovéazny stav Z(p) = 0.

Tvrzeni 1.8 Pokud funkce Z : RL — {0} — R! spliuje Walrasiiv zdkon 1.4 a zdrovern Z(p*) < 0, pak pro
viechna i bud Z'(p*) = 0 nebo p** = 0.

Totiz jinak by existoval index i tak , ze Z'(p*) < 0 a p** > 0. Zaroven pro véechna i mame Z°(p*)p** < 0
a tedy 22:1 Z(p*)p** < 0, coz je spor s Walrasovym zdkonem.
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Véta 1.9 ( Debreu-Gale-Nikaido) Bud funkce Z : R, — {0} — R' spojitd funkce spliiujici slaby tvar Wa-
lrasova zdkona
b Z(p) <0, (17)

Pak ezistuje cenovy systém p* € R, — {0} tak, Ze Z(p*) < 0.

Poznamenejme, ze véta 1.9 implikuje vétu 1.1. Totiz, splnuje-li funkce Z predpoklady veéty 1.1, pak dle
véty 1.9 existuje cenovy systém p* € Ry — {0} tak, ze Z(p*) < 0. Podle tvrzeni 1.8 pro vSechna i bud
Z'(p*) = 0 nebo p** = 0. Ale dle hrani¢n{ podminky 1.5 je pro p** = 0 nutné Z*(p*) > 0 tj. Z(p*) =0 a
tedy celkem Z(p*) = 0.

Abychom mohli dokézat vétu 1.9, zavedeme funkci 8 : R — R predpisem B(t) = 0prot <0 a
B(t) =t pro t > 0. Definujme dale funkci Z : R\ — {0} — R' nésledovné: Z'(p) = B(Z'(p)) pro viechny
indexy ¢ a cenové vektory p. Podobné jako v dikazu véty 1.1 definujme zobrazeni ¢ : Ay — A predpisem
o) = Z(0) = (L1 7 (0)
o(p*) = 0. Tedy Z(p*) = Zizl Z'(p*)p*. Uvazme nynf skaldrni soucin obou stran rovnosti s vektorem Z(p*).
Pak Z(p) - Z(p*) = iy Z (0) (0" - Z(p)) < 0 dle 1.7. Tedy Y1y B(Zi(p")) - Z'(p*) < 0. Ale ziejmé
B(t)t >0 prot>0a f(t)t =0 prot < 0. Nutné tedy Z'(p*) < 0 pro vsechna i tj. Z(p*) < 0 tj. véta 1.9
plati.

Jiné prirozené zobecnéni vét 1.1 a 1.9 bude pro ptipad, ze p* — 0 implikuje Z'(p) — oo (viz 4.3). Tato
véta 1.10 je prirozenym zobecnénim Arrow-Hahnovy véty.

Predpokladejme nyni, ze funkce prebytku poptavky Z je definovana pouze na jisté podmnoziné D
mnoziny R, — {0} tak, ze D obsahuje mnozinu int(R, — {0}) a pokud p € D, pak A\p € D pro vsechna A
kladné. Uvazme funkci Z s nésledujicimi vlastnostmi:

p. Pak ¢ spliuje predpoklady véty 1.7. Existuje tedy vektor p* € A; tak, ze

N——

Z : D — R je spojita funkee, (1.8)
Z(A\p) = Z(p) pro vsechna A > 0 a pro vSechna p € D, (1.9)
p- Z(p) <0 pro viechna p € D, (1.10)
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Obrazek 4.3: Ptirozeny rovnovazny stav
!

pr —>DED implikujez Z'(py) — oo. (1.11)

=1

Véta 1.10 Bud funkce Z : D — R' funkce spliiujici 1.8, 1.9, 1.10 a 1.11. Pak existuje cenovy systém
p* € D tak, ze Z(p*) < 0.

Uvazme funkci § : R — R stejné jako v dukazu véty 1.9. Definujme pak novou funkci o : R — R v



1. EXISTENCE ROVNOVAZNEHO STAVU 139

zavislosti na pevné zvoleném kladném ¢islu ¢ predpisem

0 prot<Q0,
prot > c,
jinak.

at) =

oot =

Definujme pomocnou funkei Z : R, — {0} — R' ndsledovné:

1 pokud p € D,
(1-a (S 270) ) 8(Zi@) +a (Xio 27(0)  jinak

pro vSechny indexy ¢ a cenové vektory p. -
Podobné jako v dikazu véty 1.1 a 1.9 definujme zobrazeni ¢ : Ay — Ay predpisem ¢(p) = Z(p) —

<Zizl7(p)) p. Pak ¢ spliuje predpoklady véty 1.7. Existuje tedy vektor p* € A; tak, ze ¢(p*) = 0.

7'(p) =

Tedy Z(p*) = 22:1 Ei(p*)p*. Nejdrive predpokladejme, ze p* € D. Uvazme nyni skaldrni soucin obou stran
rovnosti s vektorem Z(p*). Pak stejné jako v dukazu 1.9 dle 1.10 dostaneme Z(p*) - Z(p*) < 0. Tedy

I I I I
> (1-0 (32 200) ) oz o (S 200) Szt <o
i=1 j=1 j=1 i=1
Protoze pro vSechna redlnd t plati ta(t) > 0, nutné pak

> (1 —a (Z Zj(ﬁ))) B(Z'(p")Z' (p") < 0.

i=1 j=1

Tedy
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Zéroven pro viechna realna t plati (1 — a(t)) > 0 tj. S0, B(Z(p*)) - Z(p*) < 0.

Ale ztejmé B(t)t > 0 prot > 0a B(t)t = 0 prot < 0. Nutné tedy Z%(p*) < 0 pro vSechna i tj. Z(p*) < 0.

Necht p* € D. Pak Z(p*) = (1,...,1) tj. Ip* = Z(p*) = (1,...,1) tj. p* = p. € D, spor. Tedy véta 1.9
plati.

2 Ekonomika tplné smény: existence rovnovazného stavu

Tento odstavec se skladd ze dvou casti; v prvni z nich budeme uvazovat silnéjsi predpoklady s durazem
na diferenciovatelnost, pticemz v druhém budeme pracovat v obecnéjsim ramci. Existencni tvrzeni jsou
specidlnimi piripady Arrow-Debreuovy véty.

Uvazme nejprve jednoho tcastnika s prostorem komodit P = {x € R' : z = (2},... 2", (Vi)(2? >
0)} C Rﬂr. Tedy prvek x € P bude reprezentovat svazek komodit spojenych s timto ekonomickym agentem.
Budeme predpokladat, ze preferencni relace na P je reprezentovana funkci uzitecnosti u : P — R tak, ze
tcastnik preferuje prvek z € P pred prvkem y € P piesné tehdy, kdyz u(z) > u(y). Podmnoziny u~!(c) pro
¢ € R (vrstevnice funkce u) nazyvame indiferentnimi kiivkami (pro preferencni relaci). V dalsim budeme
predpokladat silny predpoklad klasického typu:

Funkce u : P — R je tifdy C*. (2.1)

Bud nyni g(x) orientovany jednotkovy normalovy vektor k indiferentni kiivce u='(c) pro ¢ € R tak, ze
¢ = u(z). Miuzeme pak vyjadiit g(x) jakozto Hz%zg;”, kde gradu = (5‘%‘1,...,%). Pak je g : P — Si7!
zobrazeni tiidy C'. Toto zobrazeni hraje zdkladni roli v analyze preferenci spotiebitele a teorie poptavky.

Nas dalsi predpoklad je monotonie neboli vice je lépe tj.

g(z) € PN S =int(S"!) pro viechna z € P. (2.2)

ou
dxt

Tedy 2.2 znamend, ze vSechny parcialni derivace £% jsou kladné.
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Nasge treti hypotéza je konvexnost a to opét v silném a diferencovatelném tvaru. Pro z € P je derivace
Dg(z) linearni zobrazeni z R' do kolmé nadroviny g(z)* k vektoru g(z). Mizeme pak uvazovat o g(x)*
jakozto o tetném prostoru Ty (S™™') nebo o tetné roviné k indiferentn{ kiivce. Pak restrikce Dg(z) z
nadroviny g(z)* do sebe je symetrické linedrni zobrazeni.

Restrikce Dg(z) z nadroviny g(z)* do sebe mé zaporné vlastni hodnoty. (2.3)
Ekvivalentni podminka k 2.3 je
Druhd derivace D?u(x) jakozto symetrické bilinedrni forma ome-

zend na teénou nadrovinu g(z)* k indiferentn{ kiivce v bodé x je (2.4)
negativné definitni.

Ekvivalenci mezi 2.3 a 2.4 lze ukdzat nasledovné: bud Du(z) : R' — R bud prvni derivace funkce u v

bodé z s jddrem oznacenym Ker (Du(x)). Pak mame v - g(x) = Du@)v) pgle y € Ker (Du(z)) prave tehdy,

[lgradu(z)||*
kdyz v - gradu(z) = 0 tj. v - g(x) = 0 tj. v € g(x)*. Necht vy, vy € Ker (Du(z)). Pak v, - g(z) = ﬁi(dz)((;)ll)l

Derivujeme-li obé strany podle x, mame

=0

D2u(z) (1) jgradu(a)]| — Du(@)(or)D (gradu(o)]])
[lgradu(z)|[? '

vy - Dg(z) =

2
Tedy v; - Dg(z) = D u(@)(w)

— lgradu(@)]]

Pripomenme nésledujici dvé tvrzeni z linedrni algebry ([5]).

Tvrzeni 2.1 Bud A matice nad télesem T, magicich n viastnich hodnot (ne nutné navzdjem rizngjch). Pak
matice A je podobnd Jordanové matici.
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Tvrzeni 2.2 Bud f, requldrni kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V,, a bud A jeji matice
vzhledem k bazi M prostoru V,. Oznacme D;,i = 1,...,n determinant dilci submatice matice A, kterd
vznikne z matice A vynechdnim poslednich n — i 7adku a poslednich n — i sloupcu. Pak fy je pozitivné
definitni, prdave kdyz D; > 0,i =1,...,n.

Daéle je vhodné si uvédomit, ze forma fy je pozitivné definitni, pravé kdyz — fo je negativné definitni.

Nyni muzeme dokonéit dukaz ekvivalence podminek 2.3 a 2.4. Totiz, ma-li matice Dg(x) vSechny vlastni
hodnoty zaporné, mé v odpovidajici bazi Jordanuv (trojihelnikovy) tvar B tak, Ze na diagonéle jsou zaporna
¢isla. Polozme A := —B. Pak A mé na diagondle pouze kladna ¢isla a dle 2.2 je odpovidajici forma k

2
A pozitivné definitni, tj. odpovidajici forma k Dg(x) negativné definitni. Obrdcené, bud forma H?ﬁ(ﬂ%

negativné definitni, A vlastni ¢islo matice Dg(x) a v ptislusny nenulovy vlastni vektor. Pak

_ D*u(z)(v,v) —0

AMv-v)=v-(\v) =v-(Dg(z)v) = Tgradu(a)] :

Tedy A < 0, coz se mélo dokazat. Ukazme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3 Pokud funkce uzitecnosti u : P — R spliuje 2.3, je nutné u='([c,0)) ostie konvexni pro
vsechna ¢ € R.

Ukazeme, ze minimum funkce u na kazdém intervalu nemuze nastat ve vnitiku tohoto intervalu. Presnéji,
necht x, 2’ € P tak, ze u(z) > ¢, u(z’) > c¢. Necht ddle S = {y : y = Az +(1—-X\)z’,0 < X < 1} je odpovidajic
interval s krajnimi body x,2’ € P. Necht dale z* = XMz + (1 — A*)2’,0 < A* < 1 je bod minima pro funkci
u na S. Pak o* = 2/ — A*(2’ — z). Navic Du(z*)(v) = 0 pro v = 2’ — x. Protoze * je bod minima, nutné
D?u(x*)(v,v) > 0. To je viak spor 2.4, ze D*u(z*) < 0 na Ker (Du(z*)). Je proto u vétsi nez c na S.

Zaverecna podminka na funkci u je hraniéni podminka a jejim dusledkem je zbaveni se pripadnych
problému spojenych s hranici podprostoru Rl+:

Indiferentni kiivka u=!(c) je uzaviena v R! pro vSechna c. (2.5)
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To lze interpretovat jakozto podminku, ze ucastnik si preje vlastnit od kazdé komodity alesponn néco. Je
napiiklad pouzita v préci [7] (1959).

Odvod'me si nyni funkci poptdvky od funkce uZitecnosti icastnika. Piedpoklddejme proto, Ze mame ddn
cenovy systém p € intRﬂr = P a vektor bohatstvi w € R,. Tato definice R, je vhodné ackoliv ne zcela
dusledna. Uvazujme déle rozpoctovou mnozinu B,,, = {x € P : p-x = w}. Muzeme pak za B,, povazovat
za mnozinu komodit, které ziskdme za ceny p pro bohatstvi w. Poptavka f(p,w) je komoditni svazek maxi-
malizujici uzitecnost na mnoziné B, ,,. Poznamenejme, ze B, ,, je ohranic¢end a neprazdna a tedy funkce u
omezend na B, ,, m4 kompaktni indiferentni kiivky. Zejména tedy ma funkce u na B, ,, maximum, které je
jediné dle predpokladu konvexity 2.3 a dle 2.3.

Je tedy x = f(p,w) poptdvka naseho ucastnika pii cendch p a bohatstvi w. Pfitom je vidét, ze poptavka
je spojité zobrazeni f : intRl+ — Rt — P. Tedy z = f(p,w) je maximum funkce u na B,,,, derivace Du(x)
omezend na B, je nulovd neboli plati g(x) = H%\I’ Z definice p - f(p,w) = w a f(Ap, \w) = f(p,w) pro
vSechna A > 0. Celkem pak:

Tvrzeni 2.4 Indiwidudlni poptivka je spojité zobrazeni f : mtRlJr — R — P a spliuje

Déle ukazeme nasledujici znamou skutecnost [8].
Tvrzeni 2.5 Funkce poptdvky je tridy C. Obecné, funkce poptdvky je stejné tridy C" jakozto funkce g.
Poznamenejme nejprve, ze z tvrzeni 2.4 mame zobrazeni

p:P— (ntST) x Ry, p(z) = (9(z),2 - g(2)),
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co7 je inverzni zobrazen{ k restrikei f na mnozinu (intS!) x Ry. Protoze ¢ je tiidy C?, bude f tiidy C*
dle véty o implicitni funkei 1.4, pokud derivace Dy(x) je regularni pro vSechna z € P.

Abychom ukdzali, ze Dp(x) je reguldrni, staci overit, ze Dy(z)(n) = 0 implikuje n = 0. Necht tedy
n € R'. Pak

Do (x)(n) = (Dg(z)(n),n - g(x) + z - Dg(x)(n)) .

Je-li tedy Dp(x)(n) = 0, pak Dg(x)(n) = 0 tj. n € KerDg(z). Alein-g(z) = 0 tj. n € g(x)*. Zaroveii
vime z 2.3 Ze restrikce Dg(z) z nadroviny g(z)* je regularni tj. KerDg(z) N g(x)* = {0}. Tedy n = 0.

7 vyse uvedeného okamzité plyne, ze mizeme psat R' = KerDg(z) @ g(z)* tj. kazdy vektor z R! lze
jednoznacné zapsat jakozto n = n; + n2, m1 - g(x) = 0, Dg(z)(n2) = 0.

gix)*

Obrazek 4.4: Funkce uzitku a poptavka
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Muzeme pak orientovat primku KerDg(x) tak, ze fekneme, ze vektor n € KerDg(x) je pozitivni, pokud
n - g(x) > 0. Zaroveii méame: protoze Dg(x) je vidy reguldrni, je i kitvka g~ (p) s p = g(z), p € S'=* pevné,
reguldrni. Mluvime pak o krivce rozvoje prijmi. V bodé x € P je tecnd piimka k g~'(p) praveé pifmka
KerDg(x) (z definice). Tuto kfivku lze pak interpretovat jakozto kiivku poptavky rostouci s bohatstvim pii
pevnych cendch. Muzeme pak uvazovat bohatstvi jakozto funkci w : P — R definovanou jako w(x) = x-g(z).
Pak w je ostre rostouci podél kazdé kiivky rozvoje pifjmu. Skutecné, kiivka g~'(p) je diferencovatelné
parametrizovatelnd podle w.

Predpokladejme nyni, ze bohatstvi tcastnika pochazi z obdateni e z P a je funkci w = p - e ceny p.
Posledni vlastnost poptavky je dana tvrzenim:

Tvrzeni 2.6 Bud p; posloupnost cenovijch vektori leZici v intRlJr konvergugici k p* € 5Rl+ pro 1 — oo. Pak
I|.f(ps, pi - €)|| = o0 pro i — oo.

Diikaz. Necht neplati, ze ||f(p;,p; - €)|| = oo pro i — oco. Pak pro néjaké z* € R, existuje vhodnd podpo-
sloupnost 7;, j = 1,2,...,00 tak, ze f(pi,,p;, - ) — x*. Totiz pak vsechny prvky f(ps,,p;; - €) lezi v néjaké
kompaktni kouli tj. z této posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Muzeme tedy v dalsim
bez jmy na obecnosti predpoklddat, ze posloupnost f(p;,p; - €) — z*. Pro kazdé i polozme w; = p; - e.
Pak e € By, w; tj. u(f(pi,pi - €)) > u(e). Specidlné f(p;,p; - €) € u*([u(e),0)). Z uzavienosti mnoziny
u ! ([u(e),00)) pak nutné z* € u=*([u(e),00)). Dle 2.5 mame, ze x* € P. Proto je g(z*) definovano a rovno
p*. Ale protoze p* € (SRZJr dostavame spor s naSim predpokladem monotonie 2.2.

Ekonomika iplné smény sestava z: m ucastniku se stejnym prostorem komodit P. Ucastnik i pro i =
1,...,m ma preference reprezentovany funkci uzitecnosti u; : P — R splnujici podminky 2.1, 2.2, 2.3 a
2.5. Zaroven predpoklddejme, ze kazdy ucastnik + ma k dispozici obdafeni e; € P. Tedy pro cenovy systém
pi € R, — {0} je bohatstvi ucastnika i rovno p - e;.

Muzeme pak interpretovat tento model jakozto ekonomii smény, ve které se kazdy ucastnik pokousi smeénit
své obdarené komodity za svazek komodit, ktery by zvysil jeho uspokojeni pii omezeni danym rozpoctem.
Pojem ekonomiky lze predstavit nasledovneé:
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Stav ekonomiky se skldda z alokace x € P™, x = (x1,...,x,) a cenového systému p; € Sf[l. Alokace
se nazyva pripustnd, pokud > x; = > e;. Tedy celkové zdsoby ekonomiky uklddaji omezeni na alokace;
neexistuje produkce. Stav (x,p) € P™ X Si_l se nazyva konkurencni ( Walrasoviv) rovnovazny stav, pokud
splituje podminky (A) a (B):

(A) DT =) €
coz neni nic jiného, nez podminka piipustnosti.
(B)  Pro vSechna i, x; maximalizuje u; na mnoziné zasob {y € P:p-y=p-e;} tj. i = f(p,p - ;).

Poznamenejme, ze podminka (B) se nezméni (diky monotonii funkce w;), jestlize mnozinu zasob na-
hradime mnozinou {y € P : p-y < p-e;}. Dale pfipomenme, zZe podminku (B) lze nahradit podminkami
(B1) a (B2):

(B1) p-x; = p-e; pro véechna i.
(B2) Pro v8echna i, g;(x;) = p;.

Véta 2.7 Bud ddna ekonomika uplné smény tj. m obchodniki s obdarenimi e;, 1 < i < m a preferencemi
reprezentovanymi funkcemi uZitecnosti u; : P — R spliujicimi podminky 2.1, 2.2, 2.3 a 2.5. Pak existuje
rovnovdzny stav ekonomiky tj. miZeme najit x; € P, 1 < i < m a cenovy vektor p € Sﬂr_l splnugici (A) a

(B).

Prevedme podminky (A) a (B) do problému poptdvky a nabidky. Bud tedy S : R, — {0} — R.
konstantn{ zobrazeni, S(p) = 3 e;. Podobné klademe D : intR, — {0} — R\ D(p) = 3" fi(p,p - €;), kde
fi(p,p - €) je poptdvka urcend funkef u;. Definujme nadbytek poptavky Z : intR!, — {0} — R' predpisem
Z(p) = D(p)— S(p). Poznamenejme, Ze rovnovazné podminky (A) a (B) jsou splnény pro vektor (z, p) préve
tehdy, kdyz Z(p) = 0 a z; = f;(p,p - ;). Budeme aplikovat vétu 1.10. Ovéime, Ze jsou splnény podminky
1.8, 1.9, 1.10 a 1.11. Evidentné, Z je spojita funkce, Z je homogenni, protoze jak S tak D jsou homogenni
funkce, Z spliuje slaby Walrasuv zakon. Totiz zejména pro p € intRlJr mame

p-Zp)=p-Dp)—p-Sp)=> p-filp.p-e) =D p-e;=» (p-ai—p-e;)=0.
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Ovérme podminku 1.11. Mame pkézat, ze pp — P € intR' implikuje 22:1 Z7(pr) — oo. Ale to je pravé
tehdy, kdyz Zj > fi(pk, pr - €;)) — o0o. Z tvrzeni 2.6 mame, ze pro kazdé i plati || fi(px, pk - €;)|| = oo pro
k — oo tj. 25':1 (fi<pk,pk - ¢;))? = 00. Z nezapornosti f; pak nutné i Zézl fi(pr, pr - €;)? — oo. Celkem pak
Zj > fi(prs i - €;)7 — 0o. Tedy existuje cenovy vektor p* € intR!, tak, ze Z(p*) < 0. Z véty 1.8 pak nutné
Z(p*) = 0.

Vénujme se nyni ekonomice iplné smény takové, Zze budeme predpokladat pouze spojité preference.
Uvazme nyni preference na celém prostoru komodit Rﬂr reprezentované spojitymi funkcemi w : Rl+ — R.
Nahradme podminky 1.8, 1.9, 1.10 a 1.11 nésledujicim podminkami:

Funkce u : R\ — R je spojit4. (2.6)

u(Azr + (1 = N)z') > ¢, pokud u(z),u(z’) >cal < A <1. (2.7)

Predpokladejme déle, ze kazdy obchodnik mé k dispozici, kromé preferenéni funkce wu;, obdafeni e; € P.
Zejména tedy ma k dispozici kladné mnozsti kazdé komodity.

Veéta 2.8 Jsou-li ddny preferencni funkce uzZitku u; : Rﬂr — R, 1 < i < m splnugici 2.6, 2.7 a obdarent
e; € P, 1 <i<m, existuje pak rovnovdzny stav volného pouziti (z*,p*). Tedy

1Y@ < )6 a

2. Pro vSechna i, x maximalizuje u; na mnoziné zdisob {z; € Rﬂr cpt e < pfeel.

Diikaz. Nez budeme konstruovat funkci poptavky, zbavime se ¢asti komoditniho prostoru blizké nekoneénu.
Presnéji, vyberme redlné ¢fslo ¢ > || Y, e;]| a polozme X, = D, N R. . Definujme déle pfidruzenou funkeci
falesné poptdvky f; : (R, — {0} x R — X_) ndsledovné:

filp,w) := o, u(zy) = max{u;(z) : @ € By},
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kde EWU ={z € X.: p-x <w}. Protoze je mnozina Ep,w kompaktni, konvexni a neprazdnd, okamzité plyne
z ostré konvexity u;, ze je funkce f;(p,w) dobie definovana.

Véta 2.9 Funkce falesné poptivky f; : (R, — {0} x R, — X,) je spojitd, je homogenni tj. fi()\p, Aw) =
fi(p,w) pro vsechna X >0 a p- fi(p,w) < w. Zdroven, pokud ||fi(p,w)|| < ¢, pak mazimum f;(p,w) funkce
u; existuje na mnoziné By, = {x € R\ :p-x <w} ( pravdivd poptdvka) a navic plati f;(p,w) = fi(p,w).

Dikaz. Je evidentni, ze funkce falesné poptavky fl je spojita, je homogenni a p - fi(p, w) < w.

Ukazeme zbyvajici cast véty. Necht &; = fi(p,w) tak, ze ||fi(p,w)|| < ¢. Uvazme x; € B,,, tak, ze
wi(z;) > ui(2;). Necht S = {y :y = Ax; + (1 — \)2;,0 < A < 1} je odpovidajici interval s krajnimi body
x;, ;. Pro vechna z;, # #; na mnoziné SN X, mame wu;(z;) > w;(Z;) z ostré konvexity, coz je spor s vybérem
Z; jakozto bodu maxima funkce falesné poptavky. I

Nyni definujme funkce D(p) = > fi(p,p e;), S(p) = > ;e a 7 R. — {0} — R' jakozto Z(p) =
ZA?(pA) —S(p). Pak evidentné Z spliuje slaby Walrastiv zdkon a tedy dle véty 1.9 existuje cenovy vektor p tak,
ze Z(p) = 0. Polozime-li tedy 2; = f;(p,w), mdme > &, = > .e; a ||fi(p,w)|| < c. Tedy dle 2.9 je nutné
T; = fi(p,w) = fi(p,w) = x;. Zejména je tedy vektor (zy, ..., Z,,,p) rovnovaznym stavem volného pouZiti
ekonomiky iplné smeény. |

Predpokladejme nyni, ze funkce uzitku wu; : Rﬂr — R spliuje néasledujici
Podminka nenasycenosti: Funkce u; : R, — R nemd maximum.

Pak muzeme bez tjmy na obecnosti tvrdit, ze vektor komodit f;(p,w) = x; spliuje dokonce rovnost
p-fi(p,w) = w. Jinak bychom totiz mohli vybrat komoditn{ vektor z; € R, mimo B,,, tak, ze u;(z}) > u;(1;),
coz je opét spor podminky ostré konvexity a vybérem z; jakozto bodu maxima na B,,. Celkem tedy
dostaneme, ze pro obvyklou funkci nadbytku poptavky Z(p) plati Walrasuv zakon v rovnovédzném stavu.
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3 Paretova optimalita

Budeme nyni pracovat na néjaké oteviené mnoziné W C R"™ a funkcemi tiidy C? u; : W — R, 1 < i <
m. Muzeme pak W povazovat za prostor stavi néjakého sdruzeni, pricemz clenové tohoto sdruzeni maji
preference reprezentované funkcemi uzitku u;. Bod x € W se nazyva Paretovym optimem, pokud neexistuje
zadny prvek y € W tak, ze u;(y) > u;(z) pro vSechna ¢ a pro néjaké ig u, (y) > i, (). O takovém y fikame,
ze dominuje stav x. Je-li m = 1, je Paretovo optimum pravé obycejné maximum. Bod = € W je lokdlni
Paretovo optimum, jestlize existuje okoli N bodu z a x je Paretovo optimum pro funkce uzitku u; : W — R,
1 <4 < m omezené na okoli N. Bod © € W se nazyva silné Paretovo optimum, jestlize y € W splnuje
w;i(y) > wu;(x) pro véechna i, pak nutné z = y. Podobné, bod = € W se nazyva lokdlni silné Paretovo
optimum, jestlize existuje okoli N bodu z a x je silné Paretovo optimum pro funkce uzitku w; : W — R,
1 <1 < m omezené na okoli N. Poznamenejme, ze tyto definice lze zavést obecné, napi. pro libovolnou
podmnozinu W C R™.

Véta 3.1 Bud u; : W — R, 1 <i < m, funkce tridy C?, kde W je otevrend podmnozina R™. Je-lix € W
lokdlni Paretovo optimum, existuji nezdpornd c¢isla Ny, ..., A\yn > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, Ze

Z AiDu;(xz) = 0. (3.1)

Pokud navic plati, Ze

Z NiDPug(x) je negationé definitni na (A Duy(z), . . ., Ay D (2))7F, (3.2)

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.

Poznamenejme, ze polozime-li m = 1, n = 1, je véta 3.1 standardni véta matematické analyzy funkci
jedné proménné pro maximum. Je-li m = 1 a n libovolné, jedna se o ptipad maxima funkce vice proménnych.
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Véta 3.2 Stiemkeho véta Proto, aby systém linedrnich rovnic Ax = 0 mél kladné teseni x > 0,z € R™
je nutné a dostatecné, aby byl prinik mnozin {Ap:p € R"} a R — {0} prdzdny.

Véta 3.3 Tuckerova véta Systém linedrnich rovnic Ax = 0,2 > 0 a systém linedrnich nerovnic ATp >0
magji vidy dvojici veseni (x,p) takovou, Ze ATp +x > 0.

Ditkaz véty 3.1. Necht Pos = {v € R™ : v = (v1,...,Un),v; > 0}, Pos piislusny uzdvér. Pfitom
w=(ug,...,Uy): W — R™ Bud x lokdlni Paretovo optimum a piedpoklddejme, ze ImDu(x) N Pos # ().
Pak existuje v € R™ tak, ze Du(x)(v) € Pos. Dale bud «a(t) kiivka zacéinajici v z, obsazend ve W takové,
ze o/(0) = v. Pak, z Taylorova rozvoje funkei u;, dostavame, Ze existuje to tak, ze pro vSechna i a t < tg
je ui(a(t)) = u(a(0)) + tDu(z)(v); + Ri(t);, kde RlT(t) — 0 prot — 0, Du(z)(v); > Ri(t); tj. u;(a(t)) >
ui((0)) = u;(x) tj.  neni Paretovo lokdln{ optimum. Nutné tedy ImDu(x) N Pos = (.

Predpokladejme nyni, ze rovnice A - Du(z) = 0 mé pouze trividlni nezdporné feseni. Pak dle 3.3 plati, ze
existuje vektor v € R™ tak, ze Du(x)(v) € Pos, coz neni mozné. Tedy rovnice A - Du(z) = 0 mé netrividlni
nezaporné teseni, ¢imz je dokazana prvni ¢ast véty.

Ukazme vyse uvedené ptimo pomoci aparatu linedrniho programovani:

Priméarni uloha

max y . A

za podminek (PU)
At

(Duy(z), ..., Dup(x)) - : =0
Am

A >0
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a dudlni tloha

min )7, 0-v;
za podminky (DU)

(v1,..., ) - (Dug(z),...,Duy(x)) >

Protoze vsak primarni uloha je neomezend pravé tehdy, kdyz existuje netrividlni nezaporny vektor A
spliiujici A - Du(z) = 0 a dudln{ tloha nem4 pifpustné reseni prave tehdy, kdyz ImDu(z) N Pos = (), mdme
z véty o dualité prvni ¢ast nasi véty.

Predpokladejme nyni, ze druha cast nasi véty plati pro pripad A\; > 0, 1 < ¢ < m a uvazme obecny
piipad. Precislujme indexy tak, ze A\; > 0,1 <<k, \; =0, k+1 <i < m. Pak podminky 3.1 a 3.2 jsou

tytéz pro optimalizaci uy, ..., u,, v bodé x a optimalizaci uy,...,u; v bodé x. Protoze ale dle predpokladu
je véta platna v tomto pripadé, je x lokalni silné Paretovo optimum v bodé x pro funkce uq, ..., ug. Je tedy
x lokalni silné Paretovo optimum v bodé x pro funkce uq, ..., u,,.

Staci se tedy omezit na dukaz pripadu, kdy jsou vSechna A; kladna. Predpokladejme pro jednoduchost,
ze bod x je pocatek R™ a ze u(x) = 0 € R™. Muzeme tedy v dalsim volné pouzivat oznaceni = pro libovolny
bod z W. Zejména tedy podminka, ze 0 € W je bod lokalniho silného Paretova optima, je ekvivalentni
podmince, ze existuje okoli N pocatku 0 ve W tak, ze (u(N) — {0}) N Pos = ). Ukdzeme tedy, 7e existuje
takovéto okoli N.

Oznaéme K = KerDu(0) jadro linedrnfho zobrazeni Du(0) a K+ jeho ortogonalni doplnék.

Lemma 3.4 Ezistuji redlnd cisla r,6 > 0 tak, Ze pokud ||z|| < r, v = (x1,23), v € K, 15 € K+ a
l|z2|] < d||x1|], pak plati pro nenulové x nerovnost A - u(z) < 0.
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Ditkaz.Necht H = Y, A\;D?u;(0). Protoze H je negativné definitn{ na K, je H(z,z) < —o||z||* pro néjaké
vhodné kladné ¢islo o a pro vsechny vektory x € K (totiz staci se omezit na jednotkovou kouli v K, tam
mé funkce H maximum, které je nutné zéporné a rovno —o).

Necht nynf x € R", x = (11, 29), 1 € K, 19 € K*. Pak miizeme psét H(z,x) = H(xy, z1)+2H (21, 79) +
H(zg,x9). Ale vime, ze |H(x1,x2)| < C||z1]| - ||z2|| & |H (22, 22)| < Cil|z2|| - ||22|] pro vhodné nezéporné
konstanty C' a (.

Muzeme tedy vybrat vhodnd dostatecné mald kladnd ¢isla n,d tak, ze pokud ||xs|| < dl||z1]|, pak
H(z,x) < —n||z||>. Aplikujeme-li Taylorovu vétu o rozvoji pro ||z|| < r, u(z) = Du(0)(z) + D*u(0)(z, x) +
R3(z), kde |\ Rs(2)| < Z||z]|?. Pak A\-u(z) = A-Du(0)(2)+A-D*u(0)(z, z)+A-Rs(z) < —nl|z|[*+A-Rs(z) < 0.
I

Oznaéme nynf J = ImDu(0) a pisme pro u € R™ jako u = (ug, up), uq € J, up € J*.

Lemma 3.5 Jsou-li dina redlnd ¢isla o > 0 a 6 > 0, existuje redlné ¢islo s > 0 tak, Ze pokud ||z|| < r,
= (11,72), 11 € K, 13 € K+ a ||za]| > §||21]], pak nerovnost ||up(z)|] < af|uq(z)]].

Diikaz. Restrikce Du(0)g: : K+ — ImDu(0) zobrazeni Du(0) : R — ImDu(0) je linedrni izomorfismus.
Totiz, je-li Du(0)(z) = Du(0)(y) je nutné Du(0)(z —y) = 0 t.j. z —y € K N K+ = {0} tj. * = y. Necht
z € ImDu(0). Pak existuje x € R™ tak, ze Du(0)(z) = z. Ale v = x; + 29, 7, € K, 75 € K*. Tedy
z = Du(0)(z) = Du(0)(z1) + Du(0)(x2) = 0 + Du(0)(z2).
Zaroven poznamenejme, ze pro kazdy linearni izomorfismus v euklidovském prostoru existuji kladné
konstanty ki, ko > 0 tak, ze
kalz]| < [[F(2)]] < Kol |]]

pro vSechna x. Specidlné tedy existuji kladné konstanty c;, co > 0 tak, ze

[|Du(0)(x)|| = ||Du(0)(x2)|| > ci||xe]| pro vSechna x = 1 + x5
> c||z|]  pokud [|za|| > §l[x].



3. PARETOVA OPTIMALITA 153

Rozvinme u(z) do Taylorovy rady. Pak
U () + up(x) = u(z) = Du(0)(x) + R(z).

Ptitom pro 8 > 0 muzeme predpokladat, ze ||R(z)|| < B||z|| pro ||z|| < s, s > 0 vhodné redlné ¢islo.
Piitom R(x) = R,(x) + Ry(z), Ra(z) € J, Ry(z) € J*. Tedy

[lua()]| = [[Du(0)(x) + Ra(2)|| = |[Du(0)(2)|] = [| = Ra(2)[| = (¢ = F)]|«]]

[lus(@)]| = [[ Ry ()| < B[]

Zvolme (3 tak, ze % < a. Pak ||up(z)]] < allug(x)]]. |

Dokoncéeme nyni dukaz véty 3.1. Vyberme « z lemma 3.5 tak, ze pokud ||uy(z)|| < alluq(x)|], pak
u(z) ¢ Pos — {0}.
Ukézeme nyni, ze rovnice A - Du(z) = 0 md kladné feseni pravé tehdy, kdyz ImDu(0) N Pos = (.
Ukazme vyse uvedené pomoci aparatu linearnitho programovani:
Primarni uloha

maxa\;

za podminek (PU;,)
A1

(Duy (), ..., Duy(z)) - : =0
Am

A >0
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a dudlni uloha

max )7, 0-v;
za podminky (DU;)

(v1, ..., vn) - (Dug(x),...,Duy(z)) > (0... ).

A~
10
Protoze vSak vSechny priméarn{ dlohy (PUj) jsou neomezené pravée tehdy, kdyz existuje netrividlni kladny
vektor A spliujici A - Du(z) = 0 a vSechny dudlni dlohy (DU,) nemaji pfipustna feseni pravé tehdy, kdyz
ImDu(0) N Pos = {0}, méme z véty o dualité nase tvrzeni o priniku ImDu(0) N Pos.
Vyberme tedy kruh se sttedem 0 a polomérem 7y < min(r,s), r z lemmatu 3.4 a s z lemmatu 3.5, 0 z
lemmatu 3.5 dle lemmatu 3.4. Nutné pak u(x) ¢ Pos — {0} pokud ||z|| < 7 tj. 0 je bod lokélniho silného
Paretova optima. |

Ptejdéme nyni k rozsiteni véty 3.1 o podminky omezeni. Jsou tedy funkce tiidy C? wy, ..., u,, definovany
na néjaké oteviené mnoziné W C R! spolu s omezenimi danymi podminkami tvaru gs(z) >0, 8 =1,...,k,
kde g5 : W — R je funkce tifdy C*. Muzeme vyjddrit tento problém jakozto hledén{ optima restrikei funkef
Uy, ..., Uy, na mnozing Wy C R Wy ={x e W :gg(z) >0,8=1,...,k}.

Véta 3.6 Bud u;: Wy — R, 1 < i < m, funkce jako vijse uvedeno, x € Wy lokdlni Paretovo optimum. Pak
existugi nezapornd cisla A1, ..., Ay >0, p1, ..., 1k > 0, alesporni jedno z nich nenulové tak, Ze

Z XiDu;(x) + Z,ungg(x) =0, (3.3)
i 5
pricemz g = 0 pro gz(z) # 0.
Pokud navic plati, ze >, \;D*u;(x) + >s psD*gs(x) je megationé definitni na
<)‘1Du1($)7 s 7)\mDum(x)7 ,ungl(x)a cee 7/Lkng(3:)>La (34)

je x bod lokdlniho silného Paretova optima.
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Dikaz. Abychom dokdzali prvni ¢ast véty, predpoklddejme (bez tijmy na obecnosti), ze gs(z) = 0 pravé pro
vechna 8 =1,...,k a definujme zobrazeni ¢ : W — R™"* predpisem ¢ = (u1,...,Un, g1, .., gr). Tvrdime
pak, ze ImDy(z) N Pos = (). Jinak by, analogicky jako v 3.1, existoval vektor v € R! tak, ze Dyp(z)(v) € Pos
a necht a(t) bud ktivka ve W spliujici a(0) = z, o/(0) = v. Pro dostatetné mald € je a(e) € Wy a dominuje
a(0) = x. Tedy x neni lokdlni Paretovo optimum. Nutné tedy ImDy(x) N Pos = (). Existuje pak vektor
(AL, -y Ay i1, - - - i) € Pos — {0} normalni k podprostoru ImDg(z), stejné jako ve vété 3.1. Tim jsme
dokézali prvni ¢ast vety 3.6.

K dukazu druhé ¢asti nejprve poznamenejme, ze z definice lokédlniho silného Paretova optima plyne pro
bod x € Wy, ze pokud bod z je bodem lokélniho silného Paretova optima pro funkci ¢ na W, pak je i bodem
lokalniho silného Paretova optima pro funkce uq, ..., u,, na Wy. Ale z 3.1 vime, ze z je bodem lokalniho
silného Paretova optima pro funkci ¢ na W. |

Zakonceme tento odstavec s nékolika poznamkami:
1. Véta 3.1 je specialni pripad véty 3.6 pro k = 0.

2. Predpokladejme, ze g, spliuji podminku nedegenerovanosti v -bodé x € W,. Pak je mnozina vektoru
Dgs pro § takové, ze gg(x) = 0, linedrné nezavisld tedy specidlné alespon jedno J; je kladné.

3. Pokud je ve vété 3.6 m = 1, neni prvni ¢ast nic jiného nez Kuhn-Tuckerova véta. Je-li navic splnéna
podminka nedegenerovanosti, lze volit A\; = 1.

4 Zakladni véta ekonomiky blahobytu

Vratme se nyni k ekonomice iplné smény z odstavce 2. Pfitom funkce uzite¢nosti u; : P — R i—tého

obchodnika, i = 1,..., m spliuji podminku 2.1 tj. Ze funkce u; : P — R je tiidy C?, podminku monotonie
2.2 tj., ze gi(r) € PN S = int(S"") pro viechna z € P, zde g;(z) = %, kde gradu; = (2%,...,34),
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podminku konvexnosti 2.3, ze restrikce Dg;(x) z nadroviny g;(z)* do sebe ma zdporné vlastni hodnoty a
nakonec je hrani¢ni podminku 2.5, Ze Indiferentni kiivka u; (c) je uzaviend v R! pro véechna c.

Nebudeme vsak predpokladat, ze bohatstvi ucastnika pochazi z obdateni e; z P a je funkci w; = p - ¢;
ceny p. Budeme ale predpokladat, ze uplné zdroje nasi ekonomiky jsou dany pevnym vektorem r € P.

Pak mnozina W dosazitelnych alokaci neboli stavii mé tvar

W:{xGPm:x: (xl,...,xm),xieP,in:r}_

Funkce individualniho uzitku u; : P — R i-tého ucastnika ndam indukuje zobrazeni v; : W — R tak, ze
vi(x) = u;(x;). Je prirozené si klast otazku, jak vypadaji Paretové optimélni stavy pro funkce vy, i = 1,...,m.
Plati:

Véta 4.1 Nasledujici tii podminky na alokaci x € W vzhledem k indukovanym funkcim uzitku v; - W — R
jsou ekvivalentni:

1. x je lokdlni Paretovo optimum.

2. x je lokdlni silné Paretovo optimum.

3. gi(x;))=pe€ Sf[l pro vechna 1.

Pritom mnozZinu vsech takovychto x oznacime 6.

Dikaz. Poznamenejme, ze evidentné podminka (2) implikuje podminku (1). Ukazme, ze (1) implikuje (3).
Abychom to dokézali, sta¢i ndm pouze piedpokladat o funkcich u; : P — R, Ze jsou tiidy C*.
Predpokladejme tedy, ze x € W je lokalni Paretovo optimum. Z prvni ¢asti véty 3.1 mame, ze existuji
nezapornd ¢isla A, ..., A, > 0, alespon jedno z nich nenulové tak, ze Y, A\;Dv;(z) = 0tj. >, A\;Du;(z;) = 0.
Bez ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze napiiklad A; je kladné. Uvazme nyni vektor T = (Z1,...,Tpm) €
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k
(RN)™ tak, ze >, T; = 0, tj. jednd se o tecny vektor k W. Je-li navic specidlné 7 = (1,0, ... ,O,/—/f\l, 0,...,0),
mame pak Y .\ Dul(xl)( ) = M Duy(21)(T1) — M Dug(2)(Z1) = 0 pro véechna 7; € R!. Nutné tedy, protoze
Duj(x;) € P pro vSechna j, A\ je kladné, je i A\, kladné a A\yDuy(z1) = AyDuy(zx). Po podéleni normou pak
91(z1) = gx(zk). Je tedy podminka (3) splnéna.

Abychom dokézali ekvivalenci téchto ti{ podminek, zbyva ukazat, ze pokud z spliuje podminku (3), pak
plati (2) tj. x je lokalni silné Paretovo optimum.

Lemma 4.2 Bud u: P — R funkce spliugici 2.3. Pokudy € P, u(y) > u(x) a x # y, pak Du(x)(y—z) > 0.
Pak iy -g(x) >z - g(x).

Dikaz. Pro 0 <t < 1dle 2.3 je nutné u(z) < u(x+t(y—x)). Nutné tedy je jeji derivace v bodé = nezédpornd

tj. plati (d/dt)u(x+t(y — x))|i=0 > 0 tj. Du(z)(y —x) > 0. Predpokladejme, ze Du(z)(y —x) = 0. Rozvojem

v bodé z dostdvame u(z + t(y — z)) = u(z) + 0+ P2U($)(t(y — ), 1(y — x)) +Rs(t). Tedy pro dostatetné
<0

mald t je u(x) > u(x + t(y — x)), coz je spor s vyse uvedenym.

Chceme nyni ukdzat, Zze x je bod lokdlniho silného Paretova optima. Necht nyni y je takovy bod, Ze
vi(xr) < v;(y) pro vSechna i. Chceme ukéazat, ze © = y. Predpoklddejme opak. Pak pro néjaké ig vime, ze
plati yi, - iy (Tiy) > 4y - 9o (i, ). Polozme p = g, (x;,). Pak p = ¢;(z;) pro vSechna i. Tedy >, vi-p > >, ;- p.
Ale protoze y € W, nutné » .y, =r=> x;tedyi)  y,-p=r=>_,x;-p. Nutné pak pro vSechna i mame
r; = y; tj. x =y tj. x je silné Paretovo optimum.

Zavedme nyni pojem rovnovdiného stavu ekonomiky blahob