
Stochastické procesy ve
�nan£ní matematice

Doc. RNDr. Martin Kolá°, Ph.D.

1



Tento u£ební text vznikl za p°isp¥ní Evropského sociálního fondu a stát-

ního rozpo£tu �R prost°ednictvím Opera£ního programu Vzd¥lávání pro kon-

kurenceschopnost v rámci projektu Univerzitní výuka matematiky v m¥nícím

se sv¥t¥ (CZ.1.07/2.2.00/15.0203).

2



Obsah

1 Základy teorie pravd¥podobnosti 6

1.1 Motivace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Pravd¥podobnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Opakování základních pojm· teorie pravd¥podobnosti . . . . . 7

1.4 Diskrétní náhodné prom¥nné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 Závislost a nezávislost náhodných veli£in . . . . . . . . . . . . 10

1.6 Podmín¥ná pravd¥podobnost a podmín¥né o£ekávání . . . . . 13

1.7 Sou£ty náhodných veli£in . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.8 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Náhodná procházka 18

2.1 Jednoduchá náhodná procházka . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Základní vlastnosti náhodné procházky . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Základní techniky pro po£ítání s náhodnou procházkou . . . . 21

2.3.1 Technika podmín¥ní 1. krokem . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.2 Technika po£ítání trajektorií . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3.3 Princip re�exe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.4 Generující funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.5 Charakteristiky náhodných veli£in a jejich generující

funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.6 Sou£ty náhodných veli£in a konvoluce . . . . . . . . . . 29

2.3.7 Generující funkce a náhodná procházka . . . . . . . . . 30

2.3.8 �asy nav²tívení bodu r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3.9 Maxima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.4 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3



3 Zákony arcsinu a Pólyova v¥ta 41

3.1 Zákony arcsinu pro symetrickou náhodnou procházku . . . . . 41

3.1.1 1. zákon arcsinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1.2 Stirlingova formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1.3 2. zákon arcsinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2 Pólyova v¥ta v Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 Markovské °et¥zce 49

4.1 Diskrétní Markovské °et¥zce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Klasi�kace stav· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.3 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5 Markovské °et¥zce ve spojitém £ase 54

5.1 Základní vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.2 Procesy zrodu a zániku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.3 Kolmogorovova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6 Poisson·v proces 59

6.1 Základní vlastnosti Poissonova procesu . . . . . . . . . . . . . 59

6.2 Cramér - Lundberg·v model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.3 Inspek£ní paradox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7 Sloºený Poisson·v proces 64

7.1 Moment generující funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

7.2 Vlastnosti exponenciálního rozd¥lení . . . . . . . . . . . . . . 65

7.3 Vlastnost absence pam¥ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7.4 Míra rizika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

7.5 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

8 Procesy obnovy 71

8.1 Rozd¥lení po£tu p°íchod· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

9 Diskrétní modely ve �nan£ní matematice 74

9.1 1-krokový model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4



9.2 Základní v¥ta APT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

9.2.1 Ji²t¥ní (Hedging) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

9.3 Model s více periodami . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

9.3.1 Trh se dv¥ma periodami . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

9.3.2 Vícekrokový model s T kroky . . . . . . . . . . . . . . 84

9.4 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

10 Martingaly 87

10.1 Férová hra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

10.2 P°irozená �ltrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

10.3 Martingal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

10.4 Samo�nancující portfolia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

10.4.1 Dynamické portfolio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

10.4.2 Samo�nancující portfolio . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

10.5 Martingalová transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

10.5.1 Podmín¥ná o£ekávání a martingalová transformace . . 92

10.6 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

11 Úplnost trhu 96

11.1 V¥ta o úplnosti trhu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

12 Wiener·v proces 100

12.1 Limita náhodné procházky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

12.2 Wiener·v proces pro cenu akcie . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

12.2.1 Itôovo lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

12.2.2 Odvození Black-Scholesovy rovnice . . . . . . . . . . . 105

12.3 P°íklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5



Kapitola 1

Základy teorie pravd¥podobnosti

Matematické modely ve �nancích jsou z velké v¥t²iny stochastické. Základ-

ním nástrojem, který vyuºívají, je teorie pravd¥podobnosti. V této kapitole

p°ipomeneme n¥které základní pojmy a techniky z teorie pravd¥podobnosti,

tak jak je budeme v dal²ích kapitolách pot°ebovat.

1.1 Motivace

Uvaºujme jako p°íklad cenu jedné akcie �rmy Apple p°í²tí pond¥lí na konci

obchodování. Dnes je pro nás tato cena neznámá a modelujeme ji tedy jako

náhodnou veli£inu. Ov²em p°í²tí týden v úterý jiº bude známou hodnotou

(konstantou). Pro matematické modelování ve �nancích je typická tato in-

terakce náhodných a známých veli£in.

Vzájemnému p·sobení náhodnosti a plynutí £asu se v¥nuje teorie stochas-

tických proces·. P°ipome¬me, ºe posloupnost náhodných veli£in Xt, t ∈ I,
kde I je indexová mnoºina, se nazývá stochastický proces.

Je-li Xt cena zvolené akcie v budoucím £ase t, pak z°ejm¥ Xt, Xt+1 nejsou

nezávislé náhodné veli£iny. Hodnota Xt n¥co °íká o pravd¥podobnostním

rozd¥lení náhodné veli£iny Xt+1. Na druhé stran¥, p°írustky Xt+2 − Xt+1

a Xt+1−Xt budou ve v¥t²in¥ na²ich model· nezávislé. To úzce souvisí s tzv.

hypotézou efektivního trhu. Podle ní v²echny informace dostupné v £ase t

jsou jiº obsaºeny v cen¥ Xt. Jak uvidíme, je to také jedním z hlavních argu-

ment·, pro£ je geometrický Brown·v pohyb �p°irozeným � modelem vývoje

6



cen akcií.

1.2 Pravd¥podobnost

Teorie pravd¥podobnosti je hlavním nástrojem modelování ve �nan£ní ma-

tematice. Je dobré si uv¥domit hned na za£átku, ºe pojem pravd¥podobnost

má více moºných interpretací.

1. Frekventistický p°ístup: Pravd¥podobnost jevu je limita jeho relativní

£etnosti p°i velkém po£tu opakování téhoº experimentu. Nevýhodou

této de�nice je omezení na opakovatelné jevy. P°edpoklad opakovatel-

nosti konkrétní situace na trhu není ve �nancích úpln¥ reálný.

2. Bayesovský p°ístup: Pravd¥podobnost vyjad°uje míru na²í nejistoty o

pravdivosti n¥jakého tvrzení, zaloºenou na informacích, které v danou

chvíli máme. V tomto pojetí je kaºdá pravd¥podobnost ve skute£nosti

podmín¥ná (informacemi, které práv¥ máme). Nap°íklad pravd¥podob-

nost padnutí ²estky na kostce je P (X = 6) = 1
6
, pokud nemáme ºád-

nou informaci o tom, jak je kostka vyrobena. Budeme-li znát nap°íklad

p°esné sloºení materiálu (nehomogennost d°eva), m·ºe se tato pravd¥-

podobnost zm¥nit.

Matematická technika výpo£t· nicmén¥ na interpretaci ve v¥t²in¥ p°ípad·

nezávisí a je stejná pro ob¥ pojetí.

1.3 Opakování základních pojm· teorie prav-

d¥podobnosti

Pravd¥podobnostní prostor (model) obvykle ozna£ujeme (Ω,A, P ), kde

� Ω je prostor elementárních jev·, t.j. v²ech moºných stav· modelovaného

systému, které chceme rozli²ovat (nap°. {1, 2, 3, 4, 5, 6} u hodu kostkou).

� A je mnoºina v²ech pozorovatelných jev·. PrvkyA jsou podmnoºiny Ω.

Jev je tedy formáln¥ vzato mnoºina elementárních jev·, které jsou s ním

slu£itelné. (Nap°íklad jev �padne sudé £íslo� je mnoºina {2, 4, 6})
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Je-li Ω kone£ná nebo spo£etná (tak tomu bude u v²ech diskrétních mo-

del·), je A v de�nici pravd¥podobnostního prostoru nadbyte£né, nebo´ au-

tomaticky A je rovno exp Ω, mnoºin¥ v²ech podmnoºin Ω.

� P : A → 〈0, 1〉 je pravd¥podobnostní míra. V diskrétním p°ípad¥ sta£í

znát hodnoty této míry na elementárních jevech, tedy P : Ω→ 〈0, 1〉. P (ω)

je pak pravd¥podobnost elementárního jevu ω a pro obecný jev A ∈ A platí

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω).

Pokud je ale Ω nespo£etná, pak exp Ω má p°íli² velkou mohutnost, aby

se na ní dala de�novat pravd¥podobnostní míra. Musíme se pak omezit na

men²í σ-algebru. S tím se setkáme aº u spojitých model·.

1.4 Diskrétní náhodné prom¥nné

Diskrétní náhodná prom¥nná (náhodná veli£ina) je funkce

X : Ω→ {x1, x2, ...} ⊆ R,

kde {x1, x2, ...} je diskrétní podmnoºina R.

De�nice 1.4.1. Pravd¥podobnostní funkce náhodné veli£iny X je de�no-

vána jako

f(x) = P (X = x).

De�nice 1.4.2. Distribu£ní funkce náhodné veli£iny X je

F (x) = P (X ≤ x).

P°ipome¬me si je²t¥ de�nici nezávislosti dvou jev·.

De�nice 1.4.3. Jevy A, B ⊆ Ω jsou nezávislé, jestliºe

P (A) =
P (A ∩B)

P (B)
,

tedy

P (A ∩B) = P (A)P (B).
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Jinak °e£eno (podle prvního vztahu), víme-li, ºe nastal jev B, nezm¥ní to

pravd¥podobnost jevu A.

De�nice 1.4.4. Diskrétní náhodné veli£iny X a Y jsou nezávislé , jestliºe

jevy {X = x} a {Y = y} jsou nezávislé pro v²echna x a y. Jinými slovy,

znalost hodnoty X nedává ºádnou informaci o hodnot¥ Y .

Pravd¥podobnostní funkce obsahuje v²echny informace o uvaºované ná-

hodné veli£in¥. �asto nám ale sta£í její £íselné charakteristiky.

De�nice 1.4.5. O£ekávání (st°ední hodnota) náhodné veli£iny X s prav-

d¥podobnostní funkcí f(x) je de�nována jako

E(X) =
∑

x: f(x)>0

xf(x),

je-li °ada absolutn¥ konvergentní.

O£ekávání m·ºeme vypo£ítat také pomocí vztahu

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)P (ω).

De�nice 1.4.6. Je-li k p°irozené £íslo, k-tý moment mk náhodné veli£iny

X je de�nován jako

mk = E(Xk).

De�nice 1.4.7. k-tý centrální moment σk je de�nován jako

σk = E((X −m1)k).

Speciáln¥,

m1 = E(X)

je st°ední hodnota a

σ2 = E((X − E(X))2)
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je rozptyl (variance). Tedy σ2 = σ2, kde σ =
√
σ2 je st°ední sm¥rodatná

odchylka.

De�nice 1.4.8. Nech´ A je jev, tj. A ⊆ Ω, a nech´ IA : Ω→ R je náhodná

veli£ina de�novaná vztahem

IA(ω) =

{
1 pro ω ∈ A
0 pro ω /∈ A

.

Pak IA se nazývá indikátorová funkce jevu A.

Libovolnou náhodnou veli£inu m·ºeme zapsat pomocí indikátorových funkcí

jev· Ai = {X = xi}. Máme

X =
∑
i

xiIAi .

IA je p°íkladem Bernoulliovské náhodné veli£iny. Nabývá pouze hodnot 0 a

1.

1.5 Závislost a nezávislost náhodných veli£in

Lemma 1.5.1. Nech´ X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny. Potom

E(XY ) = E(X)E(Y ).

D·kaz: Ozna£me Ax = {X = x} a By = {Y = y}. Pak

XY =
∑
x,y

xyIAx∩By ,

tedy

E(XY ) =
∑
x,y

xyE(IAx∩By) =
∑
x,y

xyP (Ax ∩By) =

∑
x,y

xyP (Ax)P (By) = (
∑
x

xP (Ax))(
∑
y

yP (By)) = E(X)E(Y ).
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Opak obecn¥ neplatí.

De�nice 1.5.2. �íkáme, ºe náhodné veli£iny X a Y jsou nekorelované ,

jestliºe platí:

E(XY ) = E(X)E(Y ).

V¥ta 1.5.3. Nech´ X a Y jsou náhodné veli£iny. Pak

1. V ar(aX) = a2V ar(X) pro a ∈ R.

2. Jsou-li X a Y nekorelované (speciáln¥ nezávislé) náhodné veli£iny, pak

V ar(X + Y ) = V ar(X) + V ar(Y ).

D·kaz: První tvrzení plyne ihned z de�nice. Dokáºeme druhé tvrzení.

V ar(X + Y ) = E
(
[(X + Y )− E(X + Y )]2

)
=

E
[
(X + Y )2 − 2(X + Y )E(X + Y ) + (E(X + Y ))2

]
=

E((X + Y )2)− 2E(X + Y )E(X + Y ) + E((X + Y )2) =

= E(X2) + 2E(XY ) + E(Y 2)− 2
[
(E(X))2 + 2E(X)E(Y ) + (E(Y ))2

]
+E(X)2 + 2E(X)E(Y ) + E(Y )2

= E(X2) + E(Y 2) + 2E(XY )− (E(X))2 − 2E(X)E(Y )− (E(Y ))2 =

=
(
E(X2)− (E(X))2

)
+
(
E(Y 2)− (E(Y ))2

)
= V ar(X) + V ar(Y ),

kde p°edposlední rovnost plyne z p°edpokladu, který implikuje E(XY ) =

E(X)E(Y ).

De�nice 1.5.4. Kovariance náhodných veli£in X a Y je de�nována jako

cov(X, Y ) = E [(X − E(X))(Y − E(Y ))] .

Korela£ní koe�cient X a Y je

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√

V ar(X)V ar(Y )
.
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Platí:

ρ(X, Y ) = 0⇔ E(XY ) = E(X)E(Y )⇔ cov(X, Y ) = 0

a

cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Dále je

|ρ(X, Y )| ≤ 1.

Klí£ová otázka z praktického hlediska je, jak ov¥°it nezávislost dvou da-

ných náhodných veli£in. De�nice k tomu v¥t²inou vhodná není.

De�nice 1.5.5. Nech´ X a Y jsou diskrétní náhodné veli£iny (na stejném

pravd¥podobnostním prostoru). Sdruºená distribu£ní funkce X a Y je

de�novaná vztahem

FX,Y (x, y) = P (X ≤ x ∧ Y ≤ y).

De�nice 1.5.6. Sdruºená pravd¥podobnostní funkce : fX,Y : R2 → [0, 1]

je de�novaná vztahem

fX,Y (x, y) = P (X = x ∧ Y = y).

Analogicky se de�nuje sdruºená pravd¥podobnostní funkce pro více náhod-

ných veli£in. Následující lemma dává dob°e ov¥°itelné kriterium nezávislosti.

Lemma 1.5.7. Diskrétní náhodné veli£iny X a Y jsou nezávislé práv¥ tehdy,

kdyº

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

pro v²echna x, y ∈ R.

D·kaz: cvi£ení.

Ze znalosti sdruºené pravd¥podobnostní funkce fX,Y m·ºeme vypo£ítat

marginální pravd¥podobnostní funkce fX a fY . Máme
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fX(x) = P (X = x) = P (
⋃
y

({X = x} ∩ {Y = y}))

=
∑
y

P (X = x ∧ Y = y) =
∑
y

fX,Y (x, y).

P°íklad 1.5.8. Nech´ X : Ω→ {1, 2, 3}a Y : Ω→ {−1, 0, 2} jsou náhodné

veli£iny a sdruºená pravd¥podobnostní funkce je dána tabulkou:

y = −1 y = 0 y = 2 fX

x = 1 1
18

3
18

2
18

6
18

x = 2 2
18

0 3
18

5
18

x = 3 0 4
18

3
18

7
18

fY
3
18

7
18

8
18

18
18

Jsou X a Y nezávislé? Z°ejm¥ ne, v tom p°ípad¥ by °ádky tabulky musely

být násobkem jeden druhého. Vypo£teme kovarianci t¥chto dvou náhodných

veli£in. Máme

XY : Ω→ {−1, 0,−2,−3, 2, 4, 6} .

Dále

E(X) =
6

18
+

10

18
+

21

18
=

37

18
, E(Y ) =

13

18
a

E(XY ) = −1
1

18
+ 2

2

18
− 2

2

18
+ 4

3

18
+ 6

3

18
=

29

18
Celkem tedy

cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) =
29

18
− 481

324
=

522− 481

324
=

41

324
.

1.6 Podmín¥ná pravd¥podobnost a podmín¥né

o£ekávání

P°ipom¥¬me de�nici podmín¥né pravd¥podobnosti pro jevy,

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.
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Ve �nan£ních modelech je obvykle pravd¥podobnost podmín¥ná infor-

mací, kterou máme v danou chvíli. Formáln¥ to zachycuje následující de�-

nice.

De�nice 1.6.1. Podmín¥ná pravd¥podobnostní funkce náhodné veli£iny Y

za podmínky X = x, kterou budeme ozna£ovat fY |X(. | x), je de�nována jako

fY |X(y | x) = P (Y = y | X = x),

pro kaºdé x takové, ºe P (X = x) > 0.

Z de�nice máme

P (Y = y | X = x) =
P (Y = y ∧ X = x)

P (X = x)
=
fX,Y (x, y)

fX(x)
,

tedy

fY |X(y | x) =
fX,Y (x, y)

fX(x)
,

coº je analogický vztah jako platí pro podmín¥né pravd¥podobnosti jev·.

V p°edchozím p°íkladu máme pro x = 1

fY |X(y | 1) ∼
(

1

6
,
3

6
,
2

6

)
=
fX,Y
fX

.

Víme-li, ºe X = x, pak Y má novou pravd¥podobnostní funkci fY |X(y | x)

jakoºto funkci y (x je pevné).

O£ekávání v·£i této funkci je podmín¥né o£ekávání Y za podmínky X =

x, které ozna£íme Ψ(x) = E(Y | X = x).

De�nice 1.6.2. Funkce

Ψ(x) = E(Y | X = x)

se nazývá podmín¥né o£ekávání Y p°i znalosti X.

V minulém p°íkladu je:

Ψ(1) =
1

6
(−1) +

3

6
0 +

2

6
2 =

1

2
,
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Ψ(2) =
−2

5
+

6

5
=

4

5

a Ψ(3) = 6
7
.

V¥ta 1.6.3. (O celkovém o£ekávání) Pro podmín¥né o£ekávání Ψ(x) =

E(Y | X = x) platí

E(Ψ(x)) = E(Y ),

tedy

E(Y ) = E(E(Y |X)).

D·kaz: cvi£ení.

1.7 Sou£ty náhodných veli£in

Lemma 1.7.1. Nech´ X a Y jsou dv¥ náhodné veli£iny na (Ω,A,P ) a f(x, y)

je jejich sdruºená pravd¥podobnostní funkce. Pak pro jejich sou£et Z = X+Y

platí

P (X + Y = z) =
∑
x

f(x, z − x).

D·kaz: Máme

{X + Y = z} =
⋃
x

({X = x ∧ Y = z − x})

tedy

P (X + Y = z) =
∑
x

P ({X = x} ∧ {Y = z − x}) =
∑
x

f(x, z − x).
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Pokud X, Y jsou navíc nezávislé, pak

fX,Y (x, z − x) = fX(x)fY (z − x),

tedy

fX+Y (z) =
∑
x

fX(x)fY (z − x),

coº je konvoluce funkcí fX a fY . Ozna£uje se fX ? fY .
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1.8 P°íklady

P°íklad 1.8.1. Nech´ A a B jsou jevy s pravd¥podobnostmi P (A) = 3
4
a

P (B) = 1
3
. Dokaºte, ºe platí

1

12
≤ P (A ∩B) ≤ 1

3

a najd¥te p°íklady v nichº nastává rovnost.

P°íklad 1.8.2. Hana má t°i d¥ti, kaºdé z nich má stejnou pravd¥podobnost

být kluk i holka. Uvaºujme následující jevy:

A = { v²echny d¥ti mají stejné pohlaví}

B = { nejvý²e jedno z nich je kluk}

A = {v rodin¥ je jak kluk tak holka}

�Ukaºte, ºe A je nezávislé na B a B je nezávislé na C.

� Je A nezávislé na C?

P°íklad 1.8.3. Vypo£t¥te st°ední hodnotu a rozptyl

a) Bernoulliho rozd¥lení

b) Geometrického rozd¥lení

c) Poissonova rozd¥lení

P°íklad 1.8.4. Najd¥te p°íklad dvou náhodných veli£in, které jsou nekore-

lované, ale nejsou nezávislé

17



Kapitola 2

Náhodná procházka

2.1 Jednoduchá náhodná procházka

Jednoduchá náhodná procházka je základem diskrétních model· pro pohyb

cen aktiv. Je to �diskrétní verze� Brownova pohybu.

Uvaºujme následující hru: Hází se opakovan¥ mincí (ne nutn¥ férovou).

Padne-li hlava (H), získáme 1 K£. Padne-li orel (O), prohrajeme 1 K£. Ozna£me

S0 sumu, kterou máme na za£átku, a Sn sumu, kterou máme po n hrách.

Je tedy

Sn = S0 +
n∑
i=1

Xi,

kde Xi je náhodná veli£ina popisující výsledek i-té hry. P°edpokládáme, ºe

pravd¥podobnostní funkce Xi je

P (Xi = 1) = p, P (Xi = −1) = 1− p = q

pro v²echna i a navíc Xi jsou nezávislé.

Xi jsou tedy analogií Bernoulliho náhodné veli£iny, kde místo hodnot

{1, 0} máme {1, −1} . Pro kaºdé pevné n je Sn náhodná veli£ina, tedy

{Sn}∞n=0 je stochastický proces.

De�nice 2.1.1. Stochastický proces {Sn}∞n=0 se nazývá jednoduchá ná-

hodná procházka . Je-li p = q = 1
2
, nazývá se symetrická jednoduchá

náhodná procházka.
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N¥kdy je vhodn¥j²í uvaºovat jinou interpretaci � náhodný pohyb £ástice

po p°ímce: V kaºdém kroku t = 0, 1, 2, ... se £ástice posune bu¤ o 1 doprava

s pravd¥podobností p, nebo o 1 doleva s pravd¥podobností q = 1− p.

Velmi uºite£né je gra�cké znázorn¥ní jednoduché náhodné procházky.

Body o sou°adnicích (n, Sn) spojíme úse£kami. Vzniklá lomená £ára se na-

zývá trajektorie (cesta) náhodné procházky. Trajektorie je gra�cké znázor-

n¥ní realizace náhodného procesu {Sn}∞n=0.

-2

-1

0

1

2

0 1 2 3 4 5čas

Varianty náhodné procházky:

• jiné rozd¥lení Xi (nap°. normální)

• hodnoty Xi ne v R, ale v Rd (vícerozm¥rná náhodná procházka).

2.2 Základní vlastnosti náhodné procházky

Lemma 2.2.1. Jednoduchá náhodná procházka je prostorov¥ homogenní,

tedy platí

P (Sn = j | S0 = a) = P (Sn = j + b | S0 = a+ b).
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D·kaz: Ob¥ strany rovnosti jsou rovny

P (
n∑
i=1

Xi = j − a).

Podobn¥ je náhodná procházka homogenní i v £ase.

Lemma 2.2.2. Jednoduchá náhodná procházka je £asov¥ homogenní, ne-

boli platí

P (Sn = j | S0 = a) = P (Sn+m = j | Sm = a).

D·kaz: Levá strana je rovna

P (
n∑
i=1

Xi = j − a),

pravá strana je rovna

P (
n+m∑
i=m+1

Xi = j − a).

Rovnost tedy plyne z nezávislosti a stejného rozd¥lení Xi.

Lemma 2.2.3. Jednoduchá náhodná procházka má Markovovu vlastnost,

tedy

P (Sm+n = j | S0, S1, ..., Sm) = P (Sm+n = j | Sm).

D·kaz: Známe-li hodnotu Sm, pak rozd¥lení pravd¥podobnosti Sn+m závisí

jen na krocích Xm+1, Xm+2, ..., Xm+n, tedy je nezávislé na S0, S1, ..., Sm−1.

Markovovu vlastnost lze intuitivn¥ popsat slovy: �náhodná procházka nemá

pam¥´ �, �minulost ovliv¬uje budoucnost jen skrze sou£asnost�.
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2.3 Základní techniky pro po£ítání s náhodnou

procházkou

Tato sekce se v¥nuje základním technikám po£ítání s náhodnou procházkou:

• podmín¥ní 1. krokem

• po£ítání trajektorií

• generující funkci

2.3.1 Technika podmín¥ní 1. krokem

P°íklad 2.3.1. (zruinování hrá£e): Uvaºujme p°edchozí hru s férovou mincí

(p = 1
2
). Padne-li hlava (H), hrá£ získá 1 K£, padne-li orel (O), hrá£ prohraje

1 K£. Nech´ S0 = k je jeho po£áte£ní jm¥ní. Hrá£ si chce koupit auto v

cen¥ N . Bude hrát tak dlouho, dokud Sn = N (koupí auto) nebo Sn = 0

(bankrot). Jaká je pravd¥podobnost, ºe hrá£ zbankrotuje? Uvaºujme jevy:

A ... hrá£ nakonec zbankrotuje;

H ... první hod je hlava (P (H) = p);

O ... první hod je orel (P (O) = q). Podle v¥ty o úplné pravd¥podobnosti

platí

P (A) = P (H)P (A | H) + P (O)P (A | O).

Ozna£me Pk(A) hledanou pravd¥podobnost bankrotu pro dané po£áte£ní

jm¥ní k, tedy

Pk(A) = P (H)Pk(A | H) + P (O)Pk(A | O).

Pk(A | H) je ale pravd¥podobnost bankrotu v situaci, kdy hrá£ po 1.

kroku má k+1 (a hra za£íná z hlediska pravd¥podobnosti znovu, z nezávislosti

Xi). Tedy

Pk(A | H) = Pk+1(A)

a podobn¥

Pk(A | O) = Pk−1(A).
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Ozna£me pk = Pk(A). Dosazením dostaneme

pk = ppk+1 + qpk−1 =
1

2
pk+1 +

1

2
pk−1,

coº je diferen£ní rovnice 2. °ádu. Máme

1

2
(pk+1 − pk) =

1

2
(pk − pk−1),

tedy p°ír·stky pravd¥podobnosti jsou konstantní. Ozna£me p°ír·stky b =

pk− pk−1, tedy pk = p0 + kb. Okrajové podmínky pro diferen£ní rovnici jsou:

p0 = 1 (okamºitý bankrot)

pN = 0 (okamºitá koup¥ auta)

Odtud dostaneme 1 +Nb = 0, tedy b = − 1
N

a

pk = 1− k

N
.

2.3.2 Technika po£ítání trajektorií

Uvaºujme náhodnou procházku vycházející z bodu a. Máme tedy

S0 = a, P (Xi = 1) = p, P (Xi = −1) = q

a

Sn = a+
n∑
i=1

Xi.

Pro pevn¥ danou cestu je pravd¥podobnost, ºe prvních n krok· bude

sledovat práv¥ tuto cestu, rovna prql, kde r je po£et krok· doprava (nahoru)

a l je po£et krok· doleva (dol·), tedy

r =| {i : Si+1 − Si = 1, i ≤ n− 1} |,

kde | . | zna£í velikost mnoºiny.
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Kaºdý jev m·ºeme vyjád°it pomocí vhodné mnoºiny trajektorií (které

jsou s ním v souladu), a jeho pravd¥podobnost je sou£et pravd¥podobností

t¥chto trajektorií. Máme

P (Sn = b|S0 = a) =
∑
r

M r
n(a, b)prqn−r,

kde M r
n(a, b) je po£et cest (S0, S1, ..., Sn) takových, ºe S0 = a, Sn = b, a

majících p°esn¥ r krok· doprava.

Víme, ºe r + l = n a r − l = b− a. Odtud 2r = n+ b− a, £ili

r =
n+ b− a

2

a

l =
n− b+ a

2
.

Tedy

P (Sn = b|S0 = a) =

(
n

r

)
p
n+b−a

2 q
n−b+a

2 =

(
n

1
2
(n+ b− a)

)
p
n+b−a

2 q
n−b+a

2 ,

pokud 1
2
(n+ b− a) ∈ N (jinak je pravd¥podobnost rovna 0).

2.3.3 Princip re�exe

Ozna£me Nn(a, b) po£et v²ech cest z bodu (0, a) do bodu (n, b). Víme, ºe

Nn(a, b) = M r
n(a, b) =

(
n

1
2
(n+ b− a)

)
.

Dále nech´ N0
n(a, b) je po£et v²ech cest z bodu (0, a) do bodu (n, b), které

obsahují n¥jaký bod (k, 0) na ose x, tedy nav²tíví bod 0.

V¥ta 2.3.2. (princip re�exe): Je-li a, b > 0, pak platí

N0
n(a, b) = Nn(−a, b).

D·kaz: Kaºdá cesta z bodu (0,−a) do (n, b) protne osu x poprvé v n¥jakém

bod¥ (k, 0). Re�exí této cesty okolo osy x dostaneme cestu z bodu (0, a)
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do (n, b), která nav²tíví osu x. Tato operace dává vzájemn¥ jednozna£nou

korespondenci mezi cestami z (0,−a) do (n, b) a cestami (0, a) do (n, b),

které nav²tíví osu x. Tedy N0
n(a, b) = Nn(−a, b).

V¥ta 2.3.3. (o volbách): Je-li b > 0, pak po£et cest z bodu (0, 0) do bodu

(n, b), které se nevrátí do bodu 0, je

b

n
Nn (0, b) ,

kde Nn (0, b) je po£et v²ech cest z bodu (0, 0) do bodu (n, b).

D·kaz: Pro v²echny takové cesty je první krok bod (1, 1) (jinak se nutn¥

dostaneme do nuly), tedy jejich po£et je roven (z £asové homogenity):

Nn−1 (1, b)−N0
n−1 (1, b) = Nn−1 (1, b)−Nn−1 (−1, b) =

=

(
n− 1

1
2
(n− 1 + b− 1)

)
−
(

n− 1
1
2
(n+ b)

)
=

(
n− 1

m− 1

)
−
(
n− 1

m

)
=
b

n

(
n

m

)
=
b

n
Nn (0, b) ,

kde jsme ozna£ili m = 1
2
(n+ b).

P°íklad 2.3.4. (Úloha o volbách) Kandidát A má α hlas·; kandidát B

dostal β hlas·, kde α > β, tj. kandidát A zvít¥zil. Jaká je pravd¥podobnost,

ºe b¥hem voleb byl A celou dobu p°ed B?

Ozna£me Xi = 1, je-li i-tý hlas pro A, Xi = −1, je-li i-tý hlas pro kandidáta

B. Je tedy n = α + β. Sou£et

Sk =
k∑
i=1

Xi

popisuje, o kolik vede A nad B v £ase k (p°ípadn¥ prohrává, je-li Sk < 0).

Podle v¥ty o volbách je trajektorií z bodu (0, 0) do bodu (α + β, α− β),

které se nedostanou do 0, p°esn¥

α− β
α + β

Nα+β (0, α− β) .
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Hledaná pravd¥podobnost je tedy

α−β
α+β

Nα+β (0, α− β)

Nα+β (0, α− β)
=
α− β
α + β

.

Nyní se budeme zajímat o to, jaká je pravd¥podobnost, ºe se náhodná

procházka nevrátí do 0. Máme S0 = 0 a chceme S1 6= 0, ..., Sn 6= 0, jinak

°e£eno S1S2...Sn 6= 0.

V¥ta 2.3.5. Je-li S0 = 0, pak pro n ≥ 1 platí

P (S1S2...Sn 6= 0 ∧ Sn = b) =
| b |
n
P (Sn = b),

tedy

P (S1S2...Sn 6= 0) =
1

n
E(|Sn|).

D·kaz: cvi£ení
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2.3.4 Generující funkce

Uvaºujeme posloupnost reálných £ísel

a = {ai; i = 0, 1, 2, ..} .

Taková posloupnost obsahuje velké mnoºství informace, kterou m·ºeme vý-

hodn¥ �zakódovat� do jediného objektu (funkce), s nímº budeme moci lépe

pracovat. Mimo jiné získáme moºnost pouºít operace (nap°. derivaci), které

pro posloupnosti nemají smysl.

De�nice 2.3.6. Generující funkce posloupnosti a je funkce daná sou£-

tem mocninné °ady

Ga(s) =
∞∑
i=0

ais
i

pro s ∈ R, pro která °ada konverguje.

Posloupnost a dostaneme z generující funkce Ga zp¥t vztahem

ai =
G

(i)
a (0)

i!
,

kde G(i)
a (0) je i-tá derivace Ga v bod¥ 0.

P°íklad 2.3.7. Nech´ a = {0, 1, 0, −1, 0, 1, 0, ...} . Pak

Ga = s− s3 + s5 − s7 + ... ,

coº je geometrická °ada s prvním £lenem s a s kvocientem q = −s2. Tedy

Ga(s) =
s

1 + s2

pro | s |< 1 (obor konvergence).

Dále budeme de�novat generující funkci diskrétní náhodné veli£iny.

De�nice 2.3.8. Nech´ X je diskrétní náhodná veli£ina, která nabývá hod-

noty v mnoºin¥ {0, 1, 2, ...} , s pravd¥podobnostní funkcí

f(i) = P (X = i).
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Generující funkce této náhodné veli£iny je de�novaná jako generující

funkce její pravd¥podobnostní funkce, tedy

GX(s) =
∞∑
i=0

f(i)si =
∞∑
i=0

P (X = i)si.

Platí z°ejm¥

GX(s) = E(sX).

Základní vlastnosti generujících funkcí:

1. Existuje nezáporné £íslo R (polom¥r konvergence) takové, ºe G(s) kon-

verguje pro | s |< R a diverguje pro | s |> R.

2. G(s) m·ºeme derivovat nebo integrovat £len po £lenu, libovoln¥ mno-

hokrát, pro | s |< R.

3. Jednozna£nost: Je-li Ga(s) = Gb(s) pro | s |< R′, kde 0 < R′ ≤ R, pak

an = bn pro v²echna n.

P°íklady generujících funkcí náhodných veli£in:

1. Konstantní náhodná veli£ina. P (X = c) = 1, kde c ∈ N ∪ {0}. Máme

GX(s) = 1sc = sc.

2. Bernoulliho náhodná veli£ina. P (X = 1) = p a P (X = 0) = 1 − p.

Tedy

GX(s) = ps1 + (1− p)s0 = 1− p+ ps.

3. Geometrické rozd¥lení. P (X = n) = p(1−p)n−1 pro n ∈ N. Dostaneme

GX(s) =
∞∑
i=0

f(i)si =
∞∑
n=1

p(1− p)n−1sn =
∞∑
n=1

ps [(1− p)s]n−1 =

= ps
∞∑
n=0

[(1− p)s]n =
sp

1− (1− p)s
=

sp

1− s+ sp
.
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4. Poissonovo rozd¥lení s parametrem λ. P (X = k) = λk

k!
e−λ. Tedy

GX(s) =
∞∑
i=0

λi

i!
e−λsi = e−λ

∞∑
i=0

(λs)i

i!
= e−λeλs = eλs−λ = eλ(s−1),

s vyuºitím
∑

n
xn

n!
= ex.

2.3.5 Charakteristiky náhodných veli£in a jejich gene-
rující funkce

Základní charakteristiky náhodných veli£in, E(X) a V ar(X), lze jednodu²e

spo£ítat pomocí GX(s).

V¥ta 2.3.9. Nech´ X je náhodná veli£ina s generující funkcí GX(s). Pak

platí:

1. E(X) = G′X(1).

2. Obecn¥,

E(X(X − 1)...(X − k + 1)) = G
(k)
X (1)

(tzv. k-tý faktoriální moment).

D·kaz: První tvrzení je speciální p°ípad druhého. Máme

G
(k)
X (s) =

∑
i

si−ki(i− 1)...(i− k + 1)f(i) =

= E(sX−kX(X − 1)...(X − k + 1)).

Pro s→ 1− dostaneme

G
(k)
X (1) = E(X(X − 1)...(X − k + 1)).

Pro rozptyl dostaneme speciáln¥ vztah

V ar(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X(X − 1) +X)− E(X)2 =

= E(X(X − 1)) + E(X)− E(X)2 = G′′X(1) +G′X(1)− [G′X(1)]
2
.
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2.3.6 Sou£ty náhodných veli£in a konvoluce

N¥ch´ a = {ai, i ≥ 0} a b = {bi, i ≥ 0} jsou dv¥ posloupnosti, pak konvoluce

c = a ? b je posloupnost de�novaná vztahem

cn = a0bn + a1bn−1 + ...+ anb0.

Jsou-li Ga, Gb generující funkce posloupností a a b, pak generující funkce

posloupnosti c je

Gc(s) =
∞∑
n=0

cns
n =

∞∑
n=0

(
n∑
i=0

aibn−i

)
sn =

=

(
∞∑
i=0

ais
i

)(
∞∑
n=i

bn−is
n−i

)
=

(
∞∑
i=0

ais
i

)(
∞∑
n=0

bns
n

)
= Ga(s)Gb(s).

Tím jsme dokázali následující tvrzení.

V¥ta 2.3.10. Generující funkce konvoluce dvou posloupností je sou£inem

generujících funkcí t¥chto posloupností.

V¥ta 2.3.11. Nech´ X a Y jsou nezávislé náhodné veli£iny. Pak

GX+Y (s) = GX(s)GY (s).

D·kaz: Víme, ºe pro pravd¥podobnostní funkci X+Y platí fX+Y = fX ?fY

(z nezávislosti), a podle p°edchozí v¥ty víme, ºe generující funkce konvoluce

je sou£in generujících funkcí. Tedy

GX+Y = GXGY .

Je-li S = X1 +X2 + ...+Xn, kde Xi jsou nezávislé, pak z p°edchozí v¥ty

plyne

GS = GX1GX2 ...GXn .
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De�nice 2.3.12. Sdruºená pravd¥podobnostní generující funkce ná-

hodných veli£in , nabývajících hodnot v N ∪ {0}, je de�novaná jako

GX1,X2(s1, s2) =
∑

P (X1 = i ∧ X2 = j) si1s
j
2 = E(sX1

1 sX2
2 )

Analogicky je moºné de�novat sdruºenou pravd¥podobnostní generující funkci

pro více náhodných veli£in.

2.3.7 Generující funkce a náhodná procházka

Uvaºujme op¥t náhodnou procházku

Sn =
n∑
i=1

Xi,

kde P (Xi = 1) = p a P (Xi = −1) = q = 1 − p. P°itom Xi jsou nezávislé a

S0 = 0.

Jak £asto se náhodná procházka vrací do po£átku? Jaké je pravd¥podob-

nostní rozd¥lení prvního návratu do po£átku? (Pro dal²í návraty je to op¥t

totéº, z nezávislosti Xi.) K zodpov¥zení t¥chto otázek vyuºijeme generující

funkce.

Ozna£me

p0(n) = P (Sn = 0)

pravd¥podobnost, ºe náhodná procházka je v 0 v £ase n, a

f0(n) = P (S1 6= 0, S2 6= 0, ..., Sn−1 6= 0, Sn = 0)

pravd¥podobnost, ºe první návrat do po£átku nastal v £ase n.

Uvaºujme generující funkce t¥chto dvou posloupností,

P0(s) =
∞∑
n=0

p0(n)sn
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a

F0(s) =
∞∑
n=0

f0(n)sn.

Máme p0(0) = 1 (nebo´ S0 = 0) a f0(0) = 0.

Lemma 2.3.13. Platí

P0(s) =
(
1− 4pqs2

)− 1
2 .

D·kaz: Víme, ºe Sn = 0 ⇔ po£et krok· doprava = po£et krok· doleva,

tedy r = n
2

= l. Po£et takových cest je
(
n
n
2

)
pro n sudé a 0 pro n liché.

Ozna£me k = n
2
, tj. n = 2k. Máme

p0(2k) =

(
2k

k

)
pkqk

a

P0(s) =
∞∑
k=0

(
2k

k

)
(pqs2)k. (2.1)

Tvrdíme, ºe P0(s) = 1√
1−4pqs2

. Vyuºijeme obecného binomického rozvoje

(1 + x)a =
∞∑
n=0

(
a

n

)
xn,

kde (
a

n

)
=
a (a− 1) ... (a− n+ 1)

n!
.

Pro a ∈ N je rozvoj kone£ný, pro a ∈ R ∧ a /∈ N je rozvoj nekone£ný.

Dosazením a = −1
2
a x = −4pqs2 dostaneme

(
1− 4pqs2

)− 1
2 =

∞∑
k=0

(
−1

2

k

)(
−4pqs2

)k
= (2.2)

∞∑
k=0

(
−1

2

k

)
(−4)k

(
pqs2

)k
.
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Porovnáním 2.1 a 2.2 tedy sta£í dokázat, ºe(
−1

2

k

)
(−4)k =

(
2k

k

)
.

Pro levou stranu dostaneme

−1
2

(
−3

2

) (
−5

2

)
...
(
−2k−1

2

)
k!

(−1)k 22k =

2k (−1)2k 1 3 5 ...(2k − 1)

k!
= 2k

1 3 5 ... (2k − 1)

k!
.

Pro pravou stranu(
2k

k

)
=

2k (2k − 1) (2k − 2) ...1

k!k!
= 2kk!

(2k − 1) (2k − 3) ...3 1

k!k!
=

2k
(2k − 1) (2k − 3) ...3 1

k!
.

Tedy ob¥ strany se rovnají. Tím je lemma dokázáno.

V¥ta 2.3.14. Platí

1) P0(s) = 1 + P0(s)F0(s)

a

2) F0(s) = 1−
(
1− 4pqs2

) 1
2 .

D·kaz: Ozna£me A jev, ºe Sn = 0 a nech´ Bk jsou jevy �první návrat do

po£átku nastal v k-tém kroku� (k = 1, 2, ..., n).

1) Bk jsou disjunktní a dávají rozklad, tedy

P (A) =
n∑
k=1

P (A | Bk)P (Bk).

Máme P (Bk) = f0(k) a P (A | Bk) = p0(n− k), z £asové homogenity. Tedy

p0(n) =
n∑
k=1

p0(n− k)f0(k).
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Vynásobíme sn a se£teme,

∞∑
n=1

p0(n)sn =
∞∑
n=1

n∑
k=1

p0(n− k)f0(k)sn =

(
∞∑
k=1

f0(k)sk

)(
∞∑
n=k

p0(n− k)sn−k

)
= P0(s)F0(s).

Protoºe
∞∑
n=1

p0(n)sn = P0 − 1,

dostáváme P0 − 1 = P0F0, tedy P0 = 1 + P0F0.

Pro d·kaz 2) dostáváme z 1)

F0 =
P0 − 1

P0

= 1− 1

P0

= 1−
√

1− 4pqs2.

D·sledek 2.3.15. Pravd¥podobnost toho, ºe se £ástice n¥kdy vrátí do

po£átku, je rovna

∞∑
n=1

f0(n) = F0(1) = 1− | p− q | .

Speciáln¥, pro symetrickou náhodnou procházku (p = q) je návrat jistý.

D·sledek 2.3.16. (Pólyova v¥ta v dimenzi 1) Symetrická náhodná pro-

cházka se s pravd¥podobností 1 vrátí do po£átku.

D·sledek 2.3.17. Je-li p = q = 1
2
, tedy návrat je jistý, pak o£ekávání £asu

T0 prvního návratu do po£átku je

E(T0) =
∞∑
n=1

nf0(n) = F ′0(1) =∞.

D·kaz:
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1. Máme

F0(1) = 1−
√

1− 4pq = 1−
√

1− 4p(1− p) = 1−
√

1− 4p+ 4p2 =

= 1−
√

(1− 2p)2 = 1− | 1− 2p |= 1− | 1− p− p |= 1− | q − p | .

Pro q = p = 1
2
je F0(1) = 1− 0 = 1.

2. Je-li návrat jistý, tedy p = 1
2
, pak P (T0 = ∞) = 0, a tedy E(T0) =

F ′0(1), kde F0 = 1−
√

1− 4pqs2. Máme

F ′0 = −1

2

1√
1− 4pqs2

(−4pq2s) =
4pqs√

1− 4pqs2
,

tedy lim
s→1−

F ′0(s) = +∞.

2.3.8 �asy nav²tívení bodu r

Ozna£me

fr(n) = P (S1 6= r, S2 6= r, ..., Sn−1 6= r, Sn = r)

pravd¥podobnost, ºe se náhodná procházka dostane poprvé do bodu r v £ase

n, s generující funkcí

Fr(s) =
∞∑
n=0

fr(n)sn.

V¥ta 2.3.18. Platí

1. Fr(s) = [F1(s)]r pro r ≥ 1,

2. F1(s) =
1−(1−4pqs2)

1
2

2qs
.

D·kaz: Ozna£me Tr = min {n; Sn = r} po£et krok· pot°ebných k dosaºení

hodnoty r poprvé. Nech´ r > 0. Abychom dosáhli r, musíme se dostat nejd°íve

do bodu 1, a potom z bodu 1 do bodu r. To je z prostorové homogenity totéº

jako dostat se z 0 do r − 1. Odtud plyne Tr = T1 + Tr−1. Z nezávislosti tedy

dostaneme Fr = F1Fr−1. Máme pro n > 1

f1(n) = P (S1 6= 1, S2 6= 1, ..., Sn−1 6= 1, Sn = 1) =: P (A) =
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= P (A | S1 = 1)P (S1 = 1) + P (A | S1 = −1)P (S1 = −1) =

= P (A | S1 = 1)p+ P (A | S1 = −1)q = 0p+ f2(n− 1)q.

Odtud

f1(n) = f2(n− 1)q.

Vynásobíme sn

f1(n)sn = qf2(n− 1)sn

a se£teme p°es n > 1. Tedy

∑
n=2

f1(n)sn =
∑
n=2

qf2(n− 1)sn =

∑
n=2

sqf2(n− 1)sn−1 = sq
∑
n=1

f2(n)sn.

Odtud dostáváme

F1 − ps = F2qs.

Víme, ºe F2 = F 2
1 , tedy

F1 − ps = F 2
1 qs,

coº vede ke kvadratické rovnici

qsF 2
1 − F1 + ps = 0.

�e²ením dostaneme dva ko°eny

F1 =


1−
√

1−4qps2

2qs

1+
√

1−4qps2

2qs

.

Ko°en 1+
√

1−4qps2

2qs
ale nevyhovuje zadání, protoºe má v bod¥ 0 limitu∞. Tím

je tvrzení dokázáno.

D·sledek 2.3.19. Pravd¥podobnost, ºe náhodná procházka n¥kdy nav²tíví

kladnou £ást reálné osy, je rovna min
{

1, p
q

}
.
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D·kaz: Hledaná pravd¥podobnost je rovna pravd¥podobnosti, ºe náhodná

procházka nav²tíví bod 1. Ta je rovna

∞∑
n=1

f1(n),

sou£tu pravd¥podobností, ºe se dostaneme do bodu 1 v n¥jakém £ase n. Víme,

ºe

F1(s) =
∞∑
n=0

f1(n)sn.

Dosazením s = 1 dostaneme

∞∑
n=1

f1(n) = F1(1) =
1− (1− 4pq)

1
2

2q
=

1−
√

1− 4p(1− p)
2(1− p)

=

1−
√

(1− 2p)2

2(1− p)
=

1− | 1− 2p |
2(1− p)

=
1− | q − p |

2q
=

=

{
1−(−(q−p))

2q
= 1−p+q

2q
= 2q

2q
= 1 pro q < p

1−q+p
2q

= 2p
2q

= p
q

pro q > p
.

P°íklad 2.3.20. Ruleta má 37 £ísel (v£etn¥ 0). Budeme sázet stále na lichá

£ísla, tedy p = 18
37

a q = 19
37
. Pravd¥podobnost, ºe budeme n¥kdy vyhrávat je

p
q

= 18
19
.

2.3.9 Maxima

V¥ta 2.3.21. Nech´ S0 = 0. Pro n ≥ 1 platí

P(Sn = b & S1 S2 . . . Sn 6= 0) =
|b|
n

P(Sn = b)

a tedy

P(S1 S2 . . . Sn 6= 0) =
1

n
E(|Sn|).

D·kaz: Nech´ Sn = b > 0. Podle v¥ty o volbách je po£et cest z bodu (0, 0)
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do bodu (n, b), které nenav²tíví po£átek celkem

b

n
Nn(0, b).

Tedy

P(Sn = b & S1 S2 . . . Sn 6= 0) =
b

n
Nn(0, b) p

n+b
2 q

n−b
2 =

b

n
P(Sn = b).

Podobn¥ pro b < 0.

Jakou maximální hodnotu nabývá náhodná procházka do £asu n?

Ozna£me

Mn = max{Si; 0 ≤ i ≤ n}

a op¥t S0 = 0, tedy Mn ≥ 0.

V¥ta 2.3.22. Nech´ S0 = 0. Pak pro n ≥ 1 platí

P(Mn ≥ r & Sn = b) =

{
P(Sn = b) pro b ≥ r

(g
p
)r−b P(Sn = 2r − b) pro b < r

D·kaz: Z°ejm¥ Mn ≥ Sn, tedy 1. £ást je jasná.

Dále máme pro b < r: Nech´ N r
n(0, b) je po£et cest z (0, 0) do (n, b), které

obsahují n¥jaký bod s hodnotou r, t.j. (i, r) pro 0 < i < n a nech´ pro

takovou cestu c je (ic, r) první takový bod. Uvaºujme re�exi takové cesty pro

ic ≤ k ≤ n okolo p°ímky y = r. Tak dostaneme cestu c′ z (0, 0) do (n, 2r− b).
Kaºdá taková cesta c′ vznikne z jednozna£n¥ ur£ené cesty c. Tedy

N r
n(0, b) = Nn(0, 2r − b).

Dále

(Mn ≥ r & Sn = b) = N r
n(0, b) p

n+b
2 q

n−b
2 =

=

(
g

p

)r−b
N r
n(0, b) p

n+2r−b
2 q

n−2r+b
2 =

=

(
g

p

)r−b
P(Sn = 2r − b).
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Jaká je pravd¥podobnost, ºe náhodná procházka dosáhne nového maxima v

daném £ase?

V¥ta 2.3.23. Nech´ b = 0. Pravd¥podobnost fb(n), ºe náhodná procházka se

poprvé dostane do bodu b v £ase n je

fb(n) =
|b|
n

P(Sn = b).

D·kaz: Plyne z p°edminulé v¥ty a principu reverze (obrácení).

Nech´ pro p·vodní trajektorii náhodné procházky je

(0, S1, . . . , Sn) = (0, X1, X1 +X2, . . . ,
n∑
i=1

Xi).

Uvaºujme obrácenou trajektorii

(0, T1, . . . , Tn),

kde

(0, T1, . . . , Tn) = (0, Xn, Xn +Xn−1, . . . ,
n∑
i=1

Xi).

Xi jsou IID, tedy ob¥ mají stejné rozloºení (pro libovolné p).

P·vodní náhodná procházka spl¬uje

Sn = b > 0 & S1, . . . , Sn 6= 0

(podmínky p°edminulé v¥ty) práv¥ tehdy kdyº obrácenná náhodná procházka

spl¬uje Tn = b a

Tn − Tn−i = (Xn + · · ·+X1)− (Xn + · · ·+Xn−i+1) = X1 + · · ·+Xi > 0

pro kaºdé i, tedy první dosaºení bodu b nastane v £ase n.

Odtud

fb(n) = P(Sn = b & S1 S2 . . . Sn 6= 0) =
b

n
P(Sn = b).
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Pro b < 0 je d·kaz zcela analogický.

Ozna£me dále µb je o£ekávaný po£et náv²t¥v bodu b p°ed prvním návratem

do po£átku (p°edpokládáme stále S0 = 0). Pak

µb =
∞∑
n=1

P(Sn = b& S1 S2 . . . Sn 6= 0) =
∞∑
n=1

fb(n) = P(Sn = b pro n¥jaké n).

Tedy pro p = 1
2
platí následující v¥ta:

V¥ta 2.3.24. Nech´ p = 1
2
a S0 = 0. Pak pro libovolné b 6= 0 je o£ekávaný

po£et náv²t¥v bodu b p°ed návratem do 0 roven 1.

D·kaz: Nech´

fb = P(Sn = b pro n¥jaké n > 0).

Podmín¥no hodnotou S1 máme

fb =
1

2
(fb+1 + fb−1)

pro b > 0, s okrajovou podmínkou f0 = 1. Navíc je

fb = Ab+B

pro n¥jaké konstanty A,B. Jediné °e²ení leºící v intervalu [0, 1) je tedy fb = 1

pro ∀b > 0. Ale fb = µb, odkud plyne dokazované tvrzení.
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2.4 P°íklady

P°íklad 2.4.1. Najd¥te po£et cest z bodu (0, 0) do bodu (3, 7).

P°íklad 2.4.2. Najd¥te po£et cest z bodu (1, 2) do bodu (7, 4) které nena-

v²tíví po£atek.

P°íklad 2.4.3. Najd¥te generující funkce posloupností

a) {0, 1, 0− 1, 0, 1, . . . }

b) {1, 2, 3, 4, 5 . . . }

c) {1,−1
2
, 1

3
,−1

4
, 1

5
, . . . }.

P°íklad 2.4.4. Pomocí generující funkce najd¥te st°ední hodnotu a rozptyl

náhodné veli£iny s geometrickým rozd¥lením.
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Kapitola 3

Zákony arcsinu a Pólyova v¥ta

3.1 Zákony arcsinu pro symetrickou náhodnou

procházku

V této podkapitole uvedeme dva zákony arcsinu, pro £asy pobytu napravo

od po£átku (tj. v kladných hodnotách) a pro poslední nav²tívení po£átku.

3.1.1 1. zákon arcsinu

V¥ta 3.1.1. (1. zákon arcsinu pro poslední náv²t¥vu po£átku) Uva-

ºujme symetrickou náhodnou procházku, t.j. p = 1
2
, a nech´ S0 = 0. Prav-

d¥podobnost, ºe poslední náv²t¥va po£átku do £asu 2n nastane v £ase 2k, je

rovna

P (S2k = 0)P (S2n−2k = 0) .

D·kaz: Ozna£me α2n(2k) pravd¥podobnost, ºe poslední náv²t¥va po£átku

do £asu 2n nastane v £ase 2k. Máme

α2n(2k) = P (S2k = 0)P (S2k+1S2k+2...S2n 6= 0 | S2k = 0) .

Z £asové homogenity plyne

α2n(2k) = P (S2k = 0)P (S1S2...S2n−2k 6= 0 | S0 = 0) .

Tvrzení tedy plyne z následujícího lemmatu.
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Lemma 3.1.2. Pro symetrickou náhodnou procházku platí:

P (S1...S2m 6= 0) = P (S2m = 0),

kde P (S2m = 0) =
(

2m
m

) (
1
2

)2m
.

D·kaz: Vyuºijeme d·sledek v¥ty o volbách: Je-li S0 = 0, pak pro n ≥ 1

platí

P (S1S2...Sn 6= 0) =
1

n
E (| Sn |) .

Dále ze symetrie plyne

P (S1...S2m 6= 0) =
1

2m
E(| S2m |) = 2

1

2m

m∑
k=1

2kP (S2m = 2k)

= 2
m∑
k=1

2k

2m
P (S2m = 2k) = 2

m∑
k=1

2k

2m

(
2m

m+ k

)(
1

2

)2m

=

2

(
1

2

)2m m∑
k=1

[(
2m− 1

m+ k − 1

)
−
(

2m− 1

m+ k

)]
.

nebo´ platí (
2m− 1

m+ k − 1

)
−
(

2m− 1

m+ k

)
=

2k

2m

(
2m

m+ k

)
.

Opravdu, máme

(2m− 1) ... (m− k + 1)

(m+ k − 1)!
− (2m− 1) ... (m− k)

(m+ k)!
=

=
(m+ k) (2m− 1) ... (m− k + 1)− (2m− 1) ... (m− k + 1) (m− k)

(m+ k)!

=
(2m− 1) ... (m− k + 1) [(m+ k)− (m− k)]

(m+ k)!
=

2k

2m

2m (2m− 1) ... (m− k + 1)

(m+ k)!
=

=
2k

2m

(
2m

m+ k

)
.

V posledním £lenu výraz se sumou je tzv. teleskopický sou£et. Z takového

sou£tu nám z·stane jen první a poslední £len, ostatní se vyru²í. Odtud plyne,

ºe

2

(
1

2

)2m m∑
k=1

[(
2m− 1

m+ k − 1

)
−
(

2m− 1

m+ k

)]
= 2

(
1

2

)2m [(
2m− 1

m

)
−
(

2m− 1

2m

)]
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= 2

(
1

2

)2m(
2m− 1

m

)
=

(
1

2

)2m
(2m− 1) ...m · 2

m!

=

(
1

2

)2m
2m (2m− 1) ... (m+ 1)

m!
=

(
1

2

)2m(
2m

m

)
= P (S2m = 0)

a odtud plyne tvrzení v¥ty.

V následující podkapitole uvidíme, pro£ se t¥mto tvrzením °íká zákon

arcsinu.

3.1.2 Stirlingova formule

Chceme porovnat hodnotu n! (která se v r·zných formách vyskytuje v kom-

bina£ních £íslech pro po£ty trajektorií) s mocninnými funkcemi. Víme, ºe

nn � n (n− 1) ...2 · 1� 2n, tedy nn � n!� 2n.

Jak rychle jde ale posloupnost an = n!
nn

k nule? Lze ji srovnat s geomet-

rickou posloupností? Pro n→∞ dostaneme

an+1

an
=

(n+1)!

(n+1)n+1

n!
nn

=

n!
(n+1)n

n!
nn

=

(
n

n+ 1

)n
=

1

e
.

Tedy (zatím jen hodn¥ p°ibliºn¥) m·ºeme psát

n!

nn
∼ 1

en
,

neboli n! ∼ nn

en
.

Stirlingova formule dává p°esn¥j²í odhad. Platí

n! ≈ nn

en

√
2πn

v tom smyslu, ºe

limn→∞
n!

nn

en

√
2πn

= 1.

Ze Stirlingovy formule dostaneme odhad na hodnotu u2k = P (S2k = 0) .

Lemma 3.1.3. Platí u
2k
≈ 1√

πk
pro k →∞, tedy

lim
k→∞

u2k

1√
πk

= 1.
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D·kaz: Máme

u2k = P (S2k = 0) =

(
2k

k

)(
1

2

)2k

=
(2k)!

k! (2k − k)!

(
1

2

)2k

=
(2k)!

(k!)2

(
1

2

)2k

≈

(2k)2k

e2k

√
2π2k(

kk

ek

√
2πk

)2

(
1

2

)2k

=
22kk2k

√
2π2k(

kk
√

2πk
)2

(
1

22k

)
=

√
2√

2πk
=

1√
πk
.

Tím je lemma dokázáno.

Podle zákonu arcsinu je

α2n(2k) = u2ku2n−2k,

tedy

P (S2k = 0 ∧ S2k+1...S2n 6= 0) = P (S2k = 0)P (S2n−2k = 0) .

Ze Stirlingova vzorce máme

α2n(2k) ≈ 1√
πk

1√
π (n− k)

=
1

π
√
k (n− k)

.

Hodnota
√
k (n− k) je maximální pro k = n

2
, tedy α2n(2k) je minimální pro

k = n
2
.

Ozna£me T2n £as posledního nav²tívení bodu 0 do £asu 2n. Pak pro x ∈
(0, 1) máme

P (T2n ≤ 2xn)
.
=
∑
k≤xn

1

π
√
k (n− k)

.
=

∫ xn

0

1

π
√
u (n− u)

du =
2

π
arcsin

√
x

n
,

nebo´
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(
2 arcsin

√
x

n

)′
= 2

1√
1− x

n

1

2

1√
x
n

1

n
=

1√(
1− x

n

)
x
n
n

=
1√

(n−x)x
n2 n

=
1√

(n− x)x
.

3.1.3 2. zákon arcsinu

2. zákon arcsinu se týká £as· pobytu na jedné stran¥ od po£átku (tj. doby,

kdy jeden z hrá£· byl ve vedení).

V¥ta 3.1.4. Nech´ p = 1
2
a S0 = 0. Pravd¥podobnost, ºe náhodná procházka

stráví p°esn¥ 2k £asových interval· napravo od po£átku, je (op¥t) rovna

P (S2k = 0)P (S2n−2k = 0) .

D·kaz: u£ebnice Grimmett, Stirzaker.

3.2 Pólyova v¥ta v Rn

De�nice 3.2.1. M¥jme posloupnost náhodných vektor· X1, X2, ..., Xn, ...,

kde

Xi =
(
X

(1)
i , X

(2)
i , ..., X

(m)
i

)
je m-rozm¥rný vektor. Nech´ platí

P
(
X

(j)
i = 1

)
=

1

2

a

P
(
X

(j)
i = −1

)
=

1

2

pro v²echna i ∈ N a pro v²echna j ∈ {1, 2, ..., m} a v²echna X
(j)
i jsou

navzájem nezávislé náhodné veli£iny.

m-rozm¥rná náhodná procházka je de�nována vztahem

S(j)
n = S

(j)
0 +

n∑
k=1

X
(j)

k ,
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tedy vektorov¥

Sn = S0 +
n∑
k=1

Xk.

Pro m = 2 uvaºujme mnoºinu m°íºových bod·

Z2 = {(i, j) | i, j ∈ Z} = Z⊕ Z.

Nech´ S0 = (0, 0), pak

P [S1 = [1, 1]] = P [S1 = [−1,−1]] =

= P [S1 = [−1, 1]] = P [S1 = [1,−1]] =
1

4
.

V¥ta 3.2.2. (Pólyova v¥ta): Pravd¥podobnost, ºe se náhodná procházka

vrátí nekone£n¥krát zp¥t do po£átku, je rovna 1 pro m = 1 a m = 2 a je rovna

0 pro m > 2.

Poznamenejme, ºe pro m = 3 je pravd¥podobnost alespo¬ jednoho návratu

do po£átku .
= 0, 35.

D·kaz: Jako u jednorozm¥rné procházky ozna£me

p0 (n) = P (Sn = 0)

pravd¥podobnost návratu v £ase n a

f0 (n) = P (Sn = 0 ∧ S1S2...Sn−1 6= 0)

pravd¥podobnost prvního návratu v £ase n. Nech´ P0 a F0 jsou generující

funkce t¥chto posloupností. Víme, ºe platí

F0 = 1− 1

P0

.

Máme

P (£ástice se n¥kdy vrátí do po£átku) =
∞∑
n=1

f0 (n) = F0 (1) = 1− 1

P0 (1)
,
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kde ale

P0 (1) =
∞∑
n=1

p0 (n) + 1.

Odtud dostáváme, ºe

P (£ástice se n¥kdy vrátí do po£átku) =


1 pokud

∞∑
n=1

p0 (n) diverguje

< 1 pokud
∞∑
n=1

p0 (n) konverguje

Podle Stirlingovy formule víme, ºe u2k ≈ 1√
πk
. Pro m = 1 je z nezávislosti

komponent

p0 (n) = P (Sn = 0) ≈ 1√
π n

2

=

√
2

π

1√
n
.

Víme, ºe
∞∑
n=1

1√
n

diverguje, protoºe
∞∑
n=1

1

ns

konverguje pro s > 1 (z integrálního kriteria). Pro m > 1 je

P (Sn = 0) = P
(
S(1)
n = S(2)

n = ... = S(m)
n = 0

)
=
(
P
(
S(1)
n = 0

))m
,

tedy

p0 (n) = P (Sn = 0) ≈

(√
2

π

1√
n

)m

=

(
2

π

)m
2
(

1

n

)m
2

.

Dále
∞∑
n=1

p0 (n) ≈
∞∑
n=1

1

n
m
2

konverguje pro m
2
> 1, tj. m > 2. Tedy pro m > 2 je hledaná pravd¥podob-

nost alespo¬ jednoho návratu do po£átku men²í neº 1, pro m = 1 a m = 2

je tato pravd¥podobnost 1. Pravd¥podobnost nekone£n¥ monoha návrat· je

tedy rovna 0 pro m > 2 a rovna 1 pro m ≤ 2.

47



3.3 P°íklady

P°íklad 3.3.1. Uvaºujme symetrickou jednoduchou náhodnou procházku.

Nech´ T je £as prvního návratu do po£átku. Dokaºte, ºe

P (T = 2n) =
1

2n− 1

(
2n

n

)
2−2n.

P°íklad 3.3.2. Ukaºte, ºe pro jednoduchou náhodnou procházku pravd¥-

podobnostní funkce maxima spl¬uje

P (Mn = r) = P (Sn = r) + P (Sn = r + 1)

pro r ≥ 0.
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Kapitola 4

Markovské °et¥zce

4.1 Diskrétní Markovské °et¥zce

Uvaºujme posloupnost náhodných veli£in

X0, X1, . . . , Xn, . . . , (4.1)

které nabývají hodnoty ve spo£etném nebo kone£ném stavovém prostoru S.

Pro kaºdé n je tedy Xn náhodná veli£ina, nabývající N r·zných hodnot, kde

N je velikost mnoºiny S (N m·ºe být rovno nekone£nu).

De�nice 4.1.1. Stochastický proces X = {Xn}∞n=0 se nazývá Markovský

°et¥zec, pokud spl¬uje Markovovu podmínku

P (Xn = s | X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1) = P (Xn = s | Xn−1 = xn−1) (4.2)

pro kaºdé n ∈ N a s, x0, . . . xn−1 ∈ S.
Mnoºina S je nejvý²e spo£etná, tedy bez újmy na obecnosti m·ºemem

p°edpokládat, ºe S ⊆ N. Pak Xn = i znamená, ºe proces je v i-tém stavu v

£ase n. Vývoj systému je popsán pravd¥podobnostmi p°echodu

P (Xn+1 = j | Xn = i) (4.3)

které obecn¥ závisí na n, i, j. Pokud pravd¥podobnosti nezávisí na n, je proces

homogenní.

De�nice 4.1.2. Markovský °etezec je homogenní, jestliºe platí

P (Xn+1 = j | Xn = i) = P (X1 = j | X0 = i) (4.4)
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pro kaºdé n, i, j. P°echodová matice P = (pij) je |S| × |S| matice p°echodo-

vých pravd¥podobností

pij = P (Xn+1 = j | Xn = i). (4.5)

Dále budeme p°edpokládat, ºe X = {Xn}∞n=0 je homogenní Markovský

°et¥zec s p°echodovou maticí P = (pij).

V¥ta 4.1.3. P°echodová matice P je stochastická matice, tedy platí

1. P má nezáporné £leny,

2. sou£ty prvk· v kaºdém °ádku jsou rovny jedné, tedy∑
j

pij = 1, (4.6)

pro kaºdé i.

První tvrzení je z°ejmé, druhé plyne z faktu ºe °e´ezec musí ze stavu i

p°ejít do n¥jakého stavu (p°ípadn¥ i stejného).

Naopak, kaºdá matice s vlastnostmi z p°edchozí v¥ty m·ºe být p°echodo-

vou maticí n¥jakého procesu, v¥ta tedy dává úplnou charakterizaci takových

matic.

Krátkodobý vývoj procesu je ur£en maticí P . Abychom mohli zkoumat

dlouhodobý vývoj, budeme uvaºovat matici p°echodu za £asový interval délky

n.

De�nice 4.1.4. n kroková p°echodová matice je matice

P (m,n+m) = (pij(m,m+ n)) , (4.7)

kde

pij(m,m+ n) = P (Xn+m = j | Xm = i). (4.8)

Z homogenity z°ejm¥ máme

P (m,m+ 1) = P. (4.9)

V¥ta 4.1.5. Platí
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P (m,n+m) = P n. (4.10)

Nech´

µni = P (Xn = i) (4.11)

je pravd¥podobnostní funkce pro Xn a µn je °ádkový vektor se sloºkami

µni , i ∈ S. (4.12)

Pak platí

µn = µ0P n. (4.13)

Vývoj procesu tedy záleºí na po£áte£ním rozd¥lení a na iteracích matice P .

P°íklad 4.1.6. Uvaºujme jednoduchou náhodnou procházku. Stavový pro-

stor je v tomto p°ípad¥ S = Z a platí

pij =


p pro j = i+ 1

q pro j = i− 1

0 jinak
. (4.14)

4.2 Klasi�kace stav·

De�nice 4.2.1. Stav i se nazývá rekurentní (trvalý), pokud

P (Xn = i pro n¥jaké n | X0 = i) = 1 (4.15)

Pokud

P (Xn = i pro n¥jaké n | X0 = i) < 1, (4.16)

pak se stav nazývá tranzientní (p°echodný).

De�nice 4.2.2. St°ední £as rekurence stavu je dán vztahem

µi = E(Ti | X0 = i), (4.17)

kde

Tj = min(n ≥ 1 : Xn = j). (4.18)
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Stav i je nulový, pokud

µi =∞ (4.19)

a je nenulový, pokud

µi <∞. (4.20)

De�nice 4.2.3. Perioda d(i) stavu i je de�novaná jako

gcd(n : pii(n) > 0). (4.21)

Stav se nazývá periodický, pokud d(i) > 1. Nazývá se aperiodický, pokud

d(i) = 1. Platí tedy

pii(n) = 0, (4.22)

pokud n ned¥lí d(i).

De�nice 4.2.4. Stav se nazývá ergodický, pokud je rekurentní, nenulový a

aperiodický.

P°íklad 4.2.5. Pro náhodnou procházku jsou v²echny stavy periodické

s periodou 2. V p°ípad¥ p 6= 1
2
jsou tranzientní. Pro p = 1

2
jsou nulové

rekurentní.
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4.3 P°íklady

P°íklad 4.3.1. Házíme opakovan¥ kostkou. Které z následujících proces·

jsou Markovské °et¥zce?

1. Nejv¥t²í £íslo Mn, které padlo do n-tého hodu.

2. Po£et ²estek které padly v n hodech.

3. V £ase r £as Cr od posledni ²estky.

4. V £ase r £as Br do p°í²tí ²estky.

P°íklad 4.3.2. Ukaºte, ºe libovolná posloupnost nezávislých náhodných

veli£in s hodnotami ve spo£etné mnoºin¥ je Markovský °et¥zec. Kdy bude

takový °et¥zec homogenní?
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Kapitola 5

Markovské °et¥zce ve spojitém
£ase

5.1 Základní vlastnosti

Uvaºujme stochastický proces X(t), t ≥ 0, ve spojitém £ase, který nabývá

hodnoty v nezáporných celých £íslech.

De�nice 5.1.1. Proces X(t), t ≥ 0 je Markovský °et¥zec ve spojitém £ase,

jestliºe pro v²echna s, t ≥ 0 a nezáporná celá £ísla i, j, x(u) platí Markovská

vlastnost

P (X(t+ s) = j|X(s) = i,X(u) = x(u), 0 ≤ u < s)

= P (X(t+ s) = j|X(s) = i).

Markovská vlastnost tedy °íká, analogicky jako v diskrétním p°ípad¥, ºe prav-

d¥podobnostní rozd¥lení budoucích stav·, podmín¥né sou£asným a v²emi

minulými stavy, závisí jen na sou£asném stavu a je nezávislé na minulosti.

De�nice 5.1.2. Pokud navíc pravd¥podobnost

P (X(t+ s) = j|X(s) = i)

nezávisí na t, pak se Markovský °et¥zec ve spojitém £ase nazývá stacionární.

Ozna£me jako τi £as který stráví proces ve stavu neº se p°esune do dal²ího

stavu. Pak z markovské vlastnosti plyne

P (τi > s+ t|τi > s) = P (τi > t),
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tedy tato náhodná veli£ina nemá pam¥t a musí mít exponenciální rozd¥lení.

Tímto zp·sobem m·ºeme popsat Markovský °et¥zec ve spojitém £ase. Je

to proces, který kdykoliv vstoupí do stavu i, pak

� £as který stráví v tomto stavu má exponenciální rozd¥lení, s intenzitou,

kterou ozna£íme vi
� pokud proces opustí stav i, pak vstoupí do jiného stavu j s pravd¥po-

dobností Pij, kde ∑
i 6=j

Pij = 1.

V principu je moºná situace, kdy stav má nekone£nou hodnotu vi. Takový

stav se nazývá okamºitý, a proces jej okamºit¥ opustí. V dal²ím ale takové

stavy uvaºovat nebudeme.

Markovský °et¥zec ve spojitém £ase se nazývá regulární, pokud s prav-

d¥podobností jedna je po£et p°echod· v libovolném kone£ném intervalu ko-

ne£ný.

De�nujme

qij = viPij.

Víme, ºe vi je intenzita s jakou proces opou²tí stav i a Pij je pravd¥po-

dobnost ºe pak p°ejde do stavu j. Celkem tedy qij je intenzita s jakou proces

p°echází ze stavu i do stavu j.

Dále ozna£íme

Pij(t) = P (X(t+ s) = j|X(s) = i)

pravd¥podobnost, ºe °et¥zec, který je momentáln¥ ve stavu i, se za £as t bude

nacházet ve stavu j.

5.2 Procesy zrodu a zániku

De�nice 5.2.1. Markovský °et¥zec ve spojitém £ase, pro který platí

qij = 0

jakmile |i− j| > 1, se nazývá proces zrodu a zániku.
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Jinak °e£eno, proces zrodu a zániku m·ºe ze stavu i p°ejít pouze do stavu

i+ 1 nebo i− 1. Pokud hodnota procesu reprezentuje velikost populace, pak

p°echod do stavu i+1 chápeme jako zrození nového jedince, p°echod do stavu

i− 1 pak znamená zánik jedince.

Ozna£me p°íslu²né p°echodové pravd¥podobnosti jako

λi = qi,i+1,

µi = qi,i−1.

Máme z°ejm¥

vi = λi + µi,

a ∑
j

qij = vi.

Platí tedy

Pi,i+1 =
λi

λi + µi
= 1− Pi,i−1.

Jako p°íklad uvaºujme proces pat°ící mezi takzvané fronty. Konkrétn¥ p·jde

o frontu typu M/M/s.

V tomto p°ípad¥ máme

µn =

{
nµ pro 1 ≤ n ≤ s

sµ pro n > s
.

Moºná interpretace tohoto procesu je následující. P°edpokládejme, ºe zá-

kazníci p°ijíºdí k benzinové pump¥ s s stojany podle Poissonova procesu s

intenzitou λ. Kaºdý zákazník jede ihned ke stojanu, pokud je n¥který volný.

Pokud ne, postaví se do fronty. Kdyº zákazník ukon£í £erpání, opustí systém a

první zákazník v °ad¥, pokud n¥jaký je, p°ijede ke stojanu. P°edpokládejme,

ºe £asy obsluhy jsou exponenciální se st°ední hodnotou 1
µ
. Pokud je X(t)

po£et zákazníku v systému, pak jde o proces zrodu a zániku s uvedenými

parametry.
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Lineární model r·stu s migrací odpovídá procesu, pro který platí

µn = nµ,

λn = nλ+ θ.

Kaºdý jednotlivec rodí s intenzitou λ. Migraci popisuje parametr θ, zánik

probíhá s intenzitou µ.

5.3 Kolmogorovova rovnice

Na²im základním objektem jsou p°echodové pravd¥podobnosti

Pij(t) = P (X(t+ s) = j|X(s) = i).

Lemma 5.3.1. Platí

lim
t→0

1− Pii(t)
t

= vi

a

lim
t→0

Pij(t)

t
= qij.

Dále máme

Pij(t+ s) =
∞∑
k=0

Pik(t)Pkj(s).

Odtud plyne

Pij(t+ h) =
∞∑
k=0

Pik(h)Pkj(t),

neboli

Pij(t+ h)− Pij(t) =
∑
k 6=i

Pik(h)Pkj(t)− (1− Pii(h))Pij(t).

Vyd¥lením h a limitním p°echodem pro h → 0 dostaneme s vyuºitím p°ed-

chozího lemmatu

lim
h→0

Pij(t+ h)− Pij(t)
h

= lim
h→0

∑
k 6=i

Pij(h)

h
Pkj(t)− viPij(t).
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Tak dostáváme následující tvrzení.

V¥ta 5.3.2. (Kolmogorovova zp¥tná rovnice) Pro v²echna i, j, a t ≥ 0 platí

P ′ij(t) =
∑
k 6=i

qikPkj(t)− viPij(t).
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Kapitola 6

Poisson·v proces

6.1 Základní vlastnosti Poissonova procesu

De�nice 6.1.1. Poisson·v proces s intenzitou λ je proces N = {N(t) : t ≥
0} nabývající hodnoty v S = {0, 1, 2, . . . } takový, ºe

1. N(0) = 0 a pro s < t je N(s) ≤ N(t).

2. P(N(t+ h) = n+m|N(t) = n) =


λh+ o(h) pro m = 1

o(h) pro m > 1

1− λh+ o(h) pro m = 0

.

3. Je-li s < t, pak po£etN(t)−N(s) událostí v intervalech [s, t] je nezávislý

na N(s), tedy po£tu událostí v [0, s].

N(t) . . . po£et p°íchod·, událostí, emisí, do £asu t.

N je takzvaný £ítací proces. Je také p°íkladem Markovského °et¥zce ve spo-

jitém £ase. Zajímá nás rozloºení N(t).

V¥ta 6.1.2. N(t) má Poissonovo rozd¥lení s parametrem λt, tedy

P(N(t) = j) =
(λt)j

j!
e−λt, j = 0, 1, 2, . . .
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D·kaz. Podmíníme N(t+ h) hodnotou N(t):

P(N(t+ h) = j) =
∑
i

P(N(t) = i) P(N(t+ h) = j|N(t) = i)

=
∑
i

P(N(t) = i) P((j − i) p°íchod· v £ase (t, t+ h))

= P(N(t) = j − 1) P(1 p°íchod) + P(N(t) = j) P(ºádný p°íchod) + o(h).

Tedy pj(t) = P(N(t) = j) spl¬uje

pj(t+ h) = λhpj−1(t) + (1− λh) pj(t) + o(h) pro j 6= 0

p0(t+ h) = (1− λh) p0(t) + o(h).

V první rovnici ode£teme pj(t), vyd¥líme h a necháme h→ 0. Pak

p′j(t) = λpj−1(t)− λpj(t) pro j 6= 0 (6.1)

a podobn¥ z 2.rovnice

p′0(t) = −λp0(t).

Okrajové podmínky jsou

pj(0) = δj0 =

{
1 pro j = 0

0 pro j 6= 0.

To je systém diferen£n¥-diferenciálních rovnic pro pj(t).

�e²ení najdeme pomocí generujících funkcí (v prom¥nné s a s parametrem

t). De�nujeme

G(s, t) =
∞∑
0

pj(t)s
j = E(sN(t)).

Rovnici (6.1) vynásobíme sj a se£teme p°es j. Dostaneme

∂G

∂t
= λ(s− 1)G,

s okrajovou podmínkou G(s, 0) = 1. �e²ení je z°ejm¥

G(s, t) = eλ(s−1)t = e−λt
∞∑
0

(λt)j

j!
sj.
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Uvedeme si je²t¥ d·leºitou alternativní de�nici.

De�nice 6.1.3. Nech´ T0, T1, . . . jsou dány vztahem

T0 = 0, Tn = inf{t : N(t) = n}.

Pak Tn se nazývá £as n-tého p°íchodu.

De�nice 6.1.4. De�nujeme £asy mezi p°íchody (inter-arrival times), jako

náhodné veli£iny

Xn = Tn − Tn−1.

Ze znalosti N(t) umíme najít hodnoty Xn. Naopak, z Xn lze zrekonstruovat

N(t) pomocí

Tn =
n∑
1

Xi; N(t) = max{n;Tn ≤ t}.

V¥ta 6.1.5. Náhodné veli£iny X1, X2, . . . jsou nezávislé a mají exponenci-

ální rozd¥lení s parametrem λ.

P°ipomenutí: Náhodná veli£ina X má exponenciální rozd¥lení s paramet-

rem λ > 0, jestliºe její distribu£ní funkce je

F (x) = 1− e−λx x ≥ 0. (6.2)

Uvaºujme Bernoulliho pokusy v £asech δ, 2δ, 3δ, . . . a nech´ W je £as £ekání

na první úsp¥ch. Pak

P(W > kδ) = (1− p)k a EW =
δ

p
.

Zvolme t pevn¥. Do £asu t jsme ud¥lali p°ibliºn¥ k = t
δ
pokus·. Nech´ δ → 0.

Abychom dostali netriviální limitu, musí také p→ 0. Nech´ p
δ
→ λ. Pak

P(W > t) = P

(
W >

(
t

δ

)
δ

)
∼= (1− λδ)

t
δ → e−λt.

D·kaz. Nejd°íve uvaºujeme X1:

P(X1 > t) = P(N(t) = 0) = e−λt.
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Dále podmíníme X2 hodnotou X1,

P(X2 > t|X1 = t1) = P(ºádný p°íchod v [t1, t1 + t]|X1 = t1).

Událost {X1 = t1} se vztahuje k intervalu [0, t1], zatímco událost "ºádný

p°íchod v [t1, t1 + t]" k £asu v¥t²ímu neº t1. Z de�nice Poissonova procesu

jsou nezávislé, tedy

P(X2 > t|X1 = t1) = P(ºádný p°íchod v [t1, t1 + t]) = e−λt.

Tedy X2 je nezávislá na X1 a má stejné rozd¥lení. Tvrzení dále plyne indukcí

p°es n.

6.2 Cramér - Lundberg·v model

Cramér - Lundberg·v model je základním modelem v matematické teorii

neºivotního poji²t¥ní.

P°edpoklady Cramér - Lundbergova modelu:

1. Pojistné nároky nastávají v £asech 0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ . . . , coº jsou £asy

p°íchodu homogenního Poissonova procesu N(t).

2. Pojistný nárok p°icházející v i-tém £ase Ti má velikost Xi. Posloupnost

Xi tvo°í nezávislé stejn¥ rozd¥lené nezáporné náhodné veli£iny.

3. Posloupnosti Ti a Xi jsou navzájem nezávislé. Tedy i N(t) a Xi jsou

nezávislé.

Proces

S(t) =

N(t)∑
i=1

Xi,

který popisuje celkový pojistný nárok do £asu t, se nazývá sloºený Poisson·v

proces.
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6.3 Inspek£ní paradox

Uvaºujme homogenní Poisson·v proces s intenzitou λ a p°edpokládejme, ºe se

práv¥ nacházíme v pevn¥ daném £ase t. P°irozená otázka je, jaké má rozd¥lení

doba od posledního p°íchodu a naopak doba do nejbliº²ího následujícího

p°íchodu.

Ozna£me

B(t) = t− TN(t)

£as od posledního p°íchodu a

F (t) = TN(t)+1 − t

£as do následujícího p°íchodu.

Zajímá nás sdruºené rozd¥lení náhodných veli£in B(t) a F (t). Speciáln¥,

co m·ºeme na základ¥ znalosti B(t) °ici o F (t)?

Intuitivn¥ by se mohlo zdát, ºe £ím del²í je B(t), tím krat²í by m¥lo být

£ekání na dal²í p°íchod. P°esto výpo£et sdruºeného rozd¥lení ukazuje, ºe B(t)

a F (t) jsou nezávislé. Tento výsledek se obvykle nazývá inspek£ní paradox.
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Kapitola 7

Sloºený Poisson·v proces

7.1 Moment generující funkce

De�nice 7.1.1. Stochastický proces S(t) se nazývá sloºený Poisson·v pro-

ces, jestliºe jej lze zapsat ve tvaru

S(t) =

N(t)∑
i=1

Xi, (7.1)

kde N(t) je Poisson·v proces a Xi jsou IID náhodné veli£iny, nezávislé na

procesu N(t).

De�nice 7.1.2. Moment generující funkce náhodné veli£inyX je de�nována

vztahem

M (t) = E
(
etX
)

pro t ≥ 0.

Je-li X spojitá náhodná veli£ina s hustotou f , pak

M (t) =

∫ ∞
−∞

etxf (x) dx.

Pro kaºdé k ∈ N je

E
(
Xk
)

= M (k) (0) .

Opravdu, derivujme integrál podle parametru,

M ′ (t) =

∫ ∞
−∞

xetxf (x) dx,

64



tedy

M ′ (0) =

∫ ∞
−∞

xf (x) dx = E (X) .

Analogicky, k-násobným derivováním dostaneme

M (k) (t) =

∫ ∞
−∞

xketxf (x) dx.

Tedy

M (k) (0) = E
(
Xk
)
.

Chceme spo£ítat moment generující funkci sloºeného Poissonova procesu. Z

v¥ty o celkovém o£ekávání dostaneme

E
(
etX
)

= exp(λt(ψX(t)− 1)). (7.2)

Derivováním moment generující funkce získáme pro momenty následující

vztahy.

V¥ta 7.1.3. Pro o£ekávání sloºeného Poissonova procesu platí

E(S(t)) = λtE(X1) (7.3)

a pro jeho rozptyl

V ar(S(t)) = λtE(X2
1 ). (7.4)

7.2 Vlastnosti exponenciálního rozd¥lení

De�nice 7.2.1. Spojitá náhodná veli£ina má exponenciální rozd¥lení, jestliºe

její hustota je dána vztahem

f(x) = λe−λx. (7.5)

pro x ≥ 0 a je rovna nule jinak.

Distribu£ní funkce exponenciálního rozd¥lení je tedy
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F (x) = 1− e−λx (7.6)

pro x ≥ 0, a rovna nule jinak.

Moment generující funkce exponenciálního rozd¥lení je dána vztahem

E[etX ] =

∫ ∞
0

eλtλe−λxdx =
λ

λ− t
. (7.7)

Momenty náhodné veli£iny X m·ºeme získat derivováním moment gene-

rující funkce. Tím dostaneme

E[X] =
1

λ
(7.8)

a

V ar[X] =
1

λ2
. (7.9)

Jednou z hlavních vlastností exponenciálního rozd¥lení je to, ºe nemá

pam¥t. Platí totiº

P{X > s+ t|X > t} = P{X > s}. (7.10)

Je-li nap°íklad X ºivotnost dané sou£ástky, pak p°edchozí vztah °íká,

ºe pravd¥podobnost, ºe sou£ástka bude fungovat alespo¬ s + t hodin, za

podmínky ºe jiº funguje t hodin, je stejná jako po£áte£ní pravd¥podobnost

ºe bude fungovat alespo¬ s hodin.

7.3 Vlastnost absence pam¥ti

Exponenciální rozd¥lení je jediné rozd¥lení které nemá pam¥t. Dokáºeme to

následovn¥. Nech´

F̃ = P{X > x}. (7.11)

Pak platí

F̃ (s+ t) = F̃ (s)F̃ (t). (7.12)

Jinak °e£eno, F̃ spl¬uje funkcionální rovnici

h(s+ t) = h(s)h(t). (7.13)
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Dokáºeme te¤, ºe jediná zprava spojitá °e²ení této rovnice mají tvar odpo-

vídající exponenciálnímu rozd¥lení.

Ze vztahu

h(s+ t) = h(s)h(t) (7.14)

máme

h(
2

n
) = h(

1

n
+

1

n
) = h2(

1

n
). (7.15)

Opakováním stejného argumentu dostaneme

h(
m

n
) = hm(

1

n
). (7.16)

Dále platí

h(1) = h(
1

n
+ · · ·+ 1

n
) = hn(

1

n
). (7.17)

Odtud

h(
m

n
) = h(1)

m
n (7.18)

a dále

h(x) = h(1)x, (7.19)

protoºe h je pospojitá zprava. Platí

h(1) = h2(
1

2
) ≥ 0, (7.20)

a tedy

h(x) = e−λx, (7.21)

kde λ = − ln g(1). Musí tedy platit

F̃ (x) = eλx, (7.22)

protoºe distribu£ní funkce je zprava polospojitá.
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7.4 Míra rizika

M¥jme spojitou náhodnou veli£inu X s distribu£ní funkcí F a hustotou f .

De�nice 7.4.1. Funkce míry rizika je de�nována jako

λ(t) =
f(t)

F̃ (t)
. (7.23)

P°edstavme si, ºe sledujeme ºivotnost n¥jaké sou£ástky, a p°edpoklá-

dejme, ºe sou£ástka jiº funguje t hodin. Chceme spo£ítat pravd¥podobnost,

ºe nevydrºí dal²í £asový úsek dt, tedy

P{X ∈ (t, t+ dt)|X > t}. (7.24)

Máme

P{X ∈ (t, t+ dt)|X > t} =
X ∈ (t, t+ dt), X > t

P (X > t)
, (7.25)

coº je rovno
X ∈ (t, t+ dt)

P (X > t)
' f(t)dt

F̃ (t)
(7.26)

= λ(t)dt. (7.27)

Tedy λ(t) reprezentuje intenzitu pravd¥podobnosti, ºe t-letá sou£ástka

p°estane fungovat.

Je-li rozd¥lení exponenciální, pak z vlastnosti absence pam¥ti je rozd¥lení

stejné jako po£áte£ní, tedy λ je konstantní. To m·ºeme ov¥°it i p°ímým

výpo£tem,

λ(t) =
λe−λt

e−λt
= λ. (7.28)

Míra rizika pro exponenciální rozd¥lení je tedy konstantní.

Ukáºeme je²te, ºe míra rizika naopak jednozna£n¥ ur£uje pravd¥podobnostní

rozd¥lení. Opravdu, máme

λ(t) =
− d
dt
F̃ (t)

F̃ (t)
. (7.29)
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Integrováním dostaneme

ln F̃ (t) = −
∫ t

0

λ(s)ds+ k, (7.30)

tedy

F̃ (t) = ce
∫ t
0 λ(s)ds. (7.31)

Pro t = 0 dostaneme c = 1. Celkem tedy

F̃ (t) = e
∫ t
0 λ(s)ds. (7.32)
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7.5 P°íklady

P°íklad 7.5.1. Mouchy a vosy p°ilétají na talí° jako nezávislé Poissonovy

procesy s intenzitou λ a µ. Ukaºte, ºe p°ílet hmyzu na talí° je dán Poissono-

vým procesem s intenzitou λ+ µ.

P°íklad 7.5.2. Hmyz p°ilétá na talí° jako Poisson·v proces s intenzitou λ a

má zelenou barvu s pravd¥podobností p, nezávisle na barv¥ ostatního hmyzu.

Ukaºte, ºe p°ílety zeleného hmyzu se °ídí Poissonovým procesem s intenzitou

pλ.
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Kapitola 8

Procesy obnovy

8.1 Rozd¥lení po£tu p°íchod·

Jak jsme vid¥li v p°edchozí kapitole, £asy mezi p°íchody pro Poisson·v pro-

ces tvo°í nezávislé stejn¥ rozd¥lené náhodné veli£iny s exponenciálním roz-

d¥lením. P°irozené zobecn¥ní Poissonova procesu dostaneme tak, ºe budeme

uvaºovat namísto exponenciálního libovolné rozd¥lení.

De�nice 8.1.1. Nech´ X1, X2, . . . je posloupnost nezáporných nezávislých

náhodných veli£in se stejnou distribu£ní funkcí F . Hodnoty X1, X2, . . . re-

prezentují £asy mezi jednotlivými událostmi. Ozna£me

µ = E[Xj]

st°ední hodnotu £asu mezi jednotlivými událostmi. Poloºme

S0 = 0

a

Sn =
n∑
i=1

Xi.

Tedy Sn je £as n-té události.

Zajímá nás po£et událostí, které nastaly do £asu t. Ten se rovná nejv¥t²í

hodnot¥ n takové, ºe n-tá událost nastala p°ed nebo p°esn¥ v £ase t, tedy

N(t) = sup{n|Sn ≤ t}.
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Protoºe £asy mezi p°íchody jsou nezávislé a stejn¥ rozd¥lené, p°i kaºdém

p°íchodu za£íná z pravd¥podobnostního hlediska proces znovu.

Základní vztah pro odvození pravd¥podobnosti rozd¥lení po£tu p°íchod·

vychází z následujícího faktu:

Po£et událostí které nastaly do £asu t je v¥t²í nebo roven n práv¥ tehdy,

kdyº n-tý p°íchod nastal do £asu t. Tedy

N(t) ≥ n ≡ Sn ≤ t.

Odtud dostaneme

P (N(t) = n) = P (N(t) ≥ n)− P (N(t) ≥ n+ 1)

= P (Sn ≤ t)− P (Sn+1 ≤ t).

Protoºe náhodné veli£iny Xn jsou nezávislé a stejn¥ rozd¥lené s distribu£ní

funkcí F , má Sn rozd¥lení dané n-násobnou konvolucí F samo se sebou,

Fn = F ∗ F ∗ · · · ∗ F.

Dostaneme tedy

P (N(t) = n) = Fn(t)− Fn+1(t).

Nech´

m(t) = E[N(t)].

Pak m(t) se nazývá funkce obnovy. Zajímají nás její vlastnosti.

V¥ta 8.1.2. Platí

m(t) =
∞∑
n=1

Fn(t).

D·kaz: Máme

N(t) =
∞∑
n=1

In,

kde

In =

{
1 pokud n-tá událost nastala do £asu t
0 jinak

.
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Tedy

E(N(t)) = E[
∞∑
n=1

In]

a z linearity

E[
∞∑
n=1

In] =
∞∑
n=1

E[In].

Dále z vlastnosti indikátorové funkce máme

∞∑
n=1

E[In] =
∞∑
n=1

P (In = 1).

To je rovno
∞∑
n=1

P (Sn ≤ t) =
∞∑
n=1

Fn(t),

coº jsme cht¥li dokázat.
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Kapitola 9

Diskrétní modely ve �nan£ní
matematice

V této kapitole se budeme v¥novat 1-krokovým a vícekrokovým diskrétním

model·m �nan£ního trhu. Jak uvidíme, vícekrokový (binomický) model je

zaloºen na jednoduché náhodné procházce.

9.1 1-krokový model

Uvaºujeme jednu pevn¥ zvolenou akcii a p°edpokládejme, ºe

� v £ase t = 0 je cena akcie S0 známá hodnota,

� v £ase t = 1 je cena akcie S1 náhodná veli£ina (neznámá hodnota).

Hodnota S1(ω) je funkcí trºního scéná°e ω ∈ Ω, kde

Ω = {ω1, ..., ωk}

je prostor trºních scéná°·.

Dále p°edpokládejme, ºe existuje bezrizikové aktivum, jehoº hodnota v

£ase t = 0 je rovna 1 a v £ase t = 1 je rovna er za v²ech trºních scéná°·.

Hodnota r se nazývá bezriziková úroková míra. P°edpokládáme, ºe úroková

míra je stejná jak pro p·j£ování, tak pro ukládání pen¥z.

P°íklad 9.1.1. Forwardová smlouva (uzav°ená v £ase t = 0) je následu-

jící závazný kontrakt: V £ase t = 1 koupí X od Y jednu akcii za cenu F . Za

uzav°ení smlouvy se neplatí. Jaká je �správná� cena F?
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V¥ta 9.1.2. Jestliºe neexistuje arbitráº, pak jediná moºná cena ve forwar-

dové smlouv¥ je

F = S0e
r.

Arbitráºí je mín¥na moºnost, jak si bez rizika zajistit zisk �z ni£eho�. P°esnou

de�nici si uvedeme za chvilku.

D·kaz: Dokáºeme, ºe jak F > S0e
r, tak F < S0e

r vede k arbitráºi.

1) Nech´ F > S0e
r (výhodné pro Y ). Uvaºujme následující strategii:

t = 0 ... Y si vyp·j£í v bance S0, koupí akcii a uzav°e forwardovou smlouvu

na prodej akcie.

t = 1 ... Y prodá akcii za F , do banky vrátí S0e
r.

Z·stane mu bezrizikový zisk F − S0e
r > 0, strategie tedy dává arbitráº.

2) Nech´ F < S0e
r (výhodné pro X). Uvaºujme te¤ tuto strategii:

t = 0 ... X prodá akcii na krátko (tedy vyp·j£í si akcii � tzv. short-selling)

za S0, uloºí výnos do banky a uzav°e forwardovou smlouvu na koupi akcie.

t = 1 ... X dostane z banky S0e
r, koupí akcii za F a vrátí ji (tj. uzav°e

krátkou pozici). Z·stane mu S0e
r − F > 0, tj. bezrizikový zisk. Op¥t je to

arbitráº.

Tedy pokud neexistuje arbitráº, pak F = S0e
r.

P°íklad 9.1.3. Evropská call opce dává drºiteli právo koupit akcii v £ase

t = 1 za cenu K (tzv. realiza£ní cena opce). Kupec opce zaplatí v £ase t = 0

za toto právo prodejci cenu V0. Jaká je férová cena V0?

V £ase t = 0 neznáme S1. Drºitel opce ji v £ase t = 1 uplatní, je-li K < S1

(jinak koupí akcii levn¥ji na trhu). Tedy hodnota v £ase t = 1 je

V1 = (S1 −K)+ =

{
S1 −K pokudS1 > K

0 pokudS1 ≤ K
.
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Výplatní funkce Evropské call opce

K S1

V1

Jaká je hodnota V0? P°edpokládejme, ºe existují dva moºné trºní scéná°e

(ω1, ω2) a nech´ pro t = 1 máme S1(ω1) = d1 a S1(ω2) = d2.

 

S0 

S1 = d2 … ω2 

S1 = d1 … ω1 

Chceme ur£it V0 za p°edpoklad·
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1. d1 < K < d2

2. d1 ≤ S0e
r ≤ d2

(pro S0e
r < d1 ≤ d2 dostaneme arbitráº a stejn¥ tak v opa£ném p°ípad¥).

Uvaºujme portfolio (x1, x2, x3) ∈ R3, kde x1 je po£et aktiv pen¥ºního trhu

(bezrizikových), x2 je po£et akcií a x3 po£et opcí.

Hodnota portfolia v £ase t = 1 za scéná°e ω1 je

y1 = x1e
r + x2d1 + 0x3

Hodnota portfolia v £ase t = 1 za scéná°e ω2 je

y2 = x1e
r + x2d2 + (d2 −K)x3

Zobrazení T : (x1, x2, x3) → (y1, y2) je lineární zobrazení z R3 → R2,

které má nenulové jádro dimenze 1.

Tedy pro portfolio (0, 0, 1) existuje jednozna£né portfolio (x1, x2, 0),

které má stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v obou scéná°ích (tzv. replikující

portfolio).

Hodnoty x1 a x2 najdeme °e²ením rovnic

x1e
r + x2d1 = 0

pro V1 (ω1) a

x1e
r + x2d2 = d2 −K

pro V1 (ω2).

�e²ením dostaneme

x1 =
−d1e

−r (d2 −K)

d2 − d1

a

x2 =
d2 −K
d2 − d1

.

Portfolio (x1, x2, 0) má stejnou hodnotu jako (0, 0, 1) v kaºdém scéná°i.

Musí mít tedy stejnou hodnotu i v £ase t = 0 (jinak by existovala arbitráº).
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Tedy

V0 = −e−r d1(d2 −K)

d2 − d1

1 +
d2 −K
d2 − d1

S0 = (d2 −K)

(
erS0 − d1

d2 − d1

)
e−r + 0

= e−r(V1 (ω2) p+ V1 (ω1) (1− p)),

kde V1 (ω1) = 0, e−r je diskontní faktor a

p =
erS0 − d1

d2 − d1

se nazývá �trºní� (risk-neutrální, rovnováºná) pravd¥podobnost scéná°e ω2.

Tedy V0 je diskontované o£ekávání hodnoty opce v £ase t = 1 vzhledem

k trºní pravd¥podobnostní mí°e.

9.2 Základní v¥ta APT

APT ozna£uje arbitráºní teorii oce¬ování (Arbitrage Pricing Theory). Uva-

ºujme trh s K aktivy A1, ..., AK voln¥ obchodovatelnými, kde A1 je bezrizi-

kové aktivum. Cena podílu aktiva Aj v £ase t = 0 je Sj0 (známá hodnota).

Dále máme trºní scéná°e

Ω = {ω1, ..., ωN}.

P°edpokládejme, ºe A1 je bezrizikové, tj.

S1
1(ωj) = er

pro v²echna j = 1, ..., N , kde r je úroková míra.

Sj1 (ωi) bude ozna£ovat hodnotu aktiva Aj v £ase t = 1 za scéná°e ωi. Jsou

to tedy náhodné veli£iny, neboli funkce na prostoru trºních scéná°· Ω.

Celkem dostáváme matici N ×K s prvky Sj1 (ωi).

De�nice 9.2.1. Portfolio je vektor

Θ = (θ1, θ2, ..., θK) ∈ RK ,
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kde θj je po£et podíl· aktiva Aj v portfoliu. Pro θj < 0 je majitel v krátké

pozici v aktivu Aj (o velikosti | θj |). V £ase t = 0 je hodnota Θ rovna

V0 (Θ) =
K∑
j=1

θjS
j
0.

Pro t = 1 závisí hodnota Θ na ωi,

V1 (Θ, ωi) =
K∑
j=1

θjS
j
1 (ωi) .

De�nice 9.2.2. Arbitráº je portfolio, které �získává peníze z ni£eho�, tj.

formáln¥ bu¤

V0 (Θ) ≤ 0 a V1 (Θ, ωj) > 0

pro v²echna ωj ∈ Ω, nebo

V0 (Θ) < 0 a V1 (Θ, ωj) ≥ 0

pro v²echna ωj ∈ Ω.

De�nice 9.2.3. Pravd¥podobnostní míra πi = π(ωi) na mnoºin¥ Ω v²ech

scéná°· je rovnováºná pravd¥podobnostní míra (neboli risk-neutrální

míra), jestliºe pro v²echna Aj je hodnota podílu v £ase t = 0 rovna diskon-

tovanému o£ekávání vzhledem k pravd¥podobnostní mí°e π hodnoty podílu

v £ase t = 1. Tedy

Sj0 = e−r
N∑
i=1

π(ωi)S
j
1(ωi)

pro v²echna j = 1, ..., K, kde e−r je diskontní faktor.

V¥ta 9.2.4. (Základní v¥ta APT): Rovnováºná prav¥podobnostní míra

existuje práv¥ tehdy, kdyº neexistuje arbitráº.

D·kaz:

Implikace ⇒ je snadná. Jestliºe existuje rovnováºná pravd¥podobnostní

míra π a Θ je portfolio, jehoº hodnota v £ase t = 1 je ≥ 0 za v²ech scéná°·,

pak

V0(Θ) = e−r
N∑
i=1

π(ωi)V1(Θ, ωi) ≥ 0,
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odkud plyne ºe Θ není arbitráº (a arbitráº tedy neexistuje).

Nyní chceme dokázat opa£nou implikaci: Neexistuje-li arbitráº, pak exis-

tuje rovnováºná pravd¥podobnostní míra taková, ºe

Sj0 = e−r
N∑
i=1

π(ωi)S
j
1(ωi).

Pro j = 1 platí tento vztah automaticky,

1 = S1
0 = e−r

N∑
i=1

π(ωi)e
r

= e−r
N∑
i=1

π(ωi)S
1
1(ωi).

Uvaºujme nyní 2 ≤ j ≤ K. Ozna£me ε mnoºinu v²ech vektor· tvaru

y = (y2, ..., yK), kde

yj = e−r
N∑
i=1

π(ωi)S
j
1(ωi)

pro v²echna j = 2, 3, ..., K, pro n¥jakou pravd¥podobnostní míru π.

ε ⊆ RK−1 je uzav°ený konvexní polyedr. Je konvexním obalem svých

extrémních bod·, které odpovídají pravd¥podobnostem π (ωi) = 1, π (ωj) =

0 pro j 6= 0.

Chceme dokázat, ºe neexistuje-li arbitráº, pak

S =
(
S2

0 , ..., S
K
0

)
∈ ε.

Jinak °e£eno, pokud S /∈ ε, pak existuje arbitráº. Vyuºijeme v¥tu o od-

d¥lující nadrovin¥.

V¥ta 9.2.5. (V¥ta o odd¥lující nadrovin¥:) Nech´ F ⊆ Rn je uzav°ená kon-

vexní mnoºina a x /∈ F . Pak existuje v ∈ Rn tak, ºe v · x < v · y pro v²echna

y ∈ F , kde · je skalární sou£in.

D·kaz: Nech´ a je nejbliº²í bod v F k bodu x, pak vektor a−x má hledané

vlastnosti.
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Podle této v¥ty máme

S /∈ ε⇒ ∃Θ? = (θ2, ..., θK) 6= 0

tak, ºe pro v²echna y ∈ ε platí:

y ·Θ? > S ·Θ?.

ε obsahuje extrémní body, tedy pro v²echna i platí:

e−r
K∑
j=2

θj · Sj1(ωi) >
K∑
j=2

θj · Sj0.

Levou stranu nerovnosti ozna£me Ci, pravou stranu D. Ukáºeme, ºe existuje

arbitráº.

Zvolme θ1 tak, aby Ci > θ1 > D pro v²echna i. Pak portfolio (−θ1, θ2, ..., θK)

je arbitráº. Jeho hodnota v £ase t = 0 je < 0 a hodnota v £ase t = 1 je > 0

pro v²echna ωi.

Uvaºujeme evropskou call opci, jejíº výplatní funkce je

V1 = (S1 −K)+.

Dále S1(ωi) = di pro i = 1, 2 a d1 < d2. Pokud neexistuje arbitráº, pak

existuje π taková, ºe cena akcie v t = 0 je diskontované o£ekávání

S0 = e−r · (π(ω1) · d1 + π(ω2) · d2) ,

a navíc víme, ºe π(ω1) + π(ω2) = 1. Speciáln¥ tedy platí d1 < S0e
r < d2 (v

p°edchozím to byl p°edpoklad, te¤ to platí automaticky).

Dostaneme

π(ω1) =
d2 − S0e

r

d2 − d1

a

π(ω2) =
S0e

r − d1

d2 − d1

.

Je-li opce voln¥ obchodovatelná a má-li z·stat trh bez arbitráºe, musí

totéº platit i pro opci, tedy:

V0 = π(ω2)(d2 −K) + π(ω1)0 = π(ω2)(d2 −K) =
S0e

r − d1

d2 − d1

(d2 −K).

81



9.2.1 Ji²t¥ní (Hedging)

Uvaºujme aktiva A1, A2, ..., AK , B. Nech´ Sjt (ωi) a SBt (ωi) jsou ceny Aj,

resp. B, v £ase t a scéná°i ωi, kde t = 0, 1.

De�nice 9.2.6. Portfolio Θ = (θ1, θ2, ..., θK) je replikující portfolio pro

B, jestliºe

SB1 (ωi) =
K∑
j=1

θjS
j
1(ωi)

pro v²echna i = 1, ..., N .

V¥ta 9.2.7. Nech´ Θ = (θ1, θ2, ..., θK) je replikující portfolio pro B. Neexistuje-

li arbitráº, pak v £ase t = 0 platí:

SB0 =
K∑
j=1

θjS
j
0.

D·kaz: Nech´ tvrzení neplatí. Je-li SB0 >
K∑
j=1

θjS
j
0, pak portfolio (−1, θ1, θ2, ..., θK)

v aktivech B, A1, A2, ..., AK je arbitráº, protoºe

K∑
j=1

θjS
j
0 − SB0 < 0

a

SB1 (ωi)−
K∑
j=1

θjS
j
1(ωi) = 0

pro v²echna ωi ∈ Ω.

Analogicky, pro

SB0 <
K∑
j=1

θjS
j
0

vezmeme opa£né portfolio.
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9.3 Model s více periodami

9.3.1 Trh se dv¥ma periodami

Uvaºujme jedno bezrizikové aktivum a jednu rizikovou akcii. Trºní scéná°e

jsou nyní

Ω = {(++) , (+−) , (−+) , (−−)} .

 

t = 0 

t = 1 

t = 2 

+ 

- 

+ - 

- + 

+ + 

- - 

P°edpokládejme, ºe
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S1(+) = uS0

S1(−) = dS0

S2(++) = uS1(+) = u2S0

S2(+−) = dS1(+) = udS0

S2(−+) = uS1(−) = duS0

S2(−−) = dS1(−) = d2S0

(u jako up a d jako down). Máme t°i £áste£né trhy. V kaºdém ud¥láme stejný

výpo£et jako v jednokrokovém modelu. Dostaneme rovnováºné pravd¥podob-

nosti (pro jednoduchost p°edpokládejme, ºe r = 0),

pu =
1− d
u− d

(S0 se vykrátí) a

pd =
u− 1

u− d
.

Celkem rovnováºná pravd¥podobnostní míra bude:

P (++) = p2
u, P (−−) = p2

d, P (+−) = P (−+) = pupd.

9.3.2 Vícekrokový model s T kroky

Mnoºina v²ech moºných scéná°· je v tomto p°ípad¥

Ω = {(+, +, +, ..., +) , (+, +, ..., +, −) , ..., (−, −, ..., −)} .

Má 2T prvk·, je tedy 2T moºných scéná°·.

Pro scéná° ω ∈ Ω je jeho rovnováºná pravd¥podobnost

P (ω) = pKu p
T−K
d ,

kde K je po£et + ve scéná°i ω.
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Chceme-li ocenit opci, její cena bude diskontované o£ekávání její hodnoty

v £ase T

VT = (ST −K)+

v·£i rovnováºné pravd¥podobnostní mí°e. Pro jednoduchost uvaºujme r = 0.

Nech´ m je nejmen²í p°irozené £íslo takové, ºe S0u
mdT−m ≥ K. Máme tedy

V0 =
T∑

n=m

pnup
T−n
d

(
T

n

)(
S0u

ndT−n −K
)

=
T∑

n=m

(1− d)n (u− 1)T−n

(u− d)T

(
T

n

)(
S0u

ndT−n −K
)
,

kde
(
T
n

)
je po£et trajektorií s celkem n plusy.

Poznámka. Poloºíme-li d = 1
u
, pak v limit¥ pro T → ∞ a u = e

σ√
T do-

staneme Black-Scholes·v spojitý model pro oce¬ování opcí. σ je parametr

nazývaný volatilita.

Model, který jsme uvaºovali v této podkapitole, se také £asto nazývá bino-

mický. Jeho autory jsou Cox, Ross a Rubinstein.
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9.4 P°íklady

P°íklad 9.4.1. Najd¥te cenu evropské call opce p°i daných hodnotách

S0 = 100, r = 0, S1(ω1) = 110, S1(ω2) = 95, K = 105

P°íklad 9.4.2. Najd¥te cenu evropské put opce p°i daných hodnotách

S0 = 40, r = 0, S1(ω1) = 50, S1(ω2) = 35, K = 45

P°íklad 9.4.3. Najd¥te horní a dolní odhad pro cenu evropské call opce v

neúplném trhu se t°emi scéná°i, p°i daných hodnotách

S0 = 10, r = 0, S1(ω1) = 12, S1(ω2) = 11, S1(ω3) = 9, K = 10

86



Kapitola 10

Martingaly

10.1 Férová hra

Martingal je matematickým vyjád°ením my²lenky �férové hry�.

Implicitn¥ jsme se s tímto pojmem jiº setkali, v kapitole o diskrétních

modelech trhu.

P°ipome¬me, ºe v jednokrokovém modelu trhu se dv¥ma scéná°i existuje

rovnováºná pravd¥podobnostní míra P a platí

S0 = e−rEP (S1) = EP
(
e−rS1

)
.

Tedy cena v £ase t = 0 je diskontované o£ekávání vzhledem k pravd¥podob-

nosti P ceny v £ase t = 1.

Obecn¥, pro T -krokový model máme analogicky

S0 = EP
(
ST e

−rT ) .
Navíc, pro libovolný £as t ≤ T platí

St = EP
(
ST e

−r(T−t) | S0, S1, ..., St
)
,

tedy St je podmín¥né o£ekávání diskontované hodnoty ST , podmín¥né infor-

macemi o trºním scéná°i, které máme v £ase t.

Jak uvidíme za chvilku, tato vlastnost znamená, ºe diskontovaný proces

St je martingal.
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P°ipome¬me si je²t¥ formální de�nici stochastického procesu.

De�nice 10.1.1. M¥jme m¥°itelný prostor (Ω, A), mnoºinu reálných £ísel

R a indexovou mnoºinu T 6= ∅ (která hraje roli £asu). Dále m¥jme zobrazení

X : Ω × T → R, takové, ºe pro v²echna t ∈ T je X (•, t) náhodná veli£ina

(kterou zna£íme Xt). Pak takové zobrazení nazýváme stochastický proces

de�novaný na mnoºin¥ T . Zna£íme {Xt; t ∈ T}.

Stochastické procesy d¥líme na 4 základní typy:

• diskrétní proces s diskrétním £asem (nap°. náhodná procházka)

• diskrétní proces se spojitým £asem (nap°. Poisson·v proces)

• spojitý proces s diskrétním £asem (nap°. Markovovy °et¥zce)

• spojitý proces se spojitým £asem (nap°. Wiener·v proces)

10.2 P°irozená �ltrace

De�nice 10.2.1. Ve vícekrokovém trhu se informace o trºním scéná°i od-

haduje krok po kroku. Pro t ≤ T de�nujeme

Ft = {v²echny jevy ur£ené b¥hem prvních t period} .

Z°ejm¥ Ft je σ-algebra. Kone£ná posloupnost (Ft)0≤t≤T se nazývá p°irozená

�ltrace prostoru trºních scéná°· Ω.

Obecn¥, systém σ-algeber (Ft)0≤t≤T se nazývá �ltrace , jestliºe platí

Ft ⊆ Fs

kdykoliv je t ≤ s. To znamená, ºe s rostoucím £asem neztrácíme informace,

σ-algebra se s rostoucím £asem nezmen²uje, typicky se naopak zv¥t²uje.

P°íklad 10.2.2. 2-krokový model trhu. Mnoºina trºních scéná°· v tomto

modelu je

Ω = {(++) , (+−) , (−+) , (−−)} .
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V £ase t = 0 jsou ur£eny pouze jevy Ω a ∅, tedy

F0 = {∅, Ω} .

V £ase t = 1 jsou ur£eny jevy: F+ = {(++) , (+−)} a F− = {(−+) , (−−)}.
Tedy

F1 = {∅, Ω, F+, F−} .

V £ase t = 2 jsou ur£eny v²echny jevy (kaºdá podmnoºina Ω), tedy

F2 = exp Ω = { v²echny podmnoºinyΩ} .

P°íklad 10.2.3. T - krokový model. Mnoºina ΩT trºních scéná°· je mno-

ºina posloupností délky T se sloºkami + nebo -. Celkem je takových scéná°·

2T .

�áste£ný scéná° je posloupnost

ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξt)

délky t ≤ T , kde ξj = + nebo ξj = − pro j = 1, 2, ..., t. Mnoºinu t¥chto

scéná°· ozna£me Ωt.

Pro kaºdý £áste£ný scéná° ξ = (ξ1, ..., ξt) de�nujeme jev F (ξ) jako mno-

ºinu v²ech úplných scéná°·, jejichº prvních t sloºek jsou práv¥ ξ1, ..., ξt. Tedy

F (ξ) = {ω ∈ Ω : ωj = ξj pro v²echna j = 1, 2, ..., t} .

Úplné scéná°e odpovídají koncovým uzl·m stromu, £áste£né pak nekon-

covým. σ-algebry Ft de�nujeme pak takto:

Ft = {v²echna kone£ná sjednocení jev· F (ξ) , kde ξ=(ξ1, ξ2, ..., ξt) ∈ Ωt}

Cena akcie v £ase t závisí na trºním scéná°i, ale jen na jeho sloºkách

do £asu t, nezávisí na sloºkách scéná°e v £asech > t. Tedy proces ceny je

adaptovaný p°irozené �ltraci, ve smyslu následující de�nice.

De�nice 10.2.4. Posloupnost náhodných veli£in Xt je adaptovaná p°i-

rozené �ltraci , jestliºe pro kaºdé t a pro kaºdý trºní scéná° ω = ξ1, ..., ξT

hodnota Xt (ω) závisí jen na £áste£ném scéná°i ξ1, ξ2, ..., ξt.
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10.3 Martingal

De�nice 10.3.1. Nech´ F je p°irozená �ltrace prostoru trºních scéná°·

Ω = {ω1, ω2, ..., ωN} a P je pravd¥podobnostní míra na Ω. Adaptovaná

posloupnost náhodných veli£in Xt se nazývá martingal , jestliºe platí

E (Xt+1 | Ft) = Xt

pro v²echna t ∈ {0, 1, ..., T − 1}.
Pokud

E (Xt+1 | Ft) ≥ Xt,

mluvíme o submartingalu , pokud

E (Xt+1 | Ft) ≤ Xt,

mluvíme o supermartingalu .

Ft obsahuje ve²keré informace dostupné v £ase t. �asto je tato informace

obsaºena v hodnotách X1, X2, ..., Xt. Pak máme

E (Xt+1 | Ft) = E (Xt+1 | X1, X2, ..., Xt) .

P°íklad 10.3.2. (Symetrická jednoduchá náhodná procházka). Nech´

P (Xi = 1) = 1
2

= P (Xi = −1) a Sn = X1 + ...+Xn. Pak Sn je martingal.

10.4 Samo�nancující portfolia

10.4.1 Dynamické portfolio

Uvaºujme T -krokový model trhu s aktivy A1, A2, ..., AK . Ozna£me SAt (ω)

cenu podílu aktiva A v £ase t ve scéná°i ω a ΘA
t (ω) po£et podíl· aktiva A,

které drºíme v portfoliu Θ v £ase t za scéná°e ω.

Posloupnost ΘA
t musí být adaptovaná p°irozené �ltraci. Dynamické port-

folio je omezené , jestliºe náhodné veli£iny ΘA
t jsou v²echny omezené.
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10.4.2 Samo�nancující portfolio

Hodnota portfolia Θ po rebalancování (upravení) v £ase t za scéná°e ω je

V Θ
t = V Θ

t (ω) =
∑
A

ΘA
t (ω)SAt (ω) ,

kde s£ítáme p°es v²echna aktiva A = A1, A2, ..., AK .

Hodnota V Θ
t+1 po prob¥hnutí obchodování v £ase t bude obecn¥ jiná, neº

V Θ
t .

Pokud do portfolia nep°idáváme ani neodebíráme prost°edky, musí být

jeho hodnota t¥sn¥ po rebalancování stejná jako p°ed rebalancováním. Tedy

platí

∑
ΘA
t S

A
t+1 (ω) =

∑
ΘA
t+1S

A
t+1 (ω) ,

kde SAt+1 jsou nové ceny a ΘA
t+1 jsou nové podíly v portfoliu.

Úpravou pak dostaneme

V Θ
t+1 (ω)− V Θ

t (ω) =
∑
A

ΘA
t

(
SAt+1 (ω)− SAt (ω)

)
.

To je podmínka pro samo�nancující portfolio.

V¥ta 10.4.1. Nech´ v T -periodickém trhu M neexistuje arbitráº a nech´

existuje bezrizikové aktivum s úrokovou mírou r = 0. Pak vzhledem k rovno-

váºné pravd¥podobnostní mí°e je proces cen (St) libovolného obchodovatelného

aktiva martingalem vzhledem k p°irozené �ltraci

De�nice 10.4.2. Nech´ Ft je p°irozená �ltrace a Yt je posloupnost náhod-

ných veli£in adaptovaných Ft. Yt se nazývá p°edvídatelná posloupnost ,

jestliºe pro v²echna t ≥ 1 je Yt Ft−1 - m¥°itelná. (tedy hodnota Yt je ur£ena

jiº v £ase t− 1).

10.5 Martingalová transformace

De�nice 10.5.1. Nech´ posloupnost náhodných veli£in {Xt} pro 0 ≤ t ≤ T

je martingal a nech´ {Yt} pro 0 ≤ t ≤ T je p°edvídatelná posloupnost. Pak
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martingalová transformace {(Y •X)t}0≤t≤T je posloupnost náhodných

veli£in de�novaná jako

(Y •X)t = X0 +
t−1∑
j=0

Yj (∆X)j+1 ,

kde (∆X)t+1 = Xt+1 −Xt.

V¥ta 10.5.2. Martingalová transformace je martingalem vzhledem k Ft.

D·kaz: Cvi£ení.

D·sledek 10.5.3. Nech´ M je T -periodický trh bez arbitráºe obsahující

bezrizikové aktivum s úrokovou mírou r = 0 a nech´ M má rovnováºnou

pravd¥podobnostní míru P . Pak pro kaºdé samo�nancující portfolio je proces

jeho ceny
(
V Θ
t

)
0≤t≤T martingalem.

D·kaz: Z podmínky pro samo�nancující portfolio plyne, ºe proces ceny je

martingalová transformace, a tedy martingal.

10.5.1 Podmín¥ná o£ekávání a martingalová transfor-
mace

Vlastnost martingalu znamená, ºe �o£ekávaná budoucí hodnota = sou£asná

hodnota�. Následující obrázky mají ilustrovat gra�cky pojem martingalu. Do

grafu zaneseme p°íslu²né hodnoty a o£ekávání:

t = 0 : S0

E(S1|S0)

t = 1 : S1

E(S2|S1)

t = 2 : S2

E(S2|S2)
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t = 0 

t = 1 

t = 2 

92

80

130

120

54

60

36

36

72

72

80

80

180

180

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 
p=1/2 

p=1/2 

P°edchozí obrázek není martingal - u martingalu jsou naho°e i dole stejné

hodnoty, viz následující obrázek:
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t = 0 

t = 1 

t = 2 

100

100

120

120

80

80

70

70

90

90

100

100

140

140

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 

p=1/2 
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10.6 P°íklady

P°íklad 10.6.1.

Nech´ Xn jsou nezávislé náhodné prom¥nné spl¬ující E(Xn) = 0 pro

v²echna n . Dokaºte, ºe posloupnost £áste£ných sou£t·

S0 = 0

a

Sn = X1 +X2 + +Xn

pro n ≥ 1, je martingalem vzhledem k Xn.

P°íklad 10.6.2. Nech´Xn jsou nezávislé náhodné prom¥nné spl¬ující E(Xn) =

0 a V ar(Xn) pro v²echna n. Uvaºujme posloupnost £áste£ných sou£t· Sn z

p°edchozího p°íkladu. Dokaºte, ºe vztahy

M0 = 0

a

Mn = S2
n

pro n ≥ 1 de�nují martingal vzhledem k posloupnosti Xn.

95



Kapitola 11

Úplnost trhu

11.1 V¥ta o úplnosti trhu

Uvaºujeme trh M s aktivy A1, ..., Ak. Podle základní v¥ty arbitráºní teorie

(APT) plyne z neexistence arbitráºe existence rovnováºné pravd¥podobnostní

míry (m·ºe jich být i více).

De�nice 11.1.1. Trh bez arbitráºe se nazývá úplný , jestliºe existuje práv¥

jedna rovnováºná pravd¥podobnostní míra. Trh je neúplný, pokud existuje

více rovnováºných pravd¥podobnostních m¥r.

De�nice 11.1.2. Derivát je obchodovatelné aktivum, jehoº hodnota V1 v

£ase t = 1 je funkcí V1 (ωi) trºního scéná°e. Tedy V1 je náhodná veli£ina na

Ω = {ω1, ..., ωN}.

De�nice 11.1.3. Replikující portfolio pro daný derivát V , jehoº hodnoty

v £ase t = 1 za scéná°e ωi jsou rovny V1 (ωi), je portfolio Θ = (θ1, ..., θk) v

aktivech A1, ..., Ak takové, ºe:

V1 (ωi) =
k∑
j=1

θjS
j
1 (ωi) ,

kde Sj1 (ωi) je cena j-tého aktiva Aj za scéná°e ωi.
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Z neexistence arbitráºe plyne, ºe

V0 =
k∑
j=1

θjS
j
0,

tedy pokud existuje replikující portfolio, derivát má jednozna£n¥ ur£enou

cenu v £ase t = 0.

V¥ta 11.1.4. (o úplnosti trhu): Nech´ M je trh bez arbitráºe s bezriziko-

vým aktivem. Existuje-li pro kaºdý derivát replikující portfolio v A1, ..., Ak,

pak je trh úplný. Naopak je-li M úplný a rovnováºná pravd¥podobnostní míra

dává kladnou pravd¥podobnost kaºdému scéná°i (tj. π (ωi) > 0 pro ∀i), pak
pro kaºdý derivát existuje replikující portfolio (a tedy derivát má jednozna£n¥

ur£enou cenu).

D·kaz je zaloºen na jednoduchých my²lenkách z lineární algebry. Deriváty

tvo°í vektorový prostor (izomorfní RN). Trh je úplný práv¥ tehdy, kdyº vek-

tory hodnot aktiv A1, A2, ..., Ak v jednotlivých scéná°ích generují RN . Tedy

vektory Sj1 (ωi), j = 1, ..., k generují RN . Speciáln¥ platí k ≥ N .

D·kaz: Chceme nejd°íve dokázat, ºe pokud existuje replikujcí portfolio,

pak M je úplný.

Uvaºujme pro pevn¥ zvolený scéná° ωl ∈ Ω následující derivát Dl, jehoº

hodnota v £ase t = 1 je rovna

V1 (ωi) =

{
0 pro i 6= l

1 pro i = l
.

Podle p°edpokladu existuje replikující portfolio pro Dl, ozna£me ho Θ =

(θ1, ..., θk), v aktivech A1, ..., Ak. Tedy

V0 =
∑

θjS
j
0.

Je-li π rovnováºná pravd¥podobnostní míra, pak také

V0 = e−r
N∑
i=1

V1 (ωi) πi = e−rπ (ωl) .
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Odtud plyne

π (ωl) = er
k∑
j=1

θjS
j
0

a tedy π je jednozna£n¥ ur£ena.

Zbývá nám dokázat opa£nou implikaci. Ozna£íme

~aj =
(
Sj1 (ω1) , Sj1 (ω2) , ..., Sj1 (ωN)

)
vektor v RN pro kaºdou hodnotu j (tedy kaºdé aktivum Aj). Derivát je

vektor v RN , který se dá replikovat práv¥ tehdy, kdyº vektor jeho hodnot v

jednotlivých scéná°ích pat°í do lineárního obalu vektor· ~aj.

Nech´ existuje π (ωi) jednozna£n¥ ur£ená, taková, ºe π (ωi) > 0 pro v²echna

i. Budeme postupovat sporem: Nech´ existuje derivát D, který nemá repli-

kující portfolio. Tedy jsou-li jeho hodnoty ve scéná°ích ωi rovny f (ωi) a

ozna£íme-li
~f = (f (ω1) , ..., f (ωN)) ,

pak ~f není lineární kombinací ~aj a tedy ~aj negeneruje RN . Existuje tedy

vektor ~v = (v1, ..., vN), který je kolmý na vektory ~aj pro v²echna j, tedy

platí
N∑
i=1

viS
j
1 (ωi) = 0

pro j = 1, ..., k. Aktivum A1 je bezrizikové, tedy

A1
1 (ωi) = er

pro v²echna i. Speciáln¥ tedy ~v⊥ (1, ..., 1) a

N∑
i=1

vi = 0.

Pro dostate£n¥ malé ε > 0 ozna£me

π∗ (ωi) = π (ωi) + εvi.

Máme
N∑
i=1

π∗ (ωi) =
N∑
i=1

π (ωi) +
N∑
i=1

vi = 1 + 0 = 1.
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Navíc, je-li ε dostate£n¥ malé, pak π∗ (ωi) > 0, nebo´ π (ωi) > 0, a platí

N∑
i=1

π∗ (ωi)S
j
1 (ωi) =

N∑
i=1

π (ωi)S
j
1 (ωi) + ε

N∑
i=1

viS
j
1 (ωi) =

N∑
i=1

π (ωi)S
j
1 (ωi) .

Tedy π∗ je dal²í rovnováºná pravd¥podobnostní míra, coº je spor. Tím je

tvrzení dokázáno.
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Kapitola 12

Wiener·v proces

12.1 Limita náhodné procházky

Wiener·v proces je stochastický proces ve spojitém £ase se spojitými hod-

notami, který m·ºeme intuitivn¥ chápat jako limitu náhodné procházky p°i

zmen²ování £asového a prostorového kroku ∆x a ∆t (tedy pro ∆x → 0 a

∆t→ 0).

Nech´ P {Xi = 1} = P {Xi = −1} = 1
2
, kde Xi, ..., Xn, ... jsou stejn¥

rozd¥lené nezávislé náhodné veli£iny s E (Xi) = 0 a V ar (Xi) = 1. Potom

Sn = S0 +X1 +X2 + ...+Xn,

kde S0 = 0, je standardní symetrická náhodná procházka.

Zvolme délku £asového kroku ∆t a velikost prostorového kroku ∆x. Pro

t = n∆t, tedy n = t
∆t
, de�nujeme proces

St = Sn∆t = (X1 +X2 + ...+Xn) ∆x.

Z nezávislosti p°ír·stk· Xj plyne, ºe E (St) = 0 a

V ar (St) = (∆x)2 n = (∆x)2 t

∆t
.

Zajímá nás chování tohoto procesu v limitním p°echodu ∆x→ 0 a ∆t→
0. Uvaºujeme mocninnou závislost mezi ∆x a ∆t. Poloºme ∆t = (∆x)p, kde
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p > 0. Pro ∆t→ 0 pak dostáváme

V ar (St) =
(∆x)2

∆t
t


→ 0 pro p < 2

= t pro p = 2

→∞ pro p > 2

.

Kone£ný nenulový rozptyl tedy dostaneme jen pro volbu p = 2. Pro

∆t = (∆x)2

dostaneme v limit¥ pro ∆t→ 0 standardní Wiener·v proces.

Z Centrální limitní v¥ty plyne, ºe St má v limit¥ pro ∆t→ 0 a (∆x)2 = ∆t

normální rozd¥lení N (0, t).

V¥ta 12.1.1. (Lindebergova centrální limitní v¥ta) Nech´ X1, X2, ... jsou

nezávislé náhodné veli£iny se stejným rozd¥lením, které mají st°ední hodnotu

µ a kone£ný rozptyl σ2. Ozna£me

Yn =
(X1 +X2 + ...+Xn − µn)√

n

pro n = 1, 2, .... Pak Yn konverguje v distribuci k rozd¥lení N (0, σ2).

De�nice 12.1.2. Stochastický proces Wt, kde t ∈ [0,∞), se nazývá stan-

dardní Wiener·v proces , jestliºe platí:

1. W0 = 0

2. (spojitost) S pravd¥podobností 1 je trajektorie Wienerova procesu spo-

jitá.

3. (nezávislost) P°ír·stkyWienerova procesu jsou nezávislé, tj. pro 0 ≤
t1 < s1 ≤ t2 < s2 ≤ ... ≤ tn < sn jsou p°ír·stky Ws1 −Wt1 , Ws2 −
Wt2 , ..., Wsn −Wtn navzájem nezávislé.

4. (normalita p°ír·stk·) P°ír·stky Ws − Wt pro s > t mají rozd¥lení

N (0, s− t).

Speciáln¥ z vlastností 1 a 4 máme

Wt ∼ N (0, t) ∼
√
tN (0, 1) .

101



Ozna£me ∆W p°ír·stek Wienerova procesu za £as ∆t. Máme

∆W =
√

∆tε,

kde ε má standardní normální rozd¥lení N (0, 1).

Pro o£ekávání a rozptyl ∆W dostaneme

E (∆W ) =
√

∆tE (ε) = 0

a

V ar (∆W ) = E
(
(∆W )2) = ∆t.

Zobecn¥ný Wiener·v proces m·ºeme de�novat pomocí in�nitezimálního

p°ír·stku

dX = adt+ bdW,

kde a, b jsou konstanty a W je standardní Wiener·v proces. Koe�cient a je

koe�cient driftu a b je koe�cient volatility . Op¥t máme

∆X = a∆t+ bε
√

∆t,

tedy

E (∆X) = a∆t

a

V ar (∆X) = b2∆t.

Pro b = 0 máme

dX = adt,

tedy Xt = at je deterministický proces.

Dal²í moºné zobecn¥ní: koe�cienty a, b se mohou m¥nit a mohou záviset

na t a p°ípadn¥ i na hodnotách X.
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12.2 Wiener·v proces pro cenu akcie

Wiener·v proces není vhodný pro popis vývoje ceny akcie z n¥kolika d·vod·:

• Ceny akcie nemohou nabývat záporné hodnoty, zatímco Wiener·v pro-

ces ano.

• P°i Wienerov¥ procesu je pravd¥podobnost, ºe se cena zvý²í o 1 K£,

stejná, je-li S = 1 K£ nebo S = 100 000 K£. To, co je ve skute£nosti

d·leºité, není absolutní zm¥na (ta závisí mimo jiné také na jednotkách,

v nichº cenu vyjad°ujeme), ale relativní zm¥na v·£i cen¥ akcie.

Je-li volatilita nulová, máme

∆S = µS∆t.

Z tohoto vztahu m·ºeme vyjád°it relativní p°ír·stek

∆S

S
= µ∆t,

kde µ je konstanta (drift). Odtud dostáváme

dS

S
= µdt

a °e²ením diferenciální rovnice se separovanými prom¥nnými

St = S0e
µt.

Obecn¥

dS = µSdt+ σSdW,

kde µ je drift a σ je volatilita. Tak je de�nován geometrický Wiener·v proces .

Máme
dS

S
= µdt+ σdW

a diskretizací dostaneme:

∆S = µS∆t+ σSε
√

∆t,
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kde ε ∼ N (0, 1).

Tedy
∆S

S
= µ∆t+ σε

√
∆t,

odkud
∆S

S
∼ N

(
µ∆t, σ2∆t

)
.

Jinak °e£eno,

E

(
∆S

S

)
= µ∆t

a

V ar

(
∆S

S

)
= σ2∆t.

K vy°e²ení rovnice, t.j. odvození explicitního vztahu pro S, pot°ebujeme

Itôovo lemma.

12.2.1 Itôovo lemma

Pro porovnání p°ipome¬me nejd°íve diferenciál deterministické funkce.

• 1 prom¥nná: dG = ∂G
∂x
dx

• funkce 2 deterministických prom¥nných x, t:

∆G ≈ ∂G

∂t
∆t+

∂G

∂x
∆x,

neboli

dG =
∂G

∂t
dt+

∂G

∂x
dx.

V p°ípad¥ Wienerova procesu platí heuristický vztah

(dW )2 = dt,

proto budeme mít navíc £len

1

2

∂2G

∂x2
(dX)2.

Itôovo lemma je analogií pravidla pro diferenciál sloºené funkce a slouºí

k výpo£tu p°ír·stk· funkce stochastického procesu.
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Nech´ hodnota stochastického procesu X spl¬uje rovnici

dX = a (X, t) dt+ b (X, t) dW,

kdeW je standardní Wiener·v proces a a, b jsou funkce X a t. Nech´ G (x, t)

je dvakrát spojit¥ diferencovatelná funkce dvou prom¥nných x, t. Jakou rov-

nici spl¬uje p°ír·stek procesu G (X, t)?

Itôovo lemma °íká, ºe pro G platí

dG =
∂G

∂t
dt+

∂G

∂x
dX +

1

2

∂2G

∂x2
(dX)2,

kde za dX dosadíme a (dX)2 po£ítáme podle pravidel

dtdt = 0, dtdW = 0, (dW )2 = dt.

Tak dostaneme celkem

dG =

(
∂G

∂t
+

1

2

∂2G

∂x2
b2 + a

∂G

∂x

)
dt+

∂G

∂x
bdW.

12.2.2 Odvození Black-Scholesovy rovnice

Black-Scholesova rovnice popisuje vývoj hodnoty evropské opce v Black-

Scholesov¥ modelu. P°edpokládejme, ºe pohyb ceny akcie je popsán geomet-

rickým Wienerovým procesem

dS = µSdt+ σSdW,

neboli
dS

S
= µdt+ σdW.

Pouºijeme Itôovo lemma na funkci G (S, t) = lnS . Máme

∂G

∂t
= 0,

∂G

∂S
=

1

S
,

∂2G

∂S2
=
−1

S2
.

Tedy z Itôova lemmatu
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dG =

(
µ− σ2

2

)
dt+ σdW

a

d (lnS) =

(
µ− σ2

2

)
dt+ σdW.

Odtud plyne, ºe lnST − lnS0 má normální rozd¥lení se st°ední hodnotou(
µ− σ2

2

)
T a rozptylem σ2T . Tedy

lnST ∼ N

(
lnS0 +

(
µ− σ2

2

)
T ; σ2T

)
.

ST má tedy lognormální rozd¥lení , tj. lnST má normální rozd¥lení.

Máme rovnici pro cenu akcie, která sleduje geometrický Wiener·v proces

dS = µSdt+ σSdW. (12.1)

Nech´ f je cena evropské call opce s danou realiza£ní cenou K a £asem

expirace T . Zisk z takové opce v £ase T je

(ST −K)+ .

f závisí na S a t a je tedy funkcí dvou prom¥nných, f (S, t). Hodnota f (S, t)

je cena opce v £ase t v situaci, kdy cena akcie je rovna S.

Podle Itôova lemmatu platí pro zm¥nu ceny opce

df =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂S
dS +

1

2

∂2f

∂S2
(dS)2 .

Za dS dosadíme z 12.1, tedy

df =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂S
(µSdt+ σSdW ) +

1

2

∂2f

∂S2
(µSdt+ σSdW )2 .

Jelikoº (dt)2 a dtdW jsou £leny vy²²ího °ádu a víme, ºe (dW )2 = dt, dostá-

váme:

df =

(
∂f

∂t
+
∂f

∂S
µS +

1

2

∂2f

∂S2
σ2S2

)
dt+

∂f

∂S
σSdW. (12.2)
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Vhodnou kombinací 12.1 a 12.2 m·ºeme sestavit portfolio z akcií a opcí,

jehoº výnos je deterministický. Jinak °e£eno, m·ºeme eliminovat stochastický

£len dW .

Ozna£me Π hodnotu portfolia sloºeného z 1 opce a − ∂f
∂S

akcie, tedy

Π = −∂f
∂S

S + 1f

Pro p°ír·stek hodnoty portfolia za £as dt máme:

dΠ =

(
−∂f
∂S

)
dS + 1df.

Po dosazení z 12.1 a 12.2 dostaneme

dΠ =

(
−∂f
∂S

µS +
∂f

∂t
+
∂f

∂S
µS +

1

2

∂2f

∂S2
σ2S2

)
dt,

stochastický £len se vyru²í.

P°ír·stek hodnoty portfolia dΠ se musí (z neexistence arbitráºe) rovnat

zisku z bezrizikového aktiva s úrokovou mírou r, tj.

dΠ = rΠdt.

Celkem dostaneme(
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂S2
σ2S2

)
dt = r

(
−∂f
∂S

S + f

)
dt

a
∂f

∂t
+

1

2

∂2f

∂S2
σ2S2 +

∂f

∂S
Sr = rf.

To je Black-Scholesova parciální diferenciální rovnice.

Po transformaci (substitucích) dostaneme rovnici difuze (rovnici vedení

tepla)
∂f

∂t
=
∂2f

∂S2
.

�e²ením spole£n¥ s transformovanou koncovou podmínkou (známe hod-

notu f (T ) = (ST −K)+) dostaneme Black-Scholes·v vzorec.
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12.3 P°íklady

P°íklad 12.3.1. Vypo£ítejte diferenciály následujících proces·

X(t) = 3t+ eW (t)

X(t) = t+W (t)2

X(t) = 5 + sinW (t)

P°íklad 12.3.2. Nech´ X je zobecn¥ný Wiener·v proces s parametry µ a

σ. Najd¥te stochastickou diferenciální rovnici pro následující funkce prom¥n-

ných X a t:

f(x, t) = x3

f(x, t) = ln(3 + x)

f(x, t) = et+xt
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