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Kapitola 1
Konečné automaty

1.1 Jazyky

U konečných automatů je nejmenšı́ (atomickou, dále nedělitelnou) jednotkou, se kterou

pracujeme, signál (znak). Množinu signálů, se kterými dokáže konkrétnı́ automat pracovat,

nazýváme abeceda a značı́me symbolem Σ (velké řecké pı́smeno sigma).

Automaty rozpoznávajı́ (tj. přijı́majı́ na svém vstupu) posloupnosti signálů (nazýváme

je slova) – na vstupu postupně čtou signály a zároveň měnı́ svůj vnitřnı́ stav. Jeden automat

obvykle dokáže rozpoznávat vı́ce takových slov. Množina všech slov, která dokáže automat

rozpoznat, je jazyk rozpoznávaný automatem. Pokud je automat označen A, pak jazyk jı́m

rozpoznávaný značı́me L(A).

Protože jazyky mohou být i hodně rozsáhlé množiny, je třeba si zápis jazyka vhodně

zkrátit. Můžeme použı́t toto značenı́:

• ε – takto značı́me prázdné slovo, tedy řetězec o délce nula (řecké pı́smeno epsilon)

• a2, a3, a4, . . . – počet opakovánı́ objektu, který je takto „umocněn“, napřı́klad a3

znamená slovo aaa (symbol zřetězenı́ „·“ nemusı́me psát), a0 představuje ε (počet

signálů a je nula)

• a∗ – operátor ∗ (Kleeneho operátor, iterace) znamená, že objekt, za kterým následuje

(signál, prvky množiny, apod.) může být ve slově opakován, a to jakýkoliv počet krát

(může být i nula opakovánı́), za hvězdičku můžeme dosadit jakoukoliv nezápornou

celočı́selnou mocninu, tedy a∗ představuje množinu slov {ε, a, aa, aaa, . . .}

• {a, b, c}∗ = {ε, a, b, c, aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, . . .} (operace hvězdička se

provádı́ přes všechny prvky množiny, kterýkoliv z nich může být použit na kterém-

koliv mı́stě)

• (abc)4 = abcabcabcabc (prvky v posloupnosti narozdı́l od prvků množiny nejsou

1



2 KAPITOLA 1 KONEČNÉ AUTOMATY

odděleny čárkou, mezi nimi je vztah zřetězenı́

• (ab)∗ = {ε, ab, (ab)2, (ab)3, . . .} = {ε, ab, abab, ababab, . . .}

• {a, dfg, bb}∗ = {ε, a, dfg, bb, aa, adfg, abb, dfga, dfgdfg, dfgbb, aaa, . . .}

• a+ je pozitivnı́ iterace, uvedený objekt může být v jakémkoliv počtu výskytů podobně

jako u ∗, ale nejméně jednou, takže a+ = {a, a2, a3, . . .}

• operátor pozitivnı́ iterace se z důvodů snadné zaměnitelnosti s jiným operátorem

často přepisuje do tvaru a∗a nebo aa∗

Protože jazyk je vlastně množina slov, můžeme použı́t klasický matematický množinový

zápis: {aibaj | i, j ≥ 0} je totéž jako a∗ba∗.

Přı́klad 1.1

Napı́šeme všechna slova následujı́cı́ch jazyků kratšı́ než 5.

Postup: nejdřı́v mı́sto všech „proměnných“ indexů ∗ a + dosadı́me nejnižšı́ možnou

hodnotu, tj. napřı́klad ve výrazu a∗b∗ vytvořı́me slovo a0b0 = ε, pak postupně dosazujeme

vyššı́ hodnoty v různých možných kombinacı́ch.

• {ab∗, ba} = {a, ab, ba, abb, abbb, . . .}

• 2 · {0, 1}∗ = { 2, 20, 21, 200, 201, 210, 211, 2000, 2001, 2010, 2011, 2100, 2101, 2110,

2111, . . .}

• {aibbj | i, j ≥ 1} ∪ {(ab)i | i ≥ 0} = {abb, aabb, abbb, . . .} ∪ {ε, ab, abab, . . .} =

= {abb, aabb, abbb, ε, ab, abab, . . .}

Zde si všimněme odlišných spodnı́ch mezı́ pro proměnné i, j v obou sjednocovaných

jazycı́ch – pokud i ≥ 1, pak ai znamená a+ neboli aa∗.

Úkol 1.1

Napište všechna slova následujı́cı́ch jazyků kratšı́ než 5.

• (abc)∗ =

• (a∗b)∗ =

• (ab)∗c =

• (a∗b)∗c =

• {(ab)ibj | i ≥ 0, j ≥ 1} =

• 0∗(10)∗1 =
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Konečný automat lze zapsat celkem třemi způsoby:

1. použitı́m plné specifikace s δ-funkcı́

2. stavovým diagramem

3. tabulkou přechodů

Ukážeme si všechny tři způsoby.

Přı́klad 1.2

Vytvořı́me konečný automat pro jazyk a · (a · {a, b} ·a)∗ ·b ·b∗ ve všech třech reprezentacı́ch.

U menšı́ch automatů je nejjednoduššı́ vytvořit stavový diagram:

��
��
q0 a

��
��
q1 b

��
��
��
��

q3

b

��
��
q2

a, b

a

δ-funkce včetně plné specifikace:

A = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, δ, q0, {q3})

δ(q0, a) = q1
δ(q1, a) = q2
δ(q1, b) = q3

δ(q2, a) = q0
δ(q2, b) = q0
δ(q3, b) = q3

Tabulka přechodů:

a b

→ q0 q1

q1 q2 q3

q2 q0 q0

← q3 q3

Zatı́mco u stavového diagramu a tabulky přechodů nemusı́me uvádět plnou specifikaci

– řetězec A = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, δ, q0, {q3}), při použitı́ δ-funkce je plná specifikace

nutná. Bez nı́ bychom nepoznali, který stav je počátečnı́ a které stavy jsou koncové.

Úkol 1.2

1. Pro následujı́ch šest jazyků sestrojte konečný automat ve všech třech reprezentacı́ch:

(a) a∗b

(b) {0, 1}∗11

(c) 11{0, 1}∗

(d) (ab)∗ba

(e) {abi | i ≥ 1} ∪ {bai | i ≥ 0}

(f) a∗ · {a, bc}

2. Podle zadánı́ vytvořte zbylé dvě reprezentace daného konečného automatu.

(a) Podle δ-funkce vytvořte stavový diagram a tabulku přechodů:

A1 = ({q0, q1, q2}, {a, b, c}, δ, q0, {q1, q2})

δ(q0, a) = q1
δ(q0, b) = q2

δ(q1, c) = q1
δ(q2, c) = q1
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(b) Podle každé tabulky přechodů vytvořte stavový diagram a δ-funkci s plnou

reprezentacı́ automatu:

0 1

→ A B C

B B C

← C D

← D D

a b

↔ q0 q1 q0

q1 q1 q2

← q2 q3

← q3

Všimněte si, že podle druhé tabulky je počátečnı́ stav zároveň koncový (šipka

vede oběma směry).

(c) Podle každého stavového diagramu vytvořte tabulku přechodů a δ-funkci s pl-

nou reprezentacı́ automatu:

��
��
q0 0

��
��
��
��

q1 0

1

��
��
��
��

q2

0,1 ��
��
��
��

q1 c

��
��
q0

a

b

��
��
q2

c

a

b

��
��
q3

Přı́klad 1.3

Sestrojı́me konečný automat rozpoznávajı́cı́ celá čı́sla. Použı́váme čı́slice 0 . . . 9, čı́slo se musı́

skládat z alespoň jedné čı́slice. Vı́ceciferná čı́sla nesmı́ začı́nat nulou.

��
��
q0 1, . . . , 9

��
��
��
��

q1 0, . . . , 9

��
��
��
��

q2

0

Vytvořı́me automat se třemi stavy. Oddělı́me zpraco-

vánı́ jednociferného čı́sla „0“ od ostatnı́ch, která nulou

nesmı́ začı́nat.

Úkol 1.3

1. Sestrojte konečný automat (stavový diagram) rozpoznávajı́cı́ reálná čı́sla. Celá část je

podle zadánı́ v předchozı́m přı́kladu, následuje desetinná čárka a pak opět sekvence

čı́slic (alespoň jedna, může to být i čı́slice 0).

2. Podle stavového diagramu pro reálná čı́sla vytvořte tabulku přechodů.
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1.2 Nedeterministický konečný automat

Nedeterministický konečný automat je takový automat, kde v alespoň jednom stavu lze na

některý signál reagovat vı́ce různými způsoby. Protože se tento typ automatu špatně pro-

gramuje (je těžké vložit do instrukcı́ náhodnost – zvolit jednu z nabı́zených cest, a to pokud

možno tak, aby vedla „správným směrem“, do koncového stavu), může se hodit postup,

jak nedeterministický automat převést na deterministický se zachovánı́m rozpoznávaného

jazyka.

Přı́klad 1.4

Zadaný nedeterministický automat převedeme na deterministický (je dán stavový diagram

a tabulka přechodů).

��
��
��
��

q0
0

0, 1
��
��
q1

0

��
��
��
��

q2

0 1

↔ q0 q1

q1 q0, q2 q0

← q2

Tento převod je nejjednoduššı́ na tabulce přechodů. V některých buňkách je vı́ce než

jedna položka, proto obsah buněk budeme chápat jako množiny. Vytvářı́me tedy nový

konečný (deterministický) automat takový, že jeho stavy jsou množinami stavů původnı́ho

automatu.

Novou tabulku přechodů tedy vytvořı́me z původnı́ tabulky tak, že nejdřı́v jak obsah

buněk, tak i stavy v označenı́ řádků uzavřeme do množinových závorek. Tı́m ale v ně-

kterých buňkách (zde v jedné) dostaneme stav, který nenı́ v označenı́ žádného řádku. To

napravı́me jednoduše tak, že přidáme nový řádek tabulky s tı́mto označenı́m a obsah buněk

zjistı́me sjednocenı́m řádků původnı́ tabulky označených prvky množiny, se kterou právě

pracujeme:

. . .

{A} . . . {B, C} . . .

. . .

{B} {D, E} . . . {G}

{C} {F} . . . {H, I}

. . .

⇒

. . .

{A} . . .
�� ��{B, C} . . .

. . .�
�

�
�

{B}

��
��
{D, E} . . .

��
��
{G, H}

{C} {F} . . . {H, I}

. . .�� ��{B, C}

�



�
	{D, E, F} . . .

�



�
	{G, H, I}

Může se stát, že sjednocenı́m množin v buňkách opět vznikne množina, která se nena-

cházı́ v označenı́ žádného řádku. Pak opět vytvořı́me nový řádek a pro buňky použijeme

operaci sjednocenı́ množin. Postup je tedy rekurzivnı́.
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Takže k přı́kladu:

0 1

↔ {q0} {q1}

{q1} {q0, q2} {q0}

← {q2}

⇒

0 1

↔ {q0} {q1} ∅

{q1} {q0, q2} {q0}

← {q2} ∅ ∅

← {q0, q2} {q1} ∪ ∅ = {q1} ∅ ∪ ∅ = ∅

Vlastnost „být koncovým stavem“ se také dědı́ v rámci sjednocenı́ – pokud alespoň jeden

z prvků množiny stavů je v původnı́m automatu koncovým stavem, stává se koncovým

stavem i celá tato množina.

Uvedený postup je vlastně zkrácený. Ve skutečnosti bychom měli postupovat tak, že

bychom jako stavy použili všechny možné kombinace stavů a opět operaci sjednocenı́

množin:

0 1

↔ {q0} {q1} ∅

{q1} {q0, q2} {q0}

← {q2} ∅ ∅

← {q0, q1} {q0, q1, q2} {q0}

← {q0, q2} {q1} ∅

← {q1, q2} {q0, q2} {q0}

← {q0, q1, q2} {q0, q1, q2} {q0}

�
�

�
�

�
�

�
�q1, q2

1 0 ��
��
��
��

q2

��
��
��
��

q0

0

1
��
��

q1

0

0

�
�

�
�

�
�

�
�q0, q2

�
�

�
�

�
�

�
�q0, q1

0
0

�
�

�
�

�
�

�
�q0, q1, q2

1

0

Ve stavovém diagramu můžeme vidět, že stavy, které jsou oproti předchozı́mu po-

stupu navı́c, jsou nedosažitelné z počátečnı́ho stavu a tedy se nenacházejı́ na žádné cestě

při zpracovánı́ slov jazyka. Proto je vlastně můžeme bez újmy na obecnosti z automatu

odstranit.

Úkol 1.4

Uvedené nedeterministické konečné automaty reprezentované tabulkami převed’te na ekvi-

valentnı́ deterministické. Ke každému vytvořte stavový diagram původnı́ho nedeterminis-

tického automatu i vytvořeného deterministického a porovnejte.

a b

↔ X Y

Y Z

Z X X, Z

0 1

→ q0 q0, q1 q0, q1

← q1 q1, q2

← q2

a b c

→ q0 q1, q2 q1

q1 q2 q1, q2

← q2 q0 q2
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1.3 Totálnı́ automat

V totálnı́m (úplném) automatu lze v každém stavu reagovat na jakýkoliv symbol. Při pře-

vodu (netotálnı́ho) automatu na totálnı́ vytvořı́me nový stav („odpadkový koš“, chybový

stav), do kterého přesměrujeme všechny chybějı́cı́ přechody. Nesmı́me zapomenout, že

požadavek možnosti reakce na kterýkoliv symbol se vztahuje také na tento nově přidaný

stav.

Postup převodu na totálnı́ automat lze použı́t pouze na deterministický konečný auto-

mat, proto u nedeterministického automatu je prvnı́m krokem vždy převod na determinis-

tický.

Přı́klad 1.5

K zadanému deterministickému konečnému automatu vytvořı́me ekvivalentnı́ totálnı́ au-

tomat:

a b c

↔ q0 q1

q1 q2 q1

← q2 q2
��
��
��
��

q0 a
��
��
q1 a
b

��
��
��
��

q2

c

Tento automat určitě nenı́ totálnı́ – napřı́klad ve stavu q0 nelze reagovat hned na dva

signály. Vytvořı́me nový stav, označı́me jej symbolem ∅ a přesměrujeme do tohoto stavu

všechny chybějı́cı́ přechody:

a b c

↔ q0 q1 ∅ ∅

q1 q2 q1 ∅

← q2 ∅ ∅ q2

∅ ∅ ∅ ∅

��
��
��
��

q0 a

b, c

��
��
q1 a
b

c
��
��
��
��

q2

c

a, b

��
��
∅

a, b, c

Přı́klad 1.6

V přı́kladu 1.4 jsme k nedeterministickému automatu vytvořili ekvivalentnı́ determinis-

tický. Tento deterministický automat nynı́ zúplnı́me (převedeme na totálnı́). Stav {q2} nenı́

dosažitelný z počátečnı́ho stavu, proto jej také vypustı́me.

Abychom trochu zjednodušili značenı́, budeme mı́sto množin {. . .} použı́vat velká

pı́smena, provedeme přeznačenı́:
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Původnı́:

0 1

↔ {q0} {q1} ∅

{q1} {q0, q2} {q0}

← {q0, q2} {q1} ∅

⇒

Přeznačený:

0 1

↔ A B ∅

B C A

← C B ∅

⇒

Totálnı́:

0 1

↔ A B ∅

B C A

← C B ∅

∅ ∅ ∅

Stavové diagramy přeznačeného a zúplněného automatu:

��
��
��
��

A

0

1
��
��

B
0

0
��
��
��
��

C ��
��
��
��

A

0

1

1

��
��

B
0

0
��
��
��
��

C

1

��
��
∅

0,1

Úkol 1.5

1. Všechny konečné automaty, které jste v úkolu č. 1.4 na straně 6 převedli na determi-

nistické, zúplňte (převed’te na totálnı́).

2. Následujı́cı́ konečný automat převed’te na totálnı́ a nakreslete jeho stavový diagram

(signál v záhlavı́ poslednı́ho sloupce je desetinná čárka):

0 1, . . . , 9 ,
→ A C B

← B B B D

← C D

D E E

← E E E

��
��

A
1, . . . , 9

0

��
��
��
��

B

,

0, . . . , 9

��
��
��
��

C
,

��
��

D
0, . . . , 9 ��

��
��
��

E

0, . . . , 9

3. Následujı́cı́ (nedeterministický!) konečný automat zúplňte.

0 1

→ A B

B B, C A

← C A, C

��
��

A
0

1 ��
��

B
0

0

��
��
��
��

C

1

1
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1.4 Odstraněnı́ nepotřebných stavů

Nepotřebné stavy jsou stavy, které nejsou použity při žádném úspěšném výpočtu (tj. kon-

čı́cı́m v koncovém stavu). Jedná se o stavy

• nedosažitelné – neexistuje k nim cesta z počátečnı́ho stavu,

• nadbytečné – neexistuje cesta z tohoto stavu do jakéhokoliv koncového stavu.

S odstraňovánı́m (lépe řečeno ignorovánı́m, neuvedenı́m či vypuštěnı́m) prvnı́ho typu

nepotřebných stavů – nedosažitelných – jsme se setkali už u zkráceného postupu pro převod

nedeterministického automatu na deterministický. Pokud nové řádky tabulky přechodů

tvořı́me jen pro takové množiny původnı́ch stavů, které se již vyskytly v některé buňce,

většinu nedosažitelných stavů (ale ne vždy všechny) automaticky odstraňujeme.

Když chceme odstranit nepotřebné stavy, vždy začı́náme nedosažitelnými stavy a až

potom odstranı́me nadbytečné. V obou přı́padech postupujeme rekurzı́vně, a to bud’podle

stavového diagramu nebo podle tabulky přechodů.

• nedosažitelné stavy: jako bázi (základnı́ množinu) zvolı́me S0 = {q0} (obsahuje pouze

počátečnı́ stav), dalšı́ prvky přidáváme „ve směru šipek“ v stavovém diagramu, resp.

v tabulce přechodů ve směru označenı́ řádku → obsah buněk na řádku, postupně

vytvářı́me množinu všech stavů, do kterých vede cesta z počátečnı́ho stavu o délce

max. 0, 1, . . . , n kroků (toto čı́slo je dolnı́ index u označenı́ vytvářené množiny Si);

• nadbytečné stavy: jako bázi naopak zvolı́me množinu koncových stavů – E0 = F , dalšı́

prvky přidáváme „proti směru šipek“ v stavovém diagramu, resp. ve směru obsah

některé buňky tabulky přechodů→ označenı́ řádku, vytvářı́me množinu všech stavů,

ze kterých vede cesta do některého koncového stavu o délce max. 0, 1, . . . , n kroků.

Přı́klad 1.7

V zadaném konečném automatu odstranı́me nedosažitelné a nadbytečné stavy.

a b c

→ q0 q1 q3

← q1 q1 q2 q5

q2 q3 q0

q3 q3

← q4 q5 q2 q3

← q5 q5

��
��
q0 a

b c
��
��
��
��

q1 c

b

a

��
��
��
��

q5

a

a

��
��
q3a a

��
��
q2 b

��
��
��
��

q4

c

Odstranı́me nedosažitelné stavy (do kterých neexistuje cesta z počátečnı́ho stavu):

S0 = {q0}

S1 = {q0} ∪ {q1, q3} = {q0, q1, q3} (ze stavu q0 vede přechod do q1 a q3)
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S2 = {q0, q1, q3} ∪ {q5, q2} = {q0, q1, q3, q5, q2}

S3 = {q0, q1, q3, q5, q2} = S2 (konec, v poslednı́m kroku žádný stav do množiny nepřibyl)

V množině S3 nenı́ stav q4, je tedy nedosažitelný z počátečnı́ho stavu a můžeme ho

z automatu odstranit. V každé z množin Si, které jsme postupně vytvořili, najdeme všechny

stavy, které jsou z počátečnı́ho stavu dosažitelné po nejvýše i krocı́ch.

Dále zjistı́me, ze kterých stavů nevede cesta do koncových stavů. Budeme pracovat již

s automatem po odstraněnı́ stavu q4.

E0 = F = {q1, q5}

E1 = {q1, q5} ∪ {q0} = {q1, q5, q0} (do stavů z E0 vede přechod pouze ze stavu q0)

E2 = {q1, q5, q0, q2}

E3 = {q1, q5, q0, q2} = E2

V množině E3 nenı́ stav q3, to znamená, že z tohoto stavu neexistuje žádná cesta do

koncového a tedy když tento stav odstranı́me, neovlivnı́me výpočet žádného slova, které

automat rozpoznává. Odstranı́me tento stav a také všechny přechody s nı́m přı́mo souvi-

sejı́cı́.

Po odstraněnı́ stavů, které jsme vyřadili s použitı́m množin Si a Ei, dostáváme násle-

dujı́cı́ konečný automat:

a b c

→ q0 q1

← q1 q1 q2 q5

q2 q0

← q5 q5

��
��
q0 a

c
��
��
��
��

q1 c

b

a

��
��
��
��

q5

a

��
��
q2

Úkol 1.6

1. Podle zadánı́ následujı́cı́ho automatu vytvořte tabulku přechodů a stavový diagram.

Potom odstraňte nepotřebné stavy. Takto upravený automat pak zúplňte (převed’te

na totálnı́ automat).

A = ({A, B, C, D, E, F}, {0, 1, 2}, δ, A, {A, C}) s funkcı́ δ:

δ(A, 0) = E

δ(A, 1) = B

δ(A, 2) = E

δ(B, 0) = C

δ(B, 1) = D

δ(B, 2) = E

δ(C, 0) = C

δ(C, 1) = C

δ(D, 2) = C

δ(E, 1) = E

δ(E, 2) = E

δ(F, 0) = C

δ(F, 1) = E

δ(F, 2) = F

2. K následujı́cı́mu konečnému automatu vytvořte zbývajı́cı́ dvě reprezentace – δ-funkci

a tabulku přechodů. Potom odstraňte všechny nepotřebné stavy.
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��
��

B

��
��

A

a

b
��
��

C
a

a

��
��

E

b

��
��

D

c

b ��
��
��
��

F

a a

a ��
��
��
��

G

b a

3. Podle následujı́cı́ch konečných automatů určených tabulkami přechodů sestrojte sta-

vové diagramy a pak odstraňte všechny nepotřebné stavy.

a b c

↔ A A A B

B C

C C B

D A E B

← E B C C

a b c

→ q0 q4 q1

← q1 q4 q0

← q2 q3 q1 q2

q3 q4 q3

q4 q3

4. Zamyslete se nad těmito přı́pady: jak by vypadal jazyk upraveného automatu (bez

nepotřebných stavů), kdyby do množin Si nebyly zařazeny žádné koncové stavy? Jak

by vypadal tento jazyk, kdyby do množin Ei nebyl zařazen počátečnı́ stav?



Kapitola 2
Regulárnı́ jazyky

2.1 Konečné jazyky

Všechny konečné jazyky jsou regulárnı́, proto pro ně dokážeme sestrojit konečný automat.

U konečného automatu pro konečný jazyk bývá obvyklý požadavek na rozlišitelnost

načı́taných slov podle koncového stavu, tedy pro každé slovo jazyka by měl existovat

samostatný koncový stav. Pak bez nutnosti porovnávánı́ vstupu s jednotlivými slovy jazyka

snadno zjistı́me, které slovo bylo načteno – podle koncového stavu, ve kterém skončil

výpočet.

Postup je jednoduchý – pro každé slovo jazyka vytvořı́me „větev“ ve stavovém dia-

gramu. Jestliže chceme automat deterministický (opět jde o obvyklý požadavek, pokud

tento postup použı́váme při programovánı́), stačı́ sloučit počátky těch větvı́, které stejně

začı́najı́ (konce větvı́ nesmı́me sloučit, nebylo by možné rozpoznat slova jazyka podle kon-

cových stavů!).

Přı́klad 2.1

Podle zadaného konečného jazyka vytvořı́me konečný automat.

L = {hrad, hrom, polom, ohrada}

��
��
q0

h

h

p

o

��
��
q1 r ��

��
q2 a ��

��
q3 d ��

��
��
��

q4

��
��
q5 r

��
��
q6 o

��
��
q7 m

��
��
��
��

q8

��
��
q9 o

��
��
q10 l

��
��
q11 o

��
��
q12 m

��
��
��
��

q13

��
��
q14 h

��
��
q15 r

��
��
q16 a

��
��
q17 d

��
��
q18 a

��
��
��
��

q19

12
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Dále chceme, aby automat byl deterministický se zachovánı́m možnosti rozlišit rozpo-

znávaná slova podle koncového stavu. Prvnı́ dvě slova jazyka začı́najı́ stejným podřetěz-

cem, tedy začátky prvnı́ch dvou větvı́ sloučı́me:

��
��
q0

h

p

o

��
��
q1 r ��

��
q2 a

o
��
��
q3 d ��

��
��
��

q4

��
��
q7 m

��
��
��
��

q8

��
��
q9 o

��
��
q10 l

��
��
q11 o

��
��
q12 m

��
��
��
��

q13

��
��
q14 h

��
��
q15 r

��
��
q16 a

��
��
q17 d

��
��
q18 a

��
��
��
��

q19

Kdybychom netrvali na podmı́nce odlišenı́ slov koncovými stavy, bylo by možné sloučit

všechny koncové stavy v jeden, a také stavy q7 a q12.

V konečném automatu pro konečný jazyk nesmı́ (a ani nemůže) být žádná smyčka

(cyklus) – kdyby byla, pak by bylo možné tuto smyčku jakýkolivpočetkrát zopakovat

a rozpoznávaný jazyk by byl nekonečný.

Úkol 2.1

1. Vytvořte konečný automat pro následujı́cı́ jazyky (deterministický, a to tak, aby pro

každé slovo jazyka existoval jeden konečný stav):

(a) La = {strom, stroj, výstroj}

(b) Lb = {if, else, elif}

(c) Lc = {read, write, writeall, matrix}

(d) Ld = {delfı́n, ryba, velryba}

Poznámka: V přı́padě (c) bude koncový stav větve pro druhé slovo součástı́ větve pro

třetı́ slovo (pokud vytvořı́me deterministický automat). To je v pořádku, vlastnost

rozpoznávánı́ podle koncového stavu zůstává zachována.

2. Vytvořte konečný automat (stavový diagram), který bude rozpoznávat všechna slova

nad abecedou Σ = {a, b, c}, jejichž délka je

(a) právě 3 znaky,

(b) nejvýše 3 znaky (tj. 0, 1, 2 nebo 3 znaky).

Nápověda: Jde o konečné jazyky. Vı́me, že v automatu pro konečný jazyk nesmı́ být

cyklus, a také vı́me, že přechody ve stavovém diagramu mohou být označeny vı́ce

než jednı́m znakem.
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2.2 Pumping lemma pro regulárnı́ jazyky

Pro každý regulárnı́ jazyk L platı́ tato vlastnost: vždy existuje přirozené čı́slo p takové, že

pro každé slovo w ∈ L existuje (alespoň jedno, přı́padně vı́ce) rozdělenı́ w = x · y · z (tj. na

tři části) takové, že

• |y| > 0 (v prostřednı́ části musı́ být alespoň jeden znak – signál),

• x ·(y)k ·z ∈ L pro jakékoliv k ≥ 0 (když prostřednı́ část „pumpujeme“, výsledné slovo

opět patřı́ do jazyka – y bud’ vyřadı́me pro k = 0 a nebo opakujeme 1×, 2×, 3×, atd.)

Pumpovacı́ věta je implikace. Řı́ká nám, že když je jazyk regulárnı́, tak má danou vlast-

nost. Nenı́ nikde řečeno, že jazyk, který nenı́ regulárnı́, danou vlastnost nemá.

Přı́klad 2.2

Nejdřı́v si ukážeme, jak ověřit, že regulárnı́ jazyk tuto vlastnost má. Postup si ukážeme na

jazyku L = {aibj | i, j ≥ 0}

��
��
��
��

q0

a

b
��
��
��
��

q1

bPro tento jazyk dokážeme sestrojit konečný automat, tedy

vı́me, že se jedná o regulárnı́ jazyk. Vlastnost popsanou v Pum-

ping lemma si můžeme představit takto:

• použijeme p rovno počtu stavů konečného automatu, tedy p = 2

• vezmeme jakékoliv slovo jazyka delšı́ než 2, napřı́klad w = a3b (má délku 4)

• w je delšı́ než počet stavů automatu, je tedy zřejmé, že některá část slova bude vy-

hodnocována v cyklu

• při pohledu na stavový diagram automatu vidı́me, že tento cyklus jde přes jediný

stav, a to q0

• vhodné rozdělenı́ může být napřı́klad w = (a) · (a2) · (b), po pumpovánı́ dostáváme

slova (a) · (a2)k · (b) = a1+2kb, pro jakékoliv k ≥ 0 tato slova patřı́ do jazyka L.

Platı́ pumping lemma pro všechny regulárnı́ jazyky včetně konečných? Samozřejmě ano.

Pro každý konečný jazyk existuje konečný automat, který ho rozpoznává.

Jako p si zvolı́me opět bud’ počet stavů tohoto automatu a nebo čı́slo ještě většı́.

V Pumping lemma se pı́še „pro každé slovo w daného jazyka delšı́ než p . . . “, ale nepı́še

se tam, že takové slovo opravdu musı́ existovat. Opravdu žádné takové neexistuje, protože

kdyby existovalo slovo delšı́ než počet stavů automatu, musel by být v grafu stavového

diagramu cyklus, a cyklus znamená nekonečný jazyk. Takže Pumping lemma platı́ i pro

konečné jazyky.
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Úkol 2.2

U následujı́cı́ch regulárnı́ch jazyků vytvořte stavový diagram, vyberte „dostatečně dlouhé

slovo“ – delšı́ než počet stavů automatu, určete některé vhodné rozdělenı́ slova na tři části

podle podmı́nek Pumping lemma a ukažte, že pro jakékoliv čı́slo (mocninu) k jde opět

o slovo z daného jazyka.

Pracujte s těmito jazyky:

(a) La = {abia | i ≥ 0}

(b) Lb = {(ab)i | i ≥ 0}

(c) Lc = {a(bb)
i | i ≥ 1}

(d) Ld = {000(111)
i | i ≥ 0}

(e) Lc = {disk, data, plat}

(f) Ld = N (množina přirozených čı́sel, zde včetně 0)

Obvyklejšı́m způsobem použitı́ Pumping lemma je jejı́ obrázená forma: mı́sto tvrzenı́

Regular(L)⇒ Vlastnost(L, p)

dokazujeme

¬Vlastnost(L, p)⇒ ¬Regular(L),

tedy „Pokud neexistuje žádné p takové, že pro každé slovo delšı́ než p dokážeme najı́t dané

rozdělenı́, pak jazyk nenı́ regulárnı́.“.

Abychom mohli dokázat, že pracujeme s opravdu jakkoliv dlouhým slovem, použijeme

v určenı́ slova „proměnnou“ v exponentu, kterou v přı́padě potřeby můžeme jakkoliv

zvyšovat (do nekonečna), napřı́klad proměnnou i ve slově (ab)i.

Dále u zvoleného slova zkoušı́me různé možnosti jeho rozdělenı́ na tři části tak, aby

prostřednı́ část nebyla prázdné slovo. Nemusı́me hledat absolutně všechny možnosti (to

bychom hledali do nekonečna), ale je třeba vystihnout různé možné způsoby umı́stěnı́

hranic mezi potenciálnı́mi částmi. Pro každé možné rozdělenı́ pak najdeme alespoň jednu

hodnotu k, pro kterou x · yk · z nepatřı́ do jazyka.

Končı́me tehdy, když se podařı́ najı́t slovo takové, že pro jakékoliv jeho rozdělenı́ vždy

najdeme alespoň jednu hodnotu k takovou, že x · yk · z nepatřı́ do daného jazyka.

Přı́klad 2.3

Ukážeme, že jazyk L = {anb2n | n ≥ 0} nenı́ regulárnı́.

Vybereme „dostatečně dlouhé“ slovo jazyka. Protože nemáme zkonstruován konečný

automat pro tento jazyk (samozřejmě, vždyt’ ve skutečnosti neexistuje), musı́me vybrat

takové slovo, o kterém si můžeme být jisti, že je opravdu dlouhé. Napřı́klad w = aib2i pro
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„nějaké“ i, dostatečně velké. Použili jsme proměnnou i, o které vı́me jen jedinou konkrétnı́

věc – je většı́ než 0 (protože musı́ být většı́ než nějaké čı́slo p, které je většı́ než 0).

Slovo máme, a to dostatečně reprezentativnı́, vlastně nám určuje všechna dlouhá slova

daného jazyka. Zbývá projı́t všechna možná rozdělenı́ x · y · z tohoto slova a dokázat, že

pro jakékoliv k ≥ 0 slovo x · yk · z nepatřı́ do jazyka L. U jednotlivých možnostı́ budeme

volit k = 0 nebo k = 2.

Jsou tyto možnosti:

1. hranice mezi x a y je před začátkem slova (tj. x = ε):

(a) hranice mezi y a z je někde mezi znaky a, v prvnı́ části slova: x · y · z = ε · am ·

ai−mb2i, m > 0, x · yk · z = akm+i−mb2i, napřı́klad pro k = 0 vycházı́ ai−mb2i;

protože m > 0, toto slovo nepatřı́ do jazyka L

(b) hranice mezi y a z je na hranici mezi znaky a a b: x·y ·z = ε·ai ·b2i, x·yk ·z = akib2i;

opět stačı́ dosadit k = 0, dostáváme b2i, protože i je velké čı́slo, určitě většı́ než

0, toto slovo nenı́ z jazyka L

(c) hranice mezi y a z je někde mezi znaky b, v druhé části slova: x · y · z = ε · aibm ·

b2i−m, 0 < m < 2i, x · yk · z = (aibm)kb2i−m, pro k = 0 je taktéž narušen vztah

v exponentech – slovo b2i−m /∈ L

(d) hranice mezi y a z je na konci slova, tj. celé slovo je v prostřednı́ části rozdělenı́:

x · y · z = ε · aib2i · ε, x · y2 · z = aib2iaib2i, i > 0 /∈ L

2. hranice mezi x a y je v prvnı́ části slova, někde mezi znaky a:

(a) hranice mezi y a z je ve stejné části slova: x · y · z = am · an · ai−m−nb2i, m, n > 0,

x · y0 · z = ai−nb2i /∈ L

(b) hranice mezi y a z je na hranici znaků a a b: x · y · y = am · ai−m · b2i, 0 < m < i,

x · y0 · z = amb2i /∈ L

(c) hranice mezi y a z je někde mezi znaky b: x · y · z = am · ai−mbn · b2i−n, m, n >

0, m < i, x · y2 · z = aibnai−mb2i /∈ L

(d) hranice mezi y a z je na konci slova: x · y · z = am · ai−mb2i · ε, 0 < m < i,

x · y0 · z = am /∈ L

3. hranice mezi x a y je na hranici mezi znaky a a b:

(a) hranice mezi y a z je někde mezi znaky b: x · y · z = ai · bm · b2i−m, 0 < m < 2i,

x · y0 · z = aib2i−m /∈ L

(b) hranice mezi y a z je na konci slova: x · y · z = ai · b2i · ε, x · y0 · z = ai /∈ L

4. hranice mezi x a y je v druhé části slova, někde mezi znaky b:

(a) hranice mezi y a z je někde mezi znaky b: x·y·z = aibm·bn·b2i−m−n, 0 < m, n < 2i,

x · y0 · z = aib2i−n /∈ L
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(b) hranice mezi y a z je na konci slova: x · y · z = aibm · b2i−m · ε, 0 < m < 2i,

x · y0 · z = aibm /∈ L

Jednotlivé varianty rozdělenı́ jsou přehlednějšı́ v tabulce:

x · y · z Podmı́nky x · yk · z k = 0 k = 2

ε · am · ai−mb2i 0 < m < i akm+i−mb2i ai−mb2i /∈ L

ε · ai · b2i akib2i b2i /∈ L

ε · aibm · b2i−m 0 < m < 2i (aibm)kb2i−m b2i−m /∈ L

ε · aib2i · ε (aib2i)k aib2iaib2i /∈ L

am · an · ai−m−nb2i m, n > 0 akn+i−nb2i ai−nb2i /∈ L

am · ai−m · b2i 0 < m < i am+k(i−m)b2i amb2i /∈ L

am · ai−mbn · b2i−n m, n > 0, m < i am(ai−mbn)kb2i−n aibnai−mb2i /∈ L

am · ai−mb2i · ε 0 < m < i am(ai−mb2i)k am /∈ L

ai · bm · b2i−m 0 < m < 2i aibkm+2i−m aib2i−m /∈ L

ai · b2i · ε aib2ki ai /∈ L

aibm · bn · b2i−m−n 0 < m, n < 2i aibkn+2i−n aib2i−n /∈ L

aibm · b2i−m · ε 0 < m < 2i aibm+k(2i−m) aibm /∈ L

Pro každé možné rozdělenı́ jsme našli k takové, že xykz nepatřı́ do jazyka, proto L nenı́

regulárnı́ jazyk.

Pumping lemma nenı́ ekvivalence, ale pouze implikace. Proto mohou existovat jazyky,

které sice nejsou regulárnı́, ale přesto danou vlastnost splňujı́. Může se jednat napřı́klad

o jazyk vzniklý zřetěnenı́m regulárnı́ho a neregulárnı́ho jazyka.

Přı́klad 2.4

Jazyk L = {aibjc2j | i, j ≥ 0} nenı́ regulárnı́, přesto splňuje Pumping lemma. Můžeme

zvolit napřı́klad slovo am. Toto slovo patřı́ do jazyka L a existuje dokonce vı́ce různých

rozdělenı́ x · y · z takových, že x · yk · z ∈ L, napřı́klad ε · (am)k · ε = akm ∈ L pro jakékoliv

k ≥ 0.

Co z toho plyne? Když jazyk splňuje Pumping lemma, nemůžeme tvrdit, že je regulárnı́.

A naopak – když se nepodařı́ pomocı́ Pumping lemma dokázat, že jazyk nenı́ regulárnı́,

tak to ještě neznamená, že je regulárnı́.

Úkol 2.3

1. Ukažte, že jazyk L = {ba(ab)n | n ≥ 0} splňuje Pumping lemma.

2. Pomocı́ Pumping lemma dokažte, že jazyk L = {anbcn | n ≥ 1} nenı́ regulárnı́.
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2.3 Uzávěrové vlastnosti – operace nad regulárnı́mi jazyky

Třı́da jazyků je množina všech jazyků s danou společnou vlastnostı́. Také regulárnı́ jazyky

tvořı́ třı́du – třı́da regulárnı́ch jazyků je množina všech jazyků, pro které lze sestrojit konečný

automat.

Vı́me, že na řetězce lze použı́t operaci zřetězenı́. Jazyk je množina řetězců, a tedy na

jazyk můžeme použı́t různé množinové operace (sjednocenı́, průnik, doplněk – zrcadlenı́,

substituci), a také operace odvozené z práce s řetězci a znaky (signály) – zřetězenı́, dále

iteraci (operace „hvězdička“) a dalšı́.

Třı́da jazyků je uzavřena vzhledem k nějaké operaci, pokud po uplatněnı́ operace na

jazyky z této třı́dy opět vznikne jazyk patřı́cı́ do stejné třı́dy.

Postupně si ukážeme všechny základnı́ operace, a to na konečných automatech. Pokud

jde o binárnı́ operaci (uplatňuje se na dva jazyky), je nutnou podmı́nkou disjunktnost

průniku množin stavů těchto automatů (žádný stav nesmı́ existovat v obou automatech

zároveň).

2.3.1 Sjednocenı́

V přı́padě sjednocenı́ využijeme celou definici původnı́ch automatů. Přidáme nový stav

a z tohoto stavu povedeme přechody do všech stavů, do kterých vede přechod z počátečnı́ho

stavu. Nový stav nám tedy simuluje použitı́ počátečnı́ch stavů v původnı́ch automatech.

Postup si můžeme představit třeba tak, že vezmeme všechny přechody, které vedou

z původnı́ch počátečnı́ch stavů, a zkopı́rujeme (ne přeneseme, ty původnı́ musejı́ zůstat)

„konce bez šipek“ k novému stavu.

Pokud některý z původnı́ch počátečnı́ch stavů patřı́ i do množiny koncových stavů, pak

také tuto vlastnost přidáme novému počátečnı́mu stavu.

Přı́klad 2.5

Ukážeme si operaci sjednocenı́ na následujı́cı́ch jazycı́ch a automatech:

L1 = {(ba)
i(a ∪ bb) : i ≥ 0}

L2 = {a
ibaaj | i, j ≥ 0}

Konečné automaty pro tyto jazyky jsou následujı́cı́:

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
q2

a

a b

↔ q0 q1 q2

← q1

q2 q0 q1

��
��

A
b

a
��
��

B

a

��
��
��
��

Ca

a b

→ A A B

B C

← C C
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Přidáme nový stav s0 a všechny přechody z tohoto stavu nasměrujeme a označı́me

stejně jako přechody z počátečnı́ch stavů původnı́ch automatů.

Postup je nejnázornějšı́ na stavovém diagramu, ale je jednoduchý také v tabulce pře-

chodů – stačı́ obě tabulky shrnout do jedné a přidat nový řádek, jehož buňky budou

sjednocenı́m buněk na řádcı́ch původnı́ch počátečnı́ch stavů a na přı́slušných sloupcı́ch.

Protože jeden z původnı́ch počátečnı́ch stavů (q0) patřı́ do množiny koncových stavů, také

nový počátečnı́ stav s0 bude zároveň koncovým.

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
��
��

s0

a

b

a
b

��
��
q2

a

��
��

A
b

a

��
��

B
a

��
��
��
��

C

a

a b

↔ s0 q1, A q2, B

← q0
�� ��q1 q2

← q1

q2 q0 q1

A
�� ��A B

B C

← C C

Úkol 2.4

1. Použijte operaci sjednocenı́ na následujı́cı́ konečné automaty:

��
��

A
0

1 ��
��

B
1

0

��
��
��
��

C ��
��

D
1

0

��
��
��
��

E

1

2. Použijte operaci sjednocenı́ na následujı́cı́ konečné automaty (u druhého z nich je stav

q3 zároveň koncový):

a b

→ q0 q0, q2 q1

← q1 q2

← q2 q2

a b c

↔ q3 q4 q6

q4 q5

q5 q3

← q6

3. Pro oba konečné automaty ze zadánı́ předchozı́ho přı́kladu a také pro výsledný

automat vytvořte zbylé dva typy reprezentacı́ – stavový diagram a δ-funkci včetně

plné specifikace automatu.

4. Zamyslete se nad tı́m, jak by vypadalo sjednocenı́ vı́ce než dvou konečných automatů.
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2.3.2 Zřetězenı́

Zřetězenı́ dvou jazyků vytvořı́me tak, že ve výsledném jazyce jsou všechny možné ře-

tězce, jejichž prvnı́ část je kterékoliv slovo z prvnı́ho jazyka a druhá část zase kterékoliv

slovo z druhého jazyka. Záležı́ na pořadı́, části slova nemůžeme přehodit, řı́dı́ se pořadı́m

zřetězovaných jazyků.

Přı́klad 2.6

Princip zřetězenı́ jazyků si ukážeme na těchto konečných jazycı́ch:

L1 = {ε, abc, ba}

L2 = {ddb, dc}

Zřetězenı́m těchto dvou jazyků zı́skáme jazyk L = L1 · L2:

L = {ε · ddb, ε · dc, abc · ddb, abc · dc, ba · ddb, ba · dc} = {ddb, dc, abcccb, abcdc, baddb, badc}

Při zřetězenı́ nenı́ třeba ve výsledném automatu vytvářet nový stav. Opět využijeme

všechny stavy a přechody z původnı́ch automatů a budeme přidávat nové přechody, které

je propojı́.

Při ukončenı́ výpočtu prvnı́ části slova (tj. v prvnı́m původnı́m automatu) je třeba „ply-

nule“ navázat na výpočet druhého původnı́ho automatu. Proto nově přidávané přechody

budou vést z koncových stavů prvnı́ho automatu, jejich cı́lový stav (stav, do kterého bude

směřovat šipka přechodu) a označenı́ přejmeme (zkopı́rujeme) od přechodů z počátečnı́ho

stavu druhého původnı́ho automatu.

Počátečnı́m stavem výsledného automatu bude samozřejmě počátečnı́ stav prvnı́ho

původnı́ho automatu. Do množiny koncových stavů zařadı́me

• koncové stavy druhého původnı́ho automatu,

• pokud počátečnı́ stav druhého automatu byl zároveň koncovým (to znamená, že

do druhého jazyka patřilo slovo ε), pak do množiny koncových stavů výsledného

automatu zařadı́me také koncové stavy prvnı́ho původnı́ho automatu.

Přı́klad 2.7

Zřetězı́me jazyky těchto konečných automatů:

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
q2

a

A1 a b

↔ q0 q1 q2

← q1

q2 q0 q1

��
��

A
b

a
��
��

B

a

��
��
��
��

Ca

A2 a b

→ A A B

B C

← C C
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V automatu A1 (prvnı́m) jsou dva koncové stavy. Z nich budou vést nové přechody ke

stavům automatu A2 – ke všem stavům, do kterých vede přechod z počátečnı́ho stavu A.

��
��
q0 a

b

b a

��
��
q1

b

a

b
��
��

A
b

a
��
��

B

a

��
��
q2

a

��
��
��
��

Ca

a b

→ q0 q1, A q2, B

q1 A B

q2 q0 q1

A
�� ��A B

B C

← C C

Nynı́ obrátı́me pořadı́ zřetězovaných automatů. Musı́me brát v úvahu to, že počátečnı́

stav automatu, který je ted’ druhý v pořadı́, je zároveň koncovým stavem:

��
��

A
b

a
��
��

B

a

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
��
��

Ca

a

b ��
��
q2

a

a b

→ A A B

B C

← C C, q1 q2

q0
�� ��q1 q2

q1

q2 q0 q1

Úkol 2.5

1. Proved’te operaci zřetězenı́ jazyků následujı́cı́ch konečných automatů:

��
��

A
0

1 ��
��

B
1

0

��
��
��
��

C ��
��

D
1

0

��
��
��
��

E

1

2. Proved’te operaci zřetězenı́ jazyků následujı́cı́ch konečných automatů – nejdřı́v v po-

řadı́ podle zadánı́ (L(A1) ·L(A2)) a potom v opačném pořadı́ (L(A2) ·L(A1)). Sestrojte

také stavové diagramy.

A1 a b

→ q0 q0, q2 q1

← q1 q2

← q2 q2

A2 a b c

↔ q3 q4 q6

q4 q5

q5 q3

← q6
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2.3.3 Iterace (Kleeneho uzávěr)

Při iteraci zřetězujeme jazyk sám se sebou, a to 0×, 1×, 2×, . . . , a pak všechny výsledné

jazyky po zřetězenı́ sjednotı́me.

Přı́klad 2.8

Princip iterace jazyka si ukážeme na tomto konečném jazyce:

L1 = {abc, ba, cd}

Iteracı́ zı́skáme jazyk L = L∗
1:

L = { ε, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0×

abc, ba, cd, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1×

abcabc, abcba, abccd, baabc, baba, bacd, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2×

abcabcabc, abcabcba, abcabccd, abcbaabc, abcbaba, abcbacd, . . .} . . . . . . . 3×, . . .

Výsledkem iterace je vždy nekonečný jazyk obsahujı́cı́ prázdné slovo ε, i kdyby původnı́

jazyk L1 byl konečný.

Úprava konečného automatu při iteraci spočı́vá v těchto dvou krocı́ch:

• vytvořı́me nové přechody umožňujı́cı́ „návrat“ z koncových stavů na počátek výpočtu

(dalšı́ slovo z jazyka),

• počátečnı́ stav zařadı́me do množiny koncových stavů (pokud tam nebyl).

Nové přechody tedy povedou z původnı́ch koncových stavů, a to do všech stavů,

do kterých vede přechod z počátečnı́ho stavu. Princip je prakticky stejný jako u dřı́ve

probı́raných operacı́, kopı́rujeme počátky přechodů od počátečnı́ho stavu se zachovánı́m

jejich cı́le i označenı́ (signálu).

Přı́klad 2.9

Vytvořı́me iteraci jazyka následujı́cı́ho automatu:

��
��

A

2

1

0

��
��
��
��

B

2

1

��
��

C
0 ��

��
��
��

D

0 1 2

→ A A B C

← B D B

C D

← D

Koncové stavy jsou dva. Z každého přidáme přechody do všech stavů, do kterých

směřujı́ přechody z počátečnı́ho stavu, a potom počátečnı́ stav označı́me jako koncový (aby

automat přijı́mal také prázdné slovo ε).
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��
��
��
��

A

2

1

0 0

��
��
��
��

B

2

1
1

1,

2

��
��

C
0

2
��
��
��
��

D

0

0 1 2

↔ A
�� ��A B C

← B A D, B B, C

C D

← D A B C

Kdyby stav A už v původnı́m automatu

patřil do množiny koncových stavů, tak by

samozřejmě koncovým stavem zůstal.

Úkol 2.6

1. Zkonstruujte konečný automat jazyka, který je iteracı́ jazyka následujı́cı́ho automatu:

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
q2

a

A1 a b

↔ q0 q1 q2

← q1

q2 q0 q1

2. Zkonstruujte konečný automat jazyka, který je iteracı́ jazyka následujı́cı́ho automatu:

��
��

D
1

0

��
��
��
��

E

1 0 1

→ D D E

← E E

Pro výsledný automat také vytvořte třetı́ typ reprezentace – δ-funkci s plnou specifi-

kacı́.

2.3.4 Pozitivnı́ iterace

Pozitivnı́ iterace je podobná operace jako předchozı́, ale zatı́mco iterace znamená řetězenı́

0×, 1×, 2×, . . ., při pozitivnı́ iteraci začı́náme při řetězenı́ až 1×, 2×, . . .. Matematicky

můžeme zapsat:

Iterace: L∗ =
⋃

i≥0 Li

Pozitivnı́ iterace: L+ =
⋃

i≥1 Li
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Postup je stejný jako u iterace, ale pokud počátečnı́ stav původnı́ho automatu nepatřil

do množiny koncových stavů (tj. slovo ε nepatřilo do jazyka), nebude koncovým stavem

ani po úpravě automatu. Postup si ukážeme na stejném jazyce a automatu jako u iterace.

Přı́klad 2.10

Vytvořı́me pozitivnı́ iteraci jazyka následujı́cı́ho automatu:

��
��

A

2

1

0

��
��
��
��

B

2

1

��
��

C
0 ��

��
��
��

D

0 1 2

→ A A B C

← B D B

C D

← D

Přidáváme pouze nové přechody, počátečnı́ stav nebudeme zařazovat do množiny

koncových stavů:

��
��

A

2

1

0 0

��
��
��
��

B

2

1
1

1,

2

��
��

C
0

2
��
��
��
��

D

0

0 1 2

→ A
�� ��A B C

← B A D, B B, C

C D

← D A B C

Úkol 2.7

1. Zkonstruujte konečný automat jazyka, který je pozitivnı́ iteracı́ jazyka následujı́cı́ho

automatu:

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
q2

a

A1 a b

↔ q0 q1 q2

← q1

q2 q0 q1
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2. Zkonstruujte konečný automat jazyka, který je pozitivnı́ iteracı́ jazyka následujı́cı́ho

automatu:

��
��

D
1

0

��
��
��
��

E

1 0 1

→ D D E

← E E

2.3.5 Zrcadlový obraz (reverze)

Reverze je převrácenı́. Zrcadlový obraz slova sestrojı́me tak, že je zrcadlově „převrátı́me“,

tj. ze slova abcd zı́skáme slovo (abcd)R = dcba.

Zrcadlový obraz jazyka je jazyk obsahujı́cı́ všechna slova původnı́ho jazyka, ale pře-

vrácená. Operace zrcadlenı́ je sama k sobě inverznı́ – když slovo (nebo jazyk) revertujeme

dvakrát, dostáváme původnı́ slovo (jazyk). Zrcadlenı́ můžeme zapsat takto:

LR = {w | wR ∈ L}

Pokud budeme při reverzi pracovat s konečným automatem, předevšı́m převrátı́me

všechny cesty, které v automatu existujı́ (tj. převrátı́me všechny přechody) a zaměnı́me

počátečnı́ a koncové stavy.

Dále musı́me vyřešit jeden problém – počátečnı́ stav musı́ být vždy jen jeden, ale konco-

vých stavů může být obecně jakýkoliv počet. Proto rozlišı́me dva přı́pady – pokud původnı́

automat má jen jediný koncový stav, stačı́ postup naznačený v předchozı́m odstavci. Jestliže

však má vı́ce koncových stavů, musı́me zajistit, aby po reverzi existoval jen jediný počá-

tečnı́ stav. Proto vytvořı́me nový stav, který v sobě bude shrnovat vlastnosti původnı́ch

koncových stavů (resp. nových „počátečnı́ch“ stavů) týkajı́cı́ se přechodů, které z nich po

reverzi vycházejı́.

Pokud počátečnı́ stav původnı́ho automatu patřil do množiny koncových stavů, bude

koncovým stavem také počátečnı́ stav po reverzi.

Přı́klad 2.11

Provedeme operaci zrcadlenı́ jazyka tohoto konečného automatu:

��
��
��
��

q1 c

��
��
q0

a

b

��
��
q2

c

a

b

��
��
q3

a b c

→ q0 q1 q2

← q1 q1

q2 q3 q1

q3 q2
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Obrátı́me všechny přechody. Protože máme jen jediný koncový stav, stačı́ dále jen za-

měnit počátečnı́ a koncový stav. U tabulky se zaměňujı́ označenı́ řádků s obsahem buněk

na tomto řádku.

��
��
q1 c

��
��
��
��

q0

a

b

��
��
q2

c

a

b

��
��
q3

a b c

← q0

→ q1 q0 q1, q2

q2 q0, q3

q3 q2

Přı́klad 2.12

Podı́váme se na složitějšı́ přı́pad – konečný automat s vı́ce koncovými stavy. Postup bude

podobný, ale navı́c řešı́me nutnost existence jediného počátečnı́ho stavu. Je dán tento ko-

nečný automat:

��
��

A
b

b
a

��
��
��
��

B

c

��
��

C
b ��

��
��
��

D a

a b c

→ A C B

← B D

C A, D

← D D

Jsou zde dva koncové stavy. Nejdřı́v přesměrujeme všechny přechody a označı́me nový

koncový stav, a až v druhém kroku (automat vpravo) vytvořı́me nový počátečnı́ stav

podobným postupem, jaký jsme použili napřı́klad u sjednocenı́ (tam šlo také o „simulaci“

– nahrazenı́ dvou počátečnı́ch stavů jediným).

��
��
��
��

A
b

b
a

��
��

B

c

��
��

C
b ��

��
D a

⇒

��
��
��
��

A
b

b
a

��
��

B

c

��
��

p

b
c

a
b

��
��

C
b ��

��
D a

a b c

→ p D A, C B

← A C

B A

C A

D D C B

Poslednı́ přı́pad, na který se podı́váme, je konečný automat s vı́ce koncovými stavy, kde

také počátečnı́ stav patřı́ do množiny koncových stavů.
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Přı́klad 2.13

Pro operaci zrcadlenı́ je dán tento konečný automat:

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
��
��

q1

b

��
��
q2

a

a b

↔ q0 q1 q2

← q1

q2 q0 q1

Narozdı́l od předchozı́ch přı́kladů budou ve výsledném automatu dva koncové stavy.

Stav q0 bude koncový, protože v původnı́m automatu je počátečnı́m stavem, a stav p bude

koncový, protože do jazyka původnı́ho automatu patřı́ slovo ε, jehož převrácenı́m je opět

slovo ε pro jeho rozpoznánı́ musı́ být počátečnı́ stav (tj. p) v množině koncových stavů.

��
��
��
��

q0 a

b

��
��
q1

b

��
��
��
��

p

a

a, b
��
��
q2

a

a b

↔ p q0, q2 q2

← q0 q2

q1 q0 q2

q2 q0

Úkol 2.8

1. Zkonstruujte konečný automat jazyka, který je reverzı́ (zrcadlovým obrazem) jazyka

následujı́cı́ho automatu:

��
��

D
1

0

��
��
��
��

E

1 0 1

→ D D E

← E E

2. Vytvořte konečný automat jazyka, který je reverzı́ jazyka následujı́cı́ho automatu. Pro

oba automaty (uvedený i ten, který vytvořı́te) sestrojte tabulku přechodů.

��
��
��
��

q0

a

b
��
��
��
��

q1

b

3. Vytvořte konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk L = {ε, tisk, tis, sı́to} tak, aby

jednotlivá slova jazyka byla rozpoznávaná koncovým stavem (tj. pro každé slovo

vlastnı́ koncový stav). Potom proved’te reverzi tohoto automatu.
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4. Vytvořte zrcadlový obraz jazyka tohoto konečného automatu (má jediný koncový

stav, který je zároveň počátečnı́m stavem):

a b

↔ q0 q1 q2

q1 q2

q2 q2 q0

2.3.6 Průnik

Když vytvářı́me konečný automat pro průnik dvou jazyků pomocı́ automatů, které je

rozpoznávajı́, tak vlastně simulujeme (paralelně) činnost obou těchto automatů. Po přečtenı́

každého signálu ze vstupu provedeme jeden krok v obou automatech zároveň.

Ve výsledném automatu jsou proto stavy uspořádanými dvojicemi stavů z prvnı́ho

a druhého původnı́ho automatu.

Přı́klad 2.14

Sestrojı́me konečný automat rozpoznávajı́cı́ průnik jazyků následujı́cı́ch dvou automatů:

��
��
q0 b

a

��
��
q1 b

b

��
��
��
��

q2

a

b
��
��
q3 ��

��
p0

a

a
��
��
p1 a

b

��
��
p2

b

��
��
p3 b

��
��
��
��

p4

��
��
q0 b

a

��
��
q1 b

b

��
��
��
��

q2

a

b
��
��
q3

��
��
p0

a

a
��
��
p1 a

b

��
��
p2

b

��
��
p3 b ��

��
��
��

p4

Nejdřı́v si vyznačı́me průběh „simu-

lace“. Nenı́ to nutné (a u složitějšı́ho auto-

matu je to prakticky neproveditelné), ale

na diagramu lépe pochopı́me paralelnost

obou zpracovánı́ téhož slova (červeně jsou

spojeny stavy, ve kterých jsou automaty

ve stejném kroku zpracovánı́ slova) – ob-

rázek vpravo.

Napřı́klad pro slovo abbabab paralelně

procházı́me dvojicemi stavů [q0, p0], pak

[q0, p1], [q1, p1], [q2, p1], [q3, p2], [q2, p0], dále

[q3, p3] a [q2, p4].
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Protože by bylo hodně náročné (a také nedeterministické a těžko naprogramovatelné)

takto vyhledávat všechny dvojice stavů, ve kterých se nacházı́ výpočet v obou automatech

ve stejném kroku, použijeme jinou (trochu „otrockou“) metodu:

• jako množinu stavů použijeme množinu všech uspořádaných dvojic, kde prvnı́ prvek

je stav prvnı́ho automatu a druhý prvek je stav druhého automatu,

• vytvořı́me δ-funkci nebo tabulku přechodů, ve které zachytı́me společné přechody

na stejný signál v obou automatech,

• odstranı́me nepotřebné stavy.

Počátečnı́m stavem bude uspořádaná dvojice obsahujı́cı́ počátečnı́ stavy obou původnı́ch

automatů, koncové stavy budou všechny uspořádané dvojice, ve kterých jsou oba původnı́

stavy koncovými.

Jednoduššı́ je využitı́ tabulky přechodů. Podle tabulek původnı́ch automatů vytvořı́me

tabulku pro výsledný automat (kombinace řádků ve stejném sloupci).

a b

→ q0 q0 q1

q1 q1, q2

← q2 q3

q3 q2

a b

→ p0 p1, p3

p1 p2 p1

p2 p0

p3 p4

← p4

Tabulka přechodů výsledného konečného automatu má 4 · 5 = 20 řádků:

a b

→ [q0, p0] [q0, p1], [q0, p3]

[q0, p1] [q0, p2] [q1, p1]

[q0, p2] [q1, p0]

[q0, p3] [q1, p4]

[q0, p4]

[q1, p0]

[q1, p1] [q1, p1], [q2, p1]

[q1, p2] [q1, p0], [q2, p0]

[q1, p3] [q1, p4], [q2, p4]

[q1, p4]

(pokračovánı́) a b

[q2, p0] [q3, p1], [q3, p3]

[q2, p1] [q3, p2]

[q2, p2]

[q2, p3]

← [q2, p4]

[q3, p0]

[q3, p1] [q2, p1]

[q3, p2] [q2, p0]

[q3, p3] [q2, p4]

[q3, p4]

Nynı́ odstranı́me nepotřebné (tj. nedosažitelné a nadbytečné) stavy tak, jak jsme se učili

v předchozı́ch kapitolách, obsah množin je průběžně třı́děn pro usnadněnı́ porovnávánı́.

S0 = {[q0, p0]}

S1 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p3]}
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S2 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p3], [q0, p2], [q1, p1], [q1, p4]}

S3 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p1], [q1, p4], [q1, p0], [q2, p1]}

S4 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p1], [q1, p4], [q2, p1], [q3, p2]}

S5 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p1], [q1, p4], [q2, p1], [q3, p2], [q2, p0]}

S6 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p1], [q1, p4], [q2, p0], [q2, p1], [q3, p2], [q3, p1],

[q3, p3]}
S7 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p1], [q1, p4], [q2, p0], [q2, p1], [q3, p1], [q3, p2],

[q3, p3], [q2, p4]}
S8 = {[q0, p0], [q0, p1], [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p1], [q1, p4], [q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p1],

[q3, p2], [q3, p3]} = S7

Odstranili jsme stavy [q0, p4], [q1, p2], [q1, p3], [q2, p2], [q2, p3], [q3, p0], [q3, p4], které jsou nedo-

sažitelné z počátečnı́ho stavu. Dále pracujeme s touto tabulkou přechodů:

a b

→ [q0, p0] [q0, p1], [q0, p3]

[q0, p1] [q0, p2] [q1, p1]

[q0, p2] [q1, p0]

[q0, p3] [q1, p4]

[q1, p0]

[q1, p1] [q1, p1], [q2, p1]

[q1, p4]

[q2, p0] [q3, p1], [q3, p3]

[q2, p1] [q3, p2]

← [q2, p4]

[q3, p1] [q2, p1]

[q3, p2] [q2, p0]

[q3, p3] [q2, p4]

Odstranı́me nadbytečné symboly (ze kterých neexistuje cesta do koncového stavu):

E0 = {[q2, p4]}

E1 = {[q2, p4], [q3, p3]}

E2 = {[q2, p4], [q3, p3], [q2, p0]}

E3 = {[q2, p0], [q2, p4], [q3, p3], [q3, p2]}

E4 = {[q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p2], [q3, p3]}

E5 = {[q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p2], [q3, p3], [q1, p1], [q3, p1]}

E6 = {[q1, p1], [q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p1], [q3, p2], [q3, p3], [q0, p1]}

E7 = {[q0, p1], [q1, p1], [q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p1], [q3, p2], [q3, p3], [q0, p0]}

E8 = {[q0, p0], [q0, p1], [q1, p1], [q2, p0], [q2, p1], [q2, p4], [q3, p1], [q3, p2], [q3, p3]} = E7

Po odstraněnı́ stavů [q0, p2], [q0, p3], [q1, p0], [q1, p4] dostáváme tuto tabulku přechodů

(s původnı́m označenı́m stavů a po přeznačenı́ na pı́smena):
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a b

→ [q0, p0] [q0, p1]

[q0, p1] [q1, p1]

[q1, p1] [q1, p1], [q2, p1]

[q2, p0] [q3, p1], [q3, p3]

[q2, p1] [q3, p2]

← [q2, p4]

[q3, p1] [q2, p1]

[q3, p2] [q2, p0]

[q3, p3] [q2, p4]

a b

→ A B

B C

C C, E

D G, K

E H

← F

G E

H D

K F

Stavový diagram (stavy jsou přeznačené):

��
��

A
a

��
��

B
b

��
��

C
b

b
��
��

E
a

b

��
��

H

b

��
��

G
a ��

��
D

a ��
��

K
b ��

��
��
��

F

Úkol 2.9

1. Vytvořte deterministické konečné automaty pro jazyky L1 = {if, then, else} a L2 = {if,

iff, elif}, v každém z automatů stačı́ jediný koncový stav pro všechna slova daného

jazyka. Potom pomocı́ automatů vytvořte průnik těchto jazyků.

2. Sestrojte konečný automat, který je průnikem jazyků následujı́cı́ch automatů (pra-

cujte s tabulkami přechodů). Odstraňte všechny nedosažitelné a nadbytečné stavy

a sestrojte stavový diagram.

0 1

→ A B A

← B C

C D

D B

0 1

→ E F

F F H

← H H H

Pro kontrolu: po odstraněnı́ nepotřebných stavů by měl automat mı́t osm stavů, z toho

jeden koncový, jeden cyklus přes jeden stav a jeden cyklus přes tři stavy.
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2.3.7 Homomorfismus

Homomorfismus je takové zobrazenı́, které

• zachovává neutrálnı́ prvek (tj. u řetězců prázdný řetězec ε zobrazı́ opět na ε)

• zachovává zobrazenı́ operace, pro kterou je definován (u řetězců jde o zřetězenı́, tj.

h(a · b) = h(a) · h(b))

• výsledkem zobrazenı́ prvku (signálu, znaku) je vždy řetězec (u substituce, což je

zobecněnı́ homomorfismu, je výsledkem zobrazenı́ množina řetězců).

Když konstruujeme konečný automat homomorfismu pro některý jazyk, využı́váme

plně způsobu definice daného homomorfismu – pokud je v předpisu tohoto zobrazenı́

napřı́klad h(a) = xyz, tj. znak a má být zobrazen na řetězec xyz, vezmeme postupně

všechny přechody označené znakem a a nahradı́me je cestami rozpoznávajı́cı́mi slovo xyz.

Každá z těch cest musı́ být samozřejmě samostatná, vždy jeden konkrétnı́ přechod označený

signálem a nahradı́me jednou samostatnou cestou pro xyz.

Přı́klad 2.15

Podle následujı́cı́ho automatu sestrojte konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk podle zada-

ného homomorfismu.

a b c

↔ q0 q1

q1 q2 q1

← q2 q2

Homomorfismus:

h(a) = df,

h(b) = ffd,

h(c) = d
��
��
��
��

q0 a
��
��
q1 a
b

��
��
��
��

q2

c

Po úpravě vypadá konečný automat následovně:

d f

↔ q0 q5

q1 q6 q3

← q2 q2

q3 q4

q4 q1

q5 q1

q6 q2

Původnı́ abeceda:

Σ1 = {a, b, c}

Nová abeceda:

Σ2 = {d, f}

��
��
q3 f

��
��
q4

��
��
��
��

q0

d f ��
��
q1

d f

f d

��
��
��
��

q2

d

��
��
q5 ��

��
q6

Jazyk rozpoznávaný původnı́m automatem je L = {ε} ∪ {abiacj | i, j ≥ 0}, po úpravě

dostáváme automat rozpoznávajı́cı́ jazyk h(L) = {ε} ∪ {df(ffd)idfdj | i, j ≥ 0}.
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Úkol 2.10

Je dán konečný automat A s jazykem L = L(A) a homomorfismy h1 a h2.

h1(a) = 01

h1(b) = 110

h1(c) = 1

h2(a) = dd

h2(b) = g

h3(c) = dg

a b c

→ q0 q1 q2

← q1 q1

q2 q3 q1

q3 q2

��
��
��
��

q1 c

��
��
q0

a

b

��
��
q2

c

a

b

��
��
q3

Zjistěte jazyky h1(L) a h2(L) a vytvořte také konečné automaty pro tyto jazyky (úpravou

automatu A). Jazyk automatu A je L(A) = {aci | i ≥ 0} ∪ {b(ab)iccj | i, j ≥ 0}.

Dále pro výsledné automaty sestrojte jejich δ-funkci včetně plné specifikace, nezapo-

meňte na změnu abecedy.



Kapitola 3
Regulárnı́ výrazy

3.1 Úpravy regulárnı́ch výrazů

Pro operace použı́vané v regulárnı́ch výrazech platı́ podobná pravidla jako pro operace

v aritmetických výrazech. Napřı́klad operátory · a + jsou komutativnı́, asociativnı́ a dis-

tributivnı́. Prvky ∅ a ε plnı́ v regulárnı́ch výrazech podobnou roli jako v aritmetice nula

a jednička. Těchto vlastnostı́ lze využı́t při úpravách složitějšı́ch regulárnı́ch výrazů.

Přı́klad 3.1

∅+ a = a

ε · a = a

ε∗ = ε

ab+ c = c+ ab = c+ ba

a(b+ c) = ab+ ac

ab∗ + ab = a(b∗ + b) = ab∗

ab∗ + a(c+ d) = a(b∗ + c+ d)

(a∗b∗)∗ = (ab∗)∗ = {a, b}∗ = (a+ b)∗

(a+ ε)∗ = a∗

(a+ ε) · a∗ = a∗

bb∗ + ε = b∗

a(ba)∗b = ab(ab)∗ = (ab)∗ab

a+ (cb)∗a = (ε+ (cb)∗) a = (cb)∗a

aba+ (ab)∗a = ((ab) + (ab)∗)a = (ab)∗a

Úkol 3.1

Zjednodušte tyto regulárnı́ výrazy:

• ab∗ + a∗(a+ ε)

• a∗b(ab)∗ + a∗b(ab)∗bb∗

• a+ bc(bc)∗a

• a∗ + b(a+ ε) · ∅

• a∗ + a{a, b}∗b∗

• (ab)∗abaa∗ + ab(ab)∗a∗

• {a, b}∗ba+ (ab)∗ba

• 01(01)∗0 + 0∗(10)∗

• 01(01)∗0+0∗(10)∗{0, 1}∗

34
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3.2 Sestrojenı́ konečného automatu podle regulárnı́ho výrazu

Při sestrojenı́ konečného automatu podle zadaného regulárnı́ho výrazu využı́váme vztahu

mezi prvky regulárnı́ho výrazu (+, ·, ∗) a operacemi nad množinami řetězců ∪, ·, ∗). V před-

chozı́ kapitole jsme se naučili pracovat s regulárnı́mi operacemi (sjednocenı́, zřetězenı́

a iteraci) a tyto postupy použijeme také zde.

Přı́klad 3.2

Sestrojı́me konečný automat pro regulárnı́ výraz a∗b + (b∗a + bbc)∗. Postupně vytvořı́me

konečné automaty pro jednotlivé podvýrazy a zároveň je zjednodušı́me.

REG1 = a REG2 = b

��
��

0
a

��
��
��
��

1 ��
��

2
b

��
��
��
��

3

REG3 = (REG1)
∗ = a∗ REG4 = (REG3 ·REG2) = a∗b

��
��
��
��

0
a

��
��
��
��

1

a

��
��

1

a

b
��
��
��
��

4

REG5 = ((REG2)
∗ ·REG1) = b∗a REG6 = bbc

��
��

3

b

a
��
��
��
��

5 ��
��

6
b

��
��

7
b

��
��

8
c

��
��
��
��

9

REG7 = (REG5 +REG6) = b∗a+ bbc

��
��

3

b

a
��
��
��
��

5

��
��

10

b
a

b

��
��

6
�

��

@
@@ b

��
��

7
b

��
��

8
c

��
��
��
��

9
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REG8 = (REG7)
∗ = (b∗a+ bbc)∗

��
��

3

b

a
��
��
��
��

5

ab

b

��
��
��
��

10

b
a

b

��
��

7
b

��
��

8
c

��
��
��
��

9

ab

b

Výsledný automat: REG9 = (REG4 +REG8) = a∗b+ (b∗a+ bbc)∗

��
��

1

a

b
��
��
��
��

4

��
��

11

a

b a

b

b

��
��

3

b

a
��
��
��
��

5

ab

b

��
��
��
��

10
�

��

@
@@

b
a

b

��
��

7
b

��
��

8
c

��
��
��
��

9

ab

b

a b c

→ 11 1, 5 3, 4, 7

1 1 4

3 5 3

← 4

← 5 5 3, 7

7 8

8 9

← 9 5 3, 7

Stav 10 je nedosažitelný z počátečnı́ho stavu, proto může být odstraněn (v tabulce

vpravo se již nenacházı́).

Úkol 3.2

Sestrojte konečné automaty podle těchto regulárnı́ch výrazů:

• (a+ b∗) · b∗

• a · (b+ (ab)∗) + b

• (01 + 10)∗10∗

• (abc)∗ · a · (ba+ c)
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3.3 Vytvořenı́ regulárnı́ho výrazu podle konečného automatu

Pokud máme zjistit jazyk rozpoznávaný zadaným konečným automatem, obvykle vytvá-

řı́me regulárnı́ výraz (který pak můžeme převést do množinové reprezentace). Postupujeme

takto:

1. Pokud je to nutné, přeznačı́me stavy (tak, aby byly označeny čı́sly od 1).

2. Jako bázi rekurze (indukce) použijeme přı́mé cesty mezi dvěma stavy, na kterých se

nenacházı́ žádný dalšı́ stav (tj. přechody); značı́me je R0ij a dokážeme je jednoduše

zjistit přı́mo z automatu (v jakékoliv reprezentaci), napřı́klad:

a b

. . .

i i, j p

j p

p j j, p

. . .

��
��

i
a

a

b
��
��

j
a, b

a ��
��

p

b
R0ii = a+ ε

R0ij = a

R0ip = b

R0ji = ∅

R0jj = ε

R0jp = a

R0pi = ∅

R0pj = a+ b

R0pp = b+ ε

3. Indukcı́ budeme postupně cesty prodlužovat (spojovat). Vytvářı́me množiny Rk
ij – je

to regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ cestě ze stavu i do stavu j vedoucı́ pouze přes stavy

označené maximálně čı́slem k. Postupujeme podle vzorce:

Rk
ij = Rk−1

ij +
(

Rk−1
ik · (Rk−1

kk )
∗ ·Rk−1

kj

)

Použı́váme výhradně množiny zjištěné v předchozı́m kroku (k − 1).

4. Postupujeme až k množinám s hornı́m indexem rovným počtu stavů (tj. v poslednı́m

kroku vytvořı́me množiny pro cesty mezi stavy, které vedou přes jakékoliv stavy bez

omezenı́). V poslednı́m kroku nenı́ třeba vypracovat množiny pro všechny kombinace

stavů (dolnı́ index), ale pouze pro cesty z počátečnı́ho stavu do koncových stavů.

5. Výsledný regulárnı́ výraz je součet (tedy sjednocenı́) regulárnı́ch výrazů odpovı́dajı́-

cı́ch cestám z počátečnı́ho stavu do jednotlivých koncových stavů.

Přı́klad 3.3

Zjistı́me regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ jazyku rozpoznávanému následujı́cı́m automatem:

��
��

1
b

a

a

��
��
��
��

2
b

��
��
��
��

3

b a b

→ 1 1 2

← 2 1 3

← 3 3

Nejdřı́v vytvořı́me množiny R0ij – regulárnı́ výrazy pro nejkratšı́ cesty bez mezistavů.
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R011 = a+ ε

R012 = b

R013 = ∅

R021 = a

R022 = ε

R023 = b

R031 = ∅

R032 = ∅

R033 = b+ ε

Hornı́ index znamená maximálnı́ čı́slo stavu, přes který může vést cesta mezi stavy

uvedenými v dolnı́m indexu (omezenı́ z hornı́ho indexu se netýká okrajových stavů cesty).

Napřı́klad R213 je regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ cestě ze stavu 1 do stavu 3 takové, že vede

přes stavy s čı́slem maximálně 2, tedy přes stavy 1 a 2. Hornı́ index budeme postupně

zvyšovat.

V prvnı́m kroku se setkáme se vztahem (a+ ε)∗ = a∗ a dále (a+ ε) · a∗ = a∗.

R111= (a+ε)+(a+ε) · (a+ε)∗ · (a+ε) =

= a+ ε+ a∗ = a∗

R112 = b+ (a+ ε) · (a+ ε)∗ · b = b+ a∗b = a∗b

R113 = ∅+ (a+ ε) · (a+ ε)∗ · ∅ = ∅

R121 = a+a · (a+ε)∗ · (a+ε) = a+aa∗ = aa∗

R122 = ε+ a · (a+ ε)∗ · b = ε+ aa∗b

R123 = b+ a · (a+ ε)∗ · ∅ = b

R131 = ∅+ ∅ · (a+ ε)∗ · (a+ ε) = ∅

R132 = ∅+ ∅ · (a+ ε)∗ · b = ∅

R133 = (b+ ε) + ∅ · (a+ ε)∗ · ∅ = b+ ε

V druhém kroku budeme hodně použı́vat vztah (ε+ aa∗b)∗ = (aa∗b)∗.

R211 = a∗ + a∗b · (ε+ aa∗b)∗ · aa∗ = a∗ + a∗b(aa∗b)∗aa∗

R212 = a∗b+ a∗b · (ε+ aa∗b)∗ · (ε+ aa∗b) = a∗b+ a∗b(aa∗b)∗ = a∗b(aa∗b)∗

R213 = ∅+ a∗b · (ε+ aa∗b)∗ · b = a∗b(aa∗b)∗b

R221 = aa∗ + (ε+ aa∗b) · (ε+ aa∗b)∗ · aa∗ = (aa∗b)∗aa∗

R222 = ε+ aa∗b+ (ε+ aa∗b) · (ε+ aa∗b)∗ · (ε+ aa∗b) = (aa∗b)∗

R223 = b+ (ε+ aa∗b) · (ε+ aa∗b)∗ · b = (aa∗b)∗b

R231 = ∅+ ∅ · (ε+ aa∗b)∗ · aa∗ = ∅

R232 = ∅+ ∅ · (ε+ aa∗b)∗ · (ε+ aa∗b) = ∅

R233 = b+ ε+ ∅ · (ε+ aa∗b)∗ · b = b+ ε

Protože máme pouze tři stavy, třetı́ krok je poslednı́. Zde nenı́ třeba vypočı́távat výrazy

přes všechny dvojice stavů. Potřebujeme pouze ty cesty, které vedou z počátečnı́ho stavu do

některého koncového. V automatu jsou dva koncové stavy, dostaneme tedy dva regulárnı́

výrazy.

R312 = a∗b(aa∗b)∗ + a∗b(aa∗b)∗b · (b+ ε)∗ · ∅ = a∗b(aa∗b)∗

R313= a∗b(aa∗b)∗b+ a∗b(aa∗b)∗b · (b+ ε)∗ · (b+ ε) = a∗b(aa∗b)∗b+ a∗b(aa∗b)∗b · b∗ =

= a∗b(aa∗b)∗b · (ε+ b∗) = a∗b(aa∗b)∗bb∗

Výsledkem je regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ jazyku rozpoznávanému daným automatem:

R = R312 +R313 =

= a∗b(aa∗b)∗ + a∗b(aa∗b)∗bb∗ = a∗b(aa∗b)∗ · (ε+ bb∗) = a∗b(aa∗b)∗b∗
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Přı́klad 3.4

Zjistı́me regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ jazyku rozpoznávanému následujı́cı́m automatem:

��
��

1
b

a

a

��
��

2
b

��
��
��
��

3

a

a

��
��
��
��

4

a b

→ 1 4 2

2 3

← 3 3

← 4 3

Nejdřı́v vytvořı́me množiny R0ij :

R011 = ε

R012 = b

R013 = ∅

R014 = a

R021 = a

R022 = ε

R023 = b

R024 = ∅

R031 = ∅

R032 = ∅

R033 = a+ ε

R034 = ∅

R041 = ∅

R042 = ∅

R043 = a

R044 = ε

Ve čtyřech krocı́ch (čı́slo kroku je v hornı́m indexu) zjistı́me dalšı́ množiny:

R111 = ε+ ε · ε∗ · ε = ε

R112 = b+ ε · ε∗ · b = b

R113 = ∅+ε ·ε∗ · ∅ = ∅

R114 = a+ ε · a = a

R121 = a+ a · ε = a

R122 = ε+aεb = ε+ab

R123 = b+ ∅ = b

R124 = ∅+ aεa = aa

R131 = ∅

R132 = ∅

R133 = a+ε+∅ = a+ε

R134 = ∅

R141 = ∅

R142 = ∅

R143 = a+ ∅ = a

R144 = ε+ ∅ = ε

R211 = ε+ b(ab)∗a = (ba)∗

R212 = b+ b(ab)∗(ε+ ab) = b(ab)∗

R213 = ∅+ b(ab)∗b = b(ab)∗b

R214 = a+ b(ab)∗aa = a+ ba(ba)∗a = (ba)∗a

R221 = a+ (ε+ ab)(ab)∗a = (ab)∗a

R222 = (ab)∗

R223 = b+ (ε+ ab)(ab)∗b = (ab)∗b

R224 = aa+ (ε+ ab)(ab)∗aa = (ab)∗aa

R231 = ∅+ ∅ = ∅

R232 = ∅

R233 = a+ ε+ ∅ = a+ ε

R234 = ∅

R241 = ∅

R242 = ∅

R243 = a+ ∅ = a

R244 = ε+ ∅ = ε

R311 = (ba)
∗ + ∅ = (ba)∗

R312 = b(ab)∗ + ∅ = b(ab)∗

R313 = b(ab)∗b+ b(ab)∗ba∗(a+ ε) = b(ab)∗ba∗

R314 = (ba)
∗a+ ∅ = (ba)∗a

R321 = (ab)∗a+ ∅ = (ab)∗a

R322 = (ab)∗ + ∅ = (ab)∗

R323 = (ab)∗b+ (ab)∗ba∗(a+ ε) = (ab)∗ba∗

R324 = (ab)∗aa+ ∅ = (ab)∗aa

R331 = ∅

R332 = ∅

R333 = a+ ε+ (a+ ε)a∗(a+ ε) = a∗

R334 = ∅

R341 = ∅

R342 = ∅

R343 = a+ aa∗(a+ ε) = aa∗

R344 = ε
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Ve čtvrtém kroku nás zajı́majı́ pouze cesty vedoucı́ z počátečnı́ho stavu do koncových

stavů:

R413 = b(ab)∗ba∗ + (ba)∗a · ε∗ · aa∗ = b(ab)∗ba∗ + (ba)∗aaa∗ = (ba)∗bba∗ + (ba)∗aaa∗

R414 = (ba)
∗a+ (ba)∗a · ε∗ · ε = (ba)∗a

Regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ jazyku zadaného automatu je

R = R413 +R414 =

= (ba)∗bba∗ + (ba)∗aaa∗ + (ba)∗a = (ba)∗(bba∗ + aaa∗ + a)

Úkol 3.3

Zjistěte regulárnı́ výraz odpovı́dajı́cı́ jazyku následujı́cı́ch konečných automatů:
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��

1

a

b

a

��
��

2

a

a

��
��
��
��

3

��
��

1
a

b
a

��
��
��
��

2

a

��
��
��
��

3b

3.4 Minimalizace a normovánı́ konečného automatu

3.4.1 Minimálnı́ konečný automat

Minimalizace konečného automatu je snı́ženı́ počtu stavů při rozpoznávánı́ téhož jazyka,

a to na úroveň absolutně nezbytnou vzhledem k rozpoznávanému jazyku. Účelem může být

samotné snı́ženı́ počtu stavů (napřı́klad z důvodu snadnějšı́ho naprogramovánı́ či snı́ženı́

složitosti automatu) a nebo zajištěnı́ porovnatelnosti dvou automatů.

Při minimalizaci automatu A s množinou stavů 1, 2, . . . , n postupujeme takto:

• automat A by měl být deterministický; pokud nenı́, převedeme ho do deterministic-

kého tvaru,

• podle automatu A s n stavy vytvořı́me n konečných automatů A1,A2, . . . ,An, které

jsou určeny téměř stejně (včetně přechodové funkce a koncových stavů) jako automat

A, lišı́ se pouze koncovým stavem – automat Ai má počátečnı́ stav i (1 ≤ i ≤ n),
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• postupem popsaným v předchozı́ kapitole zjistı́me regulárnı́ výrazy odpovı́dajı́cı́

všem automatům Ai vytvořeným v předchozı́m bodu, zde vlastně zjišt’ujeme nejdů-

ležitějšı́ charakteristiku cesty v grafu automatu z uzlu (stavu) i do koncových stavů,

• regulárnı́ výrazy vhodně upravı́me, aby byly snadno porovnatelné,

• pokud pro některé dva automaty Ai a Aj (i 6= j) vycházı́ stejný regulárnı́ výraz,

znamená to, že stavy i a j jsou rovnocenné (ekvivalentnı́) v základnı́ charakteristice

– na cestě z těchto dvou stavů jsou rozpoznávána tatáž slova (a žádná jiná, jde

o ekvivalenci), proto jeden z nich vlastně můžeme vyřadit, a to následovně (chceme

odstranit stav j a jeho funkci nahradit stavem i):

– nejdřı́v všechny přechody směřujı́cı́ do stavu j přesměrujeme do stavu i,

– pak můžeme stav j odstranit včetně všech přechodů, které z něho vycházejı́.

Přı́klad 3.5

Minimalizujeme následujı́cı́ konečný automat:

��
��

1
a

��
��

2
a

b

��
��
��
��

3

��
��

4b

a

a b

→ 1 2

2 3 4

← 3

4 3 4

Automat je deterministický, proto můžeme začı́t se zjišt’ovánı́m regulárnı́ch výrazů.

R011 = ε

R012 = a

R013 = ∅

R014 = ∅

R021 = ∅

R022 = ε

R023 = a

R024 = b

R031 = ∅

R032 = ∅

R033 = ε

R034 = ∅

R041 = ∅

R042 = ∅

R043 = a

R044 = b+ ε

R111 = ε

R112 = a

R113 = ∅

R114 = ∅

R121 = ∅

R122 = ε

R123 = a

R124 = b

R131 = ∅

R132 = ∅

R133 = ε

R134 = ∅

R141 = ∅

R142 = ∅

R143 = a

R144 = b+ ε

R211 = ε

R212 = a

R213 = aa

R214 = ab

R221 = ∅

R222 = ε

R223 = a

R224 = b

R231 = ∅

R232 = ∅

R233 = ε

R234 = ∅

R241 = ∅

R242 = ∅

R243 = a

R244 = b+ ε

R311 = ε

R312 = a

R313 = aa

R314 = ab

R321 = ∅

R322 = ε

R323 = a

R324 = b

R331 = ∅

R332 = ∅

R333 = ε

R334 = ∅

R341 = ∅

R342 = ∅

R343 = a

R344 = b+ ε
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Zajı́majı́ nás pouze cesty vedoucı́ z jednotlivých stavů do koncových stavů (což je jen

stav 3), proto zjistı́me pouze tyto regulárnı́ výrazy:

R413 = aa+ abb∗a = ab∗a

R423 = a+ bb∗a = b∗a

R433 = ε

R443 = a+ (b+ ε)b∗a = a+ b∗a = b∗a

Při porovnánı́ zjistı́me, že výrazy R423 a R443 se rovnajı́, proto jeden z nich můžeme

odstranit. Je jedno, který zvolı́me, jen nesmı́me zapomenout všechny přechody vedoucı́ do

rušeného stavu přesměrovat do ekvivalentnı́ho stavu.
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��

1
a

��
��

2
a

b

��
��
��
��

3

��
��

4b
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Přı́klad 3.6

Minimalizujeme následujı́cı́ konečný automat (počátečnı́ stav je prvkem množiny konco-

vých stavů):
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↔ 1 2 4

2 2 3

← 3 3 2

4 1 5

← 5 3 2

Protože v automatu je vı́ce stavů než u předchozı́ho a výpis všech pomocných množin

by byl nepřehledný, vypı́šeme pouze ty množiny, které nejsou prázdné (nemajı́ hodnotu ∅).

R011 = ε

R012 = a

R014 = b

R022 = a+ ε

R023 = b

R032 = b

R033 = a+ ε

R041 = a

R044 = ε

R045 = b

R052 = b

R053 = a

R055 = ε

R111 = ε

R112 = a

R114 = b

R122 = a+ ε

R123 = b

R132 = b

R133 = a+ ε

R141 = a

R142 = aa

R144 = ε+ ab

R145 = b

R152 = b

R153 = a

R155 = ε
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R211 = ε

R212 = aa∗

R213 = aa∗b

R214 = b

R222 = a∗

R223 = a∗b

R232 = ba∗

R233 = a+ ε+ ba∗b

R241 = a

R242 = aaa∗

R243 = aaa∗b

R244 = ε+ ab

R245 = b

R252 = ba∗

R253 = a+ ba∗b

R255 = ε

R311 = ε

R312 = aa∗ + aa∗(a+ ba∗b)∗ba∗

R313 = aa∗b(a+ ba∗b)∗

R314 = b

R322 = a∗ + a∗b(a+ ba∗b)∗ba∗

R323 = a∗b(a+ ba∗b)∗

R332 = (a+ ba∗b)∗ba∗

R333 = (a+ ba∗b)∗

R341 = a

R342 = aaa∗ + aaa∗b(a+ ba∗b)∗ba∗

R343 = aaa∗b(a+ ba∗b)∗

R344 = ε+ ab

R345 = b

R352 = ba∗

R353 = (a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗

R355 = ε

R411 = ε+ b(ab)∗a = (ba)∗

R412 = aa∗ + aa∗(a+ ba∗b)∗ba∗ + b(ab)∗(aaa∗ + aaa∗b(a+ ba∗b)∗ba∗)

R413 = aa∗b(a+ ba∗b)∗ + b(ab)∗aaa∗b(a+ ba∗b)∗ = (ε+ b(ab)∗a)(aa∗b(a+ ba∗b)∗) =

= (ba)∗aa∗b(a+ ba∗b)∗

R414 = b

R415 = b(ab)∗b = (ba)∗bb

R422 = a∗ + a∗b(a+ ba∗b)∗ba∗

R423 = a∗b(a+ ba∗b)∗

R432 = (a+ ba∗b)∗ba∗

R433 = (a+ ba∗b)∗

R441 = (ab)∗a

R442 = (ab)∗(aaa∗ + aaa∗b(a+ ba∗b)∗ba∗)

R443 = (ab)∗aaa∗b(a+ ba∗b)∗

R444 = (ab)∗

R445 = (ab)∗b

R452 = ba∗

R453 = (a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗

R455 = ε

V poslednı́m kroku se zaměřı́me pouze na cesty končı́cı́ v některém koncovém stavu (to

jsou stavy 1, 3 a 5), vypı́šeme i prázdné množiny.

R511 = (ba)
∗

R513 =(ba)
∗aa∗b(a+ ba∗b)∗+

+(ba)∗bb(a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗

R515 = (ba)
∗bb

R521 = ∅

R523 = a∗b(a+ ba∗b)∗

R525 = ∅
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R531 = ∅

R533 = (a+ ba∗b)∗

R535 = ∅

R541 = (ab)∗a

R543 =(ab)∗aaa∗b(a+ ba∗b)∗+

+(ab)∗b(a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗

R545 = (ab)∗b

R551 = ∅

R553 = (a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗

R555 = ε

Zbývá zjistit jazyky jednotlivých automatů A1,A2, . . . ,A5 (odlišujı́cı́ch se pouze svým

počátečnı́m stavem – 1, 2, . . . , 5):

L(A1) = L(A) = R511 +R513 +R515 =

= (ba)∗ + (ba)∗
(

aa∗b(a+ ba∗b)∗ + bb(a+ ba∗b)(a+ ba∗b)∗ + bb
)

=

= (ba)∗ + (ba)∗
(

aa∗b(a+ ba∗b)∗ + bb(a+ ba∗b)∗
)

=

= (ba)∗ + (ba)∗(aa∗b+ bb)(a+ ba∗b)∗

L(A2) = R521 +R523 +R525 = a∗b(a+ ba∗b)∗

L(A3) = R531 +R533 +R535 = (a+ ba∗b)∗

L(A4) = R541 +R543 +R545 = (ab)∗a+ (ab)∗aaa∗b(a+ ba∗b)∗ + (ab)∗b(a+ ba∗b)∗ =

= (ab)∗a+ (ab)∗(aaa∗b+ b)(a+ ba∗b)∗

L(A5) = R551 +R553 +R555 = (a+ ba∗b)∗

Jazyky L(A3) a L(A5) jsou stejné, proto jeden z těchto stavů můžeme odstranit.
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Úkol 3.4

1. Minimalizujte následujı́cı́ konečný automat:
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2. Následujı́cı́ (nedeterministický) konečný automat

• převed’te na deterministický (po převodu a odstraněnı́ nepotřebných stavů by

měl mı́t čtyři stavy),

• vhodně přeznačte stavy (čı́sla od 1) a určete jazyk tohoto konečného automatu,

• minimalizujte ho.
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b

aa
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ab

a b

→ 1 1, 2 3

← 2 1

3 1

Při úpravách regulárnı́ch výrazů lze využı́t napřı́klad těchto vztahů:

• b(ab)∗ = (ba)∗b

• (ab)∗a = a(ba)∗

• b(ab)∗a = (ba)∗ba

• ε+ b(ab)∗a = ε+ (ba)∗ba = (ba)∗

• ε+ (ba)∗aa∗b ((ba)∗aa∗b)∗ =

= ((ba)∗aa∗b)∗

Pozor, sice platı́ rovnost ε+ b∗a = b∗, ale napřı́klad regulárnı́ výrazy ε+ b∗ac∗ a b∗c∗

nejsou ekvivalentnı́!

3.4.2 Normovaný konečný automat

Účelem normovánı́ (čehokoliv) je uvést daný objekt (prvek, automat, atd.) do stavu s urči-

tými žádanými vlastnostmi, a to za účelem snadnějšı́ho prováděnı́ dalšı́ch operacı́ s tı́mto

objektem (napřı́klad porovnávánı́ nebo programovánı́).

Když normujeme konečný automat, chceme, aby měl vhodně označené stavy (tedy

normujeme označenı́ stavů) – stavy by měly být pojmenovány čı́sly od 1 a navı́c by jejich

označenı́ mělo být seřazeno.

Kromě vlastnı́ho označenı́ majı́ stavy jen jedinou dalšı́ charakteristiku – regulárnı́ výraz

odpovı́dajı́cı́ cestě z daného stavu do koncových stavů. Tuto charakteristiku použijeme pro

vytvořenı́ metriky při řazenı́ označenı́ stavů. Postupujeme takto:

• minimalizujeme konečný automat,

• pro každý stav určı́me regulárnı́ výraz cesty z tohoto stavu do koncových stavů,

• v regulárnı́ch výrazech najdeme nejmenšı́ slova,
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• stavy porovnáváme takto:

1. stav, jehož regulárnı́ výraz má kratšı́ nejmenšı́ slovo, dostane vyššı́ index než

stav s delšı́m nejmenšı́m slovem, napřı́klad stav s nejmenšı́m slovem ab bude

mı́t vyššı́ čı́slo v označenı́ než stav s nejmenšı́m slovem bba,

2. pokud dva stavy majı́ nejmenšı́ slova stejně dlouhá, pak zvolı́me navı́c dalšı́

metriku – abecedu, napřı́klad stav s nejmenšı́m slovem ab bude mı́t vyššı́ čı́slo

v označenı́ než stav s nejmenšı́m slovem bb,

3. pokud se nejmenšı́ slova dvou stavů shodujı́ (tj. předchozı́ metriky selhávajı́),

pak v regulárnı́ch výrazech těchto stavů hledáme druhé nejkratšı́ slovo a to

porovnáváme, pokud se opět shodujı́, hledáme třetı́, atd., dokud nenajdeme

rozdı́l.

Přestože poslednı́ uvedený způsob porovnánı́ může trvat hodně dlouho, u minimali-

zovaného automat je vždy konečný, protože regulárnı́ výrazy pro žádné dva stavy nejsou

ekvivalentnı́ (kdyby byly ekvivalentnı́, jeden z nich bychom vyřadili při minimalizaci).

Přı́klad 3.7

Seřadı́me následujı́cı́ regulárnı́ výrazy podle výše uvedených kritériı́.

Reg. výraz Nejkratšı́ slova Zjištěné pořadı́ Přidělený index

ba(ba)∗ ba, baba, bababa, . . . 8 3

aabb∗ aab, aabb, aabbb, . . . 10 1

ab(ab)∗ ab, abab, ababab, . . . 6 5

aaba∗ aab, aaba, aabaa, . . . 9 2

ab(ba)∗ ab, abba, abbaba, . . . 7 4

b∗aa∗b ab, aab, bab, aaab, baab, bbab, . . . 5 6

b∗(aa)∗b b, bb, aab, bbb, baab, aaaab, . . . 3 8

a∗b+ b∗a b, a, ab, ba, aab, aab, bba, . . . 2 9

ab+ ba ab, ba 4 7

(ab+ ba)∗ ε, ab, ba, abab, abba, baab, baba, . . . 1 10

Přı́klad 3.8

Znormujeme automat, který jsme zı́skali minimalizacı́ v přı́kladu 3.6 na straně 42.
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Využijeme také regulárnı́ výrazy pro jednotlivé stavy:

L(A1) = L(A) = R511 +R513 +R515 = (ba)
∗ + (ba)∗(aa∗b+ bb)(a+ ba∗b)∗

L(A2) = R521 +R523 +R525 = a∗b(a+ ba∗b)∗

L(A3) = R531 +R533 +R535 = (a+ ba∗b)∗

L(A4) = R541 +R543 +R545 = (ab)∗a+ (ab)∗(aaa∗b+ b)(a+ ba∗b)∗

Z těchto regulárnı́ch výrazů vybereme nejkratšı́ slova:

Stav Nejkratšı́ slova Nové označenı́ stavu

1 ab, bb, ba, aba, . . . 1

2 b, ba, ab, . . . 2

3 ε, a, bb, . . . 4

4 a, b, . . . 3

Stavy přeznačı́me a vše ostatnı́ zachováme. Po přeznačenı́ dostaneme tento konečný

automat:
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Úkol 3.5

1. Setřid’te podle výše zadaných kritériı́ následujı́cı́ch 16 regulárnı́ch výrazů:

• a(a+ b)a

• a(a+ b)∗a

• a(a+ b)∗b

• a∗(a+ b)a

• a∗(a+ b)a∗

• a∗b+ a

• a∗b

• b∗a

• (a∗b+ a)∗

• (a∗b+ b)∗

• (b∗a+ b)∗

• (b∗a+ b)∗

Pozor, může se stát, že některé dva regulárnı́ výrazy jsou ekvivalentnı́.

2. Podle konečného automatu v zadánı́ přı́kladu 3.4 na straně 39 dopočtěte zbývajı́cı́

množiny R4ij , minimalizujte tento automat a normujte ho.

3. Podle konečného automatu v zadánı́ přı́kladu 2.12 na straně 26 vytvořte všechny

potřebné množiny Rk
ij , minimalizujte (pokud nenı́ minimálnı́) a normujte ho.



Kapitola 4
Regulárnı́ gramatiky

4.1 Konečný automat podle regulárnı́ gramatiky

Pokud podle regulárnı́ gramatiky vytvářı́me konečný automat, tak vlastně tento konečný

automat simuluje generovánı́ svého vstupu v původnı́ gramatice. Jeden krok automatu

skládajı́cı́ se z načtenı́ signálu ze vstupu a přechodu do následujı́cı́ho stavu odpovı́dá

použitı́ jednoho pravidla v gramatice, a to takového, které generuje stejný terminál (signál).

Postupujeme takto:

• množinu terminálů gramatiky použijeme pro abecedu automatu,

• množinu neterminálů použijeme pro stavy,

• stav vytvořený ze startovacı́ho symbolu gramatiky bude počátečnı́m stavem,

• do množiny stavů také přidáme nový stav (obvykle značený X), který se stane kon-

covým,

• pokud je v jazyce generovaném gramatikou slovo ε, pak počátečnı́ stav automatu

bude také patřit do množiny koncových stavů, aby automat rozpoznával slovo ε,

• δ-funkci vytvořı́me podle pravidel gramatiky.

Přı́klad 4.1

Vytvořı́me konečný automat rozpoznávajı́cı́ jazyk generovaný touto gramatikou:

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) s těmito pravidly:

S → aS | bA

A→ aA | aB | a

B → bB | b

V gramatice nenı́ žádné ε-pravidlo (tj. pravidlo, na jehož pravé straně je řetězec ε),

proto počátečnı́ stav nebude patřit do množiny koncových stavů (tato množina bude jed-

48
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noprvková). Jako abecedu použijeme množinu terminálů, stavy vytvořı́me z neterminálů

a přidáme jeden koncový stav X .

Přechody tvořı́me podle pravidel gramatiky – napřı́klad podle pravidla A → aB při-

dáme do δ-funkce δ(A, a) ∋ B. Postup je dobře vidět na δ-funkci:

A = ({S, A, B, X}, {a, b}, δ, S, {X})

δ(S, a) = {S} podle S → aS

δ(S, b) = {A} podle S → bA

δ(A, a) = {A, B, X} podle A→ aA | aB | a

δ(B, b) = {B, X} podle B → bB | b

Podobně sestrojı́me stavový diagram a tabulku přechodů:
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X

a b

→ S S A

A A, B, X

B B, X

← X

Jazyk generovaný gramatikou a rozpoznávaný automatem je

L(G) = L(A) = a∗ba∗a(ε+ b∗b)

Přı́klad 4.2

Narozdı́l od předchozı́ho přı́kladu zde máme gramatiku s ε-pravidlem:

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S), v množině P jsou pravidla

S → bA | ε

A→ aB | a

B → bA | b

V jazyce generovaném gramatikou je také prázdné slovo ε a toto slovo musı́ přijı́mat

i konečný automat, který vytvořı́me. To lze zajistit pouze tak, že počátečnı́ stav automatu

přidáme do množiny koncových stavů.

A = ({S, A, B, X}, {a, b}, δ, S, {S, X})

δ(S, b) = {A}

δ(A, a) = {B, X}

δ(B, b) = {A, X}
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Jazyk generovaný gramatikou a rozpoznávaný automatem je

L(G) = L(A) = ε+ b(ab)∗a+ b(ab)∗ab = ε+ b(ab)∗a(ε+ b)

Úkol 4.1

Podle následujı́cı́ch gramatik sestrojte ekvivalentnı́ konečný automat (tj. rozpoznávajı́cı́

jazyk generovaný touto gramatikou).

G1 = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aS | bS | cA

A→ aA | cB | a

B → bB | cA | b

G2 = ({A, B, C}, {0, 1}, P, A)

A→ 0B | 1C | ε

B → 0C | 1C

C → 1B | 0

G3 = ({R, Y, Z, W}, {a, b, c}, P, R)

R→ aR | bR | cZ

Y → cR | aY | b

Z → aY | aW

W → bR | b

G4 = ({S, A, B, C}, {0, 1, 2}, P, S)

S → 0A | 1B | 2C | ε

A→ 0B | 0

B → 1C | 1

C → 2A

4.2 Regulárnı́ gramatika podle konečného automatu

Při zjišt’ovánı́ gramatiky generujı́cı́ tentýž jazyk, který je rozpoznáván zadaným konečným

automatem, je nejjednoduššı́ obrátit postup, který jsme použili pro vytvořenı́ automatu

podle gramatiky.

Když jsme sestrojili konečný automat podle regulárnı́ gramatiky, automat měl vždy tyto

vlastnosti:

• pokud v jazyce generovaném gramatikou nenı́ slovo ε, pak

– existuje jediný koncový stav (nově přidaný), obvykle pojmenovaný X ,

– ze stavu X nevede žádný přechod (tj. když se výpočet dostane do koncového

stavu, nelze dále pokračovat).

• pokud v jazyce generovaném gramatikou je slovo ε, pak

– kromě nově přidaného koncového stavu X je v množině koncových stavů i po-

čátečnı́ stav,

– ze stavu X nevede žádný přechod,

– do počátečnı́ho stavu nevede žádný přechod (ekvivalent k faktu, že pokud v gra-

matice máme pravidlo S → ε, pak se symbol S nesmı́ vyskytovat na pravé straně

žádného pravidla).
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Abychom tedy mohli použı́t opačný postup k postupu předchozı́mu, musı́me zadaný

automat nejdřı́v upravit do tvaru odpovı́dajı́cı́ho výše uvedeným požadavkům. Úprava

spočı́vá v těchto krocı́ch (jejich pořadı́ je důležité):

1. Jestliže počátečnı́ stav patřı́ do množiny koncových stavů a zároveň do tohoto stavu

vede některý přechod:

• vytvořı́me nový počátečnı́ stav (také zařadı́me do množiny koncových stavů),

do kterého nebudou vést žádné přechody, ale z něho budou vést tytéž přechody

jako z původnı́ho počátečnı́ho stavu,

• původnı́ počátečnı́ stav zůstane v množině koncových stavů.

2. Pokud je v množině koncových stavů vı́ce než jeden stav (přı́padně kromě počátečnı́ho

stavu, toho se tento bod netýká):

• vytvořı́me nový koncový stav X (nebo jinak označený),

• ze stavu X nepovede žádný přechod, ale do tohoto stavu povedou tytéž pře-

chody, které vedou do původnı́ch koncových stavů,

• původnı́ koncové stavy sice v automatu necháme, ale vyřadı́me je z množiny

koncových stavů (netýká se počátečnı́ho stavu).

3. Jestliže z koncového stavu vedou přechody, problém vyřešı́me stejně jako v předcho-

zı́m bodě.

Přı́klad 4.3

Nejdřı́v si ukážeme jednoduššı́ přı́pad – konečný automat odpovı́dajı́cı́ uvedeným poža-

davkům.

��
��
q0

a

b
��
��
q1

a

b

��
��
��
��

q2

Jak vidı́me, stav q2 zde vlastně zastupuje stav X podle

předchozı́ho postupu. To znamená, že v gramatice bude

množina neterminálů dvouprvková – {q0, q1}, ze stavu

q2 žádný neterminál nevytvořı́me a pravidla, která s nı́m

souvisejı́, budou sloužit k ukončenı́ generovánı́ slova.

Můžeme také přejmenovat neterminály.

a b

→ q0 q1 q2

q1 q2 q1

← q2

G = ({q0, q1}, {a, b}, P, q0)

q0 → aq1 | b

q1 → a | bq1

G = ({A, B}, {a, b}, P, A)

A→ aB | b

B → a | bB

Gramatika, kterou jsme vytvořili, generuje jazyk L(G) = ab∗a + b, což je také jazyk

rozpoznávaný zadaným automatem.
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Přı́klad 4.4

Vytvořı́me regulárnı́ gramatiku generujı́cı́ jazyk tohoto automatu:

��
��
S

a

b

��
��
��
��

A
a

��
��
��
��

B

bc

��
��
C

Tento automat má dva koncové stavy, z nichž žádný

nenı́ počátečnı́, proto musı́me redukovat počet konco-

vých stavů. Navı́c z obou koncových stavů vycházejı́

přechody, to je dalšı́ důvod pro transformaci.

Vytvořı́me stav X , do kterého nasměrujeme všechny

přechody mı́řı́cı́ do původnı́ch koncových stavů. Stav X

pak bude jediným koncovým stavem. Po úpravě sestrojı́me regulárnı́ gramatiku stejně jako

u předchozı́ho přı́kladu.

��
��
S

a

a

b

��
��
A

a

a

��
��
B

bc

��
��
��
��

X
c ��

��
C

a b c

→ S A, X S

A B, X

B C

C A, X

← X

G = ( {S, A, B, C},

{a, b, c}, P, S)

S → aA | a | bS

A→ aB | a

B → bC

C → cA | c

Jazyk generovaný gramatikou je L(G) = b∗a(abc)∗(ε+ a).

Přı́klad 4.5

Následujı́cı́ automat nemusı́me upravovat, můžeme přı́mo napsat regulárnı́ gramatiku –

startovacı́ symbol patřı́ do množiny koncových stavů, ale do něho nevede žádný přechod.
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��
��

S
1

��
��
A

0

1
��
��
��
��

B

0 1

↔ S A

A A B

← B

G = ({S, A}, {0, 1}, P, S)

S → 1A | ε

A→ 0A | 1

Generovaný (rozpoznávaný) jazyk je L(G) = 10∗1.

Přı́klad 4.6

��
��
��
��

S

0

1
��
��
A

0
��
��
��
��

B

V poslednı́m přı́kladu si ukážeme převod automatu,

jehož počátečnı́ stav je zároveň stavem koncovým a ve-

dou do něho přechody.

Nejdřı́v automat upravı́me. Přidáme nový (počátečnı́) stav C, který také bude patřit do

množiny koncových stavů (aby automat mohl rozpoznat prázdné slovo ε) – tento stav bude
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využit pouze na začátku výpočtu. Potom přidáme nový koncový stav X , který využijeme

na konci každého výpočtu. Původnı́ koncové stavy (kromě počátečnı́ho stavu C vyřadı́me

z množiny koncových stavů.
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C
0

��
��
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��

S

0

1
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��
A

0
��
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��

B
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C
0

��
��
S

0

1
��
��
A

0
��
��

B
�

��

@
@@

��
��
��
��

X
0, 1

0 1

↔ C A

S A

A B, X X

← X

Ze stavu B nevede cesta do koncového stavu, proto může být odstraněn. Výsledná

gramatika je následujı́cı́:

G = ({C, S, A}, {0, 1}, P, C)

C → 0A

S → 0A

A→ 0B | 0 | 1

Jazyk generovaný gramatikou G vyjádřený regulárnı́m výrazem je

L(G) = 0(10)∗(0 + 1).

Úkol 4.2

K následujı́cı́m konečným automatům vytvořte ekvivalentnı́ regulárnı́ gramatiky:
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(e)
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Kapitola 5
Bezkontextové gramatiky

5.1 Sestrojenı́ gramatiky a derivačnı́ strom

Bezkontextové gramatiky majı́ obecnějšı́ tvar pravidel než regulárnı́ – na levé straně pravi-

dla je vždy jeden neterminál (jako u regulárnı́ch), ale na pravé straně je jakýkoliv řetězec

skládajı́cı́ se z terminálů a neterminálů (včetně prázdného řetězce).

Když chceme sestrojit bezkontextovou gramatiku pro zadaný jazyk, pokusı́me se popsat

strukturu tohoto jazyka s využitı́m rekurze.

Přı́klad 5.1

Sestrojı́me bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {anbanb | n ≥ 0} a vytvořı́me derivaci

(odvozenı́) slova aabaab.

G = ({S, A}, {a, b}, P, S)

S → Ab

A→ aAa | b

Neterminál A generuje téměř celé slovo, až na poslednı́ symbol b. Část slova generovaná

tı́mto neterminálem je symetrická, proto pravidla jsou vlastně lineárnı́ (každá lineárnı́

gramatika je zároveň bezkontextová, tedy zadánı́ je v tomto směru splněno). Následuje

derivace slova aabaab:

S ⇒ Ab⇒ aAab⇒ aaAaab⇒ aabaab

Derivačnı́ strom je vlastně graf, který je stromem (má jediný kořen, každý uzel kromě

kořene má právě jednoho předka a hrany jsou orientované, i když orientaci neznačı́me),

tvořený podle pravidel gramatiky použitých v derivaci, podle které je derivačnı́ strom

vytvořen.

55
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Přı́klad 5.2

Sestrojı́me bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {0n102n1i | i, n ≥ 1} a vytvořı́me

derivaci slova 0010000111 a derivačnı́ strom k této derivaci.

G = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S)

S → AB

A→ 0A00 | 0100

B → 1B | 1

Derivace slova 0010000111 je následujı́cı́:

S ⇒ AB ⇒ 0A00B ⇒ 0010000B ⇒ 00100001B ⇒ 001000011B ⇒ 0010000111

Modře je vyznačena pravá část pravidla, které bylo v daném kroku odvozenı́ použito

(napřı́klad v druhém kroku jsme použili pravidlo A→ 0A00).

Derivačnı́ strom se vždy vztahuje ke konkrétnı́ derivaci. Podle výše uvedené derivace

postupně sestrojı́me derivačnı́ strom takto (jsou uvedeny i mezikroky):

S ⇒ AB

S → AB S

A B

S ⇒ AB ⇒ 0A00B

A→ 0A00 S

A B

0 A 0 0

S ⇒ AB ⇒ 0A00B ⇒ 0010000B

A→ 0100 S

A B

0 A 0 0

0 1 0 0

S ⇒ . . .⇒ 0010000B ⇒ 00100001B

B → 1B S

A B

0 A 0 0 1 B

0 1 0 0

S ⇒ . . .⇒ 00100001B ⇒ 001000011B

B → 1B S

A B

0 A 0 0 1 B

0 1 0 0 1 B

S ⇒ . . .⇒ 001000011B ⇒ 0010000111

B → 1 S

A B

0 A 0 0 1 B

0 1 0 0 1 B

1



5.2 VLASTNOSTI BEZKONTEXTOVÝCH GRAMATIK 57

V jednotlivých krocı́ch je kromě samotného stromu uvedeno použité pravidlo a také

momentálnı́ stav derivace. Modře je vyznačena větná forma, kterou jsme v daném kroku

vytvořili. Můžeme si všimnout, že v derivačnı́m stromě vždy jde o obsah listů stromu

v daném kroku. Derivačnı́ strom dané derivace je poslednı́ v pořadı́.

Úkol 5.1

1. Podle gramatiky a uvedené derivace z přı́kladu 5.1 sestrojte derivačnı́ strom.

2. Podle zadané gramatiky vytvořte derivaci slova ababa a k nı́ derivačnı́ strom.

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → bAB | aBA | ε

A→ abAab | ε

B → baBba | ε

3. Podle gramatiky z předchozı́ho přı́kladu vytvořte derivaci jakéhokoliv slova o délce

alespoň 6 začı́najı́cı́ho symbolem b a k této derivaci sestrojte derivačnı́ strom.

4. Sestrojte gramatiky generujı́cı́ následujı́cı́ jazyky. V každém jazyce vyberte jakékoliv

slovo o délce alespoň 3 symboly, vytvořte jeho derivaci a sestrojte k nı́ derivačnı́ strom.

(a) L1 =
{

(ab)icj(ba)i | i, j ≥ 0
}

(b) L2 = {0
n11n | n ≥ 3} ∪ {ε}

(c) L3 =
{

0i10i | i ≥ 1
}

∪
{

1i01i | i ≥ 1
}

(d) L4 = {abc, bad, faa, diff} (nezapomeňte, že na pravé straně pravidla může být

jakýkoliv řetězec)

5.2 Vlastnosti bezkontextových gramatik

5.2.1 Redukce gramatiky

Účelem redukce gramatiky je snı́ženı́ počtu neterminálů při zachovánı́ generovaného ja-

zyka. Odstraňujeme

• nadbytečné neterminály (tj. neterminály, ze kterých nelze vygenerovat žádné terminálnı́

slovo),

• nedostupné symboly (terminálnı́ i neterminálnı́ – nelze je vygenerovat ze startovacı́ho

symbolu).
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Zachováváme toto pořadı́ – nejdřı́v nadbytečné a pak teprve nedostupné. Použı́váme

podobný postup jako při redukci množiny stavů konečného automatu.

Přı́klad 5.3

Redukujeme následujı́cı́ gramatiku:

G = ({S, A, B, C, D}, {a, b, c, d}, P, S)

S → bS | bD | ε

A→ aCB | bAD

B → dB | d

C → bCC | aAbB

D → bA | cDb | aS | ε

Nejdřı́v odstranı́me nadbytečné neterminály. Rekurzı́vně vytvořı́me množinu všech

symbolů, které jsou bud’terminálnı́ a nebo z nich lze vygenerovat terminálnı́ řetězec (v přı́-

padě, že jde o neterminál). Bázı́ rekurze je množina všech terminálů. V dalšı́ch krocı́ch

přidáváme neterminály z levých stran pravidel, na jejichž pravé straně jsou pouze sym-

boly, které jsme do našı́ množiny přidali v předchozı́ch krocı́ch (a nebo pro ně existuje

ε-pravidlo).

N0 = {a, b, c, d}

N1 = {a, b, c, d, S, B, D} (podle pravidel S → ε, B → d, D → ε)

N2 = {a, b, c, d, S, B, D} (podle pravidel S → bS | bD, B → dB, D → cDb | aS)

Protože jsme do množiny N2 oproti množině N1 nic dalšı́ho nepřidali, rekurze končı́.

Množina neterminálů bude N ∩N2 = {S, B, D}, vyřadı́me neterminály A a C včetně všech

pravidel, která je obsahujı́ na levé nebo pravé straně. Gramatika po odstraněnı́ nadbyteč-

ných symbolů je následujı́cı́:

G′ = ({S, B, D}, {a, b, c, d}, P ′, S)

S → bS | bD | ε

B → dB | d

D → cDb | aS | ε

Zbývá odstranit nedostupné symboly. Postupujeme opět rekurzı́vně. Vytvořı́me mno-

žinu symbolů, které se nacházejı́ v nějaké větné formě v derivaci ze startovacı́ho sym-

bolu. Začneme množinou obsahujı́cı́ pouze startovacı́ symbol, v každém kroku přidáváme

symboly, které se nacházejı́ na pravých stranách pravidel přepisujı́cı́ch symboly zařazené

v předchozı́ch krocı́ch.

V0 = {S}

V1 = {S, b, D} (podle pravidel S → bS | bD)

V2 = {S, b, D, c, a} (podle pravidel D → cDb | aS)

V3 = V2

Z postupu vyplývá, že pokud v některém kroku přidáme pouze terminálnı́ symboly,

v následujı́cı́m kroku již nelze nic přidat (protože terminály se nepřepisujı́ žádným pravi-
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dlem) a rekurze končı́. Je zřejmé, že nedostupný neterminál je jeden (B) a terminál taktéž

jeden (d). Redukovaná gramatika (tj. již bez nadbytečných i nedostupných symbolů) je

následujı́cı́:

G′′ = ({S, D}, {a, b, c}, P ′′, S)

S → bS | bD | ε

D → cDb | aS | ε

Úkol 5.2

Redukujte tyto gramatiky:

G1 = ({S, A, B, C, D}, {a, b, c, d}, P, S)

S → aBa | bA | c | ABc

A→ aA | dD | bDa

B → aB | bA | bS

C → aSc | cC | c

D → dD | aAb

G2 = ({S, A, B, C, D, E}, {0, 1, 2, 3}, P, S)

S → AB0 | 2E | A1 | ε

A→ 0A0 | 1B | 1S

B → 01B | 1D | EB

C → 2A | 1S | 0

D → D1 | 3B

E → 0E1 | 1B

5.2.2 Převod na nezkracujı́cı́ bezkontextovou gramatiku

Nezkracujı́cı́ bezkontextová gramatika bud’ vůbec neobsahuje ε-pravidla (pokud v jazyce

generovaném gramatikou nenı́ prázdné slovo), a nebo existuje jediné takové pravidlo, a to

pro startovacı́ symbol gramatiky, pak ale se startovacı́ symbol nesmı́ vyskytovat na pravé

straně žádného pravidla (to znamená, že v každé derivaci se vyskytuje pouze na jejı́m

začátku, pak už ne).

Při převodu na nezkracujı́cı́ gramatiku odstraňujeme ε-pravidla tak, že „simulujeme“

jejich použitı́.

Přı́klad 5.4

K následujı́cı́ gramatice vytvořı́me ekvivalentnı́ gramatiku s nezkracujı́cı́mi pravidly.

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aaB | bAb

A→ aBa | ε

B → AbAa | a

Téměř všechna pravidla jsou nezkracujı́cı́, je zde pouze jediné ε-pravidlo – A → ε.

Přepisovaný symbol A se nacházı́ na pravé straně dvou pravidel – druhého a pátého. Obě

tato pravidla necháme a přidáme jejich varianty se „simulovaným“ použitı́m ε-pravidla:
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G′ = ({S, A, B}, {a, b}, P ′, S)

S → aaB | bAb | bb

A→ aBa

B → AbAa | bAa | Aba | ba | a

U prvnı́ho ze zpracovávaných pravidel máme jen jeden výskyt neterminálu A, tedy

existuje pouze jediná dalšı́ varianta (toto jediné A odstranı́me – přepı́šeme na ε). U druhého

zpracovávaného pravidla jsou dva výskyty neterminálu A, proto musı́me vytvořit variant

vı́ce – odstranı́me jen prvnı́ A, odstranı́me jen druhé, a nebo odstranı́me obě.

Derivace v gramatice G′ bude téměř stejná jako v gramatice G, ale kroky s použitı́m

ε-pravidel jsou „přeskočeny“, napřı́klad

v gramatice G: S ⇒ aaB ⇒ aaAbAa⇒ aabAa⇒ aabaBaa⇒ aabaaaa

v gramatice G′: S ⇒ aaB ⇒ aabAa⇒ aabaBaa⇒ aabaaaa

Přı́klad 5.5

K zadané gramatice vytvořı́me ekvivalentnı́ nezkracujı́cı́ gramatiku (tj. generujı́cı́ tentýž

jazyk).

G = ({S, A}, {a, b, c}, P, S)

S → aaS | bbA | ε

A→ cSbSc | ε

Gramatika generuje také prázdné slovo. Proto nejdřı́v použijeme stejný postup jako

v předchozı́m přı́kladu, ale pak ještě musı́me zajistit, aby výsledná gramatika také genero-

vala prázdné slovo a přitom zůstala nezkracujı́cı́.

Nejdřı́v vytvořı́me pomocnou gramatiku G′, která nemá žádná ε-pravidla, jejı́ jazyk je

L(G′) = L(G)− {ε}.

G′ = ({S, A}, {a, b, c}, P ′, S)

S → aaS | aa | bbA | bb

A→ cSbSc | cbSc | cSbc | cbc

Přidáme nový neterminál (startovacı́ symbol) a vytvořı́me gramatiku, která již bude

ekvivalentnı́ původnı́ gramatice.

G′′ = ({S′, S, A}, {a, b, c}, P ′′, S′)

S′ → S | ε

S → aaS| aa | bbA| bb

A→ cSbSc | cbSc | cSbc | cbc

Derivace v gramatice G: S ⇒ aaS ⇒ aaaaS ⇒ aaaa

Derivace v gramatice G′′: S′ ⇒ S ⇒ aaS ⇒ aaaa
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Přı́klad 5.6

Někdy se může stát, že „simulacı́“ ε-pravidla vytvořı́me dalšı́ ε-pravidlo. Pak je třeba

postup provádět rekurzı́vně tak dlouho, dokud nejsou všechna ε-pravidla odstraněna.

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → bA | aS | bB | a

A→ baB | ε

B → AA | b

Po odstraněnı́ pravidla A→ ε dostaneme tuto gramatiku:

G′ = ({S, A, B}, {a, b}, P ′, S)

S → bA | b | aS | bB | a

A→ baB

B → AA | A | ε | b

Odstraněnı́m obou symbolů A v pravidle B → AA vzniklo dalšı́ ε-pravidlo, které je

také třeba odstranit:

G′′ = ({S, A, B}, {a, b}, P ′′, S)

S → bA | b | aS | bB | b | a

A→ baB | ba

B → AA | A | b

Rekurze při řešenı́ pravidel se zbavı́me tak, že ji přeneseme jinam. Můžeme použı́t

řešenı́ podobné tomu z redukce gramatiky – vytvořı́me (rekurzı́vně) množinu Nε všech

neterminálů, které lze (třeba i po vı́ce než jednom kroku) přepsat na prázdné slovo ε.

V množině Nε,0 bude pouze prázdný řetězec, tj. Nε,0 = {ε}. V dalšı́ch krocı́ch do

této množiny přidáváme neterminály, které lze přepsat na řetězec skládajı́cı́ se pouze ze

symbolů, které byly do této množiny přidány v předchozı́ch krocı́ch, tj.

Nε,i = Nε,i−1 ∪ {X ∈ N | X → α, α ∈ Nε,i−1}.

Přı́klad 5.7

Podle pravidel gramatiky

G = ({S, A, B, C, D}, {a, b, c, d}, P, S)

S → aAa | aa

A→ BC | b

B → aC | cD | ε

C → AAa | ε

D → AAB | d

vytvořı́me tyto množiny:

Nε,0 = {ε}

Nε,1 = {B, C} podle B → ε, C → ε, prázdné slovo už nezařazujeme
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Nε,2 = {B, C, A} podle A→ BC

Nε,3 = {B, C, A, D} podle D → AAB

V dalšı́m kroku již nelze dalšı́ neterminál přidat (ostatně všechny už v množině jsou),

proto Nε = Nε,3 = {B, C, A, D}.

Množiny použijeme takto: pokud je na pravé straně pravidla některý z neterminálů

obsažených v množině Nε, pak vytvořı́me dalšı́ pravidla se „simulovaným“ použitı́m ε-

pravidel na tento neterminál, ε-pravidla odstranı́me.

Postup je prakticky stejný jako předchozı́, ale zpracovánı́ gramatiky již nenı́ třeba pro-

vádět rekurzı́vně (rekurze byla použita při generovánı́ množiny Nε). Fialovou barvou jsou

zvýrazněny neterminály obsažené v množině Nε (a tedy vytvořı́me pravidlo, ve kterém je

odstranı́me), modrou barvou pak nová pravidla.

S → aAa | aa | aa (vlastně máme dvě stejná pravidla, jedno může být odstraněno)

A→ BC | C | B | b

B → aC | a | cD | c

C → AAa | Aa | a

D → AAB | AB | B | d

Přı́klad 5.8

Postup předvedený v předchozı́m přı́kladu použijeme na gramatiku z přı́kladu 5.6.

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → bA | aS | bB | a

A→ baB | ε

B → AA | b

Opět rekurzı́vně vytvořı́me množinu Nε:

Nε,0 = {ε}

Nε,1 = {A}

Nε,2 = {A, B} = Nε,3 = Nε

Vycházı́ nám tato gramatika:

G′ = ({S, A, B}, {a, b}, P ′, S)

S → bA | b | aS | bB | b | a

A→ baB | ba

B → AA | A | b

Oproti původnı́mu řešenı́ nenı́ třeba několikrát přepisovat pravidla gramatiky.
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Úkol 5.3

K následujı́cı́m gramatikám vytvořte ekvivalentnı́ nezkracujı́cı́ gramatiky.

G1 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aSbA | ab

A→ aAbA | ε

B → bAbB | b

G2 = ({S, A}, {0, 1}, P, S)

S → S1S1 | A | ε

A→ 0A0 | 1

G3 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → BAa | aS | ε

A→ aA | ε

B → bBA | ε

G4 = {S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → AB | BA | b

A→ aaA | ε

B → AA | bS | a

5.2.3 Odstraněnı́ jednoduchých pravidel

Jednoduchá pravidla jsou taková pravidla, na jejichž pravé straně máme jen jediný symbol,

a to neterminál, napřı́klad A → B. Jednoduchá pravidla zbytečně prodlužujı́ výpočet

a v některých algoritmech mohou být překážkou při programovánı́.

Pokud tento typ pravidel chceme odstranit, můžeme jednoduše nahradit symbol na

pravé straně jednoduchého pravidla celou množinou pravidel, na která se tento symbol

přepisuje. Napřı́klad pokud existujı́ pravidla B → α | β | γ, pak jednoduché pravidlo

A→ B nahradı́me pravidly A→ α | β | γ (v derivaci to bude znamenat zkrácenı́ odvozenı́

o jeden krok – zpracovánı́ jednoduchého pravidla).

Protože touto náhradou můžeme opět pro daný neterminál dostat jednoduché pravidlo,

postup je rekurzivnı́ a lze ho zjednodušit přenesenı́m rekurze na množiny neterminálů

podobně jako v předchozı́ch postupech. Vytvářı́me množiny NA postupně pro všechny

neterminály A ∈ N , které inicializujeme jednoprvkovou množinou obsahujı́cı́ neterminál

v označenı́ množiny (tj. v tomto přı́padě A). Jde o množiny neterminálů, jejichž pravidla

se pomocı́ jednoduchých pravidel majı́ postupně připsat do množiny pravidel pro daný

neterminál A.

Přı́klad 5.9

Odstranı́me jednoduchá pravidla v následujı́cı́ gramatice:

G = ({S, A, B, C}, {a, b}, P, S)

S → aBa | A

A→ aA | B

B → bB | AB | C | ε

C → bA | b
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Rekurzı́vně vytvořı́me množiny NS , NA, NB, NC . Na začátku rekurze, v bázi, bude

v dané množině pouze ten symbol, pro který množinu tvořı́me, tj. napřı́klad NS,0 = {S}.

NS,0 = {S}

NS,1 = {S, A} (podle S → A)

NS,2 = {S, A, B} (podle A→ B)

NS,3 = {S, A, B, C} = NS,4 = NS (podle B → C)

NA,0 = {A}

NA,1 = {A, B} (podle A→ B

NA,2 = {A, B, C} = NA,3 = NA (podle B → C)

NB,0 = {B}

NB,1 = {B, C} = NB,2 = NA (podle B → C)

NC,0 = {C} = NC,1 = NC

Z gramatiky odstranı́me všechna jednoduchá pravidla. Po jejich odstraněnı́ pak pou-

žijeme vytvořené množiny – pokud napřı́klad pro neterminál A je NA = {A, B, C}, pak

v gramatice pro neterminál A použijeme všechna pravidla, která v původnı́ gramatice byla

pro neterminály A, B, C.

G′ = ({S, A, B, C}, {a, b}, P ′, S)

S → aBa | aA | bB | AB | ε | bA | b

A→ aA | bB | AB | ε | bA | b

B → bB | AB | ε | bA | b

C → bA | b

Pokud nám vadı́ pouze jednoduchá pravidla samotná, předchozı́ postup je dostačujı́cı́.

Jestliže však je překážkou samotné chovánı́ jednoduchých pravidel (napřı́klad prodlužo-

vánı́ derivace), je třeba předem odstranit ε-pravidla. Napřı́klad v gramatice z přı́kladu

5.10 po odstraněnı́ jednoduchých pravidel existuje derivace S ⇒ AB ⇒ A ⇒ . . ., kde

nacházı́me ekvivalent použitı́ jednoduchého pravidla S → A z původnı́ gramatiky.

Přı́klad 5.10

Gramatiku z přı́kladu 5.10 předem upravı́me – převedeme na nezkracujı́cı́. Pak teprve

odstranı́me jednoduchá pravidla.

G = ({S, A, B, C}, {a, b}, P, S)

S → aBa | A

A→ aA | B

B → bB | AB | C | ε

C → bA | b

Po převodu na nezkracujı́cı́ gramatiku:

Nε = {B, A, S}
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G′ = ({S, A, B, C}, {a, b}, P ′, S)

S → aBa | aa | A | ε

A→ aA | a | B

B → bB | b | AB | A | B | C

C → bA | b

Pravidlo S → ε můžeme nechat, protože se S nevyskytuje na pravé straně žádného

pravidla (nenı́ nutné vytvářet nový startovacı́ symbol). Odstranı́me jednoduchá pravidla:

NS = {S, A, B, C}

NA = {A, B, C}

NB = {B, A, C} (všimněte si rozdı́lu oproti podobné množině v přı́kladu 5.10)

NC = {C}

G′′ = ({S, A, B, C}, {a, b}, P ′′, S)

S → aBa | aa | aA | a | ε | aA | a | bB | b | AB | bA | b

A→ aA | a | bB | b | AB | bA | b

B → bB | b | AB | aA | a | bA | b

C → bA | b

Úkol 5.4

Odstraňte jednoduchá pravidla z následujı́cı́ch gramatik:

G1 = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S)

S → 0A1 | B | ε

A→ 1S | S | B

B → 1A | S | 0

G2 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aA | bB | A

A→ bAb | S | ε

B → aBa | A | a

5.2.4 Gramatika bez cyklu a vlastnı́ gramatika

Gramatika bez cyklu je taková gramatika, kde neexistuje žádná derivace A ⇒+ A pro ja-

kýkoliv neterminál A. Už z definice je zřejmé, jak gramatiku upravit, aby splňovala tuto

vlastnost – stačı́ ji převést na nezkracujı́cı́ gramatiku (bez ε-pravidel) a odstranit jednoduchá

pravidla.

Vlastnı́ gramatika je gramatika bez cyklu, nezkracujı́cı́ a bez nadbytečných symbolů.

Postup je tedy následujı́cı́:

• převedeme gramatiku na nezkracujı́cı́,

• odstranı́me jednoduchá pravidla,

• odstranı́me nadbytečné symboly postupem, který již známe z redukce gramatiky.
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5.2.5 Levá a pravá rekurze

Gramatika je rekurzivnı́ zleva, pokud v nı́ existuje derivace A⇒+ Aα, gramatika je rekur-

zı́vnı́ zprava, pokud v nı́ existuje derivace A⇒+ αA, A je některý neterminál gramatiky, α

je jakýkoliv řetězec z terminálů a neterminálů.

Levá nebo pravá rekurze nám může bránit v některých dalšı́ch úpravách a nebo v napro-

gramovánı́ postupu popsaného gramatikou. Obvykle nám vadı́ jen levá a nebo jen pravá

rekurze, proto jejich odstraněnı́ řešı́me jednoduše převodem na tu, která nám nevadı́. Při

odstraňovánı́ rekurze vycházı́me z toho, že k témuž řetězci lze dojı́t vı́ce různými způsoby.

Ukážeme si odstraněnı́ přı́mé rekurze, jejı́ž existence je patrná přı́mo z pravidla.

Přı́klad 5.11

Následujı́cı́ gramatiku zbavı́me přı́mé levé rekurze.

G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aAb | b

A→ Aa | bB | ab

B → Ba | Bb | ca

Levá rekurze je v pravidlech A → Aa a dále B → Ba | Bb. Nejdřı́v vyřešı́me prvnı́

z těchto pravidel – pro neterminál A. Množinu pravidel A→ Aa | bB | ab nahradı́me jinou

množinou, která generuje tentýž řetězec. Jak může vypadat derivace z neterminálu A?

A⇒ Aa⇒ Aaa⇒ Aaaa⇒∗ Aai ⇒ bBai (generujeme zprava doleva, a to nejdřı́v rekur-

zı́vnı́m pravidlem, rekurze je pak ukončena vlevo některým nerekurzı́vnı́m pravidlem).

Stejný řetězec lze generovat pravou rekurzı́, a to přidánı́m nového neterminálu a úpra-

vou pravidel (původnı́ pravidla jsou A→ Aa | bB | ab):

A→ bBA′ | abA′ | bB | ab

A′ → aA′ | a

Derivace ze symbolu A pak vypadá následovně:

A⇒ bBA′ ⇒ bBaA′ ⇒ bBaaA′ ⇒∗ bBai−1A′ ⇒ bBai

Zbývá upravit pravidla pro neterminál B – B → Ba | Bb | ca, nahradı́me je pravidly

B → caB′ | ca

B′ → aB′ | bB′ | a | b

Vytvořili jsme tedy ekvivalentnı́ gramatiku bez přı́mé levé rekurze:

G′ = ({S, A, A′, B, B′}, {a, b, c}, P ′, S)

S → aAb | b

A→ bBA′ | abA′ | bB | ab

A′ → aA′ | a

B → caB′ | ca

B′ → aB′ | bB′ | a | b
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Uvedený postup je použitelný pouze na vlastnı́ gramatiku (tj. gramatiku bez cyklu,

nezkracujı́cı́, bez nadbytečných symbolů). Gramatika z předchozı́ho přı́kladu je vlastnı́,

proto nebylo třeba ji předem upravovat.

Přı́klad 5.12

Odstranı́me přı́mou levou rekurzi v následujı́cı́ gramatice:

G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → bAa | c | A

A→ Ba | b | Abb

B → aBb | Bbc | ca | ε

Tato gramatika nenı́ vlastnı́. Je třeba nejdřı́v převést ji na nezkracujı́cı́, odstranit jedno-

duchá pravidla a teprve potom můžeme odstranit levou rekurzi.

1. Odstranı́me ε-pravidla (resp. jediné, B → ε):

G′ = ({S, A, B}, {a, b, c}, P ′, S)

S → bAa | c | A

A→ Ba | a | b | Abb

B → aBb | ab | Bbc | bc | ca

2. Odstranı́me jednoduché pravidlo S → A:

G′′ = ({S, A, B}, {a, b, c}, P ′′, S)

S → bAa | c | Ba | a | b | Abb

A→ Ba | a | b | Abb

B → aBb | ab | Bbc | bc | ca

3. Odstranı́me přı́mou levou rekurzi. Pravidla A→ Ba | a | b | Abb nahradı́me pravidly

A→ BaA′ | aA′ | bA′ | Ba | a | b

A′ → bbA′ | bb

Dále pravidla B → aBb | ab | Bbc | bc | ca nahradı́me pravidly

B → aBbB′ | abB′ | aB′ | |bcB′ | caB′ | aBb | ab | bc | ca

B′ → bcB′ | bc

Vytvořili jsme tuto gramatiku:

G′′′ = ({S, A, A′, B, B′}, {a, b, c}, P ′′′, S)

S → bAa | c | Ba | a | b | Abb

A→ BaA′ | aA′ | bA′ | Ba | a | b

A′ → bbA′ | bb

B → aBbB′ | abB′ | aB′ | |bcB′ | caB′ | aBb | ab | bc | ca

B′ → bcB′ | bc
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Přı́klad 5.13

Odstranı́me přı́mou pravou rekurzi v této gramatice:

G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aAb | AB

A→ abA | c | Sc

B → bbB | cB | a

Jde o vlastnı́ gramatiku, nemusı́me ji předem do tohoto tvaru upravovat. Postupujeme

stejně jako u odstraněnı́ levé rekurze, jen zaměnı́me levou a pravou stranu. Přidáme nové

neterminály a upravı́me pravidla.

Z neterminálu A může být napřı́klad tato derivace:

A⇒ abA⇒ ababA⇒∗ (ab)iA⇒ (ab)ic

Pravidla A→ abA | c | Sc nahradı́me pravidly

A→ A′c | A′Sc | c | Sc

A′ → A′ab | ab

Derivace z neterminálu A se změnı́:

A⇒ A′c⇒ A′abc⇒ A′ababc⇒∗ A′(ab)i−1c⇒ (ab)ic

Vygenerovaný řetězec je tentýž, ale zatı́mco u pravé rekurze byl generován zleva do-

prava, u levé rekurze je generován opačně – zprava doleva.

Podobně upravı́me pravidla B → bbB | cB | a:

B → B′a | a

B′ → B′bb | B′c | bb | c

Vycházı́ nám tato gramatika:

G′ = ({S, A, A′, B, B′}, {a, b, c}, P ′, S)

S → aAb | AB

A→ A′c | A′Sc | c | Sc

A′ → A′ab | ab

B → B′a | a

B′ → B′bb | B′c | bb | c

Rekurze může být také nepřı́má, napřı́klad v pravidlech

A→ Bba | a

B → Aab | b

Levou rekurzi, včetně nepřı́mé, odstranı́me tak, že pravidla převedeme do tvaru, kdy

pravá strana pravidla začı́ná neterminálem pouze za přesně určených okolnostı́. Postup:

1. Stanovı́me pořadı́ neterminálů. Můžeme si je napřı́klad označit indexy, přejmenovat

nebo jednoduše určit jejich pořadı́. Necht’ pořadı́ neterminálů je (A1, A2, . . . , An).
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Účelem algoritmu je upravit pravidla tak, aby mohla začı́nat pouze neterminály

s vyššı́m indexem než je index přepisovaného neterminálu. Tı́m zcela odstranı́me

levou rekurzi.

2. Pro neterminály Ai, Aj , 1 ≤ i, j ≤ n postupně transformujeme pravidla. Pro prvnı́

krok stanovı́me i = 1, j = 1.

• Pokud j < i a existuje pravidlo Ai → Ajα, kde α je jakýkoliv řetězec (tj. pravidlo

pro Ai začı́ná neterminálem Aj), pak symbol Aj v pravidle nahradı́me postupně

všemi pravými stranami pravidel pro Aj , napřı́klad

Ai → AjabB

Aj → bDAia | CAja

Prvnı́ z uvedenených pravidel nahradı́me pravidly Ai → bdAiaabB | CAjaabB.

Provedeme j = j + 1.

• Pokud j = i, pak odstranı́me přı́mou levou rekurzi podle postupu, který už

známe. Provedeme j = j + 1.

• Pokud j > i, provedeme i = i+ 1, j = 1.

3. Bod 2 postupu provedeme pro všechna i, 1 ≤ i ≤ n.

Aby byl postup použitelný, musı́ být uplatněn pouze na vlastnı́ gramatiku. Postup pro

pravou rekurzi je obdobný, jen zaměnı́me levou za pravou stranu.

Přı́klad 5.14

Odstranı́me levou rekurzi v následujı́cı́ gramatice:

G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aA | AB | b

A→ SBa | a

B → Bb | Aa | c

Přı́má levá rekurze je zde jen v jednom pravidle, ale nepřı́má rekurze se týká vı́ce

pravidel. Gramatika je vlastnı́, nenı́ třeba ji do tohoto tvaru upravovat. Stanovı́me pořadı́

neterminálů: (A1, A2, A3) = (S, A, B).

• i = 1, j = 1 :

nenı́ třeba upravovat, pravidla pro S neobsahujı́ přı́mou rekurzi.

• i = 2, j = 1 :

jedno z pravidel pro A začı́ná neterminálem s „nižšı́m indexem“, S; upravı́me:

A→ aABa | ABBa | bBa | a

• i = 2, j = 2 :

řešı́me přı́mou rekurzi (protože i = j):

A→ aABaA′ | bBaA′ | aA′ | aABa | bBa | a

A′ → BBaA′ | BBa
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• i = 3, j = 1 :

žádné z pravidel pro B nezačı́ná symbolem S

• i = 3, j = 2 :

změna se týká druhého pravidla pro symbol B (začı́ná symbolem A, jehož index je 2).

Při nahrazenı́ symbolu A v tomto pravidle použijeme již upravená pravidla pro A:

B → Bb | aABaA′a | bBaA′a | aA′a | aABaa | bBaa | aa | c

• i = 3, j = 3 :

odstranı́me přı́mou rekurzi:

B → aABaA′aB′ | bBaA′aB′ | aA′aB′ | aABaaB′ | bBaaB′ | aaB′ | cB′ |

aABaA′a | bBaA′a | aA′a | aABaa | bBaa | aa | c

B′ → bB′ | b

Celá gramatika bez levé rekurze:

G′ = ({S, A, A′, B, B′}, {a, b, c}, P ′, S)

S → aA | AB | b

A→ aABaA′ | bBaA′ | aA′ | aABa | bBa | a

A′ → BBaA′ | BBa

B → aABaA′aB′ | bBaA′aB′ | aA′aB′ | aABaaB′ | bBaaB′ | aaB′ | cB′ |

aABaA′a | bBaA′a | aA′a | aABaa | bBaa | aa | c

B′ → bB′ | b

Odstraněnı́m přı́mé rekurze rozšiřujeme množinu neterminálů, proto je nutné dynamicky

upravovat také nadefinovanou posloupnost neterminálů určujı́cı́ pořadı́. Neterminály s

pravidly, které takto vytvořı́me, je třeba zahrnout do algoritmu.

Přı́klad 5.15

Odstranı́me levou rekurzi v následujı́cı́ gramatice:

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aA | bB

A→ BaA | ab

B → BaA | b

• i = 1, j = 1 : nenı́ třeba upravovat, pravidla pro S neobsahujı́ přı́mou rekurzi.

• i = 2, j = 1, 2 : nenı́ třeba upravovat, pravidla pro A nezačı́najı́ symboly S a A.

• i = 3, j = 1, 2 : nenı́ třeba upravovat, pravidla pro B nezačı́najı́ symboly S a A.

• i = 3, j = 3 : odstranı́me přı́mou rekurzi.

B → bB′ | b

B′ → AaB′ | Aa
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Měnı́me posloupnost: (A1, A2, A3, A4) = (S, A, B, B′)

• i = 4, j = 1 : nenı́ třeba upravovat, pravidla pro B′ nezačı́najı́ symbolem S.

• i = 4, j = 2 :

B′ → BaAaB′ | abaB′ | BaAa | aba

• i = 4, j = 3 :

B′ → bB′aAaB′ | baAaB′ | abaB′ | bB′aAa | baAa | aba

• i = 4, j = 4 : nenı́ třeba upravovat.

Výsledná gramatika:

G′ = ({S, A, B, B′}, {a, b}, P ′, S)

S → aA | bB

A→ BaA | ab

B → bB′ | b

B′ → AaB′ | Aa

B′ → bB′aAaB′ | baAaB′ | abaB′ | bB′aAa | baAa | aba

Úkol 5.5

1. Odstraňte levou rekurzi v těchto gramatikách (zvažte, zda nenı́ třeba gramatiku

předem upravit):

G1 = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aAB | b | SB | ε

A→ bA | Aac | AB | a

B → BbA | c

G2 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → AB | BA

A→ ABbA | bA | ε

B → SA | a | BbA

2. Odstraňte pravou rekurzi v těchto gramatikách (přı́p. gramatiku předem upravte):

G1 = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S)

S → 11A | 01B | ε

A→ 11A | B01 | 10

B → 01B | 00AB | 1A1 | 01

G2 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aAb | abB | ASA

A→ bA | B | ε

B → bbB | abAB | abb

5.3 Normálnı́ formy bezkontextových gramatik

Normálnı́ formy (čehokoliv) sloužı́ k usnadněnı́ porovnávánı́ a přı́padných dalšı́ch úprav.

V přı́padě bezkontextových gramatik lze využı́t Chomského normálnı́ formu (CNF) a Gre-

ibachovu normálnı́ formu (GNF).
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5.3.1 Chomského normálnı́ forma

Při převodu gramatiky do Chomského normálnı́ formy je třeba, aby pravidla byla ve tvaru

• A→ BC, tedy na pravé straně dva neterminály,

• A→ a, tedy na pravé straně jeden terminál, a nebo

• S → ε (S je startovacı́ symbol gramatiky), a to pouze v přı́padě, že S se nevyskytuje na

pravé straně žádného pravidla (tj. toto pravidlo lze využı́t pouze na začátku derivace).

Postupujeme takto:

1. Převedeme gramatiku do tvaru vlastnı́ gramatiky (tj. převod na nezkracujı́cı́ grama-

tiku, odstranı́me jednoduchá pravidla, odstranı́me nadbytečné neterminály).

2. Pravidla, která majı́ na pravé straně jen jeden symbol (půjde vždy o terminál, pro-

tože jednoduchá pravidla jsme již odstranili) necháme – odpovı́dajı́ požadavkům

na normálnı́ formu; dále zpracováváme jen pravidla, jejichž pravá strana má délku

alespoň 2.

3. Pro každé pravidlo A→ α, kde |α| > 1, provedeme tyto úpravy:

• každý terminál a v řetězci α nahradı́me novým (nově vytvořeným) neterminá-

lem Na (podle dolnı́ho indexu poznáme, který terminál byl nahrazen), takže

napřı́klad pravidlo A→ BaAbca zaměnı́me za pravidlo A→ BNaANbNcNa,

• vytvořı́me nová pravidla Na → a pro každý terminál a.

4. Délku pravých stran všech pravidel omezı́me na nejvýše 2 takto: pro každé pravidlo

A→ B1B2B3 . . . Bn, n > 2, vytvořı́me množinu pravidel

A→ B1X1
X1 → B2X2
. . .

Xn−3 → Xn−2Bn−2

Xn−2 → Bn−1Bn

Napřı́klad pravidlo A→ BCDEF nahradı́me množinou pravidel

A→ BX1
X1 → CX2
X2 → DX3
X3 → EF

Neterminály X1, . . . , Xn−2, které použı́váme při propojenı́ generovánı́ pravé strany

původnı́ho pravidla, musı́ být nové, tedy různé pro různá pravidla, která takto upravujeme.
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Přı́klad 5.16

Následujı́cı́ gramatiku převedeme do Chomského normálnı́ formy:

G = ({S, A, B}, {a, b, c}, P, S)

S → aBAc | c

A→ Ab | ε

B → bB | AS | a

Tato gramatika nenı́ vlastnı́. Nejdřı́v odstranı́me ε-pravidlo A→ ε.

S → aBAc | aBc | c

A→ Ab | b

B → bB | AS | S | a

Jedno z pravidel je jednoduché (B → S), to je třeba odstranit:

S → aBAc | aBc | c

A→ Ab | b

B → bB | AS | aBAc | aBc | c | a

Všechna pravidla, jejichž pravá strana je dlouhá alespoň 2 symboly, upravı́me – termi-

nály nahradı́me přı́slušnými neterminály:

S → NaBANc | NaBNc | c

A→ ANb | b

B → NbB | AS | NaBANc | NaBNc | c | a

Na → a

Nb → b

Nc → c

Všechna pravidla s pravou stranou delšı́ než 2 zkrátı́me a zı́skáme tuto gramatiku:

GCNF = ({S, A, B, Na, Nb, Nc, X1, X2, X3, X4, X5, X6}, {a, b, c}, P ′, S)

S → NaX1 | NaX3 | c

X1 → BX2
X2 → ANc

X3 → BNc

A→ ANb | b

B → NbB | AS | NaX4 | NaX6 | c | a

X4 → BX5
X5 → ANc

X6 → BNc

Na → a

Nb → b

Nc → c

Jedna z derivacı́ v původnı́ gramatice G:

S ⇒ aBAc⇒ aaAc⇒ aaAbc⇒ aabc

Derivace stejného slova v gramatice G′′ (po předběžné úpravě):

S ⇒ aBAc⇒ aaAc⇒ aabc

Obdobně ve výsledné gramatice GCNF :

S ⇒ NaX1 ⇒ aX1 ⇒ aBX2 ⇒ aBANc ⇒ aBAc⇒ aaAc⇒ aabc
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Úkol 5.6

Následujı́cı́ gramatiky převed’te do Chomského normálnı́ formy:

G1 = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → AaB | ba | aA

A→ aAB | aAb | ab

B → bBASb | b

G2 = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S)

S → 0B | 1A | ε

A→ 10A1 | AB | ε

B → A1B01 | 1S1 | 0

G3 = ({E, F, G}, {a, b}, P, E)

E → aaF | GF | b

F → aFaa | ε

G→ aFGbG | ε

G4 = ({S, A, B}, {0, 1}, P, S)

S → 01AB0 | 10BA1 | ε

A→ 1AB1AB1 | 111

B → 0B | 0

5.3.2 Greibachova normálnı́ forma

Gramatika je v Greibachově normálnı́ formě, pokud všechna pravidla této gramatiky jsou

v jednom z těchto tvarů:

• A → aB1B2 . . . Bn, n ≥ 0, tedy na pravé straně je vždy jeden terminál a následujı́

pouze neterminály (nemusı́ být žádný neterminál),

• S → ε (S je startovacı́ symbol gramatiky), a to pouze v přı́padě, že S se nevyskytuje na

pravé straně žádného pravidla (tj. toto pravidlo lze využı́t pouze na začátku derivace).

Podobně jako u převodu na Chomského normálnı́ tvar, i zde budeme gramatiku předem

upravovat. Možnost existence ε-pravidla pouze pro startovacı́ symbol znamená nutnost

převést gramatiku na nezkracujı́cı́. Dále odstranı́me jednoduchá pravidla a přı́padně také

nadbytečné symboly.

Kromě toho je zde požadavek na terminálnı́ symbol na začátku pravidla. Pokud pra-

vidlo začı́ná neterminálem, logickým postupem by bylo dosazovat za tento neterminál

postupně všechna pravidla, na který lze neterminál přepsat, a to rekurzı́vně tak dlouho,

dokud nezı́skáme pravidlo začı́najı́cı́ terminálem. Pokud je však v gramatice levá rekurze,

dosazovali bychom do nekonečna, proto je třeba předem odstranit levou rekurzi. Celý

postup je následujı́cı́:

1. Převedeme gramatiku do tvaru vlastnı́ gramatiky (převod na nezkracujı́cı́, odstraněnı́

jednoduchých pravidel, odstraněnı́ nadbytečných symbolů).

2. Odstranı́me levou rekurzi. Pokud jsme jejı́m odstraněnı́m vytvořili ε-pravidla nebo

jednoduchá pravidla, opakujeme bod 1.
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3. Pravidla, jejichž pravá strana má délku 1, již vyhovujı́ požadavkům na normálnı́

formu (a také přı́padné ε-pravidlo pro startovacı́ symbol).

4. Pravidla, jejichž pravá strana má délku ≥ 2, dále zpracováváme:

• pokud pravidlo začı́ná neterminálem, dosadı́me za tento neterminál všechna

pravidla, která ho přepisujı́, tj. napřı́klad pravidlo A → BbAa při existenci pra-

videl B → α | β | γ nahradı́me pravidly A→ αbAa | βbAa | γbAa,

• to provádı́me rekurzı́vně tak dlouho, dokud všechna pravidla nezačı́najı́ termi-

nálnı́m symbolem,

• Všechny terminálnı́ symboly a na pravých stranách pravidel, kromě prvnı́ho ter-

minálu v řetězci, nahradı́me přı́slušnými symboly Na (podobně jako při převodu

na Chomského normálnı́ tvar).

5. Vytvořı́me nová pravidla Na → a pro všechny terminály a.

Přı́klad 5.17

Následujı́cı́ gramatiku převedeme do Greibachovy normálnı́ formy.

G = ({S, A, B, C}, {a, b, c}, P, S)

S → aBba | baA | ε

A→ BaAB | bb | ε

B → CBab | abc

C → bCb | a

Sestrojı́me ekvivalentnı́ vlastnı́ gramatiku – odstranı́me ε-pravidla.

Podle množiny Nε = {S, A} je zřejmé, že existujı́ pouze dvě ε-pravidla. Jedno z nich je

pro startovacı́ symbol, který se však nevyskytuje na pravé straně žádného pravidla. Proto

nenı́ nutné přidávat nový neterminál a měnit startovacı́ symbol gramatiky.

G′ = ({S, A, B, C}, {a, b, c}, P ′, S)

S → aBba | baA | ba | ε

A→ BaAB | BaB | bb

B → CBab | abc

C → bCb | a

Při převodu do Greibachovy normálnı́ formy nejdřı́v zajistı́me, aby nejlevějšı́m sym-

bolem v pravých stranách pravidel byl vždy terminál. To provedeme přepsánı́m toho

neterminálu, který je na začátku upravovaného řetězce.

Pravidlo A→ BaAB nahradı́me těmito pravidly:

A→ CBabaAB | abcaAB

Jedno z pravidel opět začı́ná neterminálem, tedy úpravu provedeme znovu:

A→ bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB
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Pravidlo A→ BaB nahradı́me pravidly

A→ CBabaB | abcaB

Po druhé úpravě:

A→ bCbBabaB | aBabaB | abcaB

Pravidlo B → CBab nahradı́me pravidly

B → bCbBab | aBab

V této fázi jsme zı́skali následujı́cı́ pravidla:

S → aBba | baA | ba | ε

A→ bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB | bCbBabaB | aBabaB | abcaB | bb

B → bCbBab | aBab | abc

C → bCb | a

Zbývá splnit podmı́nku, podle které v pravých stranách pravidel jsou všechny symboly

kromě nejlevějšı́ho neterminálnı́.

GGNF = ({S, A, B, C, Na, Nb, Nc}, {a, b, c}, P ′′, S)

S → aBNbNa | bNaA | bNa | ε

A→ bCNbBNaNbNaAB | aBNaNbNaAB | aNbNcNaAB | bCNbBNaNbNaB |

| aBNaNbNaB | aNbNcNaB | bNb

B → bCNbBNaNb | aBNaNb | aNbNc

C → bCNb | a

Na → a

Nb → b

Nc → c

Přı́klad 5.18

Následujı́cı́ gramatiku převedeme do Greibachovy normálnı́ formy.

G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S)

S → aA | AB | b

A→ SBa | a

B → Bb | a

V gramatice nejsou žádná ε-pravidla ani jednoduchá pravidla, ale je tu levá rekurze, kte-

rou musı́me předem odstranit. Přı́má rekurze je v jednom z pravidel pro B, nepřı́má rekurze

je v pravidlech pro neterminály S a A. Budeme postupovat podle algoritmu popsaného na

straně 68. Stanovı́me pořadı́ neterminálů (A1, A2, A3) = (S, A, B).

• i = 1, j = 1 : nenı́ třeba upravovat, pravidla pro S neobsahujı́ přı́mou rekurzi.

• i = 2, j = 1 : dosadı́me pravé strany pravidel pro S do prvnı́ho z pravidel pro

neterminál A:

A→ aABa | ABBa | bBa | a
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• i = 2, j = 2 : odstranı́me přı́mou rekurzi:

A→ aABaA′ | bBaA′ | aA′ | aABa | bBa | a

A′ → BBaA′ | BBa

• i = 3, j = 1, j = 2 : beze změny.

• i = 3, j = 3 : odstranı́me přı́mou rekurzi:

B → aB′ | a

B′ → bB′ | b

Upravená gramatika bez levé rekurze (také nepřı́mé) je následujı́cı́:

G′ = ({S, A, A′, B, B′}, {a, b}, P ′, S)

S → aA | AB | b

A→ aABaA′ | bBaA′ | aA′ | aABa | bBa | a

A′ → BBaA′ | BBa

B → aB′ | a

B′ → bB′ | b

Ted’ už můžeme gramatiku převést do Greibachovy normálnı́ formy. Nejdřı́v zajistı́me,

aby pravé strany pravidel začı́naly vždy terminálnı́m symbolem.

S → aA | aABaA′B | bBaA′B | aA′B | aABaB | bBaB | aB | b

A→ aABaA′ | bBaA′ | aA′ | aABa | bBa | a

A′ → aB′BaA′ | aBaA′ | aB′Ba | aBa

B → aB′ | a

B′ → bB′ | b

V dalšı́m kroku všechny terminály na pravých stranách pravidel, kromě nejlevějšı́ho,

zaměnı́me za přı́slušné neterminálnı́ symboly.

GGNF = ({S, A, A′, B, B′, Na}, {a, b}, P ′′, S)

S → aA | aABNaA
′B | bBNaA

′B | aA′B | aABNaB | bBNaB | aB | b

A→ aABNaA
′ | bBNaA

′ | aA′ | aABNa | bBNa | a

A′ → aB′BNaA
′ | aBNaA

′ | aB′BNa | aBNa

B → aB′ | a

B′ → bB′ | b

Na → a

Úkol 5.7

Převed’te následujı́cı́ gramatiky do Greibachovy normálnı́ formy.
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