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Kapitola

Konec¢né automaty

1.1 Jazyky

U kone¢nych automatti je nejmensi (atomickou, déle nedélitelnou) jednotkou, se kterou
pracujeme, signdl (znak). MnoZinu signalt, se kterymi dokaZe konkrétni automat pracovat,
nazyvame abeceda a znac¢ime symbolem X (velké fecké pismeno sigma).

Automaty rozpoznavaji (tj. pfijimaji na svém vstupu) posloupnosti signéla (nazyvame
je slova) —na vstupu postupné ¢tou signaly a zarovett méni svi{ij vnitfni stav. Jeden automat
obvykle dokaze rozpoznavat vice takovych slov. MnoZina vSech slov, ktera dokaze automat
rozpoznat, je jazyk rozpoznavany automatem. Pokud je automat oznacen A, pak jazyk jim
rozpoznavany zna¢ime L(A).

ProtoZe jazyky mohou byt i hodné rozsahlé mnoziny, je tteba si zapis jazyka vhodné
zkratit. Mizeme pouZit toto znaceni:

* ¢ —takto zna¢ime prazdné slovo, tedy fetézec o délce nula (fecké pismeno epsilon)

e a?, a?, at, ... — pocet opakovéni objektu, ktery je takto ,umocnén”, naptiklad a

3
znamena slovo aaa (symbol zietézeni ,-”“ nemusime psat), a® predstavuje € (pocet
signalt a je nula)

* o* —operator * (Kleeneho operétor, iterace) znamend, Ze objekt, za kterym nasleduje
(signdl, prvky mnoZiny, apod.) mtZe byt ve slové opakovén, a to jakykoliv pocet krat
(mtize byt i nula opakovani), za hvézdi¢ku mtZeme dosadit jakoukoliv nezapornou
celo¢iselnou mocninu, tedy a* predstavuje mnozinu slov {¢, a, aa, aaa, ...}

e {a,b,c}* ={e,a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,be, ca, cb, cc,aaa, aab, ...} (operace hvézdicka se
provadi pfes vSechny prvky mnoziny, kterykoliv z nich mtiZe byt pouzit na kterém-
koliv misté)

abc)* = abcabcabcabe (prvky v posloupnosti narozdil od prvki mnoZiny nejsou
prvky v p p p y nej
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oddéleny ¢arkou, mezi nimi je vztah zietézeni

e (ab)* = {e,ab, (ab)?, (ab)?,...} = {e, ab, abab, ababab, . ..}

e {a,dfg,bb}* ={e,a,dfg,bb,aa,adf g, abb, df ga, df gdf g, df gbb, aaa, . . .}

e ot jepozitivniiterace, uvedeny objekt miiZe byt v jakémkoliv poctu vyskyti podobné
jako u *, ale nejméné jednou, takze o™ = {a,a? a3,...}

® operator pozitivni iterace se z dlivodt snadné zaménitelnosti s jinym operdtorem
asto prepisuje do tvaru a*a nebo aa*

ProtoZejazyk je vlastné mnoZzina slov, miizeme pouZit klasicky matematicky mnozinovy
zépis: {a'ba’ | i,j > 0} je totézjako a*ba*.

P¥iklad 1.1
NapiSeme vSechna slova nésledujicich jazyki kratsi nez 5.

ol

Postup: nejd¥iv misto vech ,proménnych” indext * a * dosadime nejniz$i moZnou
hodnotu, tj. naptiklad ve vyrazu a*b* vytvoiime slovo a°b? = ¢, pak postupné dosazujeme
vys$si hodnoty v rliznych moznych kombinacich.

e {ab*,ba} = {a,ab, ba,abb, abbb, ...}
e 2.{0,1}* = {2,20,21,200, 201, 210, 211, 2000, 2001, 2010, 2011, 2100, 2101, 2110,
2111,...}
o {a'bt’ |i,5 >1}U{(ab)’ | i >0} = {abb, aabb,abbb, ...} U{e,ab,abab,...} =
= {abb, aabb, abbb, ¢, ab, abab, . . .}
Zde si vSimnéme odlisnych spodnich mezi pro proménné ¢, 7 v obou sjednocovanych
jazycich — pokud i > 1, pak a’ znamena a* neboli aa*.

Ukol 1.1

Napiste vSechna slova nasledujicich jazyki krat$i nez 5.

e (abc)* =

ab)*c =

a*b)*c

{(ab)¥’ |i>0,7>1} =
0*(10)*1 =

(abe)
* (a7b)" =

(

(
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Kone¢ny automat Ize zapsat celkem tiemi zptisoby:
1. pouzitim plné specifikace s §-funkci

2. stavovym diagramem

3. tabulkou pfechodt

Ukézeme si vSechny tfi zptisoby.

Piiklad 1.2
Vytvotime kone¢ny automat projazyk a-(a-{a,b}-a)*-b-b* ve vSech tfech reprezentacich.

U mensich automatti je nejjednodussi vytvofit stavovy diagram:

— () ()
al A
"

d-funkce véetné plné specifikace: Tabulka pfechod:

A= ({20, 1,92, 3}, {a.b}, 6, qo, {as}) a0

5(qo,a) = q1 d(q2, a) = qo — q | 1

6(q1,a) = q2 d(q2,b) = qo Q| a2 | g3

6(q1,b) = g3 5(q3,b) = g3 2 | 9 | %
= 43 qs

Zatimco u stavového diagramu a tabulky pfechod@t nemusime uvadét plnou specifikaci
— tetézec A = ({qo,q1, 92,43}, {a,b}, 0, qo, {g3}), pii pouziti o-funkce je plna specifikace
nutnd. Bez ni bychom nepoznali, ktery stav je poc¢atecni a které stavy jsou koncové.

Ukol 1.2

1. Pro nasledujich Sest jazykti sestrojte kone¢ny automat ve vsech tfech reprezentacich:

(@ a*b (d) (ab)*ba
(b) {0,1}*11 (e) {ab'|i>1}u{ba’|i>0}
() 11{0,1}* () a*-{a,bc}

2. Podle zadani vytvofte zbylé dvé reprezentace daného kone¢ného automatu.

(a) Podle d-funkce vytvofte stavovy diagram a tabulku pfechod:
-’41 - ({6107(]17(12}7 {a7 b7 0}7 57 q0, {qlan})
6(q0,a) = 1 6(q1,¢) = @
0(q0,0) = g2 (g2,¢) = @
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(b) Podle kazdé tabulky prechodl vytvoite stavovy diagram a §-funkci s plnou
reprezentaci automatu:
|01 | o]0
—A|B|C < qo | a1 | Qo
B|B|C Qo a| g
<C| D “— q2 || g3
—D D 43
Vsimnéte si, Ze podle druhé tabulky je pocatecni stav zéroven koncovy (Sipka
vede obéma sméry).
(c) Podle kazdého stavového diagramu vytvoite tabulku pfechod a j-funkci s pl-
nou reprezentaci automatu:
Piiklad 1.3

Sestrojime kone¢ny automat rozpoznévajici cela ¢isla. Pouzivame ¢islice 0 . . . 9, ¢islo se musi

skladat z alespori jedné &islice. Viceciferna ¢isla nesmi za¢inat nulou.

Vytvofime automat se tfemi stavy. Oddélime zpraco-
vani jednociferného ¢isla ,,0” od ostatnich, ktera nulou

nesmi zac¢inat.

1,,,,19 . 0,...,9
0

Ukol 1.3

z ¥z

1. Sestrojte kone¢ny automat (stavovy diagram) rozpozndvajici redlna cisla. Cela cast je

podle zadani v pfedchozim ptikladu, nasleduje desetinna ¢arka a pak opét sekvence

¢islic (alespori jedna, miiZe to byt i ¢islice 0).

2. Podle stavového diagramu pro realna ¢isla vytvoite tabulku pfechodd.
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1.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky kone¢ny automat je takovy automat, kde v alespori jednom stavu 1ze na
néktery signal reagovat vice riznymi zptisoby. ProtoZe se tento typ automatu Spatné pro-
gramuje (je téZké vlozit do instrukci ndhodnost — zvolit jednu z nabizenych cest, a to pokud
mozno tak, aby vedla ,spravnym smérem”, do koncového stavu), mtize se hodit postup,
jak nedeterministicky automat pfevést na deterministicky se zachovanim rozpoznévaného
jazyka.

Piiklad 1.4

Zadany nedeterministicky automat pfevedeme na deterministicky (je dan stavovy diagram
a tabulka pfechod).

. 0 0 | o |1

— 4o q1

01 a1 | 90,92 | @
= Q2

Tento pfevod je nejjednodussi na tabulce pfechodti. V nékterych burikéch je vice nez
jedna polozka, proto obsah bunék budeme chédpat jako mnoziny. Vytvaiime tedy novy
kone¢ny (deterministicky) automat takovy, Ze jeho stavy jsou mnozinami stavti ptivodniho
automatu.

Novou tabulku pfechodt tedy vytvoiime z ptivodni tabulky tak, Ze nejdfiv jak obsah
bunék, tak i stavy v oznaceni fadkt uzavieme do mnozinovych zavorek. Tim ale v né-
kterych burikach (zde v jedné) dostaneme stav, ktery neni v oznaceni Zadného tadku. To
napravime jednoduse tak, Ze pfidame novy fadek tabulky s timto ozna¢enim a obsah bunék
zjistime sjednocenim fadkt ptivodni tabulky oznacenych prvky mnoziny, se kterou prave
pracujeme:

Ay ... B ... {A} . ({B.C)

(B} | {D,E} | ... Gy = (BY| fip.E) | ... | /G HN
{cy| 7y | ... [{HD) eyl \qrr /) | o [ \{1y
({B,é}) {D,E,F\} {/G, H,I}

Miize se stat, Ze sjednocenim mnoZin v butikach opét vznikne mnozina, kterd se nena-
chazi v oznaceni zadného fadku. Pak opét vytvofime novy fadek a pro butiky pouZzijeme
operaci sjednoceni mnoZin. Postup je tedy rekurzivni.
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Takze k piikladu:
| o |1 | 0 | 1
< {q} | {a} < {qo} {q1} 0
{a} | {90, 22} | {0} = {q1} {90, g2} {qo}
— {a2} — {q2} 0 0
— {q0,¢} || {an}Ud={q1} | OUD=10

Vlastnost , byt koncovym stavem” se také dédi v ramci sjednoceni — pokud alesporijeden
z prvki mnoziny stavii je v ptivodnim automatu koncovym stavem, stava se koncovym
stavem i celd tato mnoZina.

Uvedeny postup je vlastné zkraceny. Ve skute¢nosti bychom méli postupovat tak, Ze
bychom jako stavy pouZili vSechny moZzné kombinace stavii a opét operaci sjednoceni
mnozin:

| o |1
= {9} {g1} 0
{a1} {90, 42} {qo}
— {@} 0 0
— {a0, a1} | {0, a1, a2} | {0}
— {q0, 2} {ar} 0
— {a, 2} {q0, @2} {ao0}
— w0, 1,92} | {00, 01,92} | {a0}

Ve stavovém diagramu miizeme vidét, Ze stavy, které jsou oproti pfedchozimu po-
stupu navic, jsou nedosazitelné z pocate¢niho stavu a tedy se nenachdazeji na zadné cesté
pfi zpracovani slov jazyka. Proto je vlastné mtZeme bez Gjmy na obecnosti z automatu
odstranit.

Ukol 1.4
Uvedené nedeterministické kone¢né automaty reprezentované tabulkami pfeved'te na ekvi-
valentni deterministické. Ke kazdému vytvoite stavovy diagram ptivodniho nedeterminis-
tického automatu i vytvofeného deterministického a porovnejte.

| a| b | o | 1 | o | b |
- X ||Y — qo | 90,91 | 90,q1 — q || 91,2 | @
Y || Z — q q1, 92 "0 2 | q,9
Z | X | X, Z — Q@ — @ | 72
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1.3 Totalni automat

V totalnim (Gplném) automatu 1ze v kazdém stavu reagovat na jakykoliv symbol. Pfi pre-
vodu (netotalniho) automatu na totélni vytvofime novy stav (,,odpadkovy kos”, chybovy
stav), do kterého presmérujeme vSechny chybéjici pfechody. Nesmime zapomenout, Ze
poZadavek mozZnosti reakce na kterykoliv symbol se vztahuje také na tento nové pfidany
stav.

Postup prevodu na totdlni automat 1ze pouZit pouze na deterministicky kone¢ny auto-
mat, proto u nedeterministického automatu je prvnim krokem vzdy pfevod na determinis-

ticky.
Ptiklad 1.5
K zadanému deterministickému kone¢nému automatu vytvoiime ekvivalentni totalni au-
tomat:
|ab]ec
b c
—ale ) —@)——~=)
Q|2 | %
Q2 a2

Tento automat urcité neni totalni — napiiklad ve stavu gg nelze reagovat hned na dva
signaly. Vytvofime novy stav, oznac¢ime jej symbolem () a pfesmérujeme do tohoto stavu
vSechny chybéjici pfechody:

|a|b]|ec
s q|lal| 0|0
qi | @2 | ¢1
—q@| 0|0 |q
/1 I/ O /R
a,b,cw
P¥iklad 1.6

V pfikladu (1.4 jsme k nedeterministickému automatu vytvofili ekvivalentni determinis-
ticky. Tento deterministicky automat nyni ztiplnime (pfevedeme na totdlni). Stav {2 } neni
dosaZitelny z pocate¢niho stavu, proto jej také vypustime.

Abychom trochu zjednodusili znac¢eni, budeme misto mnozin {...} pouZzivat velka
pismena, provedeme pfeznaceni:
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Piivodni: Pteznaceny: Totdlni:
| o |1 e | o1
o daw} | {oy | 0 N = A|B|0 N — A[BJ]0
{a1} | {2042} | {90} B|C|A BlclA
—Aw @} | {a} 0 —C|B|0 — C||B|D
D00

Stavové diagramy pieznaceného a ztplnéného automatu:

ST e 0 e 0 4 0 e
1 1
01

Ukol 1.5

1. V8echny konecné automaty, které jste v tikolu ¢. 1/4 na strané |6/ ptevedli na determi-
nistické, zupliite (pFeved'te na totalni).

2. Nasledujici kone¢ny automat pfevedte na totalni a nakreslete jeho stavovy diagram
(signal v zahlavi posledniho sloupce je desetinna ¢arka):

lo|1,...,9],

—B| B B D

—C D
D|E E
—E | E E

3. Nasledujici (nedeterministicky!) kone¢ny automat zaplrite.

Lo |1
— A B

B|BC| A
—C A, C
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1.4 Odstranéni nepotiebnych stavii

Nepotiebné stavy jsou stavy, které nejsou pouzity pfi zddném tspésSném vypoctu (tj. kon-
¢icim v koncovém stavu). Jednd se o stavy

* nedosaZitelné — neexistuje k nim cesta z pocate¢niho stavu,
* nadbytecné — neexistuje cesta z tohoto stavu do jakéhokoliv koncového stavu.

S odstratiovanim (lépe feceno ignorovanim, neuvedenim ¢i vypusténim) prvniho typu
nepotiebnych stavii—nedosazitelnych —jsme se setkali uz u zkrdceného postupu pro pfevod
nedeterministického automatu na deterministicky. Pokud nové fadky tabulky pfechodt
tvofime jen pro takové mnoZiny ptivodnich stavti, které se jiz vyskytly v nékteré burice,
vétsinu nedosaZitelnych stavii (ale ne vZdy vSechny) automaticky odstratiujeme.

KdyZ chceme odstranit nepotfebné stavy, vZdy za¢indme nedosaZitelnymi stavy a aZz
potom odstranime nadbytecné. V obou p¥ipadech postupujeme rekurzivng, a to bud podle
stavového diagramu nebo podle tabulky pfechod.

e nedosaZitelné stavy: jako bazi (zakladni mnozinu) zvolime Sy = {qo} (obsahuje pouze
pocétecéni stav), dalsi prvky pfidavame , ve sméru Sipek” v stavovém diagramu, resp.

7 Yz

v tabulce pfechodti ve sméru oznaceni faddku — obsah bunék na fddku, postupné

vytvafime mnoZzinu vSech stavii, do kterych vede cesta z poc¢ate¢niho stavu o délce
max. 0,1, ..., nkrok (toto ¢islo je dolni index u oznaceni vytvafené mnoZiny S;);

* nadbytecné stavy: jako bazi naopak zvolime mnozinu koncovych stavti — Ey = F, dalsi
prvky pfidavdme ,proti sméru Sipek” v stavovém diagramu, resp. ve sméru obsah

nékteré buriky tabulky pfechodt — oznaceni fadku, vytvafime mnoZinu vSech stavii,
ze kterych vede cesta do nékterého koncového stavu o délce max. 0, 1, ..., n krok.

Piiklad 1.7
V zadaném kone¢ném automatu odstranime nedosazitelné a nadbytecné stavy.

[alb]e
— qo | 91 | 43
— q1 | 91| 92| g
q2 | g3 q0
qs | 43
“— 44| 95 | 92 | q3
— 45 | 95

Odstranime nedosaZzitelné stavy (do kterych neexistuje cesta z poc¢atecniho stavu):

So = {qo}
S1={w}U{q, e} ={q,q1,q93} (zestavu g vede ptechod do ¢; a ¢3)
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S2={q,q1,93} U{a5, 32} = {90, 01, 43,95, 2}
Sz ={q0,q1,93,¢5, 92} = S2  (konec, v poslednim kroku zadny stav do mnoziny nepfibyl)
V mnoZiné S3 neni stav g4, je tedy nedosazitelny z poc¢atecniho stavu a miazeme ho
z automatu odstranit. V kazdé z mnozin S;, které jsme postupné vytvofili, najdeme vSechny
stavy, které jsou z poc¢atec¢niho stavu dosazitelné po nejvyse i krocich.
Dale zjistime, ze kterych stavii nevede cesta do koncovych stavii. Budeme pracovat jiz
s automatem po odstranéni stavu g4.
Eo=F ={q,q}
By ={q,q5} U{ao} ={q1, 95 0}
Ey ={q1,95:q0, 42}
B3 ={q1,¢5, 90,2} = E2
V mnoziné E3 neni stav g3, to znamena, Ze z tohoto stavu neexistuje Zadna cesta do

(do stavti z Ey vede pfechod pouze ze stavu qp)

koncového a tedy kdyz tento stav odstranime, neovlivnime vypocet Zaddného slova, které
automat rozpoznava. Odstranime tento stav a také vSechny pfechody s nim pfimo souvi-
sejici.

Po odstranéni stavii, které jsme vyfadili s pouzitim mnoZin S; a E;, dostdvame nasle-
dujici kone¢ny automat:

[alb]c
— 4o | ©1
— q1 | 91| 92| 9
q2 q0
— 45 | 95

Ukol 1.6

1. Podle zadéani nasledujiciho automatu vytvotte tabulku pfechodt a stavovy diagram.
Potom odstraiite nepotfebné stavy. Takto upraveny automat pak ztplitte (pfevedte
na totalni automat).

A={A,B,C,D,E,F}, {0,1,2}, 6, A, {A,C}) s funkci ¢:

5(A,0)=FE §(B,1) =D §(D,2)=C §(F,1)=E
5(A,1)=B §(B,2)=E §(E,1)=E §(F,2)=F
5(A,2)=FE 5(C,0)=C 5(E,2)=E
5(B,0) = C s(C.1)=C §(F,0)=C

2. Knasledujicimu kone¢nému automatu vytvoite zbyvajici dvé reprezentace — §-funkci
a tabulku pfechodii. Potom odstratite vSechny nepotiebné stavy.
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3. Podle nésledujicich kone¢nych automatti uréenych tabulkami piechodi sestrojte sta-
vové diagramy a pak odstrarite vSechny nepotiebné stavy.

lalb]ec |a|b]|ec
<A|A|A|B — Qo | 94 | @1
B| C — q1 | qo
C|C|B — @ || al|ae
D|A|E|B q3 q4 | g3
—~E|B|C|C q4 qs3

4. Zamyslete se nad témito pfipady: jak by vypadal jazyk upraveného automatu (bez
nepotiebnych stavtl), kdyby do mnozin S; nebyly zafazeny Zaddné koncové stavy? Jak
by vypadal tento jazyk, kdyby do mnozin E; nebyl zafazen pocatecni stav?




Kapitola

Regularni jazyky

2.1 Konecné jazyky

Vsechny konecné jazyky jsou regularni, proto pro né dokaZeme sestrojit kone¢ny automat.

U kone¢ného automatu pro koneény jazyk byva obvykly pozadavek na rozliitelnost
nacitanych slov podle koncového stavu, tedy pro kazdé slovo jazyka by mél existovat
samostatny koncovy stav. Pak bez nutnosti porovnavani vstupu s jednotlivymi slovy jazyka
snadno zjistime, které slovo bylo nac¢teno — podle koncového stavu, ve kterém skon¢il
vypocet.

Postup je jednoduchy — pro kazdé slovo jazyka vytvoiime , vétev” ve stavovém dia-
gramu. Jestlize chceme automat deterministicky (opét jde o obvykly pozadavek, pokud
tento postup pouzivdme pii programovéni), staéi sloucit pocatky téch vétvi, které stejné
zacinaji (konce vétvi nesmime sloucit, nebylo by mozné rozpoznat slova jazyka podle kon-
covych stavi!).

Piiklad 2.1
Podle zadaného kone¢ného jazyka vytvofime kone¢ny automat.

L = {hrad, hrom, polom, ohrada}

OO OO
h
O Orn O
—(®)
() (@) )+ (1) ™(22)
(@]
() () () (1) ()2 o(22)

12
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Dale chceme, aby automat byl deterministicky se zachovanim moZnosti rozlisit rozpo-
znavana slova podle koncového stavu. Prvni dvé slova jazyka zacinaji stejnym podfetéz-
cem, tedy zacatky prvnich dvou vétvi sloucime:

QHQY

—(®) .
()-2r(a0) (@) .H" @)-=(z2)
(00 ) o )+ (1) )2 +(0)

Kdybychom netrvali na podmince odliSeni slov koncovymi stavy, bylo by mozné sloucit
vSechny koncové stavy v jeden, a také stavy g7 a qi2.

V kone¢ném automatu pro kone¢ny jazyk nesmi (a ani nemiize) byt Zddna smycka
(cyklus) — kdyby byla, pak by bylo moZzné tuto smycku jakykolivpocetkrat zopakovat
a rozpoznavany jazyk by byl nekone¢ny.

Ukol 2.1

1. Vytvofte kone¢ny automat pro nasledujici jazyky (deterministicky, a to tak, aby pro
kazdé slovo jazyka existoval jeden kone¢ny stav):

(a) L, = {strom, stroj, vystroj}

(b) Ly = {if, else, elif}

(¢) L. = {read, write, writeall, matrix}
(d) L4 = {delfin, ryba, velryba}

Pozndmka: V pripadé (c) bude koncovy stav vétve pro druhé slovo soucasti vétve pro
treti slovo (pokud vytvoiime deterministicky automat). To je v poradku, vlastnost
rozpoznavani podle koncového stavu ztistava zachovana.

2. Vytvoite kone¢ny automat (stavovy diagram), ktery bude rozpoznavat vsechna slova
nad abecedou ¥ = {a, b, c}, jejichz délka je
(a) pravé 3 znaky,
(b) nejvyse 3 znaky (tj. 0, 1, 2 nebo 3 znaky).
Nipovéda: Jde o konecné jazyky. Vime, Ze v automatu pro kone¢ny jazyk nesmi byt

cyklus, a také vime, Ze pfechody ve stavovém diagramu mohou byt oznaceny vice
nez jednim znakem.
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2.2 Pumping lemma pro regularni jazyky

Pro kazdy regularni jazyk L plati tato vlastnost: vzdy existuje pfirozené ¢islo p takové, Ze
pro kazdé slovo w € L existuje (alespori jedno, pfipadné vice) rozdéleniw = x - y - z (tj. na

Ve ov 2

tfi ¢asti) takové, Ze

* |y| > 0 (v prosttedni ¢asti musi byt alespon jeden znak — signal),

7 ¥z

e 1. (y)k -z € L projakékoliv £ > 0 (kdyzZ prosttedni ¢ast ,pumpujeme”, vysledné slovo
opét patii do jazyka — y bud’ vyfadime pro k = 0 a nebo opakujeme 1x, 2x, 3x, atd.)

Pumpovaci véta je implikace. Rika nam, Ze kdy? je jazyk regularni, tak ma danou vlast-
nost. Neni nikde feceno, Ze jazyk, ktery neni regularni, danou vlastnost nema.

Piiklad 2.2
Nejdiiv si ukdZeme, jak ovéfit, Ze regularni jazyk tuto vlastnost ma. Postup si ukdZeme na
jazyku L = {a'’ | i,j > 0}

Pro tento jazyk dokdZeme sestrojit kone¢ny automat, tedy
vime, Ze se jedna o reguladrni jazyk. Vlastnost popsanou v Pum-
ping lemma si miizeme pfedstavit takto:

* pouZijeme p rovno poctu stavii kone¢ného automatu, tedy p = 2
* vezmeme jakékoliv slovo jazyka delsi nez 2, napiiklad w = a3b (ma délku 4)

* w je delsi neZ pocet stavii automatu, je tedy ziejmé, Ze néktera cast slova bude vy-
hodnocovéana v cyklu

¢ pfi pohledu na stavovy diagram automatu vidime, Ze tento cyklus jde pfes jediny
stav, a to qg

* vhodné rozdéleni mtize byt naptiklad w = (a) - (a?) - (b), po pumpovéani dostadvame
slova (a) - (a®)* - (b) = a'*2*b, pro jakékoliv k > 0 tato slova patti do jazyka L.

Plati pumping lemma pro vsechny reguldrni jazyky vcetné konecnijch? Samoziejmé ano.
Pro kazdy kone¢ny jazyk existuje kone¢ny automat, ktery ho rozpoznava.

Jako p si zvolime opét bud’ pocet stavii tohoto automatu a nebo islo jeste vetsi.

V Pumping lemma se piSe ,pro kazdé slovo w daného jazyka delSineZ p ... ", ale nepisSe
se tam, Ze takové slovo opravdu musi existovat. Opravdu zadné takové neexistuje, protoZe
kdyby existovalo slovo delsi neZ pocet stavli automatu, musel by byt v grafu stavového
diagramu cyklus, a cyklus znamena nekonec¢ny jazyk. Takze Pumping lemma plati i pro
konecné jazyky.
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Ukol 2.2

U nasledujicich regularnich jazykt vytvoite stavovy diagram, vyberte ,dostatecné dlouhé

YoMz

slovo” — delsi neZz pocet stav(i automatu, urcete nékteré vhodné rozdéleni slova na tii ¢asti
podle podminek Pumping lemma a ukaZte, Ze pro jakékoliv ¢islo (mocninu) % jde opét
o slovo z daného jazyka.

Pracujte s témito jazyky:

(@) L, = {abla|i> 0}

() Ly = {(ab)i | i > 0}

(©) Lo = {a(®h)i |i> 1}

(d) Lg={000(111)¢ | i > 0}
(e) L. = {disk, data, plat}

(f) Ly =N (mnozina pfirozenych ¢isel, zde véetné 0)

Obvyklejsim zptisobem pouziti Pumping lemma je jeji obrazend forma: misto tvrzeni
Regular(L) = Vlastnost(L, p)

dokazujeme
—Vlastnost(L, p) = —Regular(L),

tedy , Pokud neexistuje Zadné p takové, ze pro kazdé slovo delsi nez p dokdZeme najit dané
rozdéleni, pak jazyk neni regularni.”.

Abychom mohli dokézat, Ze pracujeme s opravdu jakkoliv dlouhym slovem, pouZijeme
v uréeni slova ,proménnou” v exponentu, kterou v pfipadé potfeby mutZzeme jakkoliv
zvySovat (do nekone¢na), naptiklad proménnou i ve slové (ab)'.

Dale u zvoleného slova zkousime r@izné moznosti jeho rozdéleni na tfi ¢asti tak, aby
prostfedni ¢ast nebyla prazdné slovo. Nemusime hledat absolutné vSechny moznosti (to
bychom hledali do nekone¢na), ale je tfeba vystihnout rtizné mozné zptsoby umisténi
hranic mezi potencidlnimi ¢astmi. Pro kazdé mozné rozdéleni pak najdeme alespori jednu
hodnotu k, pro kterou z - y* - z nepatii do jazyka.

Kon¢ime tehdy, kdyZ se podafi najit slovo takové, ze pro jakékoliv jeho rozdéleni vzdy
najdeme alespoii jednu hodnotu k takovou, Ze - y* - z nepatii do daného jazyka.

Piiklad 2.3
Ukézeme, Ze jazyk L = {a™b*" | n > 0} neni regularni.

Vybereme ,dostatecné dlouhé” slovo jazyka. ProtoZe nemame zkonstruovan kone¢ny
automat pro tento jazyk (samoziejmé, vzdyt’ ve skute¢nosti neexistuje), musime vybrat
takové slovo, o kterém si mizeme byt jisti, Ze je opravdu dlouhé. Naptiklad w = a'b?* pro
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,Né&jaké” i, dostatecné velké. PouZili jsme proménnou ¢, o které vime jen jedinou konkrétni
véc —je vétsi nez 0 (protoze musi byt vétsi neZ néjaké ¢islo p, které je vétsinez 0).

Slovo mame, a to dostatecné reprezentativni, vlastné nam urcuje vSechna dlouha slova
daného jazyka. Zbyva projit vSechna mozna rozdéleni x - y - z tohoto slova a dokazat, Ze
pro jakékoliv k > 0 slovo = - y* - z nepatti do jazyka L. U jednotlivych moZnosti budeme

volit k = 0 nebo k£ = 2.

Jsou tyto moznosti:

1. hranice mezi x a y je pfed zacatkem slova (tj. x = ¢):

(a) hranice mezi y a z je nékde mezi znaky a, v prvni ¢asti slova: z -y - 2 = ¢ - a™ -
a=mp% m > 0,z - yF - 2z = aFmTi=mp2 napiiklad pro k = 0 vychazi a'~"b%;
protoZe m > 0, toto slovo nepatii do jazyka L

(b) hranice meziy a zje na hranici mezi znaky aab:z-y-z = ¢-a*-b%, z-y*- 2 = a*v?,;
opét stadi dosadit k = 0, dostavame b*, protoZe i je velké &islo, urcité vétsi nez
0, toto slovo neni z jazyka L

(c) hranice mezi y a z je nékde mezi znaky b, v druhé astislova: x -y - 2 = - a'b™ -
VM0 < m < 26, x-yF -2 = (a'™)Fb% ™, pro k = 0 je taktéZ narusen vztah
v exponentech — slovo %™ ¢ L

(d) hranice mezi y a z je na konci slova, tj. celé slovo je v prostiedni ¢asti rozdéleni:
voy-z=c-ab® g x-y* z=ab*ab* i >0¢ L

2. hranice mezi x a y je v prvni ¢asti slova, nékde mezi znaky a:

(a) hranice meziy a z je ve stejné &astislova: z -y -z = a™ - a"™ - "™ "b* m,n > 0,
x-yo-z:ai_”b%géL

(b) hranice mezi y a z je na hranici znaktiaab: v -y -y = a™-a"~™ - b*, 0 < m < i,
vy -z=amb* ¢ L

(c) hranice mezi y a z je nékde mezi znaky b: z -y - z = @™ - """ - b*", MmN >
0, m<iz -y? z=ab"a""b* ¢ L

(d) hranice mezi y a z je na konci slova: z -y - 2z = a™ - a""™b* - ¢, 0 < m < i,

r-y0-z=a"¢L
3. hranice mezi z a y je na hranici mezi znaky a a b:

(a) hranice mezi y a z je nékde mezi znaky b: x - y - 2 = a’ - o™ - b*™™, 0 < m < 2i,
x_yO.z:ainifm¢L
(b) hranice meziya zjenakoncislova:z-y-z=a'-b*.c,2-y° - z2=a' ¢ L

4. hranice mezi = a y je v druhé ¢asti slova, nékde mezi znaky b:

(a) hranice meziya zjenékde mezi znaky b: z-y-z = a’b™-b"-b* ™" 0 < m,n < 2i,
x-yo-z:aib2i7"¢L
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(b) hranice mezi y a z je na konci slova: z -y -z = a'b™ - b*"™ . ¢, 0 < m < 24,
vy z=ab" ¢ L

wev s

Jednotlivé varianty rozdéleni jsou piehlednéjsi v tabulce:

’ T-y-z ‘ Podminky ‘ z-yFz ‘ k=0 ‘ k=2
c-a™ . ai—mei 0O<m<i akm—l—i—mei ai—mb2i ¢ L
€ - ai X b2i akib2i b2i ¢ 1’
£-alhm . pFm 0<m<2i (a’bm)kp2i-m br-m g [
€ - aib2i - (aibQi)k ainiaibQi ¢ L
a™ - aql - gimmnp m,n > 0 akn—i—i—ani i np ¢ T
am™ - a2 O<m<i qmk(i—m) g2 amb? ¢ L
a™ . ai—mbn . b2i—n m,n > 0’ m<i am(ai—mbn)kb%—n aibnai—mb2i ¢ L
a™ - amm e O<m<i a™(a=mb2)k a™ ¢ L
ai Ly b2ifm 0<m< 2 aibkm+2ifm aib2ifm §é I
ai . b2i - ainki ai ¢ L
aibm b b2i—m—n 0< m,n < % aibkn+2i—n aib2i—n ¢ L
alb™ - bF M e 0<m<2i a'pmk(Zi=m) a’b™ ¢ L

Pro kazdé moZné rozdéleni jsme nasli k takové, Ze ry* > nepatti do jazyka, proto L neni
regularni jazyk.

Pumping lemma neni ekvivalence, ale pouze implikace. Proto mohou existovat jazyky,
které sice nejsou regularni, ale pfesto danou vlastnost spliuji. MZe se jednat naptiklad
o0 jazyk vznikly zfeténenim regularniho a neregularniho jazyka.

Piiklad 2.4
Jazyk L = {a'b’c¥ | i,j > 0} neni regularni, pfesto spliiuje Pumping lemma. M{izeme
zvolit napiiklad slovo a™. Toto slovo patfi do jazyka L a existuje dokonce vice rtiznych
rozdéleni x - y - z takovych, Ze x - y* - z € L, naptiklad € - (a™)* - & = a*™ € L pro jakékoliv
k> 0.

Co z toho plyne? KdyZ jazyk splriuje Pumping lemma, nemtZzeme tvrdit, Ze je regularni.
A naopak — kdyZ se nepodafi pomoci Pumping lemma dokazat, Ze jazyk neni reguléarni,
tak to jeSté neznamend, Ze je regularni.

Ukol 2.3
1. Ukazte, ze jazyk L = {ba(ab)" | n > 0} spliiuje Pumping lemma.

2. Pomoci Pumping lemma dokazte, Ze jazyk L = {a"bc™ | n > 1} neni regularni.




18 KAPITOLA 2 REGULARNIJAZYKY

2.3 Uzavérové vlastnosti — operace nad regularnimi jazyky

Ttida jazykt je mnoZina vSech jazykt s danou spolec¢nou vlastnosti. Také regularni jazyky
tvofi tiidu - tfida regularnich jazykt je mnozina vSech jazykf, pro které lze sestrojit kone¢ny
automat.

Vime, Ze na fetézce Ize pouZit operaci zfetézeni. Jazyk je mnoZina fetézcti, a tedy na
jazyk miizeme pouZzit rizné mnozinové operace (sjednoceni, prinik, doplnék — zrcadleni,
substituci), a také operace odvozené z prace s fetézci a znaky (signaly) — zfetézeni, déle
iteraci (operace , hvézdicka”) a dalsi.

Ttida jazykt je uzaviena vzhledem k néjaké operaci, pokud po uplatnéni operace na
jazyky z této tfidy opét vznikne jazyk patiici do stejné tiidy.

Postupné si ukdZeme vSechny zakladni operace, a to na kone¢nych automatech. Pokud
jde o binarni operaci (uplatriuje se na dva jazyky), je nutnou podminkou disjunktnost
priniku mnoZin stavh téchto automat(i (Zddny stav nesmi existovat v obou automatech
zaroven).

2.3.1 Sjednoceni

V piipadé sjednoceni vyuZijeme celou definici ptivodnich automatt. Pfidame novy stav
a z tohoto stavu povedeme pfechody do vSech stavi, do kterych vede pfechod z poc¢ate¢niho
stavu. Novy stav nam tedy simuluje pouZiti po¢ate¢nich stavii v ptivodnich automatech.

Postup si mlizeme predstavit tfeba tak, Ze vezmeme vSechny pfechody, které vedou
z ptvodnich pocéatecnich stavil, a zkopirujeme (ne pfeneseme, ty plivodni museji ztstat)
,konce bez Sipek” k novému stavu.

Pokud néktery z ptivodnich pocéate¢nich stavti patii i do mnoZiny koncovych stavi, pak
také tuto vlastnost pfiddme novému pocate¢nimu stavu.

Piiklad 2.5
UkéaZeme si operaci sjednoceni na nasledujicich jazycich a automatech:
Ly = {(ba)*(aUbb) : i >0}

Ly = {a’bad’ | i,j > 0}

Konec¢né automaty pro tyto jazyky jsou nésledujici:

| alb H@L . |
— q U ¢ _>B

@ | 9|« @ —C
a

elleldks
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Pfiddme novy stav sy a vSechny piechody z tohoto stavu nasmérujeme a ozna¢ime
stejné jako prechody z pocate¢nich stavti ptivodnich automatt.

Postup je nejnazorngjsi na stavovém diagramu, ale je jednoduchy také v tabulce pfe-
chodti — staci obé tabulky shrnout do jedné a pfidat novy fadek, jehoZ buiiky budou
sjednocenim bunék na fadcich ptivodnich pocate¢nich stavii a na piisludnych sloupcich.
ProtoZe jeden z ptivodnich pocate¢nich stavti (go) patfi do mnoziny koncovych stavii, také
novy pocatecni stav so bude zéroven koncovym.

| o | 0

« 50 | q, A | q2,B
— qo |Ca& q2 )
— q1

q2 q0 q1

A|lCA | B)

B C
—C C

Ukol 2.4

1. PouZijte operaci sjednoceni na nésledujici kone¢né automaty:

00 0 1
/0\4
—()  (&)1c) —(0)(x)
w1l

2. PouZijte operaci sjednoceni na nasledujici kone¢né automaty (u druhého z nich je stav
g3 zaroven koncovy):

| o [0 [alb]c
— 4o || 90,92 | 41 = 43 | 94 | 96
— q1 qz q4 q5
Q2 q2 d5 q3
— 46

3. Pro oba kone¢né automaty ze zadani predchoziho piikladu a také pro vysledny
automat vytvoite zbylé dva typy reprezentaci — stavovy diagram a J-funkci vcéetné
plné specifikace automatu.

4. Zamyslete se nad tim, jak by vypadalo sjednoceni vice nezZ dvou kone¢nych automatt.
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2.3.2 Zretézeni

Zietézeni dvou jazykh vytvoiime tak, Ze ve vysledném jazyce jsou vSechny mozné fe-
tézce, jejichZ prvni ¢ast je kterékoliv slovo z prvniho jazyka a druhé cast zase kterékoliv
slovo z druhého jazyka. Zalezi na potadi, ¢asti slova nemtZeme ptehodit, fidi se pofadim

zietézovanych jazyk.

Piiklad 2.6
Princip zietézeni jazyk si ukdZeme na téchto konecnych jazycich:
Ly = {e,abc,ba}
Ly = {ddb,dc}
Zietézenim téchto dvou jazykt ziskame jazyk L = Ly - Lo:
L ={e-ddb,e - dc,abc - ddb, abc - de, ba - ddb, ba - dc} = {ddb, de, abeeeb, abede, baddb, badce}

Pfi zfetézeni neni tfeba ve vysledném automatu vytvatet novy stav. Opét vyuZijeme
vSechny stavy a pfechody z ptivodnich automatti a budeme pfidédvat nové prechody, které
je propoji.

Pfi ukonceni vypoctu prvni ¢asti slova (tj. v prvnim ptivodnim automatu) je tfeba , ply-
nule” navéazat na vypocet druhého ptivodniho automatu. Proto nové pfidavané prechody
budou vést z koncovych stavii prvniho automatu, jejich cilovy stav (stav, do kterého bude
sméfovat Sipka pfechodu) a oznaceni pfejmeme (zkopirujeme) od piechodti z pocate¢niho
stavu druhého ptivodniho automatu.

Pocate¢nim stavem vysledného automatu bude samoziejmé pocate¢ni stav prvniho
ptvodniho automatu. Do mnoziny koncovych stavti zatadime

¢ koncové stavy druhého ptivodniho automatu,

* pokud pocatecni stav druhého automatu byl zérovenn koncovym (to znamena, Ze
do druhého jazyka pattilo slovo ¢), pak do mnoziny koncovych stavii vysledného
automatu zafadime také koncové stavy prvniho ptivodniho automatu.

Piiklad 2.7
Zietézime jazyky téchto kone¢nych automatti:

Aafalb () (B)
— q | @1 | g Ua " — A

— Q1 B

@ | 9|« @ «—C
a

ellelrdks
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V automatu A; (prvnim) jsou dva koncové stavy. Z nich budou vést nové prechody ke
staviim automatu A — ke vSem staviim, do kterych vede pfechod z poc¢atecniho stavu A.

| a | b

K/—\\‘ — qo ‘II/A QZ,B
H%%@%Q of &1
\ l \/i AlCA B

—C C

Nyni obratime poradi zietézovanych automatti. Musime brat v tivahu to, Ze pocate¢ni
stav automatu, ktery je ted druhy v potadji, je zaroven koncovym stavem:

—C|Caqa |

9 |Ca q2)

q2 q0 q1

Ukol 2.5

1. Proved'te operaci zfetézeni jazyku nasledujicich kone¢nych automata:

e 2
~®_®E ~®E)

2. Provedte operaci zfetézeni jazykt nasledujicich kone¢nych automatt — nejdiiv v po-
fadi podle zadani (L(.A;)- L(Az)) a potom v opa¢ném pofadi (L(.Asz)- L(A;1)). Sestrojte
také stavové diagramy.

At a | b Az | a| b | e
— 4o || 40,92 | q1 = 43 | 494 | 96
— q1 q2 q4 qs
42 qz qs q3
— (o
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2.3.3 Iterace (Kleeneho uzivér)

Pti iteraci zietézujeme jazyk sam se sebou, a to 0x, 1x, 2x, ..., a pak vSechny vysledné
jazyky po zfetézeni sjednotime.

Piiklad 2.8
Princip iterace jazyka si ukdZeme na tomto kone¢ném jazyce:

Li = {abc, ba, cd}

Iteraci ziskdme jazyk L = Lj:

L= { e, 0x
abe,ba,cd, ... 1x
abcabe, abeba, abeed, baabe, baba,bacd,  ........ ... ... ... . ... 2%
abcabcabe, abcabeba, abcabeed, abebaabe, abebaba, abcbacd, ...} ... ... 3%, ...

Vysledkem iterace je vZdy nekoneény jazyk obsahujici prazdné slovo ¢, i kdyby ptivodni
jazyk L; byl kone¢ny.

Uprava kone¢ného automatu pfi iteraci spociva v téchto dvou krocich:

¢ vytvofimenové pfechody umoziujici ,ndvrat” zkoncovych staviina pocatek vypoctu
(dalsi slovo z jazyka),

* pocatecni stav zafadime do mnoziny koncovych stavii (pokud tam nebyl).

Nové prechody tedy povedou z ptivodnich koncovych stavil, a to do vSech stavi,
do kterych vede pfechod z pocate¢niho stavu. Princip je prakticky stejny jako u dfive
probiranych operaci, kopirujeme pocatky pfechodti od pocate¢niho stavu se zachovanim
jejich cile i oznacenti (signélu).

Piiklad 2.9
Vytvotime iteraci jazyka nasledujiciho automatu:

Jof1]>2
—A|A|B
—B D|B
C| D
—D

Koncové stavy jsou dva. Z kazdého pfiddme pfechody do vSech stavii, do kterych
sméfuji pfechody z poc¢ate¢niho stavu, a potom pocatecni stav oznacime jako koncovy (aby
automat pfijimal také prazdné slovo ¢).
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o] 1 |2
A |(A B C)
—B|A|DB|B,C

C|D
—D | A B C

Kdyby stav A uz v ptivodnim automatu
patfil do mnoziny koncovych stavii, tak by
samoziejmé koncovym stavem ztstal.

Ukol 2.6

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nasledujictho automatu:

A H a ‘ b
4o | 91 | 92
—q

q2 | 90 | ©1

2. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je iteraci jazyka nésledujictho automatu:

o) 1 o1
—()(x) e

Pro vysledny automat také vytvoite tieti typ reprezentace — d-funkci s plnou specifi-

kaci.

2.3.4 Pozitivni iterace

Pozitivni iterace je podobna operace jako pfedchozi, ale zatimco iterace znamena fetézeni
0x, 1x, 2x, ..., pfi pozitivni iteraci za¢iname pfi fetézeni aZ 1x, 2x, .... Matematicky
muZeme zapsat:

Iterace: L* = UgolL'

Ui1 L'

Pozitivni iterace: LTt
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Postup je stejny jako u iterace, ale pokud pocéte¢ni stav ptivodniho automatu nepatfil
do mnoziny koncovych stavti (tj. slovo € nepatfilo do jazyka), nebude koncovym stavem
ani po tpravé automatu. Postup si ukdZeme na stejném jazyce a automatu jako u iterace.

P¥iklad 2.10
Vytvorfime pozitivni iteraci jazyka nasledujiciho automatu:

[of1]2
—A|A|B|C
—B D | B
C| D
—D

Pfiddvame pouze nové prechody, poc¢atecni stav nebudeme zatazovat do mnoziny
koncovych stavti:

o 1 |2
—~AJAT B [ C)
—B|A|DB]|B,C

c|D
~D[A| B | C

Ukol 2.7

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nasledujiciho
automatu:

Al H a ‘ b
4o | 91 | 92
— q1

qz || 90 | ©1
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2. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je pozitivni iteraci jazyka nasledujictho
automatu:

o) 1 o1

H@ @ — E E

2.3.5 Zrcadlovy obraz (reverze)

Reverze je pfevraceni. Zrcadlovy obraz slova sestrojime tak, Ze je zrcadlové , pfevratime”,
tj. ze slova abed ziskdme slovo (abed) = dcba.

Zrcadlovy obraz jazyka je jazyk obsahujici vSechna slova ptivodniho jazyka, ale pfe-
vracend. Operace zrcadleni je sama k sobé inverzni — kdyZ slovo (nebo jazyk) revertujeme
dvakrat, dostavame ptivodni slovo (jazyk). Zrcadleni mZeme zapsat takto:

LR ={w|wfte L}

Pokud budeme pii reverzi pracovat s kone¢nym automatem, pfedevsim pievratime
vSechny cesty, které v automatu existuji (tj. pfevratime vsechny pfechody) a zaménime
pocatecni a koncové stavy.

Dale musime vyfesit jeden problém — pocate¢ni stav musi byt vZdy jen jeden, ale konco-
vych stavii miiZe byt obecné jakykoliv pocet. Proto rozlisime dva pfipady — pokud ptivodni
automat ma jen jediny koncovy stav, sta¢i postup naznaceny v pfedchozim odstavci. Jestlize
vSak ma vice koncovych stavii, musime zajistit, aby po reverzi existoval jen jediny poca-
te¢ni stav. Proto vytvofime novy stav, ktery v sobé bude shrnovat vlastnosti ptivodnich
koncovych stavii (resp. novych , pocatecnich” stavii) tykajici se pfechodi, které z nich po
reverzi vychézeji.

Pokud pocate¢ni stav pavodniho automatu patfil do mnoziny koncovych stavii, bude
koncovym stavem také pocatecni stav po reverzi.

Piiklad 2.11
Provedeme operaci zrcadleni jazyka tohoto kone¢ného automatu:

[alb]ec

— qo | 91 | 92
— q1 a1
q2 || 93 q1
q3 q2
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Obratime vSechny pfechody. ProtoZe mame jen jediny koncovy stav, sta¢i dale jen za-

ménit pocatecni a koncovy stav. U tabulky se zaménuji oznaceni fadki s obsahem bunék
na tomto fadku.

[al b | c
— 4o
— q1 || 90 qi1, 42
qz q0, 43
qs | 92

P¥iklad 2.12
Podivame se na sloZitéjsi piipad — kone¢ny automat s vice koncovymi stavy. Postup bude
podobny, ale navic feSime nutnost existence jediného pocate¢niho stavu. Je dan tento ko-

necny automat:

—(a) HAHf:\ ; |
bI — B D
© LI

Jsou zde dva koncové stavy. Nejdiiv pfesmérujeme vSechny pfechody a oznac¢ime novy
koncovy stav, a az v druhém kroku (automat vpravo) vytvofime novy pocéatecni stav
podobnym postupem, jaky jsme pouzili napifiklad u sjednoceni (tam $lo také o ,,simulaci”
—nahrazeni dvou pocate¢nich stavti jedin}’lm).

[a| b |e

- ® R Oy aEaL
C
B A

Qaﬁmag <k%bc&> e

Posledni pfipad, na ktery se podivame, je kone¢ny automat s vice koncovymi stavy, kde
také pocétecni stav patii do mnoZziny koncovych stavi.
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Piiklad 2.13
Pro operaci zrcadleni je dan tento kone¢ny automat:

[ alb
= 4o | 91 | G2
— q1

q2 | 90 | ©1

Narozdil od pfedchozich pfiklad@i budou ve vysledném automatu dva koncové stavy.
Stav gp bude koncovy, protoZe v ptivodnim automatu je pocate¢nim stavem, a stav p bude
koncovy, protoze do jazyka ptivodniho automatu patii slovo ¢, jehoZ pfevracenim je opét
slovo € pro jeho rozpoznani musi byt pocate¢ni stav (tj. p) v mnoziné koncovych stavi.

| o [0

— P | 90,92 | 92
— qo q2

q1 q0 q2

qz q0

Ukol 2.8

1. Zkonstruujte kone¢ny automat jazyka, ktery je reverzi (zrcadlovym obrazem) jazyka
nasledujictho automatu:

00 1 |o]1
Lot

2. Vytvofte kone¢ny automat jazyka, ktery je reverzi jazyka nasledujiciho automatu. Pro
oba automaty (uvedeny i ten, ktery vytvofite) sestrojte tabulku pfechodt.

3. Vytvofte kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk L = {e, tisk, tis, sito} tak, aby
jednotlivé slova jazyka byla rozpozndvand koncovym stavem (tj. pro kazdé slovo
vlastni koncovy stav). Potom proved'te reverzi tohoto automatu.
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4. Vytvofte zrcadlovy obraz jazyka tohoto kone¢ného automatu (mé jediny koncovy
stav, ktery je zaroven pocate¢nim stavem):

[alb

= 4o | 91 | 42
q1 q2

q2 || 92 | 40

2.3.6 Pranik

zZN2

Kdyz vytvafime kone¢ny automat pro prinik dvou jazykt pomoci automatti, které je
rozpoznavaji, tak vlastné simulujeme (paralelné) ¢innost obou téchto automatti. Po pfecteni
kazdého signélu ze vstupu provedeme jeden krok v obou automatech zarover.

Ve vysledném automatu jsou proto stavy usporfadanymi dvojicemi stavii z prvniho
a druhého ptivodniho automatu.

Piiklad 2.14
Sestrojime kone¢ny automat rozpozndvajici prinik jazykt nasledujicich dvou automat:

o)
o) ) | | |
() (1)) T
wb ~ a
O )

Nejdfiv si vyzna¢ime pribéh ,simu-

lace”. Neni to nutné (a u sloZitéjsiho auto-
matu je to prakticky neproveditelné), ale ‘ ‘ . ‘

na diagramu lépe pochopime paralelnost

I
|
1 - / !
|
I

obou zpracovéani téhoZ slova (¢ervené jsou \ . , /’ e \), a /
. . . \ / -, \ /
spojeny stavy, ve kterych jsou automaty | S bo R .’//' L
ve stejném kroku zpracovani slova) — ob- -a / L7
) p ca Sy
razek vpravo. ‘s
b Phd s ’ ]
Napftiklad pro slovo abbabab paralelné - T
-=-" /

prochdzime dvojicemi stavii [qo, po], pak

(90, p1], [q1. 1), (g2, p1], (43, p2), (g2, o), ddle
lg3, 3] a [q2, pa)-
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ProtoZe by bylo hodné naro¢né (a také nedeterministické a tézko naprogramovatelné)
takto vyhleddvat v8echny dvojice stavti, ve kterych se nachazi vypocet v obou automatech
ve stejném kroku, pouZijeme jinou (trochu , otrockou”) metodu:

* jako mnozinu stavil pouZzijeme mnozinu vSech uspotddanych dvojic, kde prvni prvek
je stav prvniho automatu a druhy prvek je stav druhého automatu,

¢ vytvofime J-funkci nebo tabulku pfechodt, ve které zachytime spole¢né prechody
na stejny signal v obou automatech,

¢ odstranime nepotfebné stavy.

Pocate¢nim stavem bude uspotfddand dvojice obsahujici pocatecni stavy obou ptivodnich
automattl, koncové stavy budou vSechny uspotddané dvojice, ve kterych jsou oba ptivodni
stavy koncovymi.

Jednodussi je vyuziti tabulky pfechodii. Podle tabulek ptivodnich automatti vytvofime
tabulku pro vysledny automat (kombinace fadk ve stejném sloupci).

ol b | o |o
— 4o | 90 q1 — Po || P1,D3
q1 q1, 92 y4! b2 P1
— q2 | g3 b2 Po
q3 qz p3 2
— P4

Tabulka pfechodti vysledného kone¢ného automatu mé 4 - 5 = 20 fadka:

H a ‘ b (pokracovani) H a ‘ b
— [q0,p0] | [90,P1]; [90, P3] [92,p0] | [g3,p1], 93, 3]

[q0, 1] [0, p2] lq1, p1] [q2, p1] g3, p2]

[0, p2] [q1, Po] g2, p2]

[0, 3] [q1, P4l [q2, p3]

[0, P4] — g2, p4]

91, po] (g3, o]

[q1,p1] lq1, p1], [q2, p1] g3, 1] [q2, p1]
[q1, 2] [q1, o), [42, Po] g3, p2] (42, Po]
[q1, 3] [q1,p4l, [q2, P4l g3, 3] [q2, P4l
[q1, P4 (g3, 4]

Nyni odstranime nepotfebné (tj. nedosaZitelné a nadbyte¢né) stavy tak, jak jsme se uéili
v pfedchozich kapitolach, obsah mnozin je prtibézné tfidén pro usnadnéni porovnavani.
So = {lq0, po]}
S = {[q07p0]7 [q()vpl]a [QO7p3]}
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Sa = {[q0, Po); [90, P1]; [90, 3], [q0, 2], [q1, P1], [q1, pal}

S3 = {[q0, pol; [90, P1]; [90; 2], [q0, P3], [q1, P1); [q1, Pal; (a1, Pol; [g2, p1]}

S1 = {[q0, pol; [90, p1]; [90, P2], [90, D3], [a1, pol, [q1, P1], [q1, pal; (a2, p1), (g3, p2]}

S5 = { 40, Po}, [QO;plL [CIO,pz], [QO,p:a], [fh,Po]a [Ch,pl], [Q1,p4], [Q2,P1], [(J3ap2]7 [Q2,po]}

Se = { q0, [QO;p1]7 [CIO;pz], [CIO,p3], [QLPOL [Ch,pl], [Q1,p4], [CI2,P0], [Q27P1], [Q37p2], [Q3,p1]7

Ss = {[q0, po); [q0, 1], [q0, 2], [q0, P3], (a1, pol, (a1, p1), [a1, pal, (a2, po), (a2, 1], (g2, pal, (a3, 1],

]
o]
]
S7 = {[q0,pol; [q0, P1], [90, P2], [q0, P3]; [q1, Pol, [a1, 1], [q1, P4l [q2, Do), (42, P1], (43, P1], (g3, 2],
]
]
43, D2), (43, 3]} = S7

90, 1],
q3,P3 ,Fh,p%}
)

Odstranili jsme stavy [qo, p4], [q1, 2], [q1, P3], [a2, P2], [q2, P3]; [43, Pol, [43, p4], které jsou nedo-
sazitelné z pocéate¢niho stavu. Dale pracujeme s touto tabulkou pfechod:

| a | b
— [q0,po] || [90,P1], [q0, D3]
[q0, p1] [0, p2] lq1, p1]
90, 2] [q1, o]
[0, p3] [q1, p4]
[q1, po]
[q1, p1] lq1, p1]. [q2, p1]
[q1, pa]
la2, o] | [a3,P1], 93, 3]
g2, p1] (g3, p2]
— [q2,p4]
(g3, 1] (g2, 1]
(g3, p2] g2, Po
(g3, p3] [q2, pa]

Odstranime nadbyte¢né symboly (ze kterych neexistuje cesta do koncového stavu):

Eo = {[q2.p4]}

E1 = {[q2, p4l; (g3, 3]}
{[Q2,p4], [Q37P3], [Q2,p0]}
= {[q2, pol; (2, p4l, [g3, p3], [43, P2] }

E4 = {la2,pol, la2, p1]; [a2, pal, [a3, 2], [43, P3]}

Es = {[q2,pol; [q2, p1], (92, p4l, (a3, p2], (a3, p3]; [q1, 1], 43, 1] }

E¢ = {[q1,p1], [q2, pol, (42, p1], 42, P4l (a3, P1], [43, p2], (43, P3]; [q0, P1]}

E7 = {lqo,m1], [q1, p1], (92, pol, (g2, p1], (g2, P4, a3, p1], [a3, p2], (93, p3], [q0, pol}

Es = {[q0, o}, [90, p1]; [a1, P1], g2, Pol; [92, P1l; [a2, pal, (g3, 1], (g3, p2l; a3, ps]} = Er

) 142, P1)5 142,

Po odstranéni stavii [qo, p2], [qo, P3), [q1, o], [q1, p4] dostdvame tuto tabulku piechodt
(s pvodnim oznacenim stavti a po pfeznaceni na pismena):
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H a ‘ b H a ‘ b
— (90, po] 90, p1] —Al B
[q0, P1] lq1, 1] B C
[q1, p1] lq1, p1], [q2, 1] C CE
la2,po] | [a3,p1], (93, 3] D | G,K
g2, p1] 3, p2] E H
— [q2,p4] —F
l43, p1] [q2, 1] G E
g3, p2] (42, Po] H D
lq3, 3] (g2, p4] K F

Stavovy diagram (stavy jsou pfeznacené):

H@%%@%Q?HCTD
O OB OO

Ukol 2.9

1. Vytvorte deterministické kone¢né automaty projazyky L; = {if, then, else} a Ly = {if,
iff, elif}, v kazdém z automatt staci jediny koncovy stav pro vsechna slova daného
jazyka. Potom pomoci automatt vytvorte prinik téchto jazykda.

2. Sestrojte kone¢ny automat, ktery je prinikem jazykt nasledujicich automatt (pra-
cujte s tabulkami piechodt). Odstraiite vSechny nedosaZitelné a nadbytecné stavy
a sestrojte stavovy diagram.

o] [olt
—-A|B|A —E F
—B | C F|| F | H

C D —H|H|H
D| B

Pro kontrolu: po odstranéni nepottebnych stavii by mél automat mit osm stavd, z toho
jeden koncovy, jeden cyklus pfes jeden stav a jeden cyklus pfes tfi stavy.
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2.3.7 Homomorfismus

Homomorfismus je takové zobrazeni, které

¢ zachovava neutrélni prvek (tj. u fetézct prazdny fetézec € zobrazi opét na ¢)

¢ zachovava zobrazeni operace, pro kterou je definovan (u fetézct jde o zfetézeni, tj.
h(a-b) = h(a) - h(b))

¢ vysledkem zobrazeni prvku (signalu, znaku) je vZdy fetézec (u substituce, coz je
zobecnéni homomorfismu, je vysledkem zobrazeni mnoZzina fetézcit).

Kdyz konstruujeme kone¢ny automat homomorfismu pro néktery jazyk, vyuzivame
pIné zptisobu definice daného homomorfismu — pokud je v pfedpisu tohoto zobrazeni
napfiklad h(a) = zyz, tj. znak a ma byt zobrazen na fetézec xyz, vezmeme postupné
vSechny pfechody oznacené znakem a a nahradime je cestami rozpoznavajicimi slovo zyz.
Kazda z téch cest musi byt samoziejmé samostatnd, vZdy jeden konkrétni pfechod oznaceny
signdlem a nahradime jednou samostatnou cestou pro zyz.

Pfiklad 2.15
Podle nasledujictho automatu sestrojte kone¢ny automat rozpoznavajici jazyk podle zada-
ného homomorfismu.

H a ‘ b ‘ c Homomorfismus: )
<@ h(a) = df, . W 7
Q| 2| ¢ h(b) = f fd, e @
— Q2 qo ]’L(C) =d

Po tpravé vypada kone¢ny automat nasledovné:

H d ‘ f Piivodni abeceda: f

~ 4o || 95 ¥ ={a,b,c}

a1 | 96 | 43 Nowi abeceda:
— ¢ | e o = {d, f} @

q3 q4 d f

q1 | @1

qs q1

d6 | 42

Jazyk rozpoznavany ptvodnim automatem je L = {e} U {ab’ac’ | i, > 0}, po tpravé
dostavame automat rozpoznavajici jazyk h(L) = {e} U {df (ffd)'dfd’ | i,j > 0}.
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Ukol 2.10

Je dan kone¢ny automat A s jazykem L = L(A) a homomorfismy % a hs.

hula) = 01 lolb]c
1 — 40 q1 q2

— q1 q1 —P c

1
ho(a) = dd q2 | 43 Q1
g

k’ 0
@ <

Zjistéte jazyky hi(L) a ho(L) a vytvoite také kone¢né automaty pro tyto jazyky (dpravou
automatu A). Jazyk automatu A je L(A) = {ac’ | i > 0} U {b(ab)icc’ | i,j > 0}.

Dale pro vysledné automaty sestrojte jejich J-funkci véetné plné specifikace, nezapo-

merite na zménu abecedy.




Kapitola

Regularni vyrazy

3.1 Upravy regularnich vyrazi

Pro operace pouzivané v regularnich vyrazech plati podobné pravidla jako pro operace
v aritmetickych vyrazech. Napfiklad operatory - a + jsou komutativni, asociativni a dis-
tributivni. Prvky () a ¢ plni v regularnich vyrazech podobnou roli jako v aritmetice nula
a jednicka. Téchto vlastnosti 1ze vyuZzit pfi Gpravéch slozitéjsich regularnich vyrazi.

P¥iklad 3.1

D+a=a (a*b*)* (ab*) = {a,b}* = (a + b)*

e-a=a (a+¢e)" =

e*=¢ (a+¢€)-a*=a*

ab+c=c+ab=c+ba bb* + ¢ = b*

a(b+c) =ab+ ac a(ba)*b = ab(ab)* = (ab)*ab

ab* + ab = a(b* +b) = ab* a+ (cb)*a = (e+ (cb)")a = (cb)*a

ab* +a(c+d) = a(b* +c+d) aba + (ab)*a = ((ab) + (ab)*)a = (ab)*a

Ukol 3.1

Zjednoduste tyto reguldrni vyrazy:
* ab* +a*(a+¢) e a*+bla+e)-0 e {a,b}*ba + (ab)*ba
o a*b(ab)* + a*b(ab)*bb* e a* + afa,b}*b* e 01(01)*0 + 0*(10)*
® o+ be(be)*a e (ab)*abaa*® + ab(ab)*a* e 01(01)*0+0*(10)*{0, 1}*

34
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3.2 Sestrojeni kone¢ného automatu podle reguldarniho vyrazu

Pfi sestrojeni kone¢ného automatu podle zadaného regularniho vyrazu vyuzivame vztahu
mezi prvky regularniho vyrazu (+, -, *) a operacemi nad mnoZinami fetézct U, -, *). V pfed-
chozi kapitole jsme se naucili pracovat s regularnimi operacemi (sjednoceni, zfetézeni
a iteraci) a tyto postupy pouZijeme také zde.

Piiklad 3.2
Sestrojime kone¢ny automat pro reguldrni vyraz a*b + (b*a + bbc)*. Postupné vytvofime
kone¢né automaty pro jednotlivé podvyrazy a zaroven je zjednodusime.

REG) =a REGy =b
H@ @ b ‘
REG3 = (REG1)" = a” REG4 = (REG3 - REGs) = a*b
a a
—) O
REGs = (REGs)* - REGy) = b*a REGg = bbe

@,

REG; = (REGs + REGg) = b*a + bbe

()
b a @
~®5

@L@L



36 KAPITOLA 3 REGULARNI VYRAZY

REGs = (REGq)* = (b*a + bbc)*

@ b — 111 1,513,4,7
/ 1] 1 4

31 5 3
—14
—~5]| 5 3,7
7 8
8 9

—9| 5 3,7

Stav 10 je nedosazitelny z pocatecniho stavu, proto mtZe byt odstranén (v tabulce
vpravo se jiz nenachézi).

Ukol 3.2
Sestrojte kone¢né automaty podle téchto reguldrnich vyrazi:
° (a+0b%)-b*
* a-(b+ (ab)*)+0
e (01+ 10)*10*
e (abc)* - a- (ba+ c)
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3.3 Vytvoreni regularniho vyrazu podle kone¢ného automatu

Pokud méame zjistit jazyk rozpoznavany zadanym kone¢nym automatem, obvykle vytva-
fime regularni vyraz (ktery pak miizeme pfevést do mnozinové reprezentace). Postupujeme
takto:

1. Pokud je to nutné, pfeznacime stavy (tak, aby byly oznaceny &isly od 1).

2. Jako bazi rekurze (indukce) pouZijeme pfimé cesty mezi dvéma stavy, na kterych se
nenachazi Zadny dalsi stav (tj. pfechody); zna¢ime je R?j a dokaZeme je jednoduse
zjistit pfimo z automatu (v jakékoliv reprezentaci), naptiklad:

| a | b bﬁ Rl=a+e R) =a
ilij| p @4 ON @ Byp=b Ry=a+)
j P R%Z - @ Rpp = b +ée
j D Rjj=e¢
3. Indukci budeme postupné cesty prodluzovat (spojovat). Vytvaiime mnoziny R;; —je

to regularni vyraz odpovidajici cesté ze stavu ¢ do stavu j vedouci pouze pfes stavy
oznacené maximalneé ¢islem k. Postupujeme podle vzorce:

k k—1 k=1 (pk—1\*  pk—1
Ry =Ry~ + (Rik C(Ry )" Ry )
Pouzivame vyhradné mnozZiny zjisténé v pfedchozim kroku (k — 1).

4. Postupujeme aZ k mnoZindm s hornim indexem rovnym poctu stavi (j. v poslednim
kroku vytvofime mnoziny pro cesty mezi stavy, které vedou ptes jakékoliv stavy bez
omezeni). V poslednim kroku neni tfeba vypracovat mnoziny pro vsechny kombinace
stavil (dolni index), ale pouze pro cesty z pocate¢niho stavu do koncovych stavii.

5. Vysledny reguldrni vyraz je soucet (tedy sjednoceni) regularnich vyrazt odpovidaji-
cich cestdm z pocate¢niho stavu do jednotlivych koncovych stavi.

P¥iklad 3.3
Zjistime regularni vyraz odpovidajici jazyku rozpoznavanému nasledujicim automatem:

Oa b a

/E\‘

O OSSO Ak
w a —2

—3

S

W W[ N

Nejdfiv vytvofime mnoziny R?j —regularni vyrazy pro nejkratsi cesty bez mezistavi.
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R?lza“‘g R21—CL Rglz(ﬁ
RYy =1b Ry =¢ RSy =10
R(fg:@ R —b Rg3:b+€

Horni index znamena maximalni ¢islo stavu, pfes ktery muze vést cesta mezi stavy
uvedenymi v dolnim indexu (omezeni z horniho indexu se netyka okrajovych stavii cesty).
Naptiklad R, je regularni vyraz odpovidajici cesté ze stavu 1 do stavu 3 takové, Ze vede
pres stavy s ¢islem maximalné 2, tedy pfes stavy 1 a 2. Horni index budeme postupné
zvysSovat.

V prvnim kroku se setkame se vztahem (a + ¢)* = a* a déle (a +¢) - a* = a*.

R}y = (at+e)+(a+e)-(at+e) - (ate) = Ryy=c+a-(ate) -b=e+aa’d
=a+e+a*=a" Ryz=b+a-(a+te)-0=0

Rly=b+(a+9)-(a+)b=b+ab=ab Rly=0+0-(a+2)-(a+e)=0

Rly=0+(a+e) (ate) -0=0 Ryp=0+0-(ate)*-b=10

Rii=a+a-(a+e)*-(a+e) =a+aa* =aa* Riz=(0b+e)+0-(a+e)* 0=b+e

V druhém kroku budeme hodné pouzivat vztah (e + aa*b)* = (aa*b)*.

R}, =a* +a*b- (¢ + aa*b)* - aa* = a* + a*b(aa*b)*a
R}y = a*b+ a*b- (e + aa*b)* - (¢ + aa*b) = a*b + a*b(aa*b)* = a*b(aa*b)*
Ri; =0+ a*b- (e +aa*b)* - b= a*b(aa*b)*b
R%, = aa* + (¢ + aa*b) - (¢ + aa*b)* - aa* = (aa*b)*a
R%, = ¢+ aa*b + (¢ + aa*b) - (¢ + aa* ) e+ aa*b) (aa*b)*
R%, = b+ (e + aa*b) - (¢ + aa*b)* - b = (aa*b)*b
R =0+0-(c+aa*b)* -aa* =0
R%, =0+0-(c+aa*b)* - (¢ +aa*b) =0
Rl =b+e+0-(c+aa*b)* - b=b+e
ProtoZe mame pouze tii stavy, tfeti krok je posledni. Zde neni tfeba vypocitavat vyrazy
pfes vSechny dvojice stavil. Potfebujeme pouze ty cesty, které vedou z pocéate¢niho stavu do
nékterého koncového. V automatu jsou dva koncové stavy, dostaneme tedy dva regularni
vyrazy.
R3, = a*b(aa*b)* + a*b(aa*b)*b - (b +&)* - 0 = a*b(aa*b)*
R}y = a*b(aa*b)*b+ a*b(aa*b)*b - (b+¢)* - (b+ ) = a*b(aa*b)*b + a*b(aa*b)*b - b* =
= a*b(aa*b)*b- (¢ + b*) = a*b(aa*b)*bb*

Vysledkem je regularni vyraz odpovidajicijazyku rozpoznavanému danym automatem:

R = R+ Rj;=
= a"b(aa™d)* + a*b(aa™b)*bb* = a*b(aa™b)* - (¢ + bb*) = a*b(aa™b)*b*
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Piiklad 3.4

Zjistime reguldrni vyraz odpovidajici jazyku rozpoznavanému nasledujicim automatem:

s s ve o 0.
Nejdfiv vytvotime mnoziny R;;:

Rll—s R21—a
Ry, =b Ry, =¢
R‘fg:@ R =b
R}, =a R24—@

al|b

—11]4]2
2 3
—313
—4 |3
R, =10 R}, =10
R, =10 Ry =10
Ry =a+e¢ R =a
Ry =10 Riy=c¢

Ve ¢tytech krocich (¢islo kroku je v hornim indexu) zjistime dal$i mnoZziny:

Rii=a+a-c=a
Rly = e+ach=c+ab
Ri;=b+0=5b

R}y =0+ aza = aa

(ba)*
b) = b(ab)*

Rl =e+e-ete=¢
Rly=bte-e*-b=b
Rly=0+e-e*-0=10
Rly=a+c-a=a

R?, =¢c+b(ab)*a =
R3y =b+b(ab)*(e +a

R33 = 0 + b(ab)*b = b(ab)*b

R}, = a+ b(ab)*aa = a + ba(ba)*a = (ba)*a
R3) = a+ (¢ +ab)(ab)*a = (ab)*a

RS, = (ab)

R2; = b+ (¢ + ab)(ab)*b = (ab)*b
R3, = aa + (¢ + ab)(ab)*aa = (ab)*aa

R}, = (ba)* + 0 = (ba)*

R3, = b(ab)* + ) = b(ab)*

R35 = b(ab)*b+ b(ab)*ba*(a + ¢) = b(ab)*ba*
R3, = (ba)*a+ 0 = (ba)*a

R}, = (ab)*a+ 0 = (ab)*a

R3, = (ab)* + 0 = (ab)*

R35 = (ab)*b + (ab)*ba*(a + €) = (ab)*ba*
R3, = (ab)*aa + 0 = (ab)*aa

R%)l:@ R}u:@
R%)z:@ RL]Q:@
Ris=a+e+0=a+e Rijg=a+0=a

Rl =0 Rly=ctl=-c
R%QZQ

Ri,=a+e+0=a+e

R§4:®

R?l]_:@

REQZQ

Rigza—"@:a
Ri4:€+®:€

R} =10

R}, =10
Ris=a+e+(a+e)a*(ate)=
R3, =10

R} =10

Rj, =

R3; = a+aa*(a+¢) = aa*

R} =¢
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Ve ¢tvrtém kroku nas zajimaji pouze cesty vedouci z pocate¢niho stavu do koncovych
stavii:

Ri3 = b(ab)*ba* + (ba)*a - €* - aa* = b(ab)*ba* + (ba)*aaa* = (ba)*bba* + (ba)*aaa*
R}, = (ba)*a + (ba)*a -e* - & = (ba)*a

Regularni vyraz odpovidajici jazyku zadaného automatu je

R = Ri3+Ri, =
= (ba)*bba™ + (ba)*aaa™ + (ba)*a = (ba)*(bba™ + aaa™ + a)

Ukol 3.3

Zjistéte regularni vyraz odpovidajici jazyku nésledujicich kone¢nych automatu:

3.4 Minimalizace a normovani koneéného automatu

3.4.1 Minimalni koneény automat

Minimalizace kone¢ného automatu je sniZeni poctu stavii pfi rozpoznédvani téhoz jazyka,
a tona tiroven absolutné nezbytnou vzhledem k rozpoznavanému jazyku. U¢elem mtZe byt

samotné sniZeni poctu stavil (napiiklad z dtivodu snadnéjsiho naprogramovani ¢i snizeni
slozitosti automatu) a nebo zajisténi porovnatelnosti dvou automat.

Pfi minimalizaci automatu A s mnoZinou stavii 1,2, ..., n postupujeme takto:

¢ automat A by mél byt deterministicky; pokud neni, pfevedeme ho do deterministic-
kého tvaru,

* podle automatu A s n stavy vytvofime n kone¢nych automatt A;, A, ..., A,, které
jsou urceny téméf stejné (véetné prechodové funkce a koncovych stavti) jako automat
A, 1isi se pouze koncovym stavem — automat .4; ma pocatecni stav i (1 < i < n),
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* postupem popsanym v pfedchozi kapitole zjistime reguldrni vyrazy odpovidajici

Piiklad 3.5

vSem automattim 4; vytvofenym v pfedchozim bodu, zde vlastné zjistujeme nejdi-

vvvvvv

leZitéjsi charakteristiku cesty v grafu automatu z uzlu (stavu) ¢ do koncovych stavi,
reguldrni vyrazy vhodné upravime, aby byly snadno porovnatelné,

pokud pro nékteré dva automaty A; a A; (i # j) vychazi stejny regularni vyraz,
znamena to, Ze stavy 7 a j jsou rovnocenné (ekvivalentni) v zakladni charakteristice
— na cesté z téchto dvou stavli jsou rozpoznavéna tataz slova (a Zadna jina, jde
o ekvivalenci), proto jeden z nich vlastné mtizeme vyfadit, a to nasledovné (chceme

odstranit stav j a jeho funkci nahradit stavem ¢):

- nejdfiv vSechny prechody smétujici do stavu j pfesmérujeme do stavu i,
- pak mliZzeme stav j odstranit véetné vSech pfechod, které z ného vychazeji.

Minimalizujeme nasledujici kone¢ny automat:

000 S

2134
Q@ «—3
41314
Automat je deterministicky, proto miizeme zadit se zjisStovanim regularnich vyrazt.

R}, =¢ Rl =¢ R} =¢ R} =¢
Ry =a Rly=a R} =a R}, =a
RY3 =10 Riz =10 Ri3 = aa Ri3 = aa
Ry =10 Riy =10 R}, = ab R}, =ab
Ry, =10 Ry =10 R3, =10 R3, =0
Ry, =¢ Riy=¢ R, =¢ R}, =c¢
RY; =a Ri;=a R, =a R3; =a
R, =b Ry, =b R3, =0 R3, =0
Ry, =0 Ry =10 R3, =10 R3, =0
Ry, =10 Ry =10 R3, =10 R3, =10
RY);=¢ Ris=c¢ R}, =¢ Ri;=¢
Ry =0 Ry =10 Ry =0 R3 =0

R} =10 Rj, =10 Ri =10 R} =10
R, =10 Riy =10 Ri; =10 Ri, =0
Ry =a Ri;=a R, =a R}, =a
Ry =b+e Rly=b+e¢ R3 =b+e¢ R}, =b+e¢
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Zajimaji n&s pouze cesty vedouci z jednotlivych stavii do koncovych stavii (coz je jen
stav 3), proto zjistime pouze tyto regularni vyrazy:
Ri; = aa + abb*a = ab*a
R3s = a+ bb*a = b*a
Ris=¢
Ris=a+ (b+e)b*a=a+b*a="b*a

P¥i porovnani zjistime, Zze vyrazy Ri; a Ri; se rovnaji, proto jeden z nich mtzeme
odstranit. Je jedno, ktery zvolime, jen nesmime zapomenout vsechny pfechody vedouci do
ruseného stavu pifesmérovat do ekvivalentniho stavu.

H@%@ . . #
Q@ @ % <—§ 32

Piiklad 3.6
Minimalizujeme nésledujici kone¢ny automat (poc¢atecni stav je prvkem mnoziny konco-
vych stavii):

-0, O =

—3

:

W R WIN NS

N[O N| W i~

«—5

ProtoZe v automatu je vice stavii neZ u pfedchoziho a vypis vSech pomocnych mnozin
by byl neptehledny, vypiSeme pouze ty mnoziny, které nejsou prazdné (nemaji hodnotu ().

RY =« RYy=a+e¢ Ri)s=a+e¢ Ris =10 Ry =¢
R12_a R3—b R41—CL Rg2:b
R12—a Ry =b R =a Ris="b Rys =«

R14 = b RPI’Q = b R4112 = aa R%Q = b
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R =¢ RS, =a* Rj =a Ris =0
R%, = aa* R%, = a*b R%, = aaa* R%, = ba*
R3; = aa*b R3, = ba* R%; = aaa*b R%; =a+ba*b
R}, =0 Ri;=a+e+ba*b Ri =c+ab R: =«
R} =¢ R} =a

R}y = aa* + aa*(a + ba*b)*ba* R, = aaa* + aaa*b(a + ba*b)*ba*
R33 = aa*b(a + ba*b)* R35 = aaa*b(a + ba*b)*

R}, =0 R}, =¢c+ab

R3, = a* + a*b(a + ba*b)*ba’ R =b

R3; = a*b(a + ba*b)* RS, = ba*

R3, = (a + ba*b)*ba* R3; = (a + ba*b)(a + ba*b)*

R§3 = (a+ba*b)* R}, =c¢

R}, = ¢+ b(ab)*a = (ba)*

R}y = aa* + aa*(a + ba*b)*ba* + b(ab)*(aaa* + aaa*b(a + ba*b)*ba*)

Ri3 = aa*b(a + ba*b)* + b(ab)*aaa*b(a + ba*b)* = (¢ + b(ab)*a)(aa*b(a + ba*b)*) =
= (ba)*aa*b(a + ba*b)*

Ri,=b

Ris = b(ab)*b = (ba)*bb

R3y = a* + a*b(a + ba*b)*ba*

R = a*b(a + ba*b)*

R4y = (a + ba*b)*ba*

Ris = (a + ba*b)*

R}y = (ab)*a

R}, = (ab)*(aaa* + aaa*b(a + ba*b)*ba*)
Ri; = (ab)*aaa*b(a + ba*b)*

R, = (ab)*

Rjs = (ab)*b

Ry = ba*

Ri; = (a + ba*b)(a + ba*b)*

Ri. =¢

V poslednim kroku se zaméfime pouze na cesty koncici v nékterém koncovém stavu (to
jsou stavy 1, 3 a 5), vypiSeme i prazdné mnoziny.

R} = (ba)* R =0
R35 = (ba)*aa*b(a + ba*b)*+ R35 = a*b(a + ba*b)*
+(b ) bb(a + ba*b)(a + ba*b)* R3; =10

Ris = (ba)*bb
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R =0 R}, = (ab)*a

R3s = (a + ba*b)* R35 = (ab)*aaa*b(a + ba*b)*+

R} =10 +(ab)*b(a + ba*b)(a + ba*b)*
R = (ab)*

R3, =10

R23 = (a + ba*b)(a + ba*b)*

R} =¢

Zbyva zjistit jazyky jednotlivych automatt Aj, As, ..., As (odliSujicich se pouze svym

pocéate¢nim stavem —1,2,...,5):

L(Al) :L(A) :R 1+R 3+R15 -
= (ba)* + (ba)* (aa*b(a + ba*b)* + bb(a + ba*b)(a + ba*b)* + bb) =

= (ba)* + (ba)*(aa*b(a + ba*b)* + bb(a + ba*b)*) =

(ba)* + (ba)*(aa*b + bb)(a + ba*b)*

L(A2) = R3; + R334+ R35 = a*b(a + ba*b)*

L(.Ag) R31 + R33 + R35 = (a + ba*b)*

L(Ag) = R}y + RY3 + RY5 = (ab)*a + (ab)*aaa*b(a + ba*b)* + (ab)*b(a + ba*b)* =
= (ab)*a + (ab)*(aaa™b + b)(a + ba*b)*

L(AE)) == Rgl + R 53 + R55 == (a + ba*b)*

Jazyky L(A3) a L(As) jsou stejné, proto jeden z téchto stavii miizeme odstranit.

a|b
—1]2|4
21213
—3|3|2
41113

Ukol 3.4

1. Minimalizujte nésledujici kone¢ny automat:
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2. Naésledujici (nedeterministicky) kone¢ny automat

e prevedte na deterministicky (po pfevodu a odstranéni nepotiebnych stavt by
mél mit ¢tyfi stavy),
* vhodné pfeznacte stavy (¢isla od 1) a urcete jazyk tohoto kone¢ného automatu,

¢ minimalizujte ho.

%/2\‘ —>1Hlfl2‘§
(o : EIRNE

O

Pfi apravéach regularnich vyraz Ize vyuzit napiiklad téchto vztaht:

* b(ab)* = (ba)*b * ¢+ b(ab)*a =€+ (ba)*ba = (ba)*
e (ab)*a = a(ba)* * ¢+ (ba)*aa*b((ba)*aa*b)" =
* b(ab)*a = (ba)*ba = ((ba)*aa*b)*

Pozor, sice plati rovnost € + b*a = b*, ale naptiklad regularni vyrazy ¢ + b*ac* a b*c*
nejsou ekvivalentni!

3.4.2 Normovany kone¢ny automat

Ucelem normovéni (¢ehokoliv) je uvést dany objekt (prvek, automat, atd.) do stavu s uréi-
tymi zddanymi vlastnostmi, a to za ti¢elem snadnéjsiho provadéni dalsich operaci s timto
objektem (napiiklad porovnavani nebo programovani).

Kdyz normujeme kone¢ny automat, chceme, aby mél vhodné oznacené stavy (tedy
normujeme oznaceni stavil) — stavy by mély byt pojmenovany ¢isly od 1 a navic by jejich
oznaceni mélo byt sefazeno.

Kromé vlastniho oznaceni maji stavy jen jedinou dalsi charakteristiku — regularni vyraz
odpovidajici cesté z daného stavu do koncovych stavii. Tuto charakteristiku pouzijeme pro
vytvofeni metriky pfi fazeni oznaceni stavii. Postupujeme takto:

¢ minimalizujeme kone¢ny automat,
¢ pro kazdy stav uré¢ime regularni vyraz cesty z tohoto stavu do koncovych stavi,

¢ v regularnich vyrazech najdeme nejmensi slova,
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¢ stavy porovnavame takto:

1. stav, jehoz reguldrni vyraz ma krat$i nejmensi slovo, dostane vyssi index nez
stav s delSim nejmensim slovem, napiiklad stav s nejmensim slovem ab bude

VVVVV

VVVVV

v oznaceni neZ stav s nejmensim slovem bb,

3. pokud se nejmensi slova dvou stavli shoduji (tj. pfedchozi metriky selhavaji),
pak v reguldrnich vyrazech téchto stavti hleddme druhé nejkratsi slovo a to
porovnavame, pokud se opét shoduji, hledame tfeti, atd., dokud nenajdeme
rozdil.

Prestoze posledni uvedeny zptisob porovnani miize trvat hodné dlouho, u minimali-
zovaného automat je vzdy konec¢ny, protoze regularni vyrazy pro Zadné dva stavy nejsou
ekvivalentni (kdyby byly ekvivalentni, jeden z nich bychom vytadili pfi minimalizaci).

Priklad 3.7
Sefadime nésledujici regularni vyrazy podle vyse uvedenych kritérii.

’ Reg. vyraz H Nejkratsi slova Zjisténé poradi | Pridéleny index ‘
ba(ba)* ba, baba, bababa, . . . 8 3
aabb* aab, aabb, aabbb, . . . 10 1
ab(ab)* ab, abab, ababab, . . . 6 5
aaba* aab, aaba, aabaa, . . . 9 2
ab(ba)* ab, abba, abbaba, . . . 7 4
b*aa*b ab, aab, bab, aaab, baab, bbab, . . . 5 6
b*(aa)*b b, bb, aab, bbb, baab, aaaab, . . . 3 8
a*b+b*a | b,a,ab,ba,aab,aab,bba, ... 2 9
ab + ba ab, ba 4 7
(ab+ba)* | &,ab,ba,abab, abba, baab, baba, . . . 1 10

Piiklad 3.8
Znormujeme automat, ktery jsme ziskali minimalizaci v pfikladu 3.6/na stran&42.

al|b
—1|2|4
21213
—~3|13|2
41113
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VyuZijeme také regularni vyrazy pro jednotlivé stavy:

L(A) = ( )= R}, + R} + R} = (ba)* + (ba)*(aa*b + bb)(a + ba*b)*
L(A2) = R3; + R33 + R35 = a*b(a + ba*b)*

L(As) = R3; + R33 + R35 = (a + ba*b)*

L(A4) = R}, + R33 + R} = (ab)*a + (ab)*(aaa*b + b)(a + ba*b)*

Z téchto regularnich vyrazi vybereme nejkratsi slova:

’ Stav ‘ Nejkratsi slova ‘ Nové oznacent stavu ‘
1 ab, bb, ba, aba, . . . 1
2 b,ba,ab, ... 2
3 g,a,bb,... 4
4 a,b,... 3

Stavy pfeznacime a vSe ostatni zachovdme. Po pfeznaceni dostaneme tento kone¢ny
automat:

al|b
—~112|3
2124
—4 4|2
3(11|4

Ukol 3.5

1. Settid'te podle vyse zadanych kritérii nasledujicich 16 regularnich vyrazi:

* ala+b)a * a*(a+b)a* * (a*b+a)*
* ala+b)*a * a*b+a * (a*b+b)*
* a(a+b)*b ° a*b * (b*a+b)*
* a*(a+b)a * b*a * (b*a+b)*

Pozor, mtzZe se stat, Ze nékteré dva regularni vyrazy jsou ekvivalentni.

2. Podle kone¢ného automatu v zadini ptikladu 3.4/ na strané [39] dopoctéte zbyvajici
mnoZiny R}, minimalizujte tento automat a normujte ho.

3. Podle kone¢ného automatu v zaddni piikladu 2.12 na strané 26/ vytvoite vSechny

potfebné mnoziny R¥,, minimalizujte (pokud neni minimaln{) a normuijte ho.

’Lj’




Kapitola

Regularni gramatiky

4.1 Konecny automat podle regularni gramatiky

Pokud podle reguldrni gramatiky vytvafime kone¢ny automat, tak vlastné tento kone¢ny
automat simuluje generovani svého vstupu v ptvodni gramatice. Jeden krok automatu
skladajici se z nacteni signalu ze vstupu a pfechodu do nasledujiciho stavu odpovida
pouziti jednoho pravidla v gramatice, a to takového, které generuje stejny terminal (signal).

Postupujeme takto:

* mnozinu terminalti gramatiky pouZijeme pro abecedu automatu,
* mnoZinu netermindl pouZzijeme pro stavy,
¢ stav vytvoreny ze startovaciho symbolu gramatiky bude pocitecnim stavem,

¢ do mnoziny stavli také pfidame novy stav (obvykle znaceny X), ktery se stane kon-
covym,

¢ pokud je v jazyce generovaném gramatikou slovo ¢, pak pocate¢ni stav automatu
bude také patfit do mnoZiny koncovych stavii, aby automat rozpoznaval slovo ¢,

¢ J-funkci vytvofime podle pravidel gramatiky.

Piiklad 4.1
Vytvofime konecny automat rozpoznavajici jazyk generovany touto gramatikou:

G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S) s témito pravidly:
S —aS|bA
A—aAl|aB|a
B —bB|b
V gramatice neni Zaddné e-pravidlo (tj. pravidlo, na jehoZ pravé strané je fetézec ¢),
proto pocéatecni stav nebude patfit do mnoZziny koncovych stavii (tato mnoZzina bude jed-

48
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noprvkové). Jako abecedu pouZijeme mnoZzinu terminal, stavy vytvofime z neterminalc
a pfidame jeden koncovy stav X.
Prechody tvofime podle pravidel gramatiky — napfiklad podle pravidla A — aB pfi-
dame do o-funkce §(A, a) > B. Postup je dobfe vidét na ¢-funkci:
A= ({S,A,B, X}, {a,b}, 6, S, {X})
3(S,a) = {S} podle S — aS
i(S,0) = {A} podle S — bA
0(A,a) ={A,B,X} podle A—aA|aB|a
(B,b) ={B, X} podle B — bB |b
Podobné sestrojime stavovy diagram a tabulku p¥echodti:

a/) a/) b/) H a b
S S A
H@ : @ ’ @ _)A A B, X
a b
) o

Jazyk generovany gramatikou a rozpoznavany automatem je
L(G) = L(A) = a*ba*a(e + b*b)

Priklad 4.2
Narozdil od pfedchoziho pfikladu zde mame gramatiku s e-pravidlem:
G = ({S,A,B}, {a,b}, P, §),vmnoziné P jsou pravidla
S —bAle
A—aB|a
B —0bA|b

V jazyce generovaném gramatikou je také prazdné slovo ¢ a toto slovo musi pfijimat
i kone¢ny automat, ktery vytvorime. To 1ze zajistit pouze tak, Ze poc¢atecni stav automatu
pfidame do mnoziny koncovych stavii.

A= ({S,A,B,X}, {a,b}, 5, S, {S,X})

5(5,b) = {A} A | o | 0
5(A,a) = {B, X} +b S A
§(B,b) = {A, X} @ @W Al B X
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Jazyk generovany gramatikou a rozpoznavany automatem je
L(G) = L(A) = €+ b(ab)*a + b(ab)*ab = € + b(ab)*a(e + b)

Ukol 4.1

Podle nasledujicich gramatik sestrojte ekvivalentni kone¢ny automat (tj. rozpoznévajici
jazyk generovany touto gramatikou).

G1 = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, 5) G2 = ({A,B,C}, {0,1}, P, A)

S —aS|bS|cA A—0B|1C | e

A—aA|cB|a B—0C|1C

B —bB|cAlb C—1B|0

Gz =({RY,Z, W}, {a,b,c}, P, R) Gi= ({S,A B,C}, {0,1,2}, P, S)
R —aR|bR|cZ S—0A|1B|2C |¢

Y —-cR|aY | b A—0B|0

Z —aY | aW B—1C|1

=l Y

4.2 Regularni gramatika podle kone¢ného automatu

Pti zjisStovani gramatiky generujici tentyZz jazyk, ktery je rozpoznavan zadanym kone¢nym
automatem, je nejjednodussi obratit postup, ktery jsme pouzili pro vytvoreni automatu
podle gramatiky.

Kdyz jsme sestrojili kone¢ny automat podle reguldrni gramatiky, automat mél vzdy tyto
vlastnosti:

¢ pokud v jazyce generovaném gramatikou neni slovo ¢, pak

- existuje jediny koncovy stav (nové pfidany), obvykle pojmenovany X,
- ze stavu X nevede Zadny pifechod (tj. kdyZz se vypocet dostane do koncového
stavu, nelze dale pokracovat).

¢ pokud v jazyce generovaném gramatikou je slovo ¢, pak

- kromé nové pridaného koncového stavu X je v mnoZiné koncovych stavii i po-
catedni stav,

- ze stavu X nevede zadny pfechod,

- dopocatecniho stavu nevede zadny piechod (ekvivalent k faktu, Ze pokud v gra-
matice madme pravidlo S — ¢, pak se symbol S nesmi vyskytovat na pravé strané
zadného pravidla).
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Abychom tedy mohli pouZit opaény postup k postupu pfedchozimu, musime zadany
automat nejdifv upravit do tvaru odpovidajiciho vyse uvedenym pozadavktim. Uprava
spociva v téchto krocich (jejich potadi je diilezité):

1. Jestlize pocéatecni stav patii do mnoziny koncovych stavii a zdroven do tohoto stavu
vede néktery prechod:

¢ vytvofime novy pocatecni stav (také zafadime do mnoziny koncovych stavii),
do kterého nebudou vést Zadné prechody, ale z ného budou vést tytéz pfechody
jako z ptivodniho pocate¢niho stavu,

¢ puvodni pocatecni stav zlistane v mnoziné koncovych stavi.

2. Pokud je v mnoziné koncovych stavii vice neZjeden stav (pfipadné kromeé pocatecniho
stavu, toho se tento bod netyka):

¢ vytvofime novy koncovy stav X (nebo jinak oznaceny),

¢ ze stavu X nepovede Zadny pfechod, ale do tohoto stavu povedou tytéZ pre-
chody, které vedou do ptivodnich koncovych stavi,

¢ plivodni koncové stavy sice v automatu nechame, ale vyfadime je z mnoZiny
koncovych stavti (netyka se pocate¢niho stavuy).

3. Jestlize z koncového stavu vedou pfechody, problém vyfesime stejné jako v pfedcho-
zim bodé.

Piiklad 4.3
Nejdiiv si ukaZeme jednodussi pfipad — kone¢ny automat odpovidajici uvedenym poza-
davkéim.

Jak vidime, stav g2 zde vlastné zastupuje stav X podle b O
pfedchoziho postupu. To znamen4, Ze v gramatice bude
e e @) ()
mnozina netermindld dvouprvkova - {qo, q1}, ze stavu ‘ ‘
q2 Zadny neterminal nevytvofime a pravidla, kterd s nim k/

souviseji, budou slouZit k ukonéeni generovani slova.
MtZeme také pfejmenovat netermindly.

| a]b G = ({q, a1}, {a.b}, P, o) G =({A B}, {a,b}, P, A)
— qo | @1 | G qo — aq | b A—aB|b
Q| @2 | ¢ g1 — a | bq B —a|bB
— q2

Gramatika, kterou jsme vytvofili, generuje jazyk L(G) = ab*a + b, coz je také jazyk
rozpoznavany zadanym automatem.
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Piiklad 4.4
Vytvoiime reguldrni gramatiku generujici jazyk tohoto automatu:

Tento automat ma dva koncové stavy, z nichZ zadny
neni pocatecni, proto musime redukovat pocet konco-
vych stavii. Navic z obou koncovych stavli vychazeji
pfechody, to je dalsi dtivod pro transformaci.

Vytvofime stav X, do kterého nasmérujeme vSechny
prechody mifici do ptivodnich koncovych stavii. Stav X
pak bude jedinym koncovym stavem. Po tipravé sestrojime regularni gramatiku stejné jako
u pfedchoziho piikladu.

b/) H a ‘ b ‘ C G:({S,A,B,C},
a a — 9 A,X S {a,b,c},P, S)
H@ @ e Al B X S—aAlalbS
Ka \ lb B C A—aB|a
. C A X B —bC
@ — X C—>CA’C

Jazyk generovany gramatikou je L(G) = b*a(abc)* (e + a).

Piiklad 4.5
Nasledujici automat nemusime upravovat, mtZeme pfimo napsat regularni gramatiku —
startovaci symbol patii do mnoZiny koncovych stavti, ale do ného nevede zadny piechod.

0 | o] G = ({S.4}, {0,1}, P, 5)

1
~O-00 ShEE R
AjA|B A—0A4]1

— B

Generovany (rozpoznavany) jazyk je L(G) = 10*1.

Piiklad 4.6

V poslednim piikladu si ukdZeme pfevod automatu, 70 0
jehoZ pocétecni stav je zéroven stavem koncovym a ve- @
dou do ného pfechody. w1

Nejdiiv automat upravime. P¥iddme novy (pocate¢ni) stav C, ktery také bude pattit do
mnoziny koncovych stavii (aby automat mohl rozpoznat prazdné slovo ¢) — tento stav bude
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vyuZit pouze na zacatku vypoctu. Potom pfidame novy koncovy stav X, ktery vyuZzijeme
na konci kazdého vypoctu. Pivodni koncové stavy (kromé pocate¢niho stavu C vyfadime
z mnoziny koncovych stavi.

A
S0 S0 S A
WA= (& (W —aBx(x
w1l ~ w1 ~ — X

Ze stavu B nevede cesta do koncového stavu, proto miize byt odstranén. Vysledna
gramatika je nasleduyjici:
G=({C,S,A}, {0,1}, P, C)
C — 04
S — 04
A—0B|0]1
Jazyk generovany gramatikou G vyjadieny regularnim vyrazem je
L(G) = 0(10)*(0 + 1).

Ukol 4.2

K nésledujicim kone¢nym automatiim vytvofte ekvivalentni regularni gramatiky:
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Kapitola

Bezkontextové gramatiky

5.1 Sestrojeni gramatiky a deriva¢ni strom

Bezkontextové gramatiky maji obecnéjsi tvar pravidel nez regularni — na levé strané pravi-
dla je vzdy jeden neterminal (jako u regularnich), ale na pravé strané je jakykoliv fetézec
skladajici se z terminélt a neterminali (véetné prazdného fetézce).

Kdyz chceme sestrojit bezkontextovou gramatiku pro zadany jazyk, pokusime se popsat
strukturu tohoto jazyka s vyuzitim rekurze.

Piiklad 5.1
Sestrojime bezkontextovou gramatiku projazyk L = {a"ba"b | n > 0} a vytvofime derivaci
(odvozeni) slova aabaab.
G = ({S, A}, {a,b}, P, S)
S — Ab
A —aAa|b

Netermindl A generuje témét celé slovo, az na posledni symbol b. Cast slova generovana
timto neterminalem je symetrickd, proto pravidla jsou vlastné linearni (kazda linearni
gramatika je zaroven bezkontextovd, tedy zadani je v tomto sméru splnéno). Nasleduje
derivace slova aabaab:

S = Ab = aAab = aaAaab = aabaab

Derivaéni strom je vlastné graf, ktery je stromem (mé jediny koten, kazdy uzel kromé
kofene ma praveé jednoho pfedka a hrany jsou orientované, i kdyZ orientaci neznacime),
tvofeny podle pravidel gramatiky pouzitych v derivaci, podle které je deriva¢ni strom
vytvofen.

55
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Piiklad 5.2
Sestrojime bezkontextovou gramatiku pro jazyk L = {0"10%"1% | i,n > 1} a vytvoiime
derivaci slova 0010000111 a deriva¢ni strom k této derivaci.
G=({S,A, B}, {0,1}, P, S)
S — AB
A — 0A00 | 0100
B—1B|1

Derivace slova 0010000111 je nasleduyjici:
S = AB = 0A00B = 001000058 = 001000015 = 0010000118 = 0010000111

Modfe je vyznacena prava ¢ast pravidla, které bylo v daném kroku odvozeni pouZito
(napfiklad v druhém kroku jsme pouZili pravidlo A — 0A00).

Derivaéni strom se vzdy vztahuje ke konkrétni derivaci. Podle vySe uvedené derivace
postupné sestrojime derivacni strom takto (jsou uvedeny i mezikroky):

S = AB S = AB = 0A00B
§—AB A A — 0400 s
| . AAB
I
0 A 0 0
S = AB = 04008 = 00100008 S = ...= 00100008 = 001000018
A — 0100 S B — 1B S
A B A/\B
N I
0 A 0 0 0 A 0 0 l\B
TS TS
0 1 0 0 0 1 0 0
S = ...= 001000018 = 001000011B S = ...= 0010000118 = 0010000111
B — 1B S B—1 S
AAB AAB
I AN
0 A 0 0 j\B 0 A 0 0 l\B
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V jednotlivych krocich je kromé samotného stromu uvedeno pouzité pravidlo a také
momentélni stav derivace. Modfe je vyznacena vétna forma, kterou jsme v daném kroku
vytvofili. M@izeme si vSimnout, Ze v deriva¢nim stromé vzdy jde o obsah listi stromu
v daném kroku. Deriva¢ni strom dané derivace je posledni v pofadi.

Ukol 5.1

1. Podle gramatiky a uvedené derivace z p¥ikladu 5.1 sestrojte derivaéni strom.
2. Podle zadané gramatiky vytvoite derivaci slova ababa a k ni deriva¢ni strom.
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)

S —bAB |aBA | e
A — abAab | €
B — baBba | €

3. Podle gramatiky z pfedchoziho piikladu vytvofte derivaci jakéhokoliv slova o délce
alespor 6 zac¢inajictho symbolem b a k této derivaci sestrojte deriva¢ni strom.

4. Sestrojte gramatiky generujici nasledujici jazyky. V kazdém jazyce vyberte jakékoliv
slovo o délce alespori 3 symboly, vytvoite jeho derivaci a sestrojte k ni deriva¢ni strom.
(@) Ly = {(ab)ic?(ba)" | i,5 > 0}
(b) Lo ={0"11" | n >3} U{e}
(¢) Ly =1{0°10" | i > 1}u{11°|i>1}
(d) L4 = {abc,bad, faa,diff} (nezapomertite, Ze na pravé strané pravidla miize byt
jakykoliv fetézec)

5.2 Vlastnosti bezkontextovych gramatik

5.2.1 Redukce gramatiky

Ucelem redukce gramatiky je sniZeni po¢tu neterminalti p¥i zachovani generovaného ja-
zyka. Odstratfiujeme

* nadbytecné netermindly (tj. netermindly, ze kterych nelze vygenerovat zadné termindalni
slovo),

¢ nedostupné symboly (termindlni i neterminalni — nelze je vygenerovat ze startovaciho
symbolu).



58 KAPITOLA 5 BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY

Zachovéavame toto pofadi — nejdfiv nadbyte¢né a pak teprve nedostupné. Pouzivame
podobny postup jako pfi redukci mnoziny stav(i kone¢ného automatu.

P¥iklad 5.3
Redukujeme nasledujici gramatiku:

G=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)

S—bS|bD|e

A — aCB | bAD

B—dB|d

C —bCC | aAbB

D —bA|cDb|aS |e

Nejdfiv odstranime nadbytecné neterminaly. Rekurzivné vytvofime mnoZzinu vsech
symbold, které jsou bud’ termindlni a nebo z nich lze vygenerovat terminalni fetézec (v pii-
padé, Ze jde o neterminal). Bazi rekurze je mnozina vSech terminali. V dalsSich krocich
pfiddvame netermindly z levych stran pravidel, na jejichZ pravé strané jsou pouze sym-
boly, které jsme do nasi mnoZiny pfidali v pfedchozich krocich (a nebo pro né existuje
e-pravidlo).

No ={a,b,c,d}
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — ¢, B —d, D — ¢)
Ny ={a,b,c,d,S,B,D} (podle pravidel S — bS | bD, B — dB, D — ¢Db | a.5)

ProtoZe jsme do mnoziny N, oproti mnoziné N; nic dalsiho nepfidali, rekurze kondi.
Mnozina neterminaltt bude N N Ny = {5, B, D}, vyfadime neterminély A a C v¢etné vsech
pravidel, kterd je obsahuji na levé nebo pravé strané. Gramatika po odstranéni nadbytec-
nych symbolti je nasledujici:

G' = ({S,B,D}, {a,b,c,d}, P, S)
S—bS|bD|e

B—dB|d

D —¢Db|aS | e

Zbyva odstranit nedostupné symboly. Postupujeme opét rekurzivné. Vytvoiime mno-
zinu symbold, které se nachéazeji v néjaké vétné formé v derivaci ze startovactho sym-
bolu. Za¢neme mnoZzinou obsahujici pouze startovaci symbol, v kazdém kroku pfiddvame
symboly, které se nachazeji na pravych stranach pravidel pfepisujicich symboly zafazené
v pfedchozich krocich.

Vo = {S}

Vi={S,b,D} (podle pravidel S — bS | bD)

Vo ={85,b,D,c,a} (podle pravidel D — ¢Db | aS)
Vs = Vo

Z postupu vyplyva, Ze pokud v nékterém kroku pfiddme pouze termindlni symboly,
v nésledujicim kroku jiZ nelze nic pfidat (protoZe terminaly se nepfepisuji zadnym pravi-
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dlem) a rekurze kondi. Je zfejmé, Ze nedostupny neterminal je jeden (B) a terminal taktéz
jeden (d). Redukovana gramatika (tj. jiZ bez nadbyte¢nych i nedostupnych symboli) je

nasledujici:
G" = ({S,D}, {a,b,c}, P", S)
S—=0bS|bD |e

D —¢Db|aS | e

Ukol 5.2

Redukujte tyto gramatiky:

G1=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S) G2 =({S,A,B,C,D,E}, {0,1,2,3}, P, S)
S — aBa |bA | c| ABc S — ABO|2E | Al | €

A — aA|dD |bDa A—0A0|1B|1S

B — aB|bA|bS B —01B|1D | EB

C —aSc|cC|ec C—2A115|0

D — dD | aAb D — D1|3B

E—0E1|1B

5.2.2 Prevod na nezkracujici bezkontextovou gramatiku

Nezkracujici bezkontextova gramatika bud’ viibec neobsahuje e-pravidla (pokud v jazyce
generovaném gramatikou neni prazdné slovo), a nebo existuje jediné takové pravidlo, a to
pro startovaci symbol gramatiky, pak ale se startovaci symbol nesmi vyskytovat na pravé
strané Zadného pravidla (to znamend, Ze v kazdé derivaci se vyskytuje pouze na jejim
zacatku, pak uz ne).

Pti pfevodu na nezkracujici gramatiku odstranujeme e-pravidla tak, ze ,simulujeme”
jejich pouZziti.

Piiklad 5.4
K nasledujici gramatice vytvoiime ekvivalentni gramatiku s nezkracujicimi pravidly.
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5S)
S — aaB | bAb
A —aBa|e
B — AbAa | a

Téméi vSechna pravidla jsou nezkracujici, je zde pouze jediné e-pravidlo - A — e.
Prepisovany symbol A se nachazi na pravé strané dvou pravidel — druhého a patého. Obé
tato pravidla nechdme a pfiddme jejich varianty se , simulovanym” pouzitim e-pravidla:
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G' = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S — aaB | bAb | bb
A — aBa
B — AbAa | bAa | Aba | ba | a

U prvniho ze zpracovavanych pravidel mame jen jeden vyskyt neterminalu A, tedy
existuje pouze jedina dalsi varianta (toto jediné A odstranime — pfepiSeme na ). U druhého
zpracovavaného pravidla jsou dva vyskyty neterminalu A, proto musime vytvofit variant
vice — odstranime jen prvni A, odstranime jen druhé, a nebo odstranime obé.

Derivace v gramatice G’ bude téméf stejnd jako v gramatice G, ale kroky s pouzitim
e-pravidel jsou , pfeskoceny”, napiiklad
v gramatice G: S = aaB = aaAbAa = aabAa = aabaBaa = aabaaaa
v gramatice G': S = aaB = aabAa = aabaBaa = aabaaaa

Ptiklad 5.5
K zadané gramatice vytvofime ekvivalentni nezkracujici gramatiku (tj. generujici tentyz
jazyk).
G = ({5, A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | bbA | €
A — ¢cSbSc | e

Gramatika generuje také prazdné slovo. Proto nejdfiv pouZijeme stejny postup jako
v pfedchozim piikladu, ale pak jesté musime zajistit, aby vyslednd gramatika také genero-
vala prazdné slovo a pfitom ztistala nezkracujici.

Nejdfiv vytvoiime pomocnou gramatiku G’, ktera nema zadna e-pravidla, jeji jazyk je
L(G') = L(G) = {e}-
G = ({S, A}, {a,b,c}, P, S)
S — aaS | aa | bbA | bb
A — ¢SbSc | ¢bSc | eSbe | cbe

Pfiddme novy neterminal (startovaci symbol) a vytvoiime gramatiku, ktera jiz bude
ekvivalentni ptivodni gramatice.
G"=({9,S, A}, {a,b,c}, P", 5
S'—Sle
S — aaS| aa | bbA| bb
A — ¢SbSc | ¢bSc | eSbe | cbe
Derivace v gramatice G: S = aaS = aaaaS = aaaa
Derivace v gramatice G”: S’ = S = aaS = aaaa
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Piiklad 5.6
Nékdy se muze stat, Ze ,simulaci” e-pravidla vytvofime dalsi e-pravidlo. Pak je tfeba
postup provadét rekurzivné tak dlouho, dokud nejsou vSechna e-pravidla odstranéna.
G=({S,A,B}, {a, b}, P, 5)
S—0bA|aS|bB|a
A —baB | e
B— AA|b
Po odstranéni pravidla A — ¢ dostaneme tuto gramatiku:
G' = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S —bA|b|aS|bB|a
A — baB
B— AA|Ale|b
Odstranénim obou symbolt A v pravidle B — AA vzniklo dalsi e-pravidlo, které je
také tfeba odstranit:

G" = ({S,A, B}, {a,b}, P", S)
S—bA|blaS|bB|b|a

A — baB | ba

B— AA|A|Db

Rekurze pfi feSeni pravidel se zbavime tak, Ze ji pfeneseme jinam. MliZeme pouZit
feSeni podobné tomu z redukce gramatiky — vytvofime (rekurzivné) mnoZzinu N, vSech
neterminalfi, které 1ze (tfeba i po vice neZ jednom kroku) pfepsat na prazdné slovo «.

V mnoziné N.o bude pouze prazdny fetézec, tj. N.o = {e}. V dalsich krocich do
této mnoZziny pfidavame netermindly, které 1ze prepsat na fetézec skladajici se pouze ze
symbolf, které byly do této mnoziny pfidany v pfedchozich krocich, tj.

Ngﬂ‘ = Ns,i—l U {X eN ‘ X —>a ac Ngﬂ‘_l}.

P¥iklad 5.7
Podle pravidel gramatiky

G=({S,A,B,C,D}, {a,b,c,d}, P, S)

S — ada | aa

A— BC|b

B —aC|cD|e

C— AAa| e

D — AAB | d

vytvofime tyto mnoziny:

N{_:’o = {E}

N.1={B,C} podle B— ¢, C — ¢, prazdné slovo uz nezafazujeme
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N.2={B,C,A} podle A— BC
N.3={B,C,A,D} podleD — AAB

V dalsim kroku jiz nelze dalsi neterminal pfidat (ostatné vSechny uz v mnoZiné jsou),
proto N. = N3 ={B,C, A, D}.

Mnoziny pouZijeme takto: pokud je na pravé strané pravidla néktery z neterminalc
obsaZenych v mnoziné N, pak vytvofime dalsi pravidla se ,simulovanym” pouzitim e-
pravidel na tento neterminal, e-pravidla odstranime.

Postup je prakticky stejny jako pfedchozi, ale zpracovéani gramatiky jiz neni tfeba pro-
vadeét rekurzivné (rekurze byla pouzita pfi generovani mnoziny V). Fialovou barvou jsou
zvyraznény neterminaly obsazené v mnoziné N. (a tedy vytvofime pravidlo, ve kterém je
odstranime), modrou barvou pak nova pravidla.

S — ada|aa|aa (vlastné mame dvé stejnd pravidla, jedno mtiZe byt odstranéno)
A—BC|C|B|b

B —aClalcD]|c

C— AAa| Aa|a

D — AAB | AB | B|d

Piiklad 5.8
Postup pfedvedeny v pfedchozim p¥ikladu pouZijeme na gramatiku z ptikladul5.6!|
G=({S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S—0bA|aS|bB|a
A —baB | e
B — AA|b
Opét rekurzivné vytvoiime mnoZinu N,:
Neo = {e}
N1 ={A}
N.o={A,B}=N.3=N;
Vychazi ndm tato gramatika:
G' = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S—bA|blaS|bB|b|a
A — baB | ba
B— AAA|Db

Oproti ptivodnimu feSeni neni tfeba nékolikrat pfepisovat pravidla gramatiky.
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Ukol 5.3

K nésledujicim gramatikdm vytvofte ekvivalentni nezkracujici gramatiky.
G1= ({5, 4, B}, {a,b}, P, 5) Gs = ({5, A, B}, {a,b}, P, S)
S — aSbA | ab S — BAa|aS|e

A — aAbA | e A—aAle

B — bAbB | b B —bBA | e

Gy = ({5, 4}, {0,1}, P, S) Gy ={S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S —S1S1|Ale S — AB|BA|b
A—0A0|1 A— adA e

B — AA|bS |a

5.2.3 Odstranéni jednoduchych pravidel

Jednoducha pravidla jsou takova pravidla, na jejichZ pravé strané mame jen jediny symbol,
a to netermindl, naptiklad A — B. Jednoduchd pravidla zbyte¢né prodluzuji vypocet
a v nékterych algoritmech mohou byt pfekdZkou pfi programovani.

Pokud tento typ pravidel chceme odstranit, mtZeme jednoduse nahradit symbol na
pravé strané jednoduchého pravidla celou mnozinou pravidel, na kterd se tento symbol
prepisuje. Napftiklad pokud existuji pravidla B — « | 3 | v, pak jednoduché pravidlo
A — B nahradime pravidly A — «a | 8 | v (v derivaci to bude znamenat zkraceni odvozeni
o jeden krok — zpracovéani jednoduchého pravidla).

Protoze touto ndhradou miiZeme opét pro dany neterminal dostat jednoduché pravidlo,
postup je rekurzivni a lze ho zjednodusit pfenesenim rekurze na mnoziny neterminalt
podobné jako v pfedchozich postupech. Vytvafime mnoZiny N4 postupné pro vsechny
neterminaly A € N, které inicializujeme jednoprvkovou mnoZinou obsahujici neterminal
v oznaceni mnoziny (tj. v tomto pfipadé A). Jde o mnoziny neterminaldi, jejichz pravidla
se pomoci jednoduchych pravidel maji postupné pfipsat do mnoZziny pravidel pro dany
neterminal A.

Piiklad 5.9
Odstranime jednoduché pravidla v nasledujici gramatice:
G=({S,A,B,C}, {a,b}, P, S)

S —aBa| A

A—aA|B

B—bB|AB|C |¢

C—bA|D
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Rekurzivné vytvoiime mnoziny Ng, N4, Np, Nc. Na zacatku rekurze, v bazi, bude
v dané mnoziné pouze ten symbol, pro ktery mnozinu tvoiime, tj. naptiklad Ngo = {S'}.
Nso = {5}
Ng1={S,A} (podleS — A)
Ngo={S,A, B} (podle A— B)
NS,3 = {S, A,B,C} = NS,4 = NS (podle B — C)

Nao={A}
Na1={A,B} (podle A— B
Nao={A,B,C} =Nsg3=N4 (podle B— C)

Npo = {B}
NBJ = {B,C} = NB’Q = NA (podleB — C)
Nco={C} = Nc1 = N¢
Z gramatiky odstranime vSechna jednoducha pravidla. Po jejich odstranéni pak pou-
Zijeme vytvofené mnoziny — pokud naptiklad pro neterminal A je N4 = {A, B,C}, pak
v gramatice pro neterminal A pouZijeme vSechna pravidla, kterd v ptivodni gramatice byla
pro neterminaly A, B, C.
G'=({S,A,B,C}, {a,b}, P, S)
S —aBa|aA| bB|AB|e| bA|b
A—aA| bB|AB|ec|bA|D
B—bB|AB|c|bA|b
C —bA|D

Pokud nam vadi pouze jednoduché pravidla samotnéd, pfedchozi postup je dostacujici.
Jestlize vSak je pfekazkou samotné chovani jednoduchych pravidel (napfiklad prodluzo-
vani derivace), je tfeba predem odstranit e-pravidla. Napfiklad v gramatice z pfikladu
5.10 po odstranéni jednoduchych pravidel existuje derivace S = AB = A = ..., kde
nachazime ekvivalent pouZziti jednoduchého pravidla S — A z ptivodni gramatiky.

Piiklad 5.10
Gramatiku z pfikladu 5.10 pfedem upravime — pfevedeme na nezkracujici. Pak teprve

odstranime jednoducha pravidla.
G=({S,A,B,C}, {a,b}, P, S)
S —aBa| A
A—aA|B
B—bB|AB|C |¢
C—bA|b
Po pfevodu na nezkracujici gramatiku:
N. ={B,A,S}
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G'=({S,A,B,C}, {a,b}, P, S)
S—aBa|aa|A|e
A—aAlal|B
B—bB|b|AB|A|B|C
C—bA|b
Pravidlo § — ¢ mtZeme nechat, protoze se S nevyskytuje na pravé strané zZadného
pravidla (neni nutné vytvaret novy startovaci symbol). Odstranime jednoducha pravidla:
Ns ={S,A,B,C}
Na={A,B,C}
Np ={B,A,C} (vSimnéte sirozdilu oproti podobné mnoziné v ptikladu|5.10)
No ={C}
G"=({S,A,B,C}, {a,b}, P", S)
S—aBa|aa|aA|a|e|aA|a|bB|b|AB|bA|b
A—aAla|bB|b|AB|bA|D
B—bB|b|AB|aA|a|bA|D

C—bA|b

Ukol 54

Odstrarite jednoducha pravidla z ndsledujicich gramatik:

Gi1=({S,A, B}, {0,1}, P, S) G2 = ({5, A, B}, {a,b}, P, 5)
S —0Al | B |¢ S —aA|bB|A
A—1S|S|B A—DAb| S |e
B—1A|S|0 B —aBal|Ala

5.2.4 Gramatika bez cyklu a vlastni gramatika

Gramatika bez cyklu je takova gramatika, kde neexistuje Zadna derivace A =1 A pro ja-
kykoliv neterminal A. Uz z definice je zfejmé, jak gramatiku upravit, aby spliiovala tuto
vlastnost — staci ji pfevést na nezkracujici gramatiku (bez e-pravidel) a odstranitjednoducha
pravidla.

Vlastni gramatika je gramatika bez cyklu, nezkracujici a bez nadbyteénych symbold.
Postup je tedy nasledujici:

¢ pfevedeme gramatiku na nezkracujici,

¢ odstranime jednoducha pravidla,

* odstranime nadbyte¢né symboly postupem, ktery jiz zndme z redukce gramatiky:.
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5.2.5 Leva a prava rekurze

Gramatika je rekurzivni zleva, pokud v ni existuje derivace A =+ Aq, gramatika je rekur-
zivni zprava, pokud v ni existuje derivace A =% aA, A je néktery neterminal gramatiky, o
je jakykoliv fetézec z terminélti a neterminalti.

Levanebo pravé rekurze nam miiZe branit v nékterych dalsich tipravach a nebo v napro-
gramovani postupu popsaného gramatikou. Obvykle ndm vadyi jen leva a nebo jen prava
rekurze, proto jejich odstranéni feSime jednoduse pfevodem na tu, kterd ndm nevadi. Pfi
odstraniovani rekurze vychazime z toho, Ze k témuz fetézci Ize dojit vice riiznymi zptisoby.
UkéaZeme si odstranéni primé rekurze, jejiz existence je patrnd piimo z pravidla.

Piiklad 5.11
Nésledujici gramatiku zbavime p¥imé levé rekurze.
G=({S,A, B}, {a,b,c}, P, 5)
S — aAb|b
A — Aa | bB | ab
B — Ba| Bb | ca
Leva rekurze je v pravidlech A — Aa a ddle B — Ba | Bb. Nejdfiv vyfesime prvni
z téchto pravidel — pro neterminal A. Mnozinu pravidel A — Aa | bB | ab nahradime jinou
mnozinou, ktera generuje tentyz fetézec. Jak mtize vypadat derivace z neterminalu A?
A= Aa = Aaa = Aaaa =* Aa' = bBa' (generujeme zprava doleva, a to nejdiiv rekur-
zivnim pravidlem, rekurze je pak ukonc¢ena vlevo nékterym nerekurzivnim pravidlem).
Stejny fetézec 1ze generovat pravou rekurzi, a to pfiddnim nového neterminalu a tpra-
vou pravidel (ptivodni pravidla jsou A — Aa | bB | ab):
A — bBA" | abA" | bB | ab
A —aA |a
Derivace ze symbolu A pak vypadé nasledovné:
A= bBA' = bBaA' = bBaaA' =* bBa' 1A’ = bBa'
Zbyva upravit pravidla pro neterminal B — B — Ba | Bb | ca, nahradime je pravidly
B — caB' | ca
B"—aB' |bB' |a|b
Vytvorili jsme tedy ekvivalentni gramatiku bez pfimé levé rekurze:
G' = ({S,A A, B,B'}, {a,b,c}, P, S)

S — aAb|b
A — bBA" | abA' | bB | ab
A" —aA |a

B — caB' | ca
B'"—aB' |bB' |a|b
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Uvedeny postup je pouZitelny pouze na vlastni gramatiku (tj. gramatiku bez cyklu,
nezkracujici, bez nadbyte¢nych symbolii). Gramatika z pfedchoziho pfikladu je vlastni,
proto nebylo tfeba ji pfedem upravovat.

P¥iklad 5.12
Odstranime pfimou levou rekurzi v nésledujici gramatice:
G = ({5, A, B}, {a,b,c}, P, S)
S—0bAalc|A
A — Ba|b| Abb
B — aBb| Bbc | cale
Tato gramatika neni vlastni. Je tfeba nejdfiv prevést ji na nezkracujici, odstranit jedno-
ducha pravidla a teprve potom mizeme odstranit levou rekurzi.

1. Odstranime e-pravidla (resp. jediné, B — ¢):
G' = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S)
S —bAa|c| A
A— Bala|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca
2. Odstranime jednoduché pravidlo § — A:
G" = ({S,A,B}, {a,b,c}, P", S)
S —bAa|c|Balalb| Abb
A— Bal|a|b| Abb
B — aBb | ab | Bbc | be | ca
3. Odstranime pfimou levou rekurzi. Pravidla A — Ba | a | b | Abb nahradime pravidly
A— BaA'"|aA"|bA" | Balalb
A" — bbA’ | bb
Dale pravidla B — aBb | ab | Bbc | be | ca nahradime pravidly
B — aBbB' | abB' | aB' | |bcB' | caB' | aBb| ab | be | ca
B' — beB' | be

Vytvorili jsme tuto gramatiku:
G" =({S,A,A",B,B'}, {a,b,c}, P, S)
S —0bAa|c|Bal|a|b| Abb
A — BaA'|aA" | bA" | Ba|al|b
A" = bb A | bb
B — aBbB' | abB’ | aB' | |bcB' | caB’ | aBb | ab | be | ca
B' — beB' | be
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Priklad 5.13
Odstranime pfimou pravou rekurzi v této gramatice:
G = ({S,A, B}, {a,b,c}, P, 5)
S — aAb| AB
A—abA|c|Sc
B —bbB | cB|a
Jde o vlastni gramatiku, nemusime ji pfedem do tohoto tvaru upravovat. Postupujeme
stejné jako u odstranéni levé rekurze, jen zaménime levou a pravou stranu. Pfiddme nové
neterminaly a upravime pravidla.
Z neterminalu A muZe byt napiiklad tato derivace:
A = abA = ababA =* (ab)'A = (ab)'c
Pravidla A — abA | ¢ | S¢ nahradime pravidly
A— Ac|ASc|c|Se
A" — Alab | ab
Derivace z neterminédlu A se zmeéni:
A= Alc= Alabc = A’ababc =* A'(ab)""tc = (ab)'c
Vygenerovany fetézec je tentyz, ale zatimco u pravé rekurze byl generovén zleva do-
prava, u levé rekurze je generovan opac¢né — zprava doleva.
Podobné upravime pravidla B — bb5 | ¢B | a:
B— Blala
B"— B'bb | B'e | bb| ¢
Vychdazi nam tato gramatika:
G = ({S,A A,B,B'}, {a,b,c}, P, S)
S — aAb| AB
A— Ac|ASc|c]Se
A" — A'ab | ab
B— Blala
B'— B'bb| B'e|bb|c

Rekurze mtize byt také nepfim4, naptiklad v pravidlech
A — Bba|a
B — Aab|b

Levou rekurzi, véetné nepifimé, odstranime tak, Ze pravidla pfevedeme do tvaru, kdy
prava strana pravidla za¢ind netermindlem pouze za pfesné uréenych okolnosti. Postup:

1. Stanovime poradi neterminalt. Mizeme si je napfiklad oznacit indexy, pfejmenovat
nebo jednoduse ur¢it jejich pofadi. Necht’ pofadi netermindla je (A, Az, ..., A4,).
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Utelem algoritmu je upravit pravidla tak, aby mohla za&inat pouze neterminaly

s vy$s8im indexem nez je index prepisovaného neterminalu. Tim zcela odstranime
levou rekurzi.

2. Pro neterminaly A;, A;, 1 < 7,5 < n postupné transformujeme pravidla. Pro prvni
krok stanovime i = 1,5 = 1.

¢ Pokud j < ¢aexistuje pravidlo 4; — A;a, kde a je jakykoliv fetézec (tj. pravidlo
pro A; za¢ina neterminalem A;), pak symbol A; v pravidle nahradime postupné
vSemi pravymi stranami pravidel pro A;, napiiklad
Ai — AjabB
Aj — bDAiCL | CA]'CL
Prvni z uvedenenych pravidel nahradime pravidly A; — bdA;aabB | CAjaabB.
Provedeme j = j + 1.

® Pokud j = i, pak odstranime pfimou levou rekurzi podle postupu, ktery uz
zname. Provedeme j = j + 1.

e Pokud j > i, provedemei =i+1, j = 1.
3. Bod 2 postupu provedeme pro vSechna ¢, 1 <i < n.
Aby byl postup pouZitelny, musi byt uplatnén pouze na vlastni gramatiku. Postup pro
pravou rekurzi je obdobny, jen zaménime levou za pravou stranu.

Piiklad 5.14
Odstranime levou rekurzi v nasledujici gramatice:

G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, S)

S—aA|AB|b
A— SBa|a
B — Bb|Aa|c

Pfima leva rekurze je zde jen v jednom pravidle, ale nepiimé rekurze se tyka vice
pravidel. Gramatika je vlastni, neni tfeba ji do tohoto tvaru upravovat. Stanovime pofadi
neterminalt: (Ag, As, Ag) = (S, A, B).

e i=1j=1:

neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.
e i=2 j=1:
jedno z pravidel pro A za¢ina netermindlem s ,niZ$im indexem”, S; upravime:
A — aABa | ABBa | bBa | a
o =2 j=2:
feSime pfimou rekurzi (protoze i = j):
A — aABaA" | bBaA’ | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa
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e i=3j=1:
zadné z pravidel pro B nezacind symbolem S
e i=3 j=2:

zména se tyka druhého pravidla pro symbol B (za¢ind symbolem A, jehoZ index je 2).
Pfi nahrazeni symbolu A v tomto pravidle pouZijeme jizZ upravena pravidla pro A:
B — Bb| aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
*i=3,j=3:
odstranime pfimou rekurzi:
B — aABaA'aB' | bBaA'aB' | aA'aB' | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B' |
aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
B'"—bB'|b

Cela gramatika bez levé rekurze:
G = ({S,A, A, B,B}, {a,b,c}, P, 5)
S —aA|AB|b
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa
B — aABaA'aB’ | bBaA'aB' | aA'aB' | aABaaB' | bBaaB' | aaB' | ¢B’ |
aABaA'a | bBaA'a | aA’a | aABaa | bBaa | aa | ¢
B'—bB'|b

Odstranénim pfimé rekurze roz$ifujeme mnozinu netermindlti, proto je nutné dynamicky
upravovat také nadefinovanou posloupnost neterminélt urcujici pofadi. Neterminaly s
pravidly, které takto vytvofime, je tfeba zahrnout do algoritmu.

P¥iklad 5.15
Odstranime levou rekurzi v nasledujici gramatice:
G = ({S,A, B}, {a,b}, P, S)

S —aA|bB

A — BaA | ab

B — BaA|b

* i =1, j = 1:neni tfeba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.

* =2, j =1,2 :neni tfeba upravovat, pravidla pro A neza¢inaji symboly S a A.
* 1 =3, j = 1,2 :neni tfeba upravovat, pravidla pro B nezac¢inaji symboly S a A.
* { =3, j = 3:odstranime piimou rekurzi.

B —bB'|b
B’ — AaB'| Aa
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Ménime posloupnost: (A1, Az, A3, Ay) = (S, A, B, B')

i =4, j = 1:neni tfeba upravovat, pravidla pro B’ nezac¢inaji symbolem S.

i=4, j=2:
B’ — BaAaB' | abaB' | BaAa | aba
1=4,j5j=3:

B’ — bB'aAaB’ | baAaB’ | abaB' | bB'aAa | baAa | aba

i =4, j =4 : neni tfeba upravovat.

Vyslednéa gramatika:
G' = ({S,A,B,B'}, {a,b}, P, S)
S —aA|bB
A — BaA | ab
B —bB'| b
B — AaB' | Aa
B' — bB'aAaB’ | baAaB' | abaB' | bB'aAa | baAa | aba

Ukol 5.5

1.

Odstrarite levou rekurzi v téchto gramatikdch (zvazte, zda neni tfeba gramatiku
pfedem upravit):

Gy = ({8, A,B}, {a,b,c}, P, S) Gy = ({S,A, B}, {a,b}, P, 5)
S —aAB|b|SB|e S — AB| BA

A —bA| Aac | AB | a A — ABDA | bA | e

B — BbA | c B — SA|a|BbA

Odstrarite pravou rekurzi v téchto gramatikach (pfip. gramatiku pfedem upravte):

Gy = ({SvA>B}7 {071}7 P, S) G = ({S¢A7B}> {(I,b}, P? S)
S —11A|01B | e S — aAb | abB | ASA
A—11A| B01] 10 A—bA|Ble

B — 01B | 00AB ‘ 141 | 01 B — bbB | abAB ’ abb

5.3

Normadlni formy bezkontextovych gramatik

Normalni formy (¢ehokoliv) slouzi k usnadnéni porovnavani a piipadnych dalsich tprav.

V piipadé bezkontextovych gramatik 1ze vyuZzit Chomského normalni formu (CNF) a Gre-

ibachovu normalni formu (GNF).
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5.3.1 Chomského normaéalni forma

Pfi pfevodu gramatiky do Chomského normalni formy je tfeba, aby pravidla byla ve tvaru

¢ A — BC, tedy na pravé strané dva neterminaly,
¢ A — a, tedy na pravé strané jeden terminal, a nebo

* S — ¢ (9jestartovaci symbol gramatiky), a to pouze v pfipadé¢, zZe S se nevyskytuje na
pravé strané zadného pravidla (tj. toto pravidlo l1ze vyuZzit pouze na zacatku derivace).

Postupujeme takto:

1. Pfevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (tj. pfevod na nezkracujici grama-
tiku, odstranime jednoduchéa pravidla, odstranime nadbytecné neterminély).

2. Pravidla, kterd maji na pravé strané jen jeden symbol (ptijde vzdy o termindl, pro-
toze jednoduchd pravidla jsme jiZ odstranili) nechame — odpovidaji pozadavkim
na normalni formu; déle zpracovdvame jen pravidla, jejichZ pravé strana méa délku
alespon 2.

3. Pro kazdé pravidlo A — «, kde |a| > 1, provedeme tyto Gpravy:

¢ kazdy terminél a v fetézci a nahradime novym (nové vytvofenym) netermina-
lem N, (podle dolniho indexu poznédme, ktery terminél byl nahrazen), takze
napiiklad pravidlo A — BaAbca zaménime za pravidlo A — BN, ANyN.N,,

¢ vytvofime nova pravidla N, — a pro kazdy terminal a.

4. Délku pravych stran vSech pravidel omezime na nejvyse 2 takto: pro kazdé pravidlo
A — B1ByB3 ... By, n > 2, vytvofime mnoZinu pravidel

A — Ble
X1 — By Xy

Xpn—3— Xp 2B, 2

Xn—2 — Bp-1Byp

Napftiklad pravidlo A — BCDEF nahradime mnoZinou pravidel
A — BX;4

X1 — CX2

Xo — DX3

X3 — EF

Neterminaly Xi,...,X,,_o, které pouZivdme pii propojeni generovani pravé strany
ptvodniho pravidla, musi byt nové, tedy rtizné pro rtizné pravidla, ktera takto upravujeme.
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Piiklad 5.16
Nésledujici gramatiku pfevedeme do Chomského normalni formy:
G = ({S,A,B}, {a,b,c}, P, 5)
S — aBAc| ¢
A— Ab|e
B —bB|AS|a
Tato gramatika neni vlastni. Nejdfiv odstranime e-pravidlo A — «.
S — aBAc|aBc|c
A— Ab|b
B—bB|AS|S|a
Jedno z pravidel je jednoduché (B — ), to je tfeba odstranit:
S — aBAc|aBc|c
A— Ab|b
B —bB| AS|aBAc|aBc|c|a
V3Sechna pravidla, jejichZ prava strana je dlouha alespori 2 symboly, upravime — termi-
nély nahradime pfislusnymi neterminaly:
S — N,BAN, | N,BN, | ¢

A— ANy | b

B — NyB | AS | NyBAN, | NyBN, | c|a
N, —a

Ny — b

N. —c

VsSechna pravidla s pravou stranou delsi neZ 2 zkratime a ziskdme tuto gramatiku:
GCNF = ({Sa A) B) Na7 Nb) NC7 X17 X27 X37 X4) X57 X6}7 {CL, b7 C}, Pl7 S)
S—>NaX1’NaX3‘C B—>NbB|AS‘NaX4|NaX6’C‘a Na—>a

X1 — BXy X4 — BX; Ny — b
X9 — AN, X5 — AN, N, — ¢
X3 — BN, X¢ — BN,

A— ANy | b

Jedna z derivaci v ptivodni gramatice G:
S = aBAc = aaAc = aaAbc = aabc

Derivace stejného slova v gramatice G” (po pfedbézné tipravé):
S = aBAc = aaAc = aabc

Obdobné ve vysledné gramatice Gonp:
S = N, X1 = aX1 = aBXy = aBAN,. = aBAc = aaAc = aabe
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Ukol 5.6

Nasledujici gramatiky pievedte do Chomského normaélni formy:

Gi1 = ({S, A, B}, {a,b}, P, S) Gs = ({E,F,G}, {a,b}, P, E)
S — AaB | ba | aA E — aaF |GF | b

A — aAB | aAb | ab F —aFaa|e

B — bBASbL| b G — aFGLG |

Go = ({S, A, B}, {0,1}, P, S) Gy = ({S,A, B}, {0,1}, P, 5)
S—0B|1A ¢ S — 01AB0 | 10BAl | ¢

A — 10A1| AB | ¢ A — 1AB1AB1 | 111

B — A1B01| 1510 B—0B|0

5.3.2 Greibachova normalni forma

Gramatika je v Greibachové normalni formé, pokud vSechna pravidla této gramatiky jsou
v jednom z téchto tvar:

e A — aB1By...B,, n > 0, tedy na pravé strané je vZdy jeden terminal a nésleduyji
pouze neterminaly (nemusi byt Zadny neterminal),

* S — ¢ (Sjestartovaci symbol gramatiky), a to pouze v pfipadé, Ze S se nevyskytuje na
pravé strané Zadného pravidla (tj. toto pravidlo 1ze vyuZit pouze na zac¢atku derivace).

Podobné jako u pfevodu na Chomského normalni tvar, i zde budeme gramatiku pfedem
upravovat. MoZnost existence e-pravidla pouze pro startovaci symbol znamend nutnost
pfevést gramatiku na nezkracujici. Dale odstranime jednoducha pravidla a pfipadné také
nadbyte¢né symboly.

Kromé toho je zde poZadavek na termindIni symbol na zac¢atku pravidla. Pokud pra-
vidlo za¢ina netermindlem, logickym postupem by bylo dosazovat za tento neterminal
postupné vSechna pravidla, na ktery lze netermindl pfepsat, a to rekurzivné tak dlouho,
dokud neziskame pravidlo zac¢inajici termindlem. Pokud je vSak v gramatice leva rekurze,
dosazovali bychom do nekonecna, proto je tfeba pfedem odstranit levou rekurzi. Cely
postup je nasledujici:

1. Pfevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (pfevod na nezkracujici, odstranéni
jednoduchych pravidel, odstranéni nadbyte¢nych symbolt).

2. Odstranime levou rekurzi. Pokud jsme jejim odstranénim vytvofili e-pravidla nebo
jednoducha pravidla, opakujeme bod 1.
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3. Pravidla, jejichz pravé strana ma délku 1, jiz vyhovuji pozadavkiim na normaélni
formu (a také p¥ipadné e-pravidlo pro startovaci symbol).

4. Pravidla, jejichZ prava strana ma délku > 2, déle zpracovavame:
* pokud pravidlo za¢ind neterminalem, dosadime za tento neterminal vSechna

pravidla, kterd ho prepisuji, tj. napiiklad pravidlo A — BbAa pfi existenci pra-
videl B — « | # | v nahradime pravidly A — abAa | fbAa | vbAa,

¢ to provadime rekurzivné tak dlouho, dokud v8echna pravidla nezac¢inaji termi-
nalnim symbolem,

¢ V3Sechny terminalni symboly a na pravych stranach pravidel, kromé prvniho ter-
minalu v fetézci, nahradime p¥islusnymi symboly IV, (podobné jako pfi pfevodu
na Chomského normalni tvar).

5. Vytvofime nové pravidla IV, — a pro vSechny terminaly a.

Priklad 5.17
Nésledujici gramatiku pfevedeme do Greibachovy normalni formy.
G=({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S)
S — aBba | baA | €
A — BaAB | bb| ¢
B — CBab | abe
C—bCh|a

Sestrojime ekvivalentni vlastni gramatiku — odstranime e-pravidla.

Podle mnoziny N, = {S, A} je zfejmé, Ze existuji pouze dvé e-pravidla. Jedno z nich je
pro startovaci symbol, ktery se vSak nevyskytuje na pravé strané Zadného pravidla. Proto
neni nutné pfidavat novy neterminél a ménit startovaci symbol gramatiky.

G' = ({S,A,B,C}, {a,b,c}, P, S)
S — aBba | baA | ba | e
A — BaAB | BaB | bb
B — CBab | abe
C—bCh|a
Pfi pfevodu do Greibachovy normalni formy nejdfiv zajistime, aby nejlevéjsim sym-
bolem v pravych strandch pravidel byl vzdy terminal. To provedeme pfepsanim toho
neterminalu, ktery je na zacatku upravovaného fetézce.
Pravidlo A — BaAB nahradime témito pravidly:
A — CBabaAB | abcaAB
Jedno z pravidel opét za¢ina netermindlem, tedy tpravu provedeme znovu:
A — bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB
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Pravidlo A — BaB nahradime pravidly
A — CBabaB | abcaB
Po druhé apravé:
A — bCbBabaB | aBabaB | abcaB
Pravidlo B — C'Bab nahradime pravidly
B — bCbBab | aBab
V této fazi jsme ziskali nasledujici pravidla:
S — aBba | baA | ba | e
A — bCbBabaAB | aBabaAB | abcaAB | bCbBabaB | aBabaB | abcaB | bb
B — bCbBab | aBab | abe
C—bCh|a
Zbyva splnit podminku, podle které v pravych strandch pravidel jsou vSechny symboly
kromé nejlevéjsiho neterminalni.
GGNF = ({S, A, B, C, Na, Nb, Nc}, {a, b, C}, P”, S)
S — aBN,N, | bN,A | bN, | €
A — bCN,BN,NyN,AB | aBN,N,N,AB | aNyN.N,AB | bC NyBN,N,N,B |
| aBN,NyN,B | aN,N.N,B | bN,
B — bCNy,BNyNy | aBNyNy, | aN,N,
C —bCNy | a
N, — a
Ny —b
N, —c

Priklad 5.18
Nésledujici gramatiku pfevedeme do Greibachovy normalni formy.
G=({S,A,B}, {a,b}, P, 5)
S—aA|AB|b
A— SBa|a
B — Bb|a

V gramatice nejsou Zaddné e-pravidla ani jednoduché pravidla, ale je tu leva rekurze, kte-
rou musime pfedem odstranit. P¥ima rekurze je vjednom z pravidel pro B, nepiima rekurze
je v pravidlech pro neterminély S a A. Budeme postupovat podle algoritmu popsaného na
stran&|68, Stanovime pofadi netermindlti (A, Az, A3) = (S, A, B).

* =1, j = 1:neni tieba upravovat, pravidla pro S neobsahuji pfimou rekurzi.

® i =2, j =1 :dosadime pravé strany pravidel pro S do prvniho z pravidel pro
neterminal A:

A — aABa | ABBa | bBa | a
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® | =2, j =2 :odstranime pfimou rekurzi:

A — aABaA" | bBaA’ | aA’ | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa

e =3, j=1,j =2:beze zmény.
* =3, j = 3:odstranime pfimou rekurzi:

B —aB'|a
B'—bB'|b

Upravend gramatika bez levé rekurze (také nepfimé) je nasledujici:
G =({S,A A, B B}, {a,b}, P, S5)
S—aA|AB|b
A — aABaA' | bBaA' | aA' | aABa | bBa | a
A" — BBaA' | BBa
B—aB'|a
B'—bB'|b
Ted uz muZeme gramatiku ptevést do Greibachovy normalni formy. Nejdfiv zajistime,
aby pravé strany pravidel za¢inaly vzdy termindlnim symbolem.
S — aA|aABaA'B | bBaA'B | aA'B | aABaB | bBaB | aB | b
A — aABaA' | bBaA' | aA’ | aABa | bBa | a
A" — aB'BaA’ | aBaA' | aB'Ba | aBa
B—aB'|a
B'—bB'|b
V dalsim kroku vSechny terminaly na pravych strandch pravidel, kromé nejlevéjsiho,
zaménime za piislusné neterminalni symboly.
Gonr = ({S,A, A", B,B',N,}, {a,b}, P", S)
S — aA|aABN,A'B | bBN,A'B | aA'B | aABN,B | bBN,B | aB | b
A — aABN,A" | bBN,A" | aA" | aABN, | bBN, | a
A" — aB'BN,A" | aBN,A" | aB'BN, | aBN,

B —aB'|a
B' —bB'|b
N, — a
Ukol 5.7

Pfeved'te nasledujici gramatiky do Greibachovy normalni formy.
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