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Abstrakt

Prispévek se zabyva popisem a diskuzi populacniho modelu se zahrnutim nahodné evolucni slozky,
zaloZeného na jednoduchém modelu chemostatu popsaném v [2]. Model je rozsifen na neomezeny
pocet populaci a je z néj vynata omezujici podminka rovnosti mortality a podilu nevyuzitého substratu
implementace modelu v prostredi Maple, ve kterém je pomoci numerického resice diferencidalnich
rovnic dsolve spocten vyvoj velikosti populaci a na vyslednych grafech je demonstrovana opravnénost
predem vyslovenych predpokladii.

Abstract

This paper deals with the description and discussion of the population model including a random
evolutionary component, based on a simple model of chemostat described in [2]. The model is
extended to an unlimited number of populations and a condition of equality of mortality and the
proportion of unused perishable substrate, which allows its application to more complex systems. The
core contribution is an implementation of the model in a Maple environment with an use of a
numerical differential equation solver "dsolve". The evolution of population sizes is counted and plots
of results demonstrate the legitimacy of former assumptions.
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1 Zakladni vlastnosti modelu

Predpokladejme uzavieny systém slozeny z prostfedi a n navzajem pfimo neinteragujicich populaci,
které ho obyvaji, n € N,. Jedince nalezejici k jedné populaci budeme souhrnné nazyvat druhem.
Uzivnost prostiedi, tj. velidinu, kterd charakterizuje podminky pro pieziti a reprodukci jedinctl,
ozna¢me S a povazujme ji zjednoduSen¢ za mnozstvi potravy (substratu, resp. energie), které je
k dispozici spole¢né pro vSechny populace v prostfedi. S budeme povazovat za funkci Casu S(t).
Prirastek substratu v prostiedi za jednotku Casu (rust, resp. transport energie do systému) povazujme
za konstantni a oznacme jej d.

Vzhledem k predpokladu, ze populace v modelu spolu pfimo neinteraguji, omezuje se jejich vzajemné
ovlivinéni na soupefeni o dostupné mmozstvi potravy, jde tedy o ryze kompetitivni vztah [1].
Vzhledem k jednoduchosti modelu budeme druhy odliSovat pouze schopnosti jejich zastupct
spotfebovavat spole¢nou potravu a takto piijaty substrat vyuzit k vlastnimu pieziti a reprodukci. Tento
proces popiSeme dvojici veli¢in q a e, kde g; predstavuje mnozstvi substratu ptijaté jednim jedincem
i-té populace za jednotku casu. Tuto veli¢inu budeme dale povazovat za funkci mnoZzstvi dostupného
substratu q;(S). Naproti tomu hodnota e; oznacuje efektivitu pfemény substratu na zivé jedince i-tého
druhu jako pomér spotfebovaného substratu vii¢i poc¢tu noveé narozenych jedincti. V prvni varianté



modelu budeme hodnoty q; a e; povazovat za vzajemné nezavislé. Dale budeme ptedpokladat
konstantni umrtnost m, stejnou pro vSechny populace, jako podil jedincti daného druhu uhynulych za
jednotku Casu a nakonec zbytkovy podil nespotifebovaného substratu z, ktery podlehne zkaze, aniz by
byl spotfebovan nekterou z uvazovanych populaci.

Na pocatku modelovaného obdobi budeme ptredpokladat jednu (nebo vétsi konstantni pocet) populaci
v prostiedi, ktera spotfebovava dostupny substrat pro vlastni reprodukci. Snadno lze ukazat, ze po
ur¢ité dobé dojde k ustaleni poctu jedincti populace (uvédomme si, Ze jde o siln€ zjednoduseny
idealizovany model) na hodnoté odpovidajici izivnosti prostiedi, kterd se v dal§im prubéhu casu jiz
nebude ménit. Je nutno poznamenat, zZe pro jednoduchost model opomiji veskeré komplikace, které
s sebou pfinasi rozmanitost pohlavniho rozmnozovani jako je samo pohlavi, hledani partnera ¢i
nestejny pocet potomkd kazdého jedince. Budeme tedy nadale ptepokladat, Zze dostateCnym
pozadavkem pro dalsi rozmnoZzovani populace je pritomnost alespon jednoho jedince daného druhu
v systému, ze potomkem jedince ur¢itého druhu je (az na vyjimky) jedinec téhoz druhu a Ze kiizeni
mezi jedinci riznych druhti neni mozné.

Situace se nicméné zacne komplikovat ve chvili, kdy se v prostiedi objevi zastupce nového druhu.
V modelovém uzavieném systému neni mozny prinik takového jedince zvenci, proto jej budeme
povaZovat za mutanta nékteré z jiz existujicich populaci, ktery se bude odliSovat parametry q; a e;,
porusi tedy ptredpoklad z predchazejiciho odstavce. Vyskyt mutanti bude relativné fidky a bude se
odehravat pouze v urcitych okamzicich. Takovy jedinec se v naSem modelu mtize, bude-li tispéSny ve
vzajemné kompetici, stat zakladatelem populace nového druhu, v opa¢ném piipadé mize ovSem nova
populace zahy vyhynout a uvolnit tak prostfedky pro zastupce jinych druhd.

Casovou zménu mnozstvi substratu dostupného v systému je na zakladé uvedenych piedpokladi
mozné vyjadrit nasledujicim vztahem:

PO =d-z-50) - ¥y q:(S) - P (1)

kde S(t) je dostupné mnozstvi substratu v Case t, d je ptirtstek substratu za jednotku casu, z je podil
nevyuzitého substratu za jednotku ¢asu, n je pocet populaci pfitomnych v systému, q;(S) je spotieba
substratu pro jednoho jedince i-tého druhu za jednotku ¢asu a P; je pocet jedincu i-té populace.

PopisSme nyni tvar zavislosti q;(S) mnoZzstvi substratu spotiebovaného jedincem i-t¢ populace za
jednotku casu. Opét zjednodusené predpokladejme, ze dostupnost substratu v prostredi je stejnd pro
vSechny jedince vSech populaci a jeji vyhledavani proto nehraje v modelu zaddnou roli. V pfipad¢, ze
bude mnozstvi dostupného substratu nulové, S = 0, bude pfirozené rovnéz q; = 0. Jakmile zacne
v prostfedi nartistat mnoZzstvi dostupné potravy, poroste piimo iméme také mnozstvi zkonzumované
jedinci vSech populaci. Vzhledem k fyziologickym mozZnostem organizmi je vSak maximalni
mnozstvi potravy pfijaté za jednotku Casu shora omezené, proto se bude s nartstajicim mnozstvim
substratu v prostredi kiivka funkce q; odd€lovat od piimky pfimé imeéry, az plynule konverguje ke
konstantni funkci. Uvedeny piedpoklad dokonale splituje v biologii a pfibuznych oborech hojné
vyuzivana logisticka kiivka nasledujiciho tvaru:

qi(S) = 2

kde parametr a urCuje strmost pocatecni Casti kiivky a rovnéz rychlost dosazeni nasledujici
asymptotické faze, zatimco parametr B; jeji vySku. V prvni, jednodussi, variant¢ modelu budeme
predpokladat jednak, ze B; je totozné pro vSechny populace (coz neni sam o sob¢& piedpoklad, ktery
by vyrazné ovlivnil chovani modelu), soucasné ale také, Zze B; je konstantni a nezavislé na ostatnich
parametrech modelu. Rovnéz parametr a budeme v prvni varianté modelu povazovat za konstantu.
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Piejdéme nyni k rovnici popisujici vyvoj poctu jedincii i-té populace v ¢ase. Zména poctu jedinct, P;
bude vyjadiena jako mnozstvi substratu zkonzumovaného jedinci populace, vynasobeného efektivitou
pfemény substratu na zivé jedince, minus poc¢et uhynulych jedinci:

aP(t)

5 = 4i(S) - e; - Pi(t) —m - Py(1) 3)
kde P;(t) je pocet jedinci populace v Case t, q;(S) je spotieba substratu pro jednoho jedince i-tého
druhu za jednotku casu, e; je efektivita pfemény substratu na Zzivou hmotu i-tou populaci a m je
relativni imrtnost, pro jednoduchost opét totozna pro vSechny populace.

Uvedeny postup nam poskytuje soustavu n + 1 diferencialnich rovnic, jejimz feSenim lze ziskat
informaci o vyvoji poc¢tu jedinct jednotlivych populaci v case. Vzhledem k tomu, Ze v prvni varianté
modelu uvazujeme q; totozné pro vSechny populace v systému, je feSeni zavislé predev§im na
hodnotach e; pro jednotlivé populace. V ptipadé, Ze se v systému nevyskytne mutant, lze ukazat, ze
v dlouhodobém horizontu se v zavislosti na hodnotach konstantnich parametrd d,z,a a b; a na
poc¢ate¢nich podminkach S(0) a P;(0) v systému ustali stav, ve kterém je mnozstvi dostupného
substratu v prostfedi konstantni a navic pocet jedincli nejvyse jedné populace nekonverguje k nule.

Plati totiz:
P,
w d=m(S+Zk, )~ (m—2) Tk, 7! )
a tedy po integraci podle t potom:
S+ ﬁ—fe”d dt - e 2 + [e?(z—m) Y1, Pldt et +C-e ®)
a po uprave:
S+ =04 (-m) fe B Tt e (e (6)

za predpokladu, Ze pro t — oo konverguji 2. a 3. s¢itanec k nule, dostavame vysledek:

lim_oo (S + 30, 28) =2 (7
qi z

Tedy, pokud bude uZzivnost prostfedi dostatecna, zvitézi v kompetici o omezeny zdroj potravy

v uzavieném systému pouze jediny druh (viz (8) a (9)), zatimco ostatni postupné vyhynou. Lze ukazat

(viz [2]), ze pujde o druh s nejvyssi hodnotou e;, tj. ten, ktery je schopen nejefektivnéji zpracovavat

stravu ve prospéch piirtistku vlastnich jedinct.

Zkomplikujme nyni situaci moznosti, zZe se v uritém case v systému objevi mutant, tj. jedinec, jehoz
e; se bude lisit od e; jeho rodice a ptijde tak vlastn¢ podle nasich kritérii o zakladatele nového druhu.
V modelu predpokladdme dobu mezi vyskytem dvou mutanti ndhodnou s rovnomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti, coz sice neodpovida realnému prostiedi, nicméné ziejme samotna perioda vyskytu
mutantii nema na stav systému z dlouhodobého hlediska vliv.

. i 3ej iy <
Hodnotu e; mutovaného potomka pak budeme uvazovat v intervalu (32—]; %), kde e; odpovida hodnote

efektivity pfemény substratu na Zivou hmotu jeho rodi¢e. Rozd¢€leni pravdépodobnosti vyuzijeme pro
jednoduchost opét rovnomémeé. V modelu budeme uvazovat stejnou pravdépodobnost zplozeni
mutanta pro vSechny zijici jedince, tj. pravdépodobnost vzniku mutanta i-t¢ populace bude pfimo
umérnd velikosti této populace.

2 Implementace modelu v prostfedi Maple



Zakladem modelu v softwarovém prostfedi Maple 16 je cyklus, jehoZ jedna iterace odpovida obdobi
mezi vyskytem dvou mutanti. Casova délka obdobi reprezentovaného iteraci je proménliva.
Jednotlivé populace jsou v modelu reprezentovany tadky populacni matice Matice, jejiz prvni
sloupec udava pro kazdou populaci efektivitu e;, druhy sloupec pak odpovida poétu jedincti dané
populace.

celkemcyklu := 250;

a = 2.5;
b :=0.8;
d := 12;
m = 0.1;
z = 0.1;
cas := 0
q := proc (x) options operator, arrow; a*x/(1+a*b*x) end proc

Pred spusténim cyklu je vygenerovana dvouirddkova matice se dvéma nahodnymi populacemi, které
vstupuji do prvniho obdobi. Délka obdobi je volena nahodné z uzivatelem zadaného intervalu. Na
zacatku kazdého obdobi je provedena kontrola vSech fadkii matice a ,,netispé$né* populace s poctem
jedinct niz§im nez 1 (tj. populace nesplitujici zadanou podminku pro dali rozmnozovéni)' jsou
z modelu odstranény. Nasledn¢ probiha vygenerovani nahodného mutanta, ktery je zapsan jako novy
fadek do matice (tj. populace s jedinym jedincem).

# Matice se dvema nahodnymi populacemi;

hl = rand(1 .. 10);

h2 = (1/100)*rand(1 .. 100);

Matice := Matrix(2, 2, [[h2Q)., h1Q]. [M2Q, h1OQ1D:

# Hlavni cyklus;
for cyklus from 1 to celkemcyklu do

# Cyklus pro odstraneni populaci s mene nez 1 jedincem;
v:=0:
for i from 1 by 1 to RowDimension(Matice) do
it (Matice[i-v,2]<1) then
Matice:=DeleteRow(Matice,i-Vv);

vi=v+1l
end if:
end do:

# Cyklus pro vznik jednoho jedince s nahodnou mutacti ;

jJedincu:=add(Matice[k,2],k=1. .RowDimension(Matice));
h:=(rand(1..10000* floor(jedincu)))/(10000):
budemutant:=h():

soucet:=0:

Jj:=0:

for j from 1 by 1 while soucet<budemutant do
soucet:=soucet+Matice[],2]:

end do:

! Pro snadng&jsi pribéh vypoétd budeme pocet jedinci populace povazovat za spojitou veli¢inu a budeme tedy
pracovat i s necelociselnymi hodnotami. Pro ndzornéjsi ptfedstavu Ize hodnotu P; povazovat napt. za celkovou
hmotnost vSech jedinci populace, coz odpovida rovnéz procesu pfemény potravy na zivou hmotu (tj. rodica i
potomkt soucasng).



mutant:=Matice[j-1,1]:

# Mutace a zapis mutanta do matice:
h:=(rand(0..100)-50)/(100):
mutant:=mutant+mutant*h():
Matice(RowDimension(Matice)+1,1..):=<mutant,1>:

V dal$im kroku je pomoci vnotfeného cyklu vytvorena soustava n + 1 diferencialnich rovnic postupné
pro jednotlivé populace z matice a navic pro celkové dostupné mnozstvi substratu v systému,
z velikosti populaci a proménné Y, udavajici mnozstvi dostupného substratu po skonceni predesiého
obdobi jsou vygenerovany pocateéni podminky pro feSeni a nasledné je soustava feSena pomoci
numerické varianty ptikazu dsolve. Redeni je z divodu omezeni ¢asové naroénosti hledano pouze pro
obdobi mezi vyskyty mutantti, po jehoz uplynuti se zméni pocate¢ni podminky.

# Vytvoreni soustavy diferencialnich rovnic;
rovnice[0] :=difF(S(t),t)=d-z*S(t)-
q(sS())*add(P[1](t),i=1. _RowDimension(Matice)):
for i from 1 by 1 to RowDimension(Matice) do
rovnice[i]:=diff(P[i]1(L),)=—m*PLi]()+q(S())*PLi]J(t)*Matice[i,1]:
end do:
soustava:=seq(rovnice[i],i=0..RowDimension(Matice)):

# Vytvoreni pocatecnich podminek;

if cas=0 then

podminka[0]:=S(0)=1: else podminka[0]:=S(cas)=Y:

end if:

for i from 1 by 1 to RowDimension(Matice) do
podminka[i]:=P[i](cas)=Matice[i,2]:

end do:

podminky:=seq(podminka[i], i=0..RowDimension(Matice)):

# Cas do pristi mutace;
minule:=cas:
h:=rand(1..40):
cas:=cas+h(1..40):

# Reseni a vykresleni do grafu;

reseni :=dsolve({soustava,podminky},numeric, maxfun=10000000):
krivky:=seq([t,P[i](t)],i=1. .RowDimension(Matice)):
graf[cyklus]:=odeplot(reseni, ([krivky],minule. .cas)):
assign(reseni(cas)):

# Zapis novych hodnot do matice;

for i from 1 by 1 to RowDimension(Matice) do
Matice[i,2]:=P[i](t):
unassign("PLiJ(t)"):

end do: Y:=S(t):

unassign("t"):

unassign("P"):

unassign("S"):

end do:

Vzhledem k tomu, ze S konverguje v obdobi mezi dvéma mutacemi (jak bylo vySe ukazano) ke
konstanté, konverguje podle definice ke konstantni hodnoté rovnéz funkce piijmu potravy q a tedy
muzeme provést nasledujici vypocet:



dP;
—_——) P P —_— .
Tt oo P;-e;-q—mP;

P; o ePi(qei—m) (8)
Tedy ziejmé velikost populace v ramci obdobi mezi mutacemi konverguje k monotéonnimu chovani.
Predpokladejme nyni:

P; — konst.= P;-e;-q—mP; —0
t—>o0 t—>oo

P30 Ve — qﬁ )
Protoze pro libovolné populace i,j:i # j plati e; # e;, konverguje v obdobi mezi dvéma mutacemi
velikost v§ech populaci, ptipadné vyjma populace s nejvyssim e;, k nule.

Ptikazem display(seq(graf[i], i = 1 .. celkemcyklu)) si nyni mizeme zobrazit pies
sebe graf vyvoje populaci ve vSech obdobich (obr. 1) a na prvni pohled je zfejmé, Ze skutecné
v kazdém obdobi mezi dvéma mutacemi je jedina populace, jejiz velikost roste ,,na tikor* ostatnich
populaci. Ve varianté¢ bez mutaci by se po urCité dob¢ velikost této populace ustalila na hodnoté
uzivnosti prostiedi, zatimco velikost konkurenc¢nich populaci by klesla k nule. Nahodné se vyskytujici
mutace vSak do systému vnasi dynamické chovani, nebot’ v ptipad¢, kdy se objevi mutant s e; vyssim,
nez bylo dosavadni nejvySsi e;, rozsiii se tato i-td populace a postupné zapficini vyhynuti vSech
populaci véetné j-té, pokud neni jeste diive vystiidana jinou populaci, vzeslou z mutanta s vys$im ey,.

Vzhledem k tomu, Ze v této variant¢ modelu neni vyse efektivity pfemény potravy na zivou hmotu e
ni¢im omezena, dochazi k tomu, Ze se neustale objevuji mutanti s vy$si hodnotou e;, ktera mtize
v rozporu s realitou prekrocit dokonce hodnotu 1 a rist neomezené do nekonecna. Velikost
momentalni nejveétsi populace se tak bude v modelu pohybovat v ¢ase po exponencialni kiivce
donekonecna. Takovy proces je samoziejme zcela nerealisticky a proto je tfeba model upravit.

Zvysovani efektivity pfemény potravy na Zivou hmotu vlastniho druhu se v modelu ukazuje jako
spravna strategie vedouci k preziti. Je ovSem patrné, ze s rostoucim e; vitézné populace dochazi
k poklesu substratu v prostiedi, nebot’ vitézna populace ostatni jednoduse ,,vyhladovi“. V naSem
nerealistickém ptipad¢ z dlouhodobého hlediska dochéazi az ke konvergenci S k nule. Tento pokles
uzivnosti a obecné evoluéni zhorSeni podminek prostiedi na ty nejhorsi mozné se nazyva pesimizaci
prostiedi.
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Obr. 1: Exponencialni rast populaci v modelu ve varianté bez omezeni efektivity e; pfemény substratu
na zivou hmotu.

3 Varianta s omezenim efektivity



Fyzikalni podstata zivych tvor neumoznuje rust efektivity e; nad hodnotu 1 (ve skutecnosti je ¢islo
vzhledem k chemickym procesim v organizmu samoziejme jesté nizsi), vlastni fyziologie organizmi
vSak znamena jes$té vyraznéjsi pokles efektivity, nebot’ v redlném prostiedi nemiize vénovat zadny
jedinec maximum prostfedkti na hospodarné nakladani se ziskanou energii (tj. vlastni rdst a
reprodukci), ale musi rovnéz zajistit fadu dalSich procesii, mezi které¢ kromé jinych strategickych
¢innosti patii samotny piijem potravy.

V piedchozi zjednodu$ené varianté modelu jsme predpokladali zavislost mnozstvi pfijaté potravy q
pouze na mnozstvi substratu S v prosttedi, zbyvajici parametry a a B; jsme povazovali za konstantni
pro vSechny populace. Definujme nyni vztah mezi efektivitou pfemény substratu na zivou hmotu e; a
mnozstvim potravy, kterou je jedinec schopen pfijmout za jednotku ¢asu q;, ktery bude reprezentovat
strategii druhu ve smyslu rozhodovani mezi investici energie do vétSiho mnozstvi ziskané potravy
nebo lep$im vyuzitim potravy pro vlastni rist a reprodukci.

Nahradime tedy v rovnici logistické kiivky (2) konstantu B; kvadratickou funkci e; takto:
B i = el-z +c (10)

tj. s rostouci efektivitou e; > 0 bude injektivné klesat mnozstvi substratu q;, které je jedinec daného
druhu schopen zkonzumovat. Tato vazba zamezi nekontrolovanému ristu e; a ptiblizi model realite.
Optimalni strategii pak bude dosahnout takového e;, aby byla hodnota e; - g; (viz (3)) maximalni, tj:

(11)

g ey = —¥S
it 2
1+(ef+c)as

a po derivaci podle e;:

a-S-(1-a-S-e+a-5-c)
(1+a-5-e2+a-S-c)2 '

(12)

Po upravé, protoze jmenovatel je nenulovy, ziskavame vztah pro optimalni é:

5_ [1
e= |—<+c (13)

Ve zdrojovém koédu Maple sta¢i zménit definici funkce g; na funkci dvou proménnych S a e; a upravit
cyklus urcujici tvar diferencialnich rovnic:

q := proc (X, y) options operator, arrow; a*x/(1+a*(y”™2+c)*x) end proc
# Vytvoreni soustavy diferencialnich rovnic;

rovnice[0] := diff(S(t), t) = d-z*S(t)-add(q(S(t), Matice[i, 1]D*PL[i](L), i
= 1 .. RowDimension(Matice));

for i to RowDimension(Matice) do

rovnice[i] := diff(P[i](Y), t) = -m*P[i]()+q(S(L), Matice[i,

1IPD*P[i]()*Matice[i, 1]:

end do;

soustava := seq(rovnice[i], i = 0 .. RowDimension(Matice))

populaci, ktery vSak zpomaluje az ke konstantni hodnoté odpovidajici uzivnosti prostiedi pro populaci
s hodnotou blizkou & podle rovnice (13). Z dlouhodobého hlediska by za neménnych podminek
v systému opravu po fadé mutaci pievladla jedina populace s e; = @.

Protoze € je nejvyssi ze vsech dlouhodobé moznych efektivit pfemény substratu na zivou hmotu,
dojde postupem cCasu v prostiedi opét k poklesu dostupného mnozstvi potravy na nejniz$i moznou
mez — vzajemny souboj populaci o zdroje tedy stejné jako v pfedchozim ptipad€ nastoluje ty nejhorsi
podminky pro pteziti, tj. dochazi k evolu¢ni pesimizaci.
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Obr. 2: Omezeny rust populaci v modelu s omezenim efektivity e; ptemény substratu na zivou hmotu.
Po dosazeni hodnoty € se rust zastavuje na hodnoté Gizivnosti prostiedi.
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4 Zavér
Ve varianté¢ modelu, kdy neni efektivita pfemény substratu na Zivou hmotu e shora omezena, dochazi
vlivem prostfedi za vzniku ndhodnych mutaci k postupnému zvySovani e ptiblizné exponencialnim

tempem, pfi¢emz kazda populace po urCité dob& vyhyne, protoze Uzivnost prostfedi bude snizena
populaci s vyssi efektivitou e pod pfipustnou mez.

Pokud je do modelu vlozena zpétna vazba omezujici rust efektivity e jeho klesajici imérnosti vuci
mnozstvi zkonzumovaného substratu q, dochazi postupnymi mutacemi k pfiblizovani maximalni
efektivity e k mezni hodnoté uUZivnosti prostiedi é, ktera je dana fyziologickymi vlastnostmi
organizmil. V tomto piipadé plati odvozené vztahy dokazujici, ze nejvySe jedna populace
v dlouhodobém méfitku nevyhyne a obsadi cely systém. Pro tuto populaci plati podminka e = é,
tj. neni ohrozena zadnym mutantem.

Vlivem evolu¢nich zmén vedoucich k postupnému hynuti populaci s nizsi hodnotou e nez maji jejich
konkuren¢ni mutanti, dochazi k tzv. pesimizaci prostiedi, tj. sniZeni Gzivnosti na nejmensi piistupnou
mez. V krajnim pfipadé mize tento jev vést az k upInému vyhynuti vSech populaci.
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