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Fyzikalni konstanty

Klidova hmotnost protonu mp, 1,67 10~%"kg

Klidova hmotnost elektronu m, 9.109- 1073 kg
Elementérni ndboj e 1.602-10719C
Boltzmannova konstanta 1.38-10723JK!
Permitivita vakua g0 8.854-10712A2s* kg 'm™3

x>

Pouzité znaceni

Vektorové veli¢iny se znaci tuéné (v), skaldrni velic¢iny, véetné velikosti
vektort, kurzivou (v). Tenzory se obvykle znaci velkymi kaligrafickymi pismeny

(P).


http://physics.muni.cz/~sperka/exercises.html

Operatory

skaldrni soucin a-b
vektorovy soucin axb
i-t4 derivace podle x ddli
x
parcialni derivace 8%
operétor nabla V= (8%, a%’ %)
Laplaceuv operator A =V?

tiplna derivace podle ¢asu & = % +u-V

Fyzikalni veli¢iny

koncentrace elektront

teplota elektronu

elektronova plazmova frekvence
Debyeova délka

Larmoruv polomér

Larmorova frekvence
magneticky moment

sila

intenzita elektrického pole
indukce magnetického pole

lib. veli¢ina pro jeden druh ¢éastic
rozdélovaci funkce

prumeérnéa rychlost

hustota naboje

hustota hmotnosti

srazkova frekvence

vznik a zdnik ¢astic v dusledku srazek
skalarni tlak

tenzor kinetického tlaku
pohyblivost ¢astic
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Teorie

Elektronova plazmova frekvence

Ne €2

= = t 1.1
Wpe ey const /7 (1.1)

popisuje typické elektrostatické kolektivni kmity elektronu v dusledku malé
separace elektrického naboje. Podobnym zptsobem mohou byt definovany
plazmové frekvence jinych druht ¢dstic, nicméné elektronova plazmova frek-
vence je diky velké pohyblivosti elektront nejvyznamnéjsi (pomér hmotnosti
protonu a elektronu my,/me je 1.8 x 103).

Plazmové oscilace mohou byt pozorovany jen tehdy, je-li systém zkouman
na casové skale delsi nez w;’ 1" a nepiisobi-li na systém externf sily rychleji nez
s frekvenci wy,. Pozorovani na délkové skéle kratsi, nez je vzdalenost, kterou
urazi typicka ¢astice v plazmatu béhem jedné plazmové periody, nepostiehne
kolektivni chovani plazmatu. Tato vzdalenost je prostorovym ekvivalentem
plazmové periody a nazyvéame ji Debyeovou délkou [10]:

kT, co kT,

Debyeova délka je nezdvisla na hmotnosti, takze je srovnatelnd pro riuzné
druhy ¢astic.
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Ne [cm ™3] Te [eV] tlak [Pa] Ref.
Plazmové obrazovky (2.5-3.7) x10'' 0.8-1.8  (20-50) x10% [§]
max 3 x 1012 (40-67) x10% [23]
(0.2-3)x10%3 1.6-3.4 20]
Zemskd ionosféra max 10° max 0.26 6]
1075 2]
RF Magnetrony 0.5-10 [16]
1-8x10° 2-9 0.3-2.6 [21]
Stejnosmérné Mag- 10 1-5 0.5-2.5 [24]
netrony
RF  Atmosferické 103-10™ 10° [11]
plazma
0.2-6 10° [13]
Mikrovlnné atmosfe- 1.2-1.9 10° [15]
rické plazma
3x 101 [12]
Svafovaci oblouk 1.5 10° 3]
1.5 x 10'7 10° [22]
1.6 x 1017 1.3 10° [19]
Nizkotlaké kapacitné 6 x 10% 6-7 [25]
vazané plazma
(0.5-4.5) x1010 1.4-1.6 4.7 [5]
Fluorescenén{ 101010t 1 8 x 10? 7]
zarivky
Tabulka 1.1: Pfehled obvyklych hodnot nejdilezitéjsich parametri

plazmatu.
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1.2 Priklady

1.2.1 Odvozeni plazmové frekvence

Uvazujme, ze na poc¢atku mame v prostoru rovnomeérné rozlozené ionty,
jejichz elektricky néboj je neutralizovan stejnym poctem elektront. Zane-
dbejme tepelny pohyb Céstic a pfedpokladejme, ze ionty jsou nepohyblivé.
Ukazte, ze mala vychylka skupiny elektront vyvold oscila¢ni pohyb elektronu
s plazmovou frekvenci podle vztahu (1.1).

- elektron
+ kladny ion

TEFF#FFFFFFFiFFF#F#FFF#FF
e i el i el e i e S e il el e i e i i i
t++++++++++++++++++++++

—> Rl

Obrazek 1.1: Ilustrace k piikladu ¢. 1.2.1.

Reseni Situace je zndzornéna na obrazku 1.1. Uvazujme, Ze elektrické pole
v roviné kolmé na osu x je nulové (coz odpovida znamému piipadu nekoneéné
nabité roviny nebo kondenzatoru). Na uzavienou valcovou plochu apliku-
jeme Gaussuv zdkon (na obrazku je zndzornéna pouze hranice této plochy v

roviné z-y):
fE-dszQz <S”ee) z, (1.3)
S €0 €0

kde S je plocha podstavy valce. Vysledné elektrické pole je tedy

E, = <”Oe> z. (1.4)

€0

Po dosazeni elektrického pole do pohybové rovnice pro jeden elektron do-
staneme . ;

dx nge

de? <meeo> (15)
To je rovnice harmonického oscilatoru s frekvenci

2\ 1/2
Wpe = (”06 > . (1.6)

me€o
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1.2.2 Plazmova frekvence a Debyeova délka
Spoctéte plazmovou frekvenci a Debyevu délku pro néasledujici pripady

(a) Zemskd ionosféra s hustotou elektront n. = 10°cm™3 a jejich teplotou
T. =0.2¢€V.
[wp =5,6 x 107rad-s7! = 3,5 x 108 Hz, A\p = 3,3 mm|

(b) Buiika bézné plazmovéa obrazovky s koncentraci elektrontt 10*3 cm =3 a

jejich teplotou 1eV. Rozmér jedné bunky je okolo 100 gm. Spliuje to
podminku, ze rozméry systému by mély byt mnohem vétsi nez Debyeova
délka?

[wpe = 1,79 x 10M rad - s™! = 28,4 GHz, Ap = 2, 35 um]

(c) Svaiovaci oblouk s koncentraci elektront 1,6 x 1017 cm™3 a jejich teplo-
tou 1,3eV
[wpe = 2,3 x 103 rad-s7! = 3,6 THz, A\p = 21 nm|

(d) Zéaiivka s koncentraci elektronii 1019 cm™3 a jejich teplotou 1eV

[wpe = 5,6 x 10%rad -s~! = 0,90 GHz, A\p = 74 um]

1.2.3 Debye—Hiickeliv potencial
Ukazte, ze Debye—Hiickeluv potencial

e ©XD <—%)

d7eg r

p(r)

je feSenim rovnice
2
o(r)  nee

Vol = 257 = Zeoele) (13)

kde rp je Debye—Hiickeltiv polomér.

Poznamka: Debye—Hiickeltv potencial je pojmenovén po Pietru Debye-
ovi (1884-1966) a Erichu Hiickelovi (1896-1980), ktefi studovali polariza¢ni
jevy v elektrolytech [9].

Reseni Jednoduse vlozte Debye-Hiickeltiv potencial do rovnice a feste La-
placeuv operator

109 (,0f 19 (. 0f 1 9f
A =lar ( m) T 2sind 90 (Sm%e> T rranrgae (1Y)



Kapitola 2

Pohyb c¢astic v
elektromagnetickych polich

2.1 Teorie

Lorentzova sila je kombinaci elektrické a magnetické sily na bodovy
néboj diky elektromagnetickym polim. Pokud se ¢astice s ndbojem ¢ po-
hybuje s rychlosti v v pritomnosti elektrického pole E a magnetického pole
B, potom na ni pusobi Lorentzova sila

F=¢g(E+vxB). (2.1)

Gyracni polomér (zndmy také pod oznaenim cyklotronovy nebo Lar-
moruv) je polomér kruhového pohybu nabyté ¢dstice v homogennim mag-
netickém poli:

muv|
T = —
7 lqlB’

kde r4 je gyracni polomér, m je hmotnost nabyté ¢éstice, v je slozka rych-
losti kolmé ke sméru magnetického pole, g je ndboj ¢astice a B je velikost
konstantniho magnetického pole.

Podobné, frekvence rotaéniho pohybu, zndmé jako gyrofrekvence (zndmé
také pod oznacenim cyklotronovd nebo Larmorova), je ddna vztahem

(2.2)

_ ldB

- (2.3)

Wy

Poznamka: Cyklotron, jinak téz cyklicky vysokofrekvencni urychlovaé, slouzi
k urychlovdni nabitych cdstic pomoci vysokofrekvenéniho elektrického pole.
Cyklotron byl vynalezen a patentovdn Ernestem Orlandem Lawrencem z Ka-
lifornské univerzity v Berkeley, kde byl také cyklotron poprvé zprovoznén v
roce 1932.

11
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2.2 Priklady

2.2.1 Magnetické zrcadlo

Magneticka zrcadla se pouzivaji k udrzeni nabitych ¢astic ve vymezeném
prostoru. V dusledku gradientu magnetického pole muze dojit ke zméné
sméru driftové rychlosti nabité ¢astice.

Meéjme elektron v pozici z = 0 s pocatecni rychlosti vg. Uhel mezi smérem
pocatecni rychlosti a indukci magnetického pole je 9. Velikost indukce mag-
netického pole zavisi na z podle vztahu

B(z) = By (1+(72)%). (2.4)

Spoctéte v jaké vzdélenosti zy dojde k oto¢eni sméru driftové rychlosti tohoto
elektronu [14].

Reseni Vyjdeme z podminky zachovani kinetické energie a magnetického
momentu elektronu. Ze zachovani kinetické energie plyne

vg = v, (2.5)

z-ova slozka rychlosti v bodé obratu musi byt nulova, coz hned vyuzijeme
v rovnici popisujici zachovani magnetického momentu

Me vg sin? 9 B Me vt2
2By 2By (1+ (y2)?)
U(Q] sin? 9 (1 + (v zt)Q)) = vtz (: vg)
1 —sin? ¥
2 2 _
A= sin? ¢
1
— . 2.6
* ~ tan v (26)

Vidime, ze vzdalenost, v niz dojde k obratu, z4visi pouze na gradientu mag-
netického pole a na thlu mezi pocatecéni rychlosti a indukci magnetického
pole.

2.2.2 Jinak konstruované magnetické zrcadlo

Spoctéte bod obratu pro ¢astici v magnetickém zrcadle s magnetickou
indukeci danou vztahem

B(z) =By (1+ (v2)"). (2.7)

Uhel mezi smérem pocatecni rychlosti a indukei magnetického pole je 9.

o= ()
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1 2 3
(t) —— XXXX —=>
. WE s

Obrazek 2.1: Ilustrace k piikladu 2.2.3.

2.2.3 Elektron ve vakuu natrikrat

(a) Casovou zavislost polohy elektronu z(t) v prvnim tiseku popisuje funkce
x(t) = %t‘l + m, elektron se na tomto 1. iseku pohybuje po dobu jedné
sekundy. Spoctéte velikost rychlosti v,, kterou bude mit elektron na konci
prvniho dseku.

[0,5m/s]

(b) Poté elektron vstoupi rychlosti v, do vychylujictho homogenniho elek-
trického pole o velikosti 1071 Vm~!. Toto pole na elektron ptisobi
mezi deskami kondenzatoru, které maji délku d = 1m. Jaka je svisla
odchylka elektronu od puvodniho sméru na urovni konce desek kon-
denzétoru? Reste nejprve obecné. (Tihova sila pusobici na elektron je
mald vzhledem k elektrostatické sile a muzeme ji zanedbat.)

[35,2 m]

(c) Nakonec vlétne elektron do homogenniho magnetického pole ﬁ o veli-
kosti 20,6 4T (tato hodnota je stejnd, jako velikost horizontalni slozky
magnetické indukce geomagnetického pole v Brné). Spoé¢téte Larmoruv
polomér, cyklotronovou frekvenci a velikost magnetického momentu ro-
tujiciho elektronu.

[re=9,72x107%m, Q. = 3,6 x 106rad -s7%, jm| = 2,7 x 10723 A - m?]

(d) Jak by se vysledek lisil pro proton, neutron a pozitron? Pro ilustraci
vizte obr. 2.1.

2.2.4 E x B drift

Méjme vakuovou komoru s elektrickym polem F = 1kVm~! kolmym
na magnetické pole B = 1mT. Spoctéte velikost rychlosti E x B driftu
pro elektron v této komote.

%]
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2.2.5 Relativisticka cyclotronova frequence

Jakd je relativistickd cyklotronovéa frequence elektronu s velikosti rychlosti
0.8 ¢ (¢ znadf rychlost svétla)?
[w=SeB/m]

2.2.6 Relativisticka castice v elektromagnetickém poli

Odvod'te gyracni radius, gyracni frekvenci Q¢ a energii relativistické
castice s velikosti rychlosti v a ndbojem ¢ v homogennim magnetickém poli
s velikosti magnetické indukce B.

Reseni Gyracni radius:
- vBmoc
qB

Gyracni frekvence:

9261:@:&29(:@:96,/1—(9)2 (2.9)
7mo Y c

2
2 mce 2

Ek = m’YCQ —mc = \/ﬁw — mc (210)

Energie:

2.2.7 Zakon zachovani naboje

7 Maxwellovych rovnic odvod'te rovnici pro zachovani naboje.
(Z2+v-3=0

2.2.8 Magnetostatické pole

Dokazte, ze v magnetostatickém poli je celkova kineticka energie nabité
¢astice Wy konstantni.
2.2.9 Cyklotronova frekvence elektronu

Jaka je cyklotronova frekvence (v Hz) elektronu v homogennim magnetosta-
tickém poli:

a) |B] = 0.01T
b) |B|=0.1T
¢)|B|=1T
d) |B|=5T

[a) 0.28 GHz ; b) 2.8 GHz; ¢) 28 GHz d) 140 GHz]
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2.2.10 Cyklotronova frekvence ionizovaného atomu vodiku

Jaka je cyklotronové frekvence (v Hz) ionizovaného atomu vodiku v homo-
gennim magnetostatickém poli:

a) |B| =0.01T
b) |B| =0.1T
¢)|Bl=1T
d) |B|=5T

[a) 0.15MHz ; b) 1.5 MHz; ¢) 15 MHz d) 76 MHz]

2.2.11 Magneticky moment

Predpokladejte, ze rovinnou uzavienou kruhovou proudovou smyckou o plose
|S| = 1073 m? proték4 elektricky proud o velikosti:

a) [ =1A
b) I =2A
c) I =8A

Spoctéte velikost jejitho magnetického momentu |m)|.
[a) |m| = 1073 Am?; b) jm| =2 x 1073 Am?; ¢)|m| =8 x 1073 Am? |

2.2.12 Magneticky moment 2

Jak muze byt zapséna velikost magetickoho momentu ||, kterd je spojena
s cirkulaénim proudem nabité ¢astice (ndboj ¢, kruhova frekvence €2, hmot-
nost m) v homogennim magnetickém poli B?

> o) 5 B
7] = 52l 2 60| = 1221

2.2.13 Lorentzova sila

Predpokladejte magnetostatické pole B = (1,2,0) T. Elektron ma rychlost
7= (0,2,1)ms~!. Spoététe Lorentzovu silu.
F=—c (-2,1,-2)N



Kapitola 3

Zaklady kinetické teorie
plazmatu

3.1 Teorie
e Fazovy prostor definuje Sest soufadnic (z,y, 2, vz, vy, V).

e Dynamicky stav céastice je definovan jedinym bodem ve fazovém pro-
storu.

e Rozdélovaci funkce je definovéna jako hustota bodu ve fadzovém pro-
storu, takze
fa(7,0,t) = NS(7, 4, 1)/ (d*r d>v). (3.1)

e Rozdélovaci funkce je tudiz normovana na hustotu ¢astic
ne (7, t) = /fa(F, v, t)d>v. (3.2)
7

e Z&vislost rozdélovaci funkce na nezdvislych proménnych 7, v, t se ridi
Boltzmannovou kinetickou (transportni) rovnici, tato rovnice je zékladn{
rovnici statistiky nerovnovaznych procesu

O fa(7,7,t)
ot

a (63 _’7_’7t
POV a8 0) + -V fa(r 60 = ZBED )

(3.3)

16
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3.2 Priklady

3.2.1 Rozdélovaci funkce rychlosti ¢astic rovnomérné rozdélenych
v prostoru

Uvazujme systém ¢astic rovnomérné rozdéleny v prostoru s konstantni
hustotou ¢astic n, ktery je charakterizovan jednorozmérnou rozdélovaci funkei
velikosti rychlosti F'(v) definovanou takto:

Fv) = C prov<uwy
F(v) = 0  jinak,

kde C' je nenulova kladna konstanta. Urcete hodnotu C' pomoci n a vg.
Vo

[Regent: Integraci n = C' [ dv ziskdme vysledek ve tvaru C' = vl
0

3.2.2 Linearni rozdélovaci funkce velikosti rychlosti

Jaké je normovaci konstanta C' nésledujici jednorozmérné rozdélovaci funkce
velikosti rychlosti F'(v)?

F(v) =Cwvprov e (0,1) a F(v) =0 jinak.

[C'=2n (n je hustota ¢éstic)]

3.2.3 Kvadraticka rozdélovaci funkce velikosti rychlosti

Jaka je normovaci konstanta C nasledujici jednorozmeérné rozdélovaci funkce
velikosti rychlosti F'(v)?

F(v) = Cv? pro v € (0,3) a F(v) = 0 jinak.

[C =n/9 (n je hustota castic)]

3.2.4 Sinusoidalni rozdélovaci funkce velikosti rychlosti

Jaka je normovaci konstanta C nasledujici jednorozmérné rozdélovaci funkce
velikosti rychlosti F'(v)?

F(v) = C sin(v) pro v € (0,7) a F(v) = 0 jinak.

[C =n/2 (n je hustota castic)]

3.2.5 Boltzmannova kineticka rovnice

Uvazujte pohyb nabitych ¢astic v jedné dimenzi, v piitomnosti elek-
trického potencidlu ¢(z). Ukazte pfimou substituci, ze funkce tvaru

f=FGme* +q(@)

je feSenim Boltzmannovi kinetické rovnice za rovnovaznych podminek.



Kapitola 4

Stredni hodnoty a
makroskopické veliciny

4.1 Teorie

e Makroskopické veli¢iny, jako je hustota ¢astic, driftova rychlost, kine-
ticky tlak, tok tepelné energie, mohou byt povazovany za stfedni hod-
noty fyzikalnich veli¢in, které berou v potaz kolektivni chovani velkého
mnozstvi ¢astic. Tyto makroskopické veli¢iny jsou spojeny s riznymi
momenty rozdélovaci funkce.

o Kazdé ¢astici v plazmatu muzeme piiradit néjakou jeji vlastnost xo (7, U, t).
Touto vlastnosti muze byt naptiklad hmotnost, rychlost, hybnost, nebo
energie ¢astice.

e Stfedni hodnota veli¢iny x (7,7, t) pro ¢astice druhu « je definovana

jako
o B
(ol ) = s [xo(R DS TO P (41

e Napiiklad, stfedni (driftovd) rychlos i, (7,t) pro ¢astice druhu « je
definovéna nésledovné

a(71) = (ta7 1)) = (177 ; / G LT Py, (42)

18
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4.2 Priklady

4.2.1 RMS velikost rychlosti

Jakd je rms rychlost nésledujicich ti{ elektronu (Jv1| = 1, |ve] = 2 and
|vs| = 5)7

[V10]

4.2.2 Stiedni rychlost sinusoidalniho rozdéleni

Jaka je stfedni rychlost nasledujici rozdélovaci funkce velikosti rychlosti?
f(v) = § sin(v) pro v € (0,m) a f(v) = 0 jinak. n znaci hustotu céstic.

[1]

4.2.3 Stiedni rychlost kvadratického rozdéleni

Jakd je stfedni rychlost nasledujici rozdélovaci funkce velikosti rychlosti?
f(v) =3nv? prow € (0,1) a f(v) = 0 jinak. n znaéf hustotu éastic.

[3/4]

4.2.4 Rovnovazna teplota

Uvazujte Maxwell-Boltzmannova rozdéleni na Obr. 4.1. Které z nich ma
nejvyssi rovnovaznou teplotu?

[©)]

0.002 T

a)
b)
C) e

0.0015

c 0.001 //\
0.0005
0 T S
0 1e+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06

v [m/s]

Obrazek 4.1: Graf k ptikladu nejvyssi rovnovazné teploty 4.2.4.
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4.2.5 Hustota ¢astic

Uvazujte Maxwell-Boltzmannova rozdéleni na Obr. 4.2. Které z nich ma
nejvyssi hustotu ¢astic?

[©)]

0.002 T
a)
b)
C) e
0.0015
c 0.001
0.0005
0 ST
0 1e+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06

v [m/s]

Obrazek 4.2: Graf k ptikladu nejvyssi hustoty ¢éstic 4.2.5.

4.2.6 Nejpravdépodobnéjsi rychlost linearniho rozdéleni

Uvazujte nésledujici rozdélovaci funkei velikosti rychlosti f(v) = nv pro
v e (0,1) a f(v) = 0 jinak.
Jaka je nejpravdépodobnéjsi rychlost tohoto rozdéleni?

1]

4.2.7 Nejpravdépodobnéjsi rychlost sinusoidalniho rozdéleni

Uvazujte nasledujici rozdélovaci funkci velikosti rychlosti f(v) = i sin(v)

2
pro v € (0,m) a f(v) = 0 jinak.
Jaka je nejpravdépodobnéjsi rychlost tohoto rozdéleni?
5]



Kapitola 5

Rovnovazny stav

5.1 Teorie

. , cx 2 Eq/= — o s . (e
e Rozdélovaci funkce v rovnovazném stavu fo (7, 7, t) je Casové nezdvislym
fesenim Boltzmannovi kinetické rovnice v nepiitomnosti vnéjsich sil.

e V rovnovazném stavu nezpusobuji interakce ¢astic zadné ¢asové zmény
Eq/= - . irel1 . . -
v fo (7,7, t) a neexistuji zddné prostorové gradienty hustoty ¢astic.

° ff %(F,¥,t) je zndma jako Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni, nebo také
Maxwellovo rozdéleni (viz priklady 5.2.2-5.2.4).

Matematika pro vypocty

Gaussuv integral je integral Gaussovy funkce e~ ’ pres cely redlny prostor.
Je pojmenovan po némeckém matematikovi a fyzikovi Carl Friedrich Gaus-
sovi. Takto integrédl vypada (a, b jsou konstanty):

+o0 00
/ e dy = /m; / e~ @) gy — \/j. (5.1)

Gama funkce I'(n) je zobecnénim faktoridlu pro obor komplexnich ¢isel.
Pokud je n kladné celé ¢islo, pak plati:

T

T'(n) = (n—1)! (5.2)

Jiné uzitecné vztahy:

/0 x"e dx = (7341); r () = /7. (5.3)

21
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5.2 Priklady

5.2.1 Gama funkce

7 definice Gamma funkce ukazte, ze pokud je n prirozené ¢islo, tak plati

I'(n+1)=nl

Navod: Nejprve pomoci integrace I'(n + 1) = fooo z"e” % dxr per partes
ukazte, ze
I'(a+1)=al'(a).

Poté staci dokazat, ze I'(1) = 1.

5.2.2 1D Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Plyn, ktery je tvofen Casticemi jednoho druhu a v némz je pohyb ¢éstic
omezen pouze na jeden rozmér x, je charakterizovan nasledujici homogenni,
izotropni, jednorozmérnou Maxwell-Boltzmannovou rozdélovaci funkei:

2

Z’kﬂ . (5.4)

fee) = C - exp [—

(a) Urcete konstantu C.

(b) Ze znalosti Maxwell-Boltzmannovi rozdélovaci funkce rychlosti urcete
Maxwell-Boltzmannovu rozdélovaci funkei velikosti rychlosti.

(¢) Vypoctéte nejpravdépodobnéjsi velikost rychlosti.
(d) Vypoctéte stredni velikost rychlosti.

(e) Odvod'te vztah pro pocet ¢dstic prochazejici jednotkovou délkou za jed-
notku ¢asu z jedné strany (= tok ¢éstic z jedné strany).

ResSeni

(a) Zintegrujeme rozdélovaci funkci ptes cely rychlostni prostor. Z podminky,
ze integral se musi rovnat koncentraci ¢astic n dostaneme vyraz pro kon-
stantu C

r 2 oKT
n=C /exp [—7;;;1 dvy, =C ljnw. (5.5)
C=n,l—t (5.6)

2kTm
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(b) Rozdéleni velikosti rychlosti ¢dstic F'(v) v jednorozmérném piipadé ziskame
sumaci pres oba mozné sméry

F(v) = 2n\/gexp [—Zg] (5.7)

(¢) Z podminky, ze derivace rozdéleni F'(v) musi byt rovna nule, dostaneme

2

0=vexp [— 7;];;] (5.8)

Nejpravdépodobnéjsi velikost rychlost se tedy rovna nule.

(d)

(v) = /UF(U) dv = % (5.9)
0
©) )
= /vx f(vy)dv, =n % (5.10)
0

5.2.3 Dvojrozmérna Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Reste predchozi zadani pro dvojrozmérnou Maxwel-Boltzmannovu rozdélovaci
funkci.

2 2
m(vy + Uy)

ST (5.11)

f(vg,vy) = C - exp !—

Vysledky:
(a) €= 575%7

(b) F(v) =27v f(v) = Z7Fv exp {—7%{;}

(¢) Nejpravdépodobnéjsf rychlost v = /&L,

m

(d) Stiednf rychlost (v) = {/EL™,

2m

(e) T'=ny/LEL

2mm
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5.2.4 Trojrozmérna Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Reste predchozi zadani pro trojrozmérnou Maxwel-Boltzmannovu rozdélovaci
funkci.

2 2 2
m (vy + vy + v3)

f(vg,vy,v,) = C - exp [— kT (5.12)
Vysledky:
(a) C=n (ﬁ)‘g/2
(b) F(v) = 4rn (527)" o? exp [~ 5%]
(¢) Nejpravdépodobnéjsi rychlost v = %

(d) Stiednf rychlost (v) = 4/2EL.

(e) T'=ny/LEL

2mm

5.2.5 Exoticka jednorozmérna rozdélovaci funkce

Plyn, ktery je tvoren ¢asticemi jednoho druhu a v némz je pohyb ¢éastic ome-
zen pouze na jeden rozmér z, je charakterizovan néasledujici homogenni, izot-
ropni, jednorozmérnou rozdélovaci funkei (Cauchyho/Lorentzovo rozdéleni):
C
flv) =

T2 4 kT
U—I—m

(5.13)
Reste stejné tkoly, jako v pFedchozim pifkladé.
Vysledky:

(a) C =ny/2L

mm2

(b) F(v) =2n /2L 1

mn? y24 KT
(¢) Nejpravdépodobnéjsi rychlost v = 0.
(d) Stfedni rychlost v neni definovéna, [1] viz Cauchyho rozdéleni.
(e) Neni definovén.
5.2.6 Ijéinny prurez
Diferencialni i¢inny prufez je zaddn vztahem
o(x) = 300(3(:052)(4— 1) (5.14)

Spocitejte celkovy Uéinny prufez.



Kapitola 6

Interakce castic v plazmatu

6.1 Teorie
Srazky délime na

o clastické, tj. pruiné - plati zdkon zachovani hmotnosti, hybnosti a
energie takovym zpusobem, ze nedochdzi ke zméndm vnitinich stavi
Castic, ani jejich vzniku ¢i zaniku.

e neelastické, tj. mepruiné - probihd zména vnitfniho stavu nékolika,
nebo vsech zucastnénych ¢éstic, nékteré ¢astice mohou nové vznikat,
jiné zanikat. Nabité ¢astice mohou rekombinovat za vzniku neutralni
¢astice. Muze probéhnout zachyt nabité ¢astice ¢astici neutralni, elek-
trony v atomu mohou byt excitovany do vysSich stavi, nebo mohou
byt dokonce oddéleny od atomu - ionizace.

Celkovy uc¢inny prufez muzeme ziskat integraci o(x,e)dQ2 pres prostorovy
thel takto:
of :/U(Xje)dﬂ. (6.1)
Q
Ve specidlnim piipadé, kdy je interakéni potenciél izotropni (napf. Coulom-
bovsky), dostdvame pro celkovy Géinny prufez:
T
oy = 277/0()() sin xdy. (6.2)
0
Pro stejny piipad, kdy je interakéni potencial izotropni, muzeme vyjadrit
uéinny prufez pro prenos hybnosti ve tvaru:

s

Om = 27T/(1 — cos x)o(x) sin xdy. (6.3)
0

25
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6.2 Priklady

6.2.1 Stredni volna draha iontu Xe

Ucinny prifez o pro elastické srazky ionti Xet s atomy Xe je piiblizné

nezavisly na jejich energii s i¢innym prifezem o = 10714 cm?.

A) Spocitejte stfedni volnou dréhu [ ionti Xe™ pro elastické srdzky ve slabé
ionizovaném plazmatu v xenonové atmosfére pii pokojové teploté (20°C)
za tlaku:

a) 1000 Pa

b) 10 Pa

c) 0.1Pa

B) Jak dlouhd doba uplyne mezi dvéma srazkami, je-li stfedni teplota iontu
T = 1000 K?

Réseni:
A) Pro stfedni volnou drahu plati
A= —.

no

Hustotu ¢éastic spocitdme ze stavové rovnice p = n kT, takze

kT
=
Po dosazeni zadanych tlakti dostaneme vysledky:

A

a)4-10%mb)4-107*mec)4-102m.

B) Pro tepelnou rychlost ionti plati v = /={7. Hmotnost iontu Xe je

piiblizné 131 amu (1 amu = 1.66 - 10727 kg). Doba mezi dvéma srdzkami je
rovna podilu stfedni volné drahy a tepelné rychlosti:

[ m
T=A LT

Po dosazeni dostaneme vysledky: a) 17 - 107?s b) 17 - 10~ "s ¢) 17 -107°s.

6.2.2 Srazka tuhych kouli

Jaky je celkovy u¢inny prufez pro rozptyl pii srdzce dvou perfektné elas-
tickych kouli o polomérech R; a Ro?
[ (R1 + R»)?]
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6.2.3 Celkovy ucinny pruiez
Diferencialni i¢inny prufez je zadan vztahem
1 2
o(x) = 5 oo(3cos” x +1)

Spocitejte celkovy ucinny prufez a uéinny prufez pro prenos hybnosti.
(A7 ogy, 47 o0

27
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Kapitola 7

Makroskopické transportni
rovnice

7.1 Teorie

Z ruznych momentu Boltzmannovy rovnice je mozno odvodit nasledujici

makroskopické transportni rovnice:
e 7 podminky zachovani hmotnosti rovnici kontinuity

O0pma
ot

+ V- (Pmalla) = Sa, (7.1)

kde pmq je hustota hmotnosti ¢astic typu o a S, popisuje vznik a

zanik ¢astic v dusledku srazek (ionizace, rekombinace apod.).

e 7 podminky zachovani hybnosti rovnici pro pfenos hybnosti

Du
pmocDit(l = Nafo (E + Uy X B) + Pmal — V . 7)04 + Aoz — Uq Sa (72)
u, je prumérna rychlost, % = % 4+ u, - V je operator uplné casové

derivace, n, je koncentrace ¢astic, ¢, je elektricky naboj jedné ¢astice,
E a B jsou vektory elektrického a magnetického pole, g je gravitaéni
zrychleni, P, je tenzor kinetického tlaku,

Ay = —Pma Z Vap(Ua —ug) (7.3)
B

je srdzkovy clen a v,g je srazkova frekvence pro pienos hybnosti mezi
Casticemi o a B. Ze zachovani hybnosti béhem jedné srazky plyne

Pma VaB = PmB VBa- (7.4)

28
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e Ze zachovani energie rovnici pro pienos energie

D (3pa 3 Pa N
Dt(2>+2V~ua+(P-V)-ua+V-qa—

1
= M, —ua.Aa+§u§5a, (7.5)

kde p, je skalarni tlak, q, je vektor tepelného toku M, je rychlost
zmény hustoty energe v disledku srazek.

7.2 Piiklady

7.2.1 Dohasinani

Megjme dohasinajici plazma sestavajici z elektronu a jednoho druhu kladnych
iontu s jednotkovym nébojem. Rovnice kontinuity v tomto pfipadeé je

one

ot

kde k, je rychlostni konstanta pro rekombinaci. Prostorové derivace jsou

nulové, protoze smés je homogenni. Koncentrace elektronu v case t = 0 je
ng. Spoctéte ne(t > 0). Nezapomente na podminku kvazineutrality.

[ne(t) Ty

= —ky neni, (7.6)

7.2.2 Makroskopicky srazkovy ¢len z podminky zachovani
hybnosti

Uvazujte homogenni smés dvou rozdilnych tekutin (prostorové derivace
jsou nulové), bez pusobeni vnéjsich sil, takze pohybova rovnice pro ¢astice
typu « se redukuje na

dug,
At
Predpokladejte, ze pp,3 > pma @ zménu rychlosti ug tedy muzete zanedbat.

Povsimnéte si, ze v rovnovazném stavu (du,/dt = 0) jsou rychlosti vsech
druhii ¢astic stejné.

= —Vqp (Uq — ug). (7.7)

Reseni Situace je identicks ve vsech tfech osich. Ukdzeme tedy FeSeni
pouze ve sSmeéru x.
dugs(t)
dt

Tuto diferencidlni rovnici budeme fesit metodou variace konstanty. Nejprve

+ VopUaz(t) = Vap Uy (7.8)

najdeme partikuldrni feSeni homogenni rovnice

dtag.p(t)

& + VopUaz p(t) =0, (7.9)
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cozZ je
Uaz p(t) = C e Vast (7.10)

Nyni pfedpokldddme, ze konstanta C' zavisi na ¢ase (C' = C(t)) a spocteme
derivaci

dugs(t) _ dC(t)

1 & e Vel — C(t) vppe "0t (7.11)
Dosazenim do puvodni rovnice (7.8) ziskdvame
dc(t) _
di ) oot = Vap Upz

7 cehoz integraci ziskame
O(t) = ugg e”?' + K
kde K je libovolna integra¢ni konstanta. Reseni je tedy
Uay(t) = upy + K e Vos? (7.12)

A podobné pro vsechny tfi prostorové slozky. Rychlost u, se bude expo-
nencidlné blizit k rychlosti ug rychlosti danou sréazkovou frekvenci pro pienos
hybnosti vqg.

7.2.3 Makroskopicky srazkovy c¢len z podminky zachovani
hybnosti 11

Reste predchozi zaddni bez zjednodusujiciho predpokladu ug = const. V
tomto ptipadé budou rychlosti u,, ug popsany dvojici diferencidlnich rovnic

du, (t)
dt

= —vop (Ua(t) —ug(t)). (7.13)

dug(t
MO ey (1) — a(0), (7.14)
di Pmp
kde pma, pmpg jsou hustoty céstic «, 3. Predpokladejte, Zze u, a ug jsou

rovnobézné a us(t = 0) = 2ug(t = 0).

(a) Spoctéte casovou zavislost rozdilu u = ua — ug.
(b) Spoctéte uqa(t) a ug(t).

Vysledky:

(a) u(t) = ua(0) - exp [(1 + ;;Tﬁ) t}

(b) ta(t) = 5220 (s - exp [~vag (14822 ) ] + prna)
ug(t) = u(t) + ua(t)
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7.2.4 ZjednodusSena rovnice pro tepelny tok
Uvazte zjednoduSenou rovnici tepelného toku pro stacionarni elektro-

novy plyn
P (P 0 (qxB) = (2% (7.15)
2 ot coll

Pme

Predpokladejte srazkovy ¢len dany relaxa¢nim modelem

dqe B
(%) =-vifi=fo (7.10)

a stavovou rovnici idedlniho plynu p. = n. k T.. Ukazte, ze rovnice tepelného
toku se d4 napsat jako

QCG
» (@e x B) = =KoVT, + (fe = feo), (7.17)
kde 5k
Pe
Ky = 1
"= T s (7.18)

je tepelna vodivost.



Kapitola 8

Makroskopické rovnice pro
vodivou tekutinu

8.1 Teorie

Rovnice, podle nichz se #idi dulezité fyzikalni veli¢iny v plazmatu, muzeme
ziskat séitdnim rovnic pro jednotlivé druhy ¢ééstic. Po uplatnéni nékolika
zjednodusujicich predpokladi obdrzime tzv. magnetohydrodynamické (MHD)
rovnice:

e Rovnici kontinuity

8pm
—_— . m = -1
ot + V- (pmu) (8.1)
e Rovnici pro hybnost
Du
m— =J x B — 2
ey xB—Vp (8:2)

e Zobecnény Ohmuv zikon

J:ao(EJruxB)—%JxB. (8.3)

Elektrické a magnetické pole jsou navic svazany Maxwellovymi rovnicemi.
Ve zde uvedenych MHD rovnicich se zanedbava viskozita a tepelna vodivost.

8.2 Priklady

8.2.1 Hustota elektrického proudu

Pramérna driftova rychlost plazmatu je definovana jako vazeny prumeér
driftovych rychlosti jeho jednotlivych slozek

P
u= Z ﬁ Uq (8.4)
«
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kde p,, je celkové hustota plazmatu. Kazda slozka plazmatu mé svoji kon-
centraci ny, ndboj g, a tzv. diftizni rychlost w, = u, —u. Spoctéte celkovou
hustotu elektrického proudu J a vyjddiete ji pomoci celkové hustoty elek-
trického naboje p, hustot jednotlivych slozek a jejich diftznich rychlosti.
Vsimneéte si, ze v dusledku definice prumeérné driftové rychlosti plazmatu je

vvvvvv

J= pu + Zna Qawa:|
@

8.2.2 Plné ionizované plazma

7Z rovnic pro hustotu elektrického proudu v plné ionizovaném plazmatu
sestavajiciho z elektronu a kladnych iontu s ndbojem e

J= Z N §o Uo = €(Nj U; — N Ue) (8.5)

«

a z rovnice pro prumérnou driftovou rychlost plazmatu

1
u=— (Pme Ue + P ui) (86)

Pm

odvod'te vztahy pro driftové rychlosti u; a ue.

i Pmu J —_ U pmu __J — Memy
|:uzipmi (me +e)’ ueiﬁme <mz e)7 Mime+mi:|

8.2.3 Difaze kolmo na silo¢ary magnetického pole

7 rovnice pro zachovani hybnosti pro MHD ptiblizeni

Du
—=JxB-V 8.7
P Ty P (8.7)
A zobecnéného Ohmova zdkona ve zjednoduSeném tvaru a se zanedbdanim
¢lenu pro Halluv jev

J=00(E+uxB) (8.8)

Odvod'te rovnici pro rychlost tekutiny u.
Predpokladejte £ = 0 a p = konst. a spoctéte slozku rychlosti kolmou
na magnetické pole B.

ReSeni Rovnice pro u je

Du

me—t:JoExB—l—ao(uxB)xB—Vp. (8.9)

Ptedpokladame-li £ = 0 a p = konst., rovnice se redukuje na

D
”’”D% —oo(uxB)x B (8.10)
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Abychom mohli spoéitat vektor (u x B) x B, definujme souradnicovy
systém tak, Ze osa z je rovnobézna s magnetickym polem. V téchto soutadnicich
vektorovy soucin vychazi takto:

(ux B) x B = (~u, B, —u, B, 0). (8.11)

Rovnice pro xz-ovou a y-ovou slozku rychlosti maji tedy stejny tvar. PiSeme
tedy pouze rovnici pro u,

D'LLw —00 B2
= 8.12
Dt om Ug ( )
jejimz reSenim je
oo B?
ug(t) = uz(0) exp | — t]. (8.13)
Pm

Podobné pro u,, takze Casova zdvislost slozky kolmé na magnetické pole

uy = \/u+ulje

uy (t) =uy(0) exp(—t/7), (8.14)
kde p
TS G B (8.15)

je doba charakteristickd pro difizi kolmo na silo¢ary magnetického pole.



Kapitola 9

Vodivost plazmatu a difuze

9.1 Teorie

Ve slabé ionizovaném chladném plazmatu ma pohybova rovnice pro elek-
trony formu tzv. Langevinovy rovnice
Du,
Dt
kde v, je srazkova frekvence pro pfenos hybnosti mezi elektrony a tézkymi
Casticemi.

Neni-li pfitomno vnéjsi magnetické pole, je hustota elektrického proudu
tvorend pohybujicimi se elektrony

Me = —e(E+u. x B) — v.me ue, (9.1)

J=—-encue (9.2)
a stejnosmérnd vodivost
ne €2
o0 = (9.3)
Me Ve
a pohyblivost elektronu
e o
M, = — S—L (9.4)
Me Ve Ne €

Je-li ptitomno vnéjsi magnetické pole, plazma prestava byt izotropnim
a stejnosmérnd vodivost a pohyblivost elektront musi byt popsdny pomoci
tenzoru (vizte piiklad 9.2.2).

Ve slabé ionizovaném plazmatu s relativné vysokou koncentraci neutralnich
castic ma difizni rovnice pro nabité ¢astice o nasledujici tvar

on
—2 = DVn,. .
" n (9.5)

Koeficient D, volné difuize elektront v izotropnim plazmatu bez pfitomnosti
interniho elektrického pole je
kT,
D, = —%. (9.6)

Me Ve
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V plazmatu za pfitomnosti vnéjsiho magnetického pole je D, dan ten-
zorem, podobné jako stejnosmérnd vodivost a pohyblivost elektronu.

Elektrony v plazmatu obvykle difunduji rychleji nez ionty, protoze maji
mnohem nizsi hmotnost a vyssi pohyblivost. Nasledkem toho se v plazmatu
vytvari vnitini elektrické pole, které zpomaluje diftizi elektronu a urychluje
difuzi iontu. Tento jev se nazyva ambipolarni difuze.

Je-1i vztah mezi koncentracemi iontu n; a elektronu ne

n; = Cne (9.7)

kde C' je konstanta, pak pro koeficient ambipolarni difize D, plati
k(T.+CT,)

Da = C )
Me Vee + mi Ve

(9.8)

kde vg;, vee jsou srazkové frekvence pro prenos hybnosti mezi neutralnimi
¢asticemi a ionty/elektrony.

9.2 Priklady

9.2.1 Stejnosmérna vodivost plazmatu

Odvod'te vztah pro stejnosmérnou vodivost plazmatu z Langevinovy rov-
nice pro ustaleny stav bez piitomnosti magnetického pole

—eE —-mev.u. =0. (9.9)
Reseni Hustota elektrického proudu je definovéna jako
J=—-encu. (9.10)

Dosadime-li toto do Langevinovy rovnice (9.9), dostaneme vyraz pro hustotu
elektrického proudu J

2
J="g (9.11)
Me Ve
Ohmuv zdkon mé tvar
J=0yE (9.12)

a stejnosmérnd vodivost je ddna nésledujicim vztahem

Ne €2

(9.13)

o0 = )
Me Ve
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9.2.2 Tenzor pohyblivosti elektronti v plazmatu za pritomnosti
magnetického pole

V piitomnosti magnetického pole ma Ohmuv zakon tvar

J=S-E (9.14)
Jx c, —-og O E,
Jy | = ow oL O Ey, |

kde pro jednotlivé slozky tenzoru stejnosmérné vodivosti S plati

1/2

=—< o0 9.15
L= gz O (9.15)
VCQCE

=0 9.16

= oz 7 (9.16)
2

g| =00 = fle € y (9.17)
Me Ve

kde Q¢ je elektronova cyklotronova frekvence ddna vnéjsim magnetickym
polem. Urcete slozky tenzoru pohyblivosti eletronu M. definovaného jako

u, = M, E. (9.18)
Vysledky:
M, Mg O
M, = Mg My 0
0 0 MH
vee
= 1
M=) (5:19)
Qe €
= 2
Mt = ) (5:20)
e
M = R— (9.21)

9.2.3 Ohmiv zikon v pritomnosti magnetického pole

Uvazte rovnici J = § - E jako v pfedchozim piikladu. Pfedpokladejte, ze
E=(E., 0, Ej) aB=(0, 0, By). Spoctéte J. Vsimnéte si, ze proud tece
i ve sméru y, kam nemiii zadné pole.

[J = (O'J_EJ_, O'HEJ_, O'H EH)]
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9.2.4 Diftizni rovnice

Reste jednorozmeérnou diftizni rovnici

on(z,t) D 0n(x,t)

ot 0z?

separaci proménnych. Predpokladejte

n(xz,t) = S(x) T(t).

Vysledky:
o T)(t) = Ty exp(—D k?t)
o S(z) =c(k) exp(ikz), k je separacni konstanta
400

o n(z,t)= [ c(k)exp(—ikz — DEKk*t)dk

—00
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Kapitola 10

Nékteré zakladni jevy
v plazmatu

10.1 Teorie

Americky chemik a fyzik Irving Langmuir v ¢lanku z roku 1923 piSe, ze
elektrony jsou odpuzovany od negativni elektrody, zatimco pozitivni ionty
jsou pritahovany smérem k ni. Langmuir z toho vyvozuje, ze okolo kazdé
negativni elektrody je vrstva (sheath) dané tloustky obsahujici pouze kladné
ionty a neutralni atomy. Dale si Langmuir v§ima, ze i sklenéna sténa vybojové
trubice se zaporné nabiji a odpuzuje (nebo odrazi) téméf vsechny elektrony,
které se k ni pohybuji [17].

Fakt, ze se izolované piedméty vlozené do plazmatu nabiji na (vzhle-
dem k plazmatu) zdporny tzv. plovouci potencidl, vysvétlujeme tim, ze
se elektrony pohybuji mnohem rychleji nez ionty. Tepelnd rychlost elek-
trontt (kpTs/me)'/? je nejméné stokrat vyssi nez tepelnd rychlost ionti
(kgTi/M;)"/? [18]. Prvnim divodem rozdilnych rychlosti ionti a elektroni
je vétsi hmotnost ionti. Pokud uvazujeme samotny proton (tedy nejlehci
kladny iont, ktery se v plazmatu muze vyskytovat), pak pomér hmotnosti
protonu a elektronu my,/me je 1836. Tento pomér piiblizné odpovida pomeéru
hmotnosti tézké bowlingové koule (5 kg) a pingpongového micku (2,7 gramu).
Druhym divodem vétsi tepelné rychlosti elektront v nizkoteplotnim plazmatu
je jejich vyrazné vyssi teplota oproti iontum.

Nejmensi moznou rychlost iontt pfi vstupu do sheathu nazyvame Boh-
movou rychlosti ug. Ionty jsou urychlovany v kvazineutralnim presheathu,
v kterém na né pusobi slabé elektrické pole. Toto Bohmovo kritérium sténové
vrstvy popisuje nasledujici rovnice

kg Te

US(O) > ug = M.
i

(10.1)
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10.2 Priklady

10.2.1 Sifeni vln v nemagnetizovaném plazmatu

Uvazujte rddiové viny, které se odrazi od tzv. E vrstvy ionosféry. Tato vrstva
maé koncentraci elektronti 10° cm™ a je ve vysce okolo 100 km.

a) Jaké elektromagnetické viny se mohou odrézet od této vrstvy?

b) Spoctéte dielektrickou konstantu plazmatu pro viny o frekvenci 100 Mhz
a 1000 Hz.

b) Spoctéte hloubku vniku (skin depth) vlny o frekvenci 1000 Hz.

ResSeni:

a) Odrazi se vSechny vilny s frekvenci mensi, nez je plazmovéa frekvence

(2839725 Hz).

b) Dielektricka konstanta je definovana

Pro 100 MHz ¢ = 0.9991 (kladnd hodnota, elmag. vlna se §iif), pro 1000 Hz
e = —8064037 (zdporna hodnota, imagindrni index lomu, odraz).

c) Hloubka vniku ¢ je ptiblizné ¢/, /w2 — w?, kde c je rychlost svétla. Po do-
sazeni hodnot pro 1000 Hz vychaz{ hloubka vniku 16.8 m.

10.2.2 Plovouci potencial

Vysvétlete, proc¢ izolovany objekt vlozeny do plazmatu ziskava zaporny po-
tencial vzhledem k plazmatu.

10.2.3 Bohmova rychlost

Spoctéte Bohmovu rychlost pro iont vodiku v plazmatu s teplotou elektront
T, =1eV.
[9787.2m/s]

10.2.4 Plazmova frekvence

Pokud je makroskopicka neutralita plazmatu z vnéjsku narusena, elektrony
se chovaji takovym zpusobem, ze daji vzniknout oscilacim o elektronové
plazmové frekvenci. Uvazujte tyto oscilace, ale do vypoctu zahrite také po-
hyb iontt. Odpod'te ptirozenou frekvenci téchto oscilaci prostorové rozlozeného
naboje v tomto piipadé. Vyuzijte linearizovanou rovnici kontinuity a hyb-
nosti a Poissonovu rovnici, za predpokladu pusobeni elektrické sily diky
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vnitini separaci nédboje.

ne €2

[w= (W2 + w?)/2, where w; = e ]




Kapitola 11

Boltzmannuv srazkovy clen

11.1 Teorie

Predpokldadame-li homogenni a izotropni rozdélovaci funkci rychlosti elek-
tronu a molekuldrni chaos, uvazujeme-li jen dvojné srazky a zanedbame-li
pusobeni vnéjsich sil, muzeme odvodit tzv. Boltzmannuv srdzkovy ¢len

(2{)@ = //go(g, ) [fe(V)) i(V'1) = fe(v) fr(vi)]dQdPv.  (11.1)

g = |v — v1] je velikost relativni rychlosti elektronu a ¢astice, s niz se srazi,
o(g,Q) je diferencidlni i¢inny prufez pro tento druh srazky. Vystupuji zde
dvé ruzné rozdélovaci funkce — elektronova f.(v) a rozdéleni rychlosti toho
druhu ¢astic, ktery uvazujeme, fi(vy). Je-li tfeba zapocitat srazky s nékolika
druhy castic, méa srazkovy ¢len podobu souctu ¢lenu stejného typu, jako
rovnice (11.1).

Prvni ¢len rozdilu popisuje mnozZstvi elektronti s poc¢atecéni rychlosti v/,
které se srazi{ s ¢dstic{ o rychlosti v/|. Po srdzce majf elektrony rychlost v a
jejich srazkovi partneii maji rychlost vy, jednd se tedy o piirustek rozdélovaci
funkce elektronti v oblasti rychlosti v. Druhy ¢len popisuje inverzni srazky,
které vedou ke tbytku elektronu o rychlosti v, proto je zaporny.

Uvazujeme-li jen srdzky vedouci k malym odchylkdm, coZ je rozumny
predpoklad pro Coulombovské interakce, muzeme odvodit tzv. Fokker-Planckuv
srazkovy clen.

) foc o a ' 1 62 | |
< ot >Coll - EZ: ai,ui(fa<A'Uz>cw)+§ %: m(fa<A’UZA’U]>aU), (112)

(%
kde
(AV;) gy = // Av; go(2)dQfs By (11.3)
Q Jug
(A’UiA’Uj>m}:// AUiAUng(Q)delgl d31)1 (11.4)
Q Jug

jsou koeficienty dynamického tfeni a difize v rychlostnim prostoru.
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11.2 Priklady

11.2.1 Srazky, Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Uvazujme plazma, v némz jsou elektrony a ionty charakterizovany rozdélovacimi

funkcemi fe, fi:

f B Me 3/2 _me(V—ue)2 (11 5)
e="\oxkT,) P 2k T, ‘
3/2 2
m; m;\v — uy
fi =mno (2 > exp [(QkT>] (11.6)

T;
Vi) = fe(v) fi(v1)).

(b) Ukazte, ze toto plazma sestdvajici z elektroni a iontu bude v rov-
novazném stavu, tj. rozdil (fe(v’) fi(v}) — fe(v) fi(v1)) bude roven nule
pravé tehdy, kdyz u, = u; a T, = T;.

Tk
(a) Spocitejte rozdil (fe(v') fi(

ResSeni

(1) 501) = £ v = (5 )3 (memi)?’” y

21wk T.T;
me (V' —u)?  m; (v —u;)?
X<eXp [_ 2%kT,  2kT, -
me (Vv — ue)2 m; (v — ul-)2
— — — 11.
exp[ 2k T, 2k T, (11.7)

(b) Uzédvorkovana ¢dst musi byt rovna nule. To nastane tehdy, kdyz si argu-
menty exponencialnich funkci budou rovny. Po tpravé a s vypusténim
spolecného faktoru —(2k)~! mizeme tyto argumenty napsat jako:

%(UQ—2V/'ue+uz)+%(v’12—2v/1 w; + u?) (11.8)
e (2

m m;

(W —2v ue +ud) + o (vF — 2y - w; +ud) (11.9)
T. T;

Pfi odvozovani Boltzmannova srdzkového ¢lenu jsou v, v a v/, v} brany
jako rychlosti pfed a po dvojné pruzné srazce. Jsou tedy svazany zdkony
zachovéani kinetické energie a hybnosti:

e st et mof 1110

MeV +m; vy = me Vv +m; v (11.11)
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Z poslednich ¢tyt vztahu je zfejmé, ze srazkové ¢len bude roven nule
pravé tehdy, kdyz T, = T; a u. = u;. Jinymi slovy, rozdélovaci fukce f.
se bude v dusledku srazek ménit pouze tehdy, kdyz plazma nebude v
rovnovazném stavu. Srazkové procesy tedy vedou k tomu, Ze plazma se
dostava do rovnovahy.

11.2.2 Srazky pro rozdilné rozdélovaci fukce

Reste ¢ast (a) predchoziho zadéni pro elektronovou rozdélovaci funkci
Druyvesteynova typu a Maxwell-Boltzmannovské rozdéleni rychlosti ionta
(Ce, ae and C; jsou konstanty)

fe = Ce exp|—ae mz (v — u6)4] (11.12)
(v —11.)2
fi=Ci exp [_W] (11.13)

Bude rozdil (f.(v') fi(v}) — fe(v) fi(v1)) roven nule pro u. = u;?

11.2.3 Srazky pro Druyvesteynovo rozdéleni

Reste piedchozf zadani s rozdélenim Druyevesteynova typu (vizte 11.12)
pro elektrony i ionty. Muze se srazkovy ¢len rovnat nule pro u, = w;? Je
mozné najit rovnovazny stav plazmatu popsaného Boltzmannovou kinetic-
kou rovnici s Boltzmannovym srazkovym ¢lenem popsany rozdélovaci funkei
Druyvesteynova typu?
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