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1.2.1 Odvozeńı plazmové frekvence . . . . . . . . . . . . . . 7
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2.2.12 Magnetický moment 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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5 Rovnovážný stav 19
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6.2.3 Celkový účinný pr̊uřez . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Předmluva

Tato sb́ırka procvičovaćıch př́ıklad̊u k přednášce F5170 Úvod do fyziky
plazmatu vznikla v rámci projektu FRVŠ 12/2013/G6. Nejd̊uležitěǰśım zdro-
jem byla kniha Fundamentals of Plasma Physics od J. A. Bittencourta [4].
Autoři uv́ıtaj́ı veškerá upozorněńı na př́ıpadné chyby.

Aktuálńı verzi této sb́ırky je možno naj́ıt a zdarma stáhnout na adrese
http://physics.muni.cz/~sperka/exercises.html.

Kontakty
Jǐŕı Šperka jewel@mail.muni.cz
Jan Voráč vorac@mail.muni.cz
Lenka Zaj́ıčková lenkaz@physics.muni.cz

Fyzikálńı konstanty

Klidová hmotnost protonu mp 1, 67 · 10−27 kg
Klidová hmotnost elektronu me 9.109 · 10−31 kg
Elementárńı náboj e 1.602 · 10−19 C
Boltzmannova konstanta k 1.38 · 10−23 J K−1

Permitivita vakua ε0 8.854 · 10−12 A2 s4 kg−1 m−3

Použité značeńı

Vektorové veličiny se znač́ı tučně (v), skalárńı veličiny, včetně velikosti
vektor̊u, kurźıvou (v). Tenzory se obvykle znač́ı velkými kaligrafickými ṕısmeny
(P).
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Operátory

skalárńı součin a · b

vektorový součin a× b

i-tá derivace podle x di

dxi

parciálńı derivace ∂
∂x

operátor nabla ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z )

Laplace̊uv operátor ∆ = ∇2

úplná derivace podle času D
Dt = ∂

∂t + u · ∇

Fyzikálńı veličiny
koncentrace elektron̊u ne

teplota elektron̊u Te

elektronová plazmová frekvence ωpe

Debyeova délka λD

Larmor̊uv poloměr rc
Larmorova frekvence Ωc

magnetický moment m
śıla F
intenzita elektrického pole E
indukce magnetického pole B
lib. veličina pro jeden druh částic χα
rozdělovaćı funkce f(χα)
pr̊uměrná rychlost u
hustota náboje ρ
hustota hmotnosti ρm
srážková frekvence ν
vznik a zánik částic v d̊usledku srážek Sα
skalárńı tlak p
tenzor kinetického tlaku P
pohyblivost částic Mα
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Teorie

Elektronová plazmová frekvence

ωpe =

√
ne e2

ε0me
= const

√
ne (1.1)

popisuje typické elektrostatické kolektivńı kmity elektron̊u v d̊usledku malé
separace elektrického náboje. Podobným zp̊usobem mohou být definovány
plazmové frekvence jiných druh̊u částic, nicméně elektronová plazmová frek-
vence je d́ıky velké pohyblivosti elektron̊u nejvýznamněǰśı (poměr hmotnosti
protonu a elektronu mp/me je 1.8× 103).

Plazmové oscilace mohou být pozorovány jen tehdy, je-li systém zkoumán
na časové škále deľśı než ω−1

p a nep̊usob́ı-li na systém exterńı śıly rychleji než
s frekvenćı ωp. Pozorováńı na délkové škále kratš́ı, než je vzdálenost, kterou
uraźı typická částice v plazmatu během jedné plazmové periody, nepostřehne
kolektivńı chováńı plazmatu. Tato vzdálenost je prostorovým ekvivalentem
plazmové periody a nazýváme ji Debyeovou délkou [10]:

λD =

√
k Te

me
ω−1

p =

√
ε0 k Te

ne e2
= const

√
Te/ne. (1.2)

Debyeova délka je nezávislá na hmotnosti, takže je srovnatelná pro r̊uzné
druhy částic.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 8

ne [cm−3] Te [eV] tlak [Pa] Ref.

Plazmové obrazovky (2.5–3.7) ×1011 0.8–1.8 (20–50) ×103 [8]
max 3 ×1012 (40–67) ×103 [23]
(0.2–3)×1013 1.6–3.4 [20]

Zemská ionosféra max 106 max 0.26 [6]
10−5 [2]

RF Magnetrony 0.5-10 [16]
1–8×109 2–9 0.3–2.6 [21]

Stejnosměrné Mag-
netrony

1018 1-5 0.5–2.5 [24]

RF Atmosferické
plazma

1013–1014 105 [11]

0.2–6 105 [13]

Mikrovlnné atmosfe-
rické plazma

1.2–1.9 105 [15]

3× 1014 [12]

Svařovaćı oblouk 1.5 105 [3]
1.5× 1017 105 [22]
1.6× 1017 1.3 105 [19]

Nı́zkotlaké kapacitně
vázané plazma

6× 108 6–7 [25]

(0.5–4.5) ×1010 1.4–1.6 4.7 [5]

Fluorescenčńı
zářivky

1010–1011 1 8× 103 [7]

Tabulka 1.1: Přehled obvyklých hodnot nejd̊uležitěǰśıch parametr̊u
plazmatu.
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1.2 Př́ıklady

1.2.1 Odvozeńı plazmové frekvence

Uvažujme, že na počátku máme v prostoru rovnoměrně rozložené ionty,
jejichž elektrický náboj je neutralizován stejným počtem elektron̊u. Zane-
dbejme tepelný pohyb částic a předpokládejme, že ionty jsou nepohyblivé.
Ukažte, že malá výchylka skupiny elektron̊u vyvolá oscilačńı pohyb elektron̊u
s plazmovou frekvenćı podle vztahu (1.1).

Obrázek 1.1: Ilustrace k př́ıkladu č. 1.2.1.

Řešeńı Situace je znázorněna na obrázku 1.1. Uvažujme, že elektrické pole
v rovině kolmé na osu x je nulové (což odpov́ıdá známému př́ıpadu nekonečné
nabité roviny nebo kondenzátoru). Na uzavřenou válcovou plochu apliku-
jeme Gauss̊uv zákon (na obrázku je znázorněna pouze hranice této plochy v
rovině x-y): ∮

S
E · dS =

Q

ε0
=

(
Snee

ε0

)
x, (1.3)

kde S je plocha podstavy válce. Výsledné elektrické pole je tedy

Ex =

(
n0e

ε0

)
x. (1.4)

Po dosazeńı elektrického pole do pohybové rovnice pro jeden elektron do-
staneme

d2x

dt2
+

(
n0e

2

meε0

)
x = 0. (1.5)

To je rovnice harmonického oscilátoru s frekvenćı

ωpe =

(
n0e

2

meε0

)1/2

. (1.6)
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1.2.2 Plazmová frekvence a Debyeova délka

Spočtěte plazmovou frekvenci a Debyevu délku pro následuj́ıćı př́ıpady

(a) Zemská ionosféra s hustotou elektron̊u ne = 106 cm−3 a jejich teplotou
Te = 0.2 eV.
[ωp = 5, 6× 107 rad · s−1 = 3, 5× 108 Hz, λD = 3, 3 mm]

(b) Buňka běžné plazmová obrazovky s koncentraćı elektron̊u 1013 cm−3 a
jejich teplotou 1 eV. Rozměr jedné buňky je okolo 100µm. Splňuje to
podmı́nku, že rozměry systému by měly být mnohem větš́ı než Debyeova
délka?
[ωpe = 1, 79× 1011 rad · s−1 = 28, 4 GHz, λD = 2, 35µm]

(c) Svařovaćı oblouk s koncentraćı elektron̊u 1, 6× 1017 cm−3 a jejich teplo-
tou 1, 3 eV
[ωpe = 2, 3× 1013 rad · s−1 = 3, 6 THz, λD = 21 nm]

(d) Zářivka s koncentraćı elektron̊u 1010 cm−3 a jejich teplotou 1 eV
[ωpe = 5, 6× 109 rad · s−1 = 0, 90 GHz, λD = 74µm]

1.2.3 Debye–Hückel̊uv potenciál

Ukažte, že Debye–Hückel̊uv potenciál

ϕ(r) =
e

4π ε0

exp
(
− r
λD

)
r

(1.7)

je řešeńım rovnice

∇2ϕ(r) =
ϕ(r)

r2
D

=
ne e

2

ε0kTe
ϕ(r), (1.8)

kde rD je Debye–Hückel̊uv poloměr.
Poznámka: Debye–Hückel̊uv potenciál je pojmenován po Pietru Debye-

ovi (1884-1966) a Erichu Hückelovi (1896-1980), kteř́ı studovali polarizačńı
jevy v elektrolytech [9].

Řešeńı Jednoduše vložte Debye-Hückel̊uv potenciál do rovnice a řešte La-
place̊uv operátor

∆f =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
(1.9)



Kapitola 2

Pohyb částic v
elektromagnetických poĺıch

2.1 Teorie

Lorentzova śıla je kombinaćı elektrické a magnetické śıly na bodový
náboj d́ıky elektromagnetickým poĺım. Pokud se částice s nábojem q po-
hybuje s rychlost́ı v v př́ıtomnosti elektrického pole E a magnetického pole
B, potom na ni p̊usob́ı Lorentzova śıla

F = q (E + v ×B) . (2.1)

Gyračńı poloměr (známý také pod označeńım cyklotronový nebo Lar-
mor̊uv) je poloměr kruhového pohybu nabyté částice v homogenńım mag-
netickém poli:

rg =
mv⊥
|q|B

, (2.2)

kde rg je gyračńı poloměr, m je hmotnost nabyté částice, v⊥ je složka rych-
losti kolmá ke směru magnetického pole, q je náboj částice a B je velikost
konstantńıho magnetického pole.

Podobně, frekvence rotačńıho pohybu, známá jako gyrofrekvence (známá
také pod označeńım cyklotronová nebo Larmorova), je dána vztahem

ωg =
|q|B
m

. (2.3)

Poznámka: Cyklotron, jinak též cyklický vysokofrekvenčńı urychlovač, slouž́ı
k urychlováńı nabitých částic pomoćı vysokofrekvenčńıho elektrického pole.
Cyklotron byl vynalezen a patentován Ernestem Orlandem Lawrencem z Ka-
lifornské univerzity v Berkeley, kde byl také cyklotron poprvé zprovozněn v
roce 1932.
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KAPITOLA 2. POHYB ČÁSTIC V ELEKTROMAGNETICKÝCH POLÍCH12

2.2 Př́ıklady

2.2.1 Magnetické zrcadlo

Magnetická zrcadla se použ́ıvaj́ı k udržeńı nabitých částic ve vymezeném
prostoru. V d̊usledku gradientu magnetického pole může doj́ıt ke změně
směru driftové rychlosti nabité částice.

Mějme elektron v pozici z = 0 s počátečńı rychlost́ı v0. Úhel mezi směrem
počátečńı rychlosti a indukćı magnetického pole je ϑ. Velikost indukce mag-
netického pole záviśı na z podle vztahu

B(z) = B0

(
1 + (γ z)2

)
. (2.4)

Spočtěte v jaké vzdálenosti zt dojde k otočeńı směru driftové rychlosti tohoto
elektronu [14].

Řešeńı Vyjdeme z podmı́nky zachováńı kinetické energie a magnetického
momentu elektronu. Ze zachováńı kinetické energie plyne

v2
0 = v2

t . (2.5)

z-ová složka rychlosti v bodě obratu muśı být nulová, což hned využijeme
v rovnici popisuj́ıćı zachováńı magnetického momentu

me v
2
0 sin2 ϑ

2B0
=

me v
2
t

2B0 (1 + (γ zt)2)

v2
0 sin2 ϑ

(
1 + (γ zt)

2)
)

= v2
t

(
= v2

0

)
γ2 z2

t =
1− sin2 ϑ

sin2 ϑ

zt =
1

γ tanϑ
. (2.6)

Vid́ıme, že vzdálenost, v ńıž dojde k obratu, záviśı pouze na gradientu mag-
netického pole a na úhlu mezi počátečńı rychlost́ı a indukćı magnetického
pole.

2.2.2 Jinak konstruované magnetické zrcadlo

Spočtěte bod obratu pro částici v magnetickém zrcadle s magnetickou
indukćı danou vztahem

B(z) = B0

(
1 + (γ z)4

)
. (2.7)

Úhel mezi směrem počátečńı rychlosti a indukćı magnetického pole je ϑ.[
zt =

(
1

γ tanϑ

)1/2
]
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Obrázek 2.1: Ilustrace k př́ıkladu 2.2.3.

2.2.3 Elektron ve vakuu natřikrát

(a) Časovou závislost polohy elektronu x(t) v prvńım úseku popisuje funkce
x(t) = 1

8 t
4 + π, elektron se na tomto 1. úseku pohybuje po dobu jedné

sekundy. Spočtěte velikost rychlosti vx, kterou bude mı́t elektron na konci
prvńıho úseku.
[0,5 m/s]

(b) Poté elektron vstouṕı rychlost́ı vx do vychyluj́ıćıho homogenńıho elek-

trického pole
−→
E o velikosti 10−10 V m−1. Toto pole na elektron p̊usob́ı

mezi deskami kondenzátoru, které maj́ı délku d = 1 m. Jaká je svislá
odchylka elektronu od p̊uvodńıho směru na úrovni konce desek kon-
denzátoru? Řešte nejprve obecně. (T́ıhová śıla p̊usob́ıćı na elektron je
malá vzhledem k elektrostatické śıle a můžeme ji zanedbat.)
[35,2 m]

(c) Nakonec vlétne elektron do homogenńıho magnetického pole
−→
B o veli-

kosti 20,6µT (tato hodnota je stejná, jako velikost horizontálńı složky
magnetické indukce geomagnetického pole v Brně). Spočtěte Larmor̊uv
poloměr, cyklotronovou frekvenci a velikost magnetického momentu ro-
tuj́ıćıho elektronu.
[rc = 9, 72× 10−6 m, Ωc = 3, 6× 106 rad · s−1, |m| = 2, 7× 10−23 A ·m2]

(d) Jak by se výsledek lǐsil pro proton, neutron a pozitron? Pro ilustraci
vizte obr. 2.1.

2.2.4 E×B drift

Mějme vakuovou komoru s elektrickým polem E = 1 kV m−1 kolmým
na magnetické pole B = 1 mT. Spočtěte velikost rychlosti E × B driftu
pro elektron v této komoře.[
E
B

]
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2.2.5 Relativistická cyclotronová frequence

Jaká je relativistická cyklotronová frequence elektronu s velikost́ı rychlosti
0.8 c (c znač́ı rychlost světla)?
[ω = 6

10 eB/m]

2.2.6 Relativistická částice v elektromagnetickém poli

Odvod’te gyračńı radius, gyračńı frekvenci Ωrel
c a energii relativistické

částice s velikost́ı rychlosti v a nábojem q v homogenńım magnetickém poli
s velikost́ı magnetické indukce B.

Řešeńı Gyračńı radius:

r =
γβm0c

qB
(2.8)

Gyračńı frekvence:

Ωrel
c =

|q|B
γm0

=
Ωc

γ
= Ωc

√
1− β2 = Ωc

√
1−

(v
c

)2
(2.9)

Energie:

Ek = mγc2 −mc2 =
mc2√

1− v2/c2
−mc2 (2.10)

2.2.7 Zákon zachováńı náboje

Z Maxwellových rovnic odvod’te rovnici pro zachováńı náboje.[
∂ρ
∂t +∇ · J = 0

]
2.2.8 Magnetostatické pole

Dokažte, že v magnetostatickém poli je celková kinetická energie nabité
částice Wk konstantńı.

2.2.9 Cyklotronová frekvence elektronu

Jaká je cyklotronová frekvence (v Hz) elektronu v homogenńım magnetosta-
tickém poli:
a) | ~B| = 0.01 T
b) | ~B| = 0.1 T
c) | ~B| = 1 T
d) | ~B| = 5 T
[a) 0.28 GHz ; b) 2.8 GHz; c) 28 GHz d) 140 GHz]
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2.2.10 Cyklotronová frekvence ionizovaného atomu vod́ıku

Jaká je cyklotronová frekvence (v Hz) ionizovaného atomu vod́ıku v homo-
genńım magnetostatickém poli:
a) | ~B| = 0.01 T
b) | ~B| = 0.1 T
c) | ~B| = 1 T
d) | ~B| = 5 T
[a) 0.15 MHz ; b) 1.5 MHz; c) 15 MHz d) 76 MHz]

2.2.11 Magnetický moment

Předpokládejte, že rovinnou uzavřenou kruhovou proudovou smyčkou o ploše
|S| = 10−3 m2 protéká elektrický proud o velikosti:
a) I = 1 A
b) I = 2 A
c) I = 8 A
Spočtěte velikost jej́ıho magnetického momentu |m|.
[a) |m| = 10−3 A m2; b) |m| = 2× 10−3 A m2; c)|m| = 8× 10−3 A m2 ]

2.2.12 Magnetický moment 2

Jak může být zapsána velikost magetickoho momentu |~m|, která je spojena
s cirkulačńım proudem nabité částice (náboj q, kruhová frekvence ~Ωc, hmot-
nost m) v homogenńım magnetickém poli ~B?

[|~m| = |q| | ~Ωc|
2π π r2

c ; | ~Ωc| = |q| | ~B|
m ]

2.2.13 Lorentzova śıla

Předpokládejte magnetostatické pole ~B = (1, 2, 0) T. Elektron má rychlost
~v = (0, 2, 1) m s−1. Spočtěte Lorentzovu śılu.
[~F = −e · (−2, 1,−2) N]



Kapitola 3

Základy kinetické teorie
plazmatu

3.1 Teorie

• Fázový prostor definuje šest souřadnic (x, y, z, vx, vy, vz).

• Dynamický stav částice je definován jediným bodem ve fázovém pro-
storu.

• Rozdělovaćı funkce je definována jako hustota bod̊u ve fázovém pro-
storu, takže

fα(~r,~v, t) = N6
α(~r,~v, t)/(d3r d3v). (3.1)

• Rozdělovaćı funkce je tud́ıž normována na hustotu částic

nα(~r, t) =

∫
~v
fα(~r,~v, t)d3v. (3.2)

• Závislost rozdělovaćı funkce na nezávislých proměnných ~r,~v, t se ř́ıd́ı
Boltzmannovou kinetickou (transportńı) rovnićı, tato rovnice je základńı
rovnićı statistiky nerovnovážných proces̊u

∂fα(~r,~v, t)

∂t
+ ~v · ∇~r fα(~r,~v, t) + ~a · ∇~v fα(~r,~v, t) =

∂fα(~r,~v, t)

∂t

∣∣∣
srazk.
(3.3)

16
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3.2 Př́ıklady

3.2.1 Rozdělovaćı funkce rychlost́ı částic rovnoměrně rozdělených
v prostoru

Uvažujme systém částic rovnoměrně rozdělený v prostoru s konstantńı
hustotou částic n, který je charakterizován jednorozměrnou rozdělovaćı funkćı
velikosti rychlost́ı F (v) definovanou takto:

F (v) = C pro v ≤ v0

F (v) = 0 jinak,

kde C je nenulová kladná konstanta. Určete hodnotu C pomoćı n a v0.

[Řešeńı: Integraćı n = C
v0∫
0

dv źıskáme výsledek ve tvaru C = n
v0

.]

3.2.2 Lineárńı rozdělovaćı funkce velikosti rychlost́ı

Jaká je normovaćı konstanta C následuj́ıćı jednorozměrné rozdělovaćı funkce
velikosti rychlost́ı F (v)?
F (v) = C v pro v ∈ 〈0, 1〉 a F (v) = 0 jinak.
[C = 2n (n je hustota částic)]

3.2.3 Kvadratická rozdělovaćı funkce velikosti rychlost́ı

Jaká je normovaćı konstanta C následuj́ıćı jednorozměrné rozdělovaćı funkce
velikosti rychlost́ı F (v)?
F (v) = C v2 pro v ∈ 〈0, 3〉 a F (v) = 0 jinak.
[C = n/9 (n je hustota částic)]

3.2.4 Sinusoidálńı rozdělovaćı funkce velikosti rychlost́ı

Jaká je normovaćı konstanta C následuj́ıćı jednorozměrné rozdělovaćı funkce
velikosti rychlost́ı F (v)?
F (v) = C sin(v) pro v ∈ 〈0, π〉 a F (v) = 0 jinak.
[C = n/2 (n je hustota částic)]

3.2.5 Boltzmannova kinetická rovnice

Uvažujte pohyb nabitých částic v jedné dimenzi, v př́ıtomnosti elek-
trického potenciálu ϕ(x). Ukažte př́ımou substitućı, že funkce tvaru

f = f(
1

2
mv2 + q ϕ(x))

je řešeńım Boltzmannovi kinetické rovnice za rovnovážných podmı́nek.
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Středńı hodnoty a
makroskopické veličiny

4.1 Teorie

• Makroskopické veličiny, jako je hustota částic, driftová rychlost, kine-
tický tlak, tok tepelné energie, mohou být považovány za středńı hod-
noty fyzikálńıch veličin, které berou v potaz kolektivńı chováńı velkého
množstv́ı částic. Tyto makroskopické veličiny jsou spojeny s r̊uznými
momenty rozdělovaćı funkce.

• Každé částici v plazmatu můžeme přǐradit nějakou jej́ı vlastnost χα(~r,~v, t).
Touto vlastnost́ı může být např́ıklad hmotnost, rychlost, hybnost, nebo
energie částice.

• Středńı hodnota veličiny χα(~r,~v, t) pro částice druhu α je definována
jako

〈χα(~r,~v, t)〉 =
1

nα(~r, t)

∫
~v
χα(~r,~v, t)fα(~r,~v, t) d3v. (4.1)

• Např́ıklad, středńı (driftová) rychlos ~uα(~r, t) pro částice druhu α je
definována následovně

~uα(~r, t) = 〈vα(~r, t)〉 =
1

nα(~r, t)

∫
~v
~v fα(~r,~v, t) d3v. (4.2)

18
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4.2 Př́ıklady

4.2.1 RMS velikost rychlosti

Jaká je rms rychlost následuj́ıćıch tř́ı elektron̊u (|v1| = 1, |v2| = 2 and
|v3| = 5)?
[
√

10]

4.2.2 Středńı rychlost sinusoidálńıho rozděleńı

Jaká je středńı rychlost následuj́ıćı rozdělovaćı funkce velikosti rychlost́ı?
f(v) = n

2 sin(v) pro v ∈ 〈0, π〉 a f(v) = 0 jinak. n znač́ı hustotu částic.
[1]

4.2.3 Středńı rychlost kvadratického rozděleńı

Jaká je středńı rychlost následuj́ıćı rozdělovaćı funkce velikosti rychlost́ı?
f(v) = 3n v2 pro v ∈ 〈0, 1〉 a f(v) = 0 jinak. n znač́ı hustotu částic.
[3/4]

4.2.4 Rovnovážná teplota

Uvažujte Maxwell-Boltzmannova rozděleńı na Obr. 4.1. Které z nich má
nejvyšš́ı rovnovážnou teplotu?
[c)]

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

n

v [m/s]

a)
b)
c)

Obrázek 4.1: Graf k př́ıkladu nejvyšš́ı rovnovážné teploty 4.2.4.
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4.2.5 Hustota částic

Uvažujte Maxwell-Boltzmannova rozděleńı na Obr. 4.2. Které z nich má
nejvyšš́ı hustotu částic?
[c)]

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015

 0.002

 0  1e+06  2e+06  3e+06  4e+06  5e+06

n

v [m/s]

a)
b)
c)

Obrázek 4.2: Graf k př́ıkladu nejvyšš́ı hustoty částic 4.2.5.

4.2.6 Nejpravděpodobněǰśı rychlost lineárńıho rozděleńı

Uvažujte následuj́ıćı rozdělovaćı funkci velikosti rychlost́ı f(v) = n v pro
v ∈ 〈0, 1〉 a f(v) = 0 jinak.
Jaká je nejpravděpodobněǰśı rychlost tohoto rozděleńı?
[1]

4.2.7 Nejpravděpodobněǰśı rychlost sinusoidálńıho rozděleńı

Uvažujte následuj́ıćı rozdělovaćı funkci velikosti rychlost́ı f(v) = 1
2 sin(v)

pro v ∈ 〈0, π〉 a f(v) = 0 jinak.
Jaká je nejpravděpodobněǰśı rychlost tohoto rozděleńı?
[π2 ]
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Rovnovážný stav

5.1 Teorie

• Rozdělovaćı funkce v rovnovážném stavu fEqα (~r,~v, t) je časově nezávislým
řešeńım Boltzmannovi kinetické rovnice v nepř́ıtomnosti vněǰśıch sil.

• V rovnovážném stavu nezp̊usobuj́ı interakce částic žádné časové změny
v fEqα (~r,~v, t) a neexistuj́ı žádné prostorové gradienty hustoty částic.

• fEqα (~r,~v, t) je známa jako Maxwell–Boltzmannovo rozděleńı, nebo také
Maxwellovo rozděleńı (viz př́ıklady 5.2.2–5.2.4).

Matematika pro výpočty
Gauss̊uv integrál je integrál Gaussovy funkce e−x

2
přes celý reálný prostor.

Je pojmenován po německém matematikovi a fyzikovi Carl Friedrich Gaus-
sovi. Takto integrál vypadá (a, b jsou konstanty):∫ +∞

−∞
e−x

2
dx =

√
π;

∫ ∞
−∞

e−a(x+b)2 dx =

√
π

a
. (5.1)

Gama funkce Γ(n) je zobecněńım faktoriálu pro obor komplexńıch č́ısel.
Pokud je n kladné celé č́ıslo, pak plat́ı:

Γ(n) = (n− 1)! (5.2)

Jiné užitečné vztahy:∫ ∞
0

xne−a x
2
dx =

Γ( (n+1)
2 )

2 a
(n+1)

2

; Γ

(
1

2

)
=
√
π. (5.3)

21
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5.2 Př́ıklady

5.2.1 Gama funkce

Z definice Gamma funkce ukažte, že pokud je n přirozené č́ıslo, tak plat́ı

Γ(n+ 1) = n!

Návod: Nejprve pomoćı integrace Γ(n + 1) =
∫∞

0 xne−x dx per partes
ukažte, že

Γ(a+ 1) = aΓ(a).

Poté stač́ı dokázat, že Γ(1) = 1.

5.2.2 1D Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce

Plyn, který je tvořen částicemi jednoho druhu a v němž je pohyb částic
omezen pouze na jeden rozměr x, je charakterizován následuj́ıćı homogenńı,
izotropńı, jednorozměrnou Maxwell-Boltzmannovou rozdělovaćı funkćı:

f(vx) = C · exp

[
−mv2

x

2kT

]
. (5.4)

(a) Určete konstantu C.

(b) Ze znalosti Maxwell-Boltzmannovi rozdělovaćı funkce rychlost́ı určete
Maxwell-Boltzmannovu rozdělovaćı funkci velikosti rychlost́ı.

(c) Vypočtěte nejpravděpodobněǰśı velikost rychlosti.

(d) Vypočtěte středńı velikost rychlosti.

(e) Odvod’te vztah pro počet částic procházej́ıćı jednotkovou délkou za jed-
notku času z jedné strany (⇒ tok částic z jedné strany).

Řešeńı

(a) Zintegrujeme rozdělovaćı funkci přes celý rychlostńı prostor. Z podmı́nky,
že integrál se muśı rovnat koncentraci částic n dostaneme výraz pro kon-
stantu C

n = C

∞∫
−∞

exp

[
−mv2

x

2kT

]
dvx = C

√
2kTπ

m
. (5.5)

C = n

√
m

2kTπ
(5.6)
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(b) Rozděleńı velikosti rychlosti částic F (v) v jednorozměrném př́ıpadě źıskáme
sumaćı přes oba možné směry

F (v) = 2n

√
m

2kTπ
exp

[
−mv2

2kT

]
(5.7)

(c) Z podmı́nky, že derivace rozděleńı F (v) muśı být rovna nule, dostaneme

0 = v exp

[
−mv2

2kT

]
(5.8)

Nejpravděpodobněǰśı velikost rychlost se tedy rovná nule.

(d)

〈v〉 =

∞∫
0

v F (v) dv =

√
2kT

πm
(5.9)

(e)

Γ =

∞∫
0

vx f(vx)dvx = n

√
kT

2πm
(5.10)

5.2.3 Dvojrozměrná Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce

Řešte předchoźı zadáńı pro dvojrozměrnou Maxwel-Boltzmannovu rozdělovaćı
funkci.

f(vx, vy) = C · exp

[
−
m (v2

x + v2
y)

2kT

]
. (5.11)

Výsledky:

(a) C = mn
2π k T

(b) F (v) = 2π v f(v) = nm
k T v exp

[
−mv2

2kT

]
(c) Nejpravděpodobněǰśı rychlost v =

√
k T
m .

(d) Středńı rychlost 〈v〉 =
√

k T π
2m .

(e) Γ = n
√

k T
2mπ
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5.2.4 Trojrozměrná Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce

Řešte předchoźı zadáńı pro trojrozměrnou Maxwel-Boltzmannovu rozdělovaćı
funkci.

f(vx, vy, vz) = C · exp

[
−
m (v2

x + v2
y + v2

z)

2kT

]
. (5.12)

Výsledky:

(a) C = n
(

m
2π k T

)3/2
(b) F (v) = 4π n

(
m

2πkT

)3/2
v2 exp

[
−mv2

2kT

]
(c) Nejpravděpodobněǰśı rychlost v =

√
2 k T
m .

(d) Středńı rychlost 〈v〉 =
√

8 k T
πm .

(e) Γ = n
√

k T
2mπ

5.2.5 Exotická jednorozměrná rozdělovaćı funkce

Plyn, který je tvořen částicemi jednoho druhu a v němž je pohyb částic ome-
zen pouze na jeden rozměr x, je charakterizován následuj́ıćı homogenńı, izot-
ropńı, jednorozměrnou rozdělovaćı funkćı (Cauchyho/Lorentzovo rozděleńı):

f(v) =
C

v2 + kT
m

. (5.13)

Řešte stejné úkoly, jako v předchoźım př́ıkladě.

Výsledky:

(a) C = n
√

kT
mπ2

(b) F (v) = 2n
√

kT
mπ2

1
v2+ kT

m

(c) Nejpravděpodobněǰśı rychlost v = 0.

(d) Středńı rychlost v neńı definována, [1] viz Cauchyho rozděleńı.

(e) Neńı definován.

5.2.6 Účinný pr̊uřez

Diferenciálńı účinný pr̊uřez je zadán vztahem

σ(χ) =
1

2
σ0(3 cos2 χ+ 1) (5.14)

Spoč́ıtejte celkový účinný pr̊uřez.
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Interakce částic v plazmatu

6.1 Teorie

Srážky děĺıme na

• elastické, tj. pružné - plat́ı zákon zachováńı hmotnosti, hybnosti a
energie takovým zp̊usobem, že nedocháźı ke změnám vnitřńıch stav̊u
částic, ani jejich vzniku či zániku.

• neelastické, tj. nepružné - prob́ıhá změna vnitřńıho stavu několika,
nebo všech zúčastněných částic, některé částice mohou nově vznikat,
jiné zanikat. Nabité částice mohou rekombinovat za vzniku neutrálńı
částice. Může proběhnout záchyt nabité částice částićı neutrálńı, elek-
trony v atomu mohou být excitovány do vyšš́ıch stav̊u, nebo mohou
být dokonce odděleny od atomu - ionizace.

Celkový účinný pr̊uřez můžeme źıskat integraćı σ(χ, ε)dΩ přes prostorový
úhel takto:

σt =

∫
Ω

σ(χ, ε)dΩ. (6.1)

Ve speciálńım př́ıpadě, kdy je interakčńı potenciál izotropńı (např. Coulom-
bovský), dostáváme pro celkový účinný pr̊uřez:

σt = 2π

π∫
0

σ(χ) sinχdχ. (6.2)

Pro stejný př́ıpad, kdy je interakčńı potenciál izotropńı, můžeme vyjádřit
účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti ve tvaru:

σm = 2π

π∫
0

(1− cosχ)σ(χ) sinχdχ. (6.3)
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6.2 Př́ıklady

6.2.1 Středńı volná dráha iont̊u Xe

Účinný pr̊uřez σ pro elastické srážky iont̊u Xe+ s atomy Xe je přibližně
nezávislý na jejich energii s účinným pr̊uřezem σ = 10−14 cm2.

A) Spoč́ıtejte středńı volnou dráhu l iont̊u Xe+ pro elastické srážky ve slabě
ionizovaném plazmatu v xenonové atmosféře při pokojové teplotě (20 ◦C)
za tlaku:
a) 1000 Pa
b) 10 Pa
c) 0.1 Pa

B) Jak dlouhá doba uplyne mezi dvěma srážkami, je-li středńı teplota iont̊u
T = 1000 K?

Řěšeńı:

A) Pro středńı volnou dráhu plat́ı

λ =
1

nσ
.

Hustotu částic spoč́ıtáme ze stavové rovnice p = nk T , takže

λ =
k T

p σ
.

Po dosazeńı zadaných tlak̊u dostaneme výsledky:

a) 4 · 10−6 m b) 4 · 10−4 m c) 4 · 10−2 m.

B) Pro tepelnou rychlost iont̊u plat́ı v =
√

3 k T
M . Hmotnost iontu Xe je

přibližně 131 amu (1 amu = 1.66 · 10−27 kg). Doba mezi dvěma srážkami je
rovna pod́ılu středńı volné dráhy a tepelné rychlosti:

τ = λ

√
m

3 k T
.

Po dosazeńı dostaneme výsledky: a) 17 · 10−9 s b) 17 · 10−7 s c) 17 ·10−5 s.

6.2.2 Srážka tuhých kouĺı

Jaký je celkový účinný pr̊uřez pro rozptyl při srážce dvou perfektně elas-
tických kouĺı o poloměrech R1 a R2?
[π (R1 +R2)2]
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6.2.3 Celkový účinný pr̊uřez

Diferenciálńı účinný pr̊uřez je zadán vztahem

σ(χ) =
1

2
σ0(3 cos2 χ+ 1) (6.4)

Spoč́ıtejte celkový účinný pr̊uřez a účinný pr̊uřez pro přenos hybnosti.
[4π σ0, 4π σ0]



Kapitola 7

Makroskopické transportńı
rovnice

7.1 Teorie

Z r̊uzných moment̊u Boltzmannovy rovnice je možno odvodit následuj́ıćı
makroskopické transportńı rovnice:

• Z podmı́nky zachováńı hmotnosti rovnici kontinuity

∂ρmα
∂t

+∇ · (ρmαuα) = Sα, (7.1)

kde ρmα je hustota hmotnosti částic typu α a Sα popisuje vznik a
zánik částic v d̊usledku srážek (ionizace, rekombinace apod.).

• Z podmı́nky zachováńı hybnosti rovnici pro přenos hybnosti

ρmα
Duα
Dt

= nαqα (E + uα ×B) + ρmαg−∇ · Pα + Aα − uα Sα (7.2)

uα je pr̊uměrná rychlost, D
Dt = ∂

∂t + uα · ∇ je operátor úplné časové
derivace, nα je koncentrace částic, qα je elektrický náboj jedné částice,
E a B jsou vektory elektrického a magnetického pole, g je gravitačńı
zrychleńı, Pα je tenzor kinetického tlaku,

Aα = −ρmα
∑
β

ναβ(uα − uβ) (7.3)

je srážkový člen a ναβ je srážková frekvence pro přenos hybnosti mezi
částicemi α a β. Ze zachováńı hybnosti během jedné srážky plyne

ρmα ναβ = ρmβ νβα. (7.4)
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• Ze zachovańı energie rovnici pro přenos energie

D

Dt

(
3 pα

2

)
+

3 pα
2
∇ · uα + (P · ∇) · uα +∇ · qα =

= Mα − uα ·Aα +
1

2
u2
α Sα, (7.5)

kde pα je skalárńı tlak, qα je vektor tepelného toku Mα je rychlost
změny hustoty energe v d̊usledku srážek.

7.2 Př́ıklady

7.2.1 Dohaśınáńı

Mějme dohaśınaj́ıćı plazma sestávaj́ıćı z elektron̊u a jednoho druhu kladných
iont̊u s jednotkovým nábojem. Rovnice kontinuity v tomto př́ıpadě je

∂ne
∂t

= −kr ne ni, (7.6)

kde kr je rychlostńı konstanta pro rekombinaci. Prostorové derivace jsou
nulové, protože směs je homogenńı. Koncentrace elektron̊u v čase t = 0 je
n0. Spočtěte ne(t > 0). Nezapomeňte na podmı́nku kvazineutrality.[
ne(t) = n0

n0 kr t+1

]
7.2.2 Makroskopický srážkový člen z podmı́nky zachováńı

hybnosti

Uvažujte homogenńı směs dvou rozd́ılných tekutin (prostorové derivace
jsou nulové), bez p̊usobeńı vněǰśıch sil, takže pohybová rovnice pro částice
typu α se redukuje na

duα
dt

= −ναβ (uα − uβ). (7.7)

Předpokládejte, že ρmβ � ρmα a změnu rychlosti uβ tedy můžete zanedbat.
Povšimněte si, že v rovnovážném stavu (duα/dt = 0) jsou rychlosti všech
druh̊u částic stejné.

Řešeńı Situace je identická ve všech třech osách. Ukážeme tedy řešeńı
pouze ve směru x.

duαx(t)

dt
+ ναβuαx(t) = ναβ uβx (7.8)

Tuto diferenciálńı rovnici budeme řešit metodou variace konstanty. Nejprve
najdeme partikulárńı řešeńı homogenńı rovnice

duαx,p(t)

dt
+ ναβuαx,p(t) = 0, (7.9)
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což je
uαx,p(t) = C e−ναβt (7.10)

Nyńı předpokládáme, že konstanta C záviśı na čase (C = C(t)) a spočteme
derivaci

duαx(t)

dt
=

dC(t)

dt
e−ναβt − C(t) ναβe−ναβt. (7.11)

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice (7.8) źıskáváme

dC(t)

dt
e−ναβt = ναβ uβx

Z čehož integraćı źıskáme

C(t) = uβx eναβ t +K

kde K je libovolná integračńı konstanta. Řešeńı je tedy

uαx(t) = uβx +K e−ναβ t (7.12)

A podobně pro všechny tři prostorové složky. Rychlost uα se bude expo-
nenciálně bĺıžit k rychlosti uβ rychlost́ı danou srážkovou frekvenćı pro přenos
hybnosti ναβ.

7.2.3 Makroskopický srážkový člen z podmı́nky zachováńı
hybnosti II

Řešte předchoźı zadáńı bez zjednodušuj́ıćıho předpokladu uβ = const. V
tomto př́ıpadě budou rychlosti uα, uβ popsány dvojićı diferenciálńıch rovnic

duα(t)

dt
= −ναβ (uα(t)− uβ(t)). (7.13)

duβ(t)

dt
= −ρmα

ρmβ
ναβ (uβ(t)− uα(t)), (7.14)

kde ρmα, ρmβ jsou hustoty částic α, β. Předpokládejte, že uα a uβ jsou
rovnoběžné a uα(t = 0) = 2uβ(t = 0).

(a) Spočtěte časovou závislost rozd́ılu u = uα − uβ.

(b) Spočtěte uα(t) a uβ(t).

Výsledky:

(a) u(t) = uα(0) · exp
[(

1 + ρmα
ρmβ

)
t
]

(b) uα(t) = uα(0)
ρmα+ρmβ

(
ρmβ · exp

[
−ναβ

(
1 + ρmα

ρmβ

)
t
]

+ ρmα

)
uβ(t) = u(t) + uα(t)



KAPITOLA 7. MAKROSKOPICKÉ TRANSPORTNÍ ROVNICE 31

7.2.4 Zjednodušená rovnice pro tepelný tok

Uvažte zjednodušenou rovnici tepelného toku pro stacionárńı elektro-
nový plyn

5 pe
2
∇
(
pe
ρme

)
+ Ωce (qe ×B) =

(
δqe

δt

)
coll

. (7.15)

Předpokládejte srážkový člen daný relaxačńım modelem(
δqe

δt

)
coll

= −ν (fe − fe0) (7.16)

a stavovou rovnici ideálńıho plynu pe = ne k Te. Ukažte, že rovnice tepelného
toku se dá napsat jako

Ωce

ν
(qe ×B) = −K0∇Te + (fe − fe0), (7.17)

kde

K0 =
5 k pe
2me ν

(7.18)

je tepelná vodivost.
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Makroskopické rovnice pro
vodivou tekutinu

8.1 Teorie

Rovnice, podle nichž se ř́ıd́ı d̊uležité fyzikálńı veličiny v plazmatu, můžeme
źıskat sč́ıtáńım rovnic pro jednotlivé druhy částic. Po uplatněńı několika
zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u obdrž́ıme tzv. magnetohydrodynamické (MHD)
rovnice:

• Rovnici kontinuity
∂ρm
∂t

+∇ · (ρmu) = 0 (8.1)

• Rovnici pro hybnost

ρm
Du

Dt
= J×B−∇p (8.2)

• Zobecněný Ohmův zákon

J = σ0(E + u×B)− σ0

n e
J×B. (8.3)

Elektrické a magnetické pole jsou nav́ıc svázány Maxwellovými rovnicemi.
Ve zde uvedených MHD rovnićıch se zanedbává viskozita a tepelná vodivost.

8.2 Př́ıklady

8.2.1 Hustota elektrického proudu

Pr̊uměrná driftová rychlost plazmatu je definována jako vážený pr̊uměr
driftových rychlost́ı jeho jednotlivých složek

u =
∑
α

ρmα
ρm

uα (8.4)
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kde ρm je celková hustota plazmatu. Každá složka plazmatu má svoji kon-
centraci nα, náboj qα a tzv. difúzńı rychlost wα = uα−u. Spočtěte celkovou
hustotu elektrického proudu J a vyjádřete ji pomoćı celkové hustoty elek-
trického náboje ρ, hustot jednotlivých složek a jejich difúzńıch rychlost́ı.
Všimněte si, že v d̊usledku definice pr̊uměrné driftové rychlosti plazmatu je
výsledek o něco složitěǰśı než J = ρu.[
J = ρu +

∑
α
nα qαwα

]
8.2.2 Plně ionizované plazma

Z rovnic pro hustotu elektrického proudu v plně ionizovaném plazmatu
sestávaj́ıćıho z elektron̊u a kladných iont̊u s nábojem e

J =
∑
α

nα qα uα = e(ni ui − ne ue) (8.5)

a z rovnice pro pr̊uměrnou driftovou rychlost plazmatu

u =
1

ρm
(ρme ue + ρmi ui) (8.6)

odvod’te vztahy pro driftové rychlosti ui a ue.[
ui = µ

ρmi

(
ρmu
me

+ J
e

)
, ue = µ

ρme

(
ρmu
mi
− J

e

)
, µ = memi

me+mi

]
8.2.3 Difúze kolmo na siločáry magnetického pole

Z rovnice pro zachováńı hybnosti pro MHD přibĺıžeńı

ρm
Du

Dt
= J×B−∇p (8.7)

A zobecněného Ohmova zákona ve zjednodušeném tvaru a se zanedbáńım
členu pro Hall̊uv jev

J = σ0 (E + u×B) (8.8)

Odvod’te rovnici pro rychlost tekutiny u.
Předpokládejte E = 0 a p = konst. a spočtěte složku rychlosti kolmou

na magnetické pole B.

Řešeńı Rovnice pro u je

ρm
Du

Dt
= σ0 E×B + σ0 (u×B)×B−∇p. (8.9)

Předpokládáme-li E = 0 a p = konst., rovnice se redukuje na

ρm
Du

Dt
= σ0 (u×B)×B (8.10)
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Abychom mohli spoč́ıtat vektor (u × B) × B, definujme souřadnicový
systém tak, že osa z je rovnoběžná s magnetickým polem. V těchto souřadnićıch
vektorový součin vycháźı takto:

(u×B)×B = (−uxB2, −uy B2, 0). (8.11)

Rovnice pro x-ovou a y-ovou složku rychlosti maj́ı tedy stejný tvar. Ṕı̌seme
tedy pouze rovnici pro ux

Dux
Dt

=
−σ0B

2

ρm
ux, (8.12)

jej́ımž řešeńım je

ux(t) = ux(0) exp

(
−σ0B

2

ρm
t

)
. (8.13)

Podobně pro uy, takže časová závislost složky kolmé na magnetické pole

u⊥ =
√
u2
x + u2

y je

u⊥(t) = u⊥(0) exp (−t/τ) , (8.14)

kde
τ =

ρm
σ0B2

(8.15)

je doba charakteristická pro difúzi kolmo na siločáry magnetického pole.
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Vodivost plazmatu a difúze

9.1 Teorie

Ve slabě ionizovaném chladném plazmatu má pohybová rovnice pro elek-
trony formu tzv. Langevinovy rovnice

me
Due
Dt

= −e (E + ue ×B)− νcme ue, (9.1)

kde νc je srážková frekvence pro přenos hybnosti mezi elektrony a těžkými
částicemi.

Neńı-li př́ıtomno vněǰśı magnetické pole, je hustota elektrického proudu
tvořená pohybuj́ıćımi se elektrony

J = −e ne ue (9.2)

a stejnosměrná vodivost

σ0 =
ne e

2

me νc
(9.3)

a pohyblivost elektron̊u

Me = − e

me νc
= − σ0

ne e
. (9.4)

Je-li př́ıtomno vněǰśı magnetické pole, plazma přestává být izotropńım
a stejnosměrná vodivost a pohyblivost elektron̊u muśı být popsány pomoćı
tenzor̊u (vizte př́ıklad 9.2.2).

Ve slabě ionizovaném plazmatu s relativně vysokou koncentraćı neutrálńıch
částic má difúzńı rovnice pro nabité částice α následuj́ıćı tvar

∂nα
∂t

= D∇2nα. (9.5)

KoeficientDe volné difúze elektron̊u v izotropńım plazmatu bez př́ıtomnosti
interńıho elektrického pole je

De =
k Te
me νc

. (9.6)
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V plazmatu za př́ıtomnosti vněǰśıho magnetického pole je De dán ten-
zorem, podobně jako stejnosměrná vodivost a pohyblivost elektron̊u.

Elektrony v plazmatu obvykle difunduj́ı rychleji než ionty, protože maj́ı
mnohem nižš́ı hmotnost a vyšš́ı pohyblivost. Následkem toho se v plazmatu
vytvář́ı vnitřńı elektrické pole, které zpomaluje difúzi elektron̊u a urychluje
difúzi iont̊u. Tento jev se nazývá ambipolárńı difúze.

Je-li vztah mezi koncentracemi iont̊u ni a elektron̊u ne

ni = C ne (9.7)

kde C je konstanta, pak pro koeficient ambipolárńı difúze Da plat́ı

Da =
k (Te + C Ti)

me νce + C mi νci
, (9.8)

kde νci, νce jsou srážkové frekvence pro přenos hybnosti mezi neutrálńımi
částicemi a ionty/elektrony.

9.2 Př́ıklady

9.2.1 Stejnosměrná vodivost plazmatu

Odvod’te vztah pro stejnosměrnou vodivost plazmatu z Langevinovy rov-
nice pro ustálený stav bez př́ıtomnosti magnetického pole

− eE−me νc ue = 0. (9.9)

Řešeńı Hustota elektrického proudu je definována jako

J = −e ne ue (9.10)

Dosad́ıme-li toto do Langevinovy rovnice (9.9), dostaneme výraz pro hustotu
elektrického proudu J

J =
ne e

2

me νc
E (9.11)

Ohmův zákon má tvar
J = σ0 E (9.12)

a stejnosměrná vodivost je dána následuj́ıćım vztahem

σ0 =
ne e

2

me νc
. (9.13)
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9.2.2 Tenzor pohyblivosti elektron̊u v plazmatu za př́ıtomnosti
magnetického pole

V př́ıtomnosti magnetického pole má Ohmův zákon tvar

J = S ·E (9.14) Jx
Jy
Jz

 =

 σ⊥ −σH 0
σH σ⊥ 0
0 0 σ‖

  Ex
Ey
Ez

 ,

kde pro jednotlivé složky tenzoru stejnosměrné vodivosti S plat́ı

σ⊥ =
ν2
c

ν2
c + Ω2

ce

σ0 (9.15)

σH =
νc Ωce

ν2
c + Ω2

ce

σ0 (9.16)

σ‖ = σ0 =
ne e

2

me νc
, (9.17)

kde Ωce je elektronová cyklotronová frekvence dána vněǰśım magnetickým
polem. Určete složky tenzoru pohyblivosti eletron̊u Me definovaného jako

ue =Me ·E. (9.18)

Výsledky:

Me =

 M⊥ −MH 0
MH M⊥ 0

0 0 M‖



M⊥ = − νc e

me (ν2
c + Ω2

ce)
(9.19)

MH = − Ωce e

me (ν2
c + Ω2

ce)
(9.20)

M‖ = − e

me νc
(9.21)

9.2.3 Ohmův zákon v př́ıtomnosti magnetického pole

Uvažte rovnici J = S ·E jako v předchoźım př́ıkladu. Předpokládejte, že
E = (E⊥, 0, E‖) a B = (0, 0, B0). Spočtěte J. Všimněte si, že proud teče
i ve směru y, kam nemı́̌ŕı žádné pole.[
J = (σ⊥E⊥, σH E⊥, σ‖E‖)

]
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9.2.4 Difúzńı rovnice

Řešte jednorozměrnou difúzńı rovnici

∂n(x, t)

∂t
= D

∂2n(x, t)

∂x2
(9.22)

separaćı proměnných. Předpokládejte

n(x, t) = S(x)T (t). (9.23)

Výsledky:

• Tk(t) = T0 exp(−Dk2 t)

• S(x) = c(k) exp(i k x), k je separačńı konstanta

• n(x, t) =
+∞∫
−∞

c(k) exp(−i k x−Dk2 t) dk



Kapitola 10

Některé základńı jevy
v plazmatu

10.1 Teorie

Americký chemik a fyzik Irving Langmuir v článku z roku 1923 ṕı̌se, že
elektrony jsou odpuzovány od negativńı elektrody, zat́ımco pozitivńı ionty
jsou přitahovány směrem k ńı. Langmuir z toho vyvozuje, že okolo každé
negativńı elektrody je vrstva (sheath) dané tloušt’ky obsahuj́ıćı pouze kladné
ionty a neutrálńı atomy. Dále si Langmuir vš́ımá, že i skleněná stěna výbojové
trubice se záporně nab́ıj́ı a odpuzuje (nebo odráž́ı) téměř všechny elektrony,
které se k ńı pohybuj́ı [17].

Fakt, že se izolované předměty vložené do plazmatu nab́ıj́ı na (vzhle-
dem k plazmatu) záporný tzv. plovoućı potenciál, vysvětlujeme t́ım, že
se elektrony pohybuj́ı mnohem rychleji než ionty. Tepelná rychlost elek-
tron̊u (kBTe/me)

1/2 je nejméně stokrát vyšš́ı než tepelná rychlost iont̊u
(kBTi/Mi)

1/2 [18]. Prvńım d̊uvodem rozd́ılných rychlost́ı iont̊u a elektron̊u
je větš́ı hmotnost iont̊u. Pokud uvažujeme samotný proton (tedy nejlehč́ı
kladný iont, který se v plazmatu může vyskytovat), pak poměr hmotnost́ı
protonu a elektronu mp/me je 1836. Tento poměr přibližně odpov́ıdá poměru
hmotnost́ı těžké bowlingové koule (5 kg) a pingpongového mı́čku (2,7 gramů).
Druhým d̊uvodem větš́ı tepelné rychlosti elektron̊u v ńızkoteplotńım plazmatu
je jejich výrazně vyšš́ı teplota oproti iont̊um.

Nejmenš́ı možnou rychlost iont̊u při vstupu do sheathu nazýváme Boh-
movou rychlost́ı uB. Ionty jsou urychlovány v kvazineutrálńım presheathu,
v kterém na ně p̊usob́ı slabé elektrické pole. Toto Bohmovo kritérium stěnové
vrstvy popisuje následuj́ıćı rovnice

us(0) ≥ uB =

√
kB Te

Mi
. (10.1)
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10.2 Př́ıklady

10.2.1 Š́ı̌reńı vln v nemagnetizovaném plazmatu

Uvažujte rádiové vlny, které se odráž́ı od tzv. E vrstvy ionosféry. Tato vrstva
má koncentraci elektron̊u 105 cm−3 a je ve výšce okolo 100 km.
a) Jaké elektromagnetické vlny se mohou odrážet od této vrstvy?
b) Spočtěte dielektrickou konstantu plazmatu pro vlny o frekvenci 100 Mhz
a 1000 Hz.
b) Spočtěte hloubku vniku (skin depth) vlny o frekvenci 1000 Hz.

Řešeńı:

a) Odraźı se všechny vlny s frekvenćı menš́ı, než je plazmová frekvence
(2 839 725 Hz).

b) Dielektrická konstanta je definována

ε = 1−
ω2
p

ω2

Pro 100 MHz ε = 0.9991 (kladná hodnota, elmag. vlna se š́ı̌ŕı), pro 1000 Hz
ε = −8064037 (záporná hodnota, imaginárńı index lomu, odraz).

c) Hloubka vniku δ je přibližně c/
√
ω2
p − ω2, kde c je rychlost světla. Po do-

sazeńı hodnot pro 1000 Hz vycháźı hloubka vniku 16.8 m.

10.2.2 Plovoućı potenciál

Vysvětlete, proč izolovaný objekt vložený do plazmatu źıskává záporný po-
tenciál vzhledem k plazmatu.

10.2.3 Bohmova rychlost

Spočtěte Bohmovu rychlost pro iont vod́ıku v plazmatu s teplotou elektron̊u
Te = 1 eV.
[9787.2 m/s]

10.2.4 Plazmová frekvence

Pokud je makroskopická neutralita plazmatu z vněǰsku narušena, elektrony
se chovaj́ı takovým zp̊usobem, že daj́ı vzniknout oscilaćım o elektronové
plazmové frekvenci. Uvažujte tyto oscilace, ale do výpočtu zahrňte také po-
hyb iont̊u. Odpod’te přirozenou frekvenci těchto oscilaćı prostorově rozloženého
náboje v tomto př́ıpadě. Využijte linearizovanou rovnici kontinuity a hyb-
nosti a Poissonovu rovnici, za předpokladu p̊usobeńı elektrické śıly d́ıky
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vnitřńı separaci náboje.

[ω = (ω2
e + ω2

i )1/2, where ωi =
√

ne e2

ε0Mi
]



Kapitola 11

Boltzmann̊uv srážkový člen

11.1 Teorie

Předpokládáme-li homogenńı a izotropńı rozdělovaćı funkci rychlosti elek-
tron̊u a molekulárńı chaos, uvažujeme-li jen dvojné srážky a zanedbáme-li
p̊usobeńı vněǰśıch sil, můžeme odvodit tzv. Boltzmann̊uv srážkový člen(

∂f

∂t

)
coll

=

∫∫
g σ(g,Ω) [fe(v

′) f1(v′1)− fe(v) f1(v1)] dΩ d3v. (11.1)

g = |v − v1| je velikost relativńı rychlosti elektronu a částice, s ńıž se sráž́ı,
σ(g,Ω) je diferenciálńı účinný pr̊uřez pro tento druh srážky. Vystupuj́ı zde
dvě r̊uzné rozdělovaćı funkce – elektronová fe(v) a rozděleńı rychlosti toho
druhu částic, který uvažujeme, f1(v1). Je-li třeba započ́ıtat srážky s několika
druhy částic, má srážkový člen podobu součtu člen̊u stejného typu, jako
rovnice (11.1).

Prvńı člen rozd́ılu popisuje množstv́ı elektron̊u s počátečńı rychlost́ı v′,
které se sraźı s částićı o rychlosti v′1. Po srážce maj́ı elektrony rychlost v a
jejich srážkov́ı partneři maj́ı rychlost v1, jedná se tedy o př́ır̊ustek rozdělovaćı
funkce elektron̊u v oblasti rychlosti v. Druhý člen popisuje inverzńı srážky,
které vedou ke úbytku elektron̊u o rychlosti v, proto je záporný.

Uvažujeme-li jen srážky vedoućı k malým odchylkám, což je rozumný
předpoklad pro Coulombovské interakce, můžeme odvodit tzv. Fokker-Planck̊uv
srážkový člen.(

δ fα
δt

)
coll

= −
∑
i

∂

∂vi
(fα〈∆vi〉av)+

1

2

∑
ij

∂2

∂vi∂vj
(fα〈∆vi∆vj〉av), (11.2)

kde

〈∆vi〉av =

∫
Ω

∫
v1

∆vi g σ(Ω)dΩfβ1 d3v1 (11.3)

〈∆vi∆vj〉av =

∫
Ω

∫
v1

∆vi∆vj g σ(Ω)dΩfβ1 d3v1 (11.4)

jsou koeficienty dynamického třeńı a difúze v rychlostńım prostoru.
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11.2 Př́ıklady

11.2.1 Srážky, Maxwell-Boltzmannova rozdělovaćı funkce

Uvažujme plazma, v němž jsou elektrony a ionty charakterizovány rozdělovaćımi
funkcemi fe, fi:

fe = n0

(
me

2π k Te

)3/2

exp

[
−me(v − ue)

2

2 k Te

]
(11.5)

fi = n0

(
mi

2π k Ti

)3/2

exp

[
−mi(v − ui)

2

2 k Ti

]
(11.6)

(a) Spoč́ıtejte rozd́ıl (fe(v
′) fi(v

′
1)− fe(v) fi(v1)).

(b) Ukažte, že toto plazma sestávaj́ıćı z elektron̊u a iont̊u bude v rov-
novážném stavu, tj. rozd́ıl (fe(v

′) fi(v
′
1)− fe(v) fi(v1)) bude roven nule

právě tehdy, když ue = ui a Te = Ti.

Řešeńı

(a)

(fe(v
′) fi(v

′
1)− fe(v) fi(v1)) = n2

0

(
1

2π k

)3(memi

Te Ti

)3/2

×

×
(

exp

[
−me (v′ − ue)

2

2 k Te
− mi (v′1 − ui)

2

2 k Ti

]
−

− exp

[
−me (v − ue)

2

2 k Te
− mi (v1 − ui)

2

2 k Ti

])
(11.7)

(b) Uzávorkovaná část muśı být rovna nule. To nastane tehdy, když si argu-
menty exponenciálńıch funkćı budou rovny. Po úpravě a s vypuštěńım
společného faktoru −(2 k)−1 můžeme tyto argumenty napsat jako:

me

Te
(v′2 − 2 v′ · ue + u2

e) +
mi

Ti
(v′21 − 2 v′1 · ui + u2

i ) (11.8)

me

Te
(v2 − 2 v · ue + u2

e) +
mi

Ti
(v2

1 − 2 v1 · ui + u2
i ) (11.9)

Při odvozováńı Boltzmannova srážkového členu jsou v, v1 a v′, v′1 brány
jako rychlosti před a po dvojné pružné srážce. Jsou tedy svázány zákony
zachováńı kinetické energie a hybnosti:

me v
2 +mi v

2
1

2
=
me v

′2 +mi v
′2
1

2
(11.10)

me v +mi v1 = me v′ +mi v
′
1 (11.11)
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Z posledńıch čtyř vztah̊u je zřejmé, že srážková člen bude roven nule
právě tehdy, když Te = Ti a ue = ui. Jinými slovy, rozdělovaćı fukce fe
se bude v d̊usledku srážek měnit pouze tehdy, když plazma nebude v
rovnovážném stavu. Srážkové procesy tedy vedou k tomu, že plazma se
dostává do rovnováhy.

11.2.2 Srážky pro rozd́ılné rozdělovaćı fukce

Řešte část (a) předchoźıho zadáńı pro elektronovou rozdělovaćı funkci
Druyvesteynova typu a Maxwell-Boltzmannovské rozděleńı rychlost́ı iont̊u
(Ce, ae and Ci jsou konstanty)

fe = Ce exp[−aem2
e (v − ue)

4] (11.12)

fi = Ci exp

[
−mi (v′1 − ui)

2

2 k Ti

]
(11.13)

Bude rozd́ıl (fe(v
′) fi(v

′
1)− fe(v) fi(v1)) roven nule pro ue = ui?

11.2.3 Srážky pro Druyvesteynovo rozděleńı

Řešte předchoźı zadáńı s rozděleńım Druyevesteynova typu (vizte 11.12)
pro elektrony i ionty. Může se srážkový člen rovnat nule pro ue = ui? Je
možné naj́ıt rovnovážný stav plazmatu popsaného Boltzmannovou kinetic-
kou rovnićı s Boltzmannovým srážkovým členem popsaný rozdělovaćı funkćı
Druyvesteynova typu?
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