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Uvod

Obsahem mé bakalaiské prace je vypracovani sbirky fesenych priklada ze sbirky prikladi
RNDr. Pavla Hordka Cuviceni z algebry a teoreticke aritmetiky I. k predmétu M1115 Li-
nearni algebra a geometrie 1, ktery je povinnym predmétem v bakalarskych studijnich
oborech Matematika se zaméfenim na vzdélavani a Matematika pro viceoborové studium
v rdamci programu Matematika na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity.
Konkrétneé se jedna o priklady testového charakteru, tzv. 7 A” ptiklady, které svym zadanim
provéiuji predevsim pochopeni definic, vét a tvrzeni a jejich uziti v praxi, a to z kapitol
3 az 7. Cislovani kapitol, paragrafii a ptikladf souhlasi s ¢islovanim ve vyse uvedené sbirce.
Zamérné jsou vynechany priklady cislo: 7.2.A5 az 7.2.A9, 7.3.A1 az 7.3.A10, 7.4.A7 a
7.4.A8, a to z divodu toho, Ze sbirka ptiklad byla vypracovana k predmétu Algebra a
teoreticka aritmetika I z roku 1991, zatimco nyni se pouzivaji k vyse uvedenému pred-
métu. Déle jsem po dohodé s RNDr. Hordkem vynechala vSechny piiklady ¢islo A10.d).
Zadani prikladi jsou totozna se zadanimi ve vySe uvedené sbirce kromé prikladi 7.1.A5 a
7.1.A7, ve kterych jsem nahradila slovo defekt slovnim obratem dimenze Kery a slovo hod-
nost slovnim obratem Im . Dale pouzivam u oznaceni télesa komplexnich ¢isel pismeno C
misto ve skriptech pouzivaného pismene K. Ostatni oznaceni jsou naprosto totozna s ozna-
¢enimi ve skriptech.

I

Stejné jako ve sbirce ptikladt zkratka ”"U. p.” znamena ”Udejte piiklad”.

Cela prace je sestavena tak, ze pod zadanim kazdého prikladu je uvedeno feSeni, ozna-
¢eni ReSeni:, a u vétsiny piikladt je piipojen i komentaf k Fedeni, oznaceni Komentar:.
Komentar se nevyskytuje jednak u ptikladi, u nichz jsem nepovazovala za nutné reseni
jakkoliv komentovat, déle u prikladu, jejichz odpoveéd je ”"neexistuje”, nebot zdivodnéni

této odpovédi je soucasti feseni, a dale u vétsiny prikladt, kde je za tkol uvést priklad

néjaké podminky:.



Neni-li uvedeno jinak, ma priklad vice moznych feseni a uvedené jedno feSeni je pouze
jedna z moznosti.

Cisla vsech definic a vét, které se vyskytuji v komentéfich k feSenim jsou vyhradné ze skript
RNDr. Pavla Hordka Linedrni algebra a geometrie 1 z roku 2007, kterd jsou uvefejnéna
na internetu na adrese http://www.math.muni.cz/ horak/LA_SKRIPTA.pdf.

Mam-li se rozpomenout na své zacatky s linearni algebrou, potazmo ji predchéazejicim Za-
kladiim matematiky, nebyly nijak veselé. Ptesto, Ze jsem méla pocit, Zze z matematiky toho
vim z gymnazia dost, opak byl skutecnosti. O diikkazech vét jsem neméla ani potuchu a to,
Ze matematika neni jen o pocitani s ¢isly jsem se dozvédéla poradné rovnéz az na vysoké
skole. Velmi obtizné pro mé ze zacatku bylo i se vyjadiovat pfesné matematicky, tj. formu-
lovat definice a véty pfesné podle jejich znéni, ne ledabyle. Provést diikkaz véty, byl pro mé
v zacatcich studia neprekonatelny problém. Néjak mi totiz stale unikal smysl, pro¢ néco
dokazovat, kdyz to zni rozumné a funguje to na mnoha ptikladech. Obdobna situace byla i
pri feseni prikladi typu ”A”, které jsou obsahem této prace. Ja sama bych takovou sbirku
uvitala s nejvétsim nadsSenim, protoze, presto, ze jsem zkousku tspésné absolovovala, feseni
nékterych prikladti se mi ozfejmilo az béhem vypracovavani této sbirky. Dost prikladi jsem
se tenkrat, nejen ja, ale i mnoho mych kolegti, prosté naucila nazpamét a tise doufala, ze
se mé na né nikdo nebude vyptavat.

Pokud tedy mate stejné pocity i vy pfi studiu linedrni algebry, vézte, ze pokud se pro-
kousete zacatky a nebudete se vzdavat predcasné, vsechny tyto pocity zmizi. Doufam, ze

k tomu malou mérou prispéje i tato sbhirka.

Bakalarska prace je k dispozici vSem zajemclim na vefejném webu Masarykovy univerzity

http://www.is.muni.cz/, pod odkazy Lidé - Absoloventi a archiv zavérec¢nych praci.
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Kapitola 3
VEKTOROVE PROSTORY

8§1: Vektorovy prostor nad c¢iselnym télesem

[3.1.A1]. U. p. vektorového prostoru nad ¢iselnym télesem, ktery obsahuje kone¢né mnoho
vektorti.

Reseni: nulovy vektorovy prostor

Komentai: Jediné mozné feseni nebot, obsahuje-li vektorovy prostor libovolny nenulovy
vektor, pak obsahuje nekoneéné mnoho vektort.

[3.1.A2]. U. p. vektorového prostoru nad ¢iselnym télesem, ktery obsahuje pravé 8 vek-
tort.

Reseni: Neexistuje, nebof obsahuje-li vektorovy prostor libovolny nenulovy vektor, pak
obsahuje nekone¢né mnoho vektori.

V nasledujicich 5 ptrikladech budeme uvadét feseni vyjmenovanim parametri potiebnych
pro zadani vektorového prostoru. Musime tedy u kazdého prikladu popsat ¢iselné téleso a
mnozinu vektor, dale zadat s¢itani vektorti a nasobeni ¢isla s vektorem.

[3.1.A3]. Popiste vektorovy prostor Q(v/2)2.

Reseni:

ciselné téleso: Q(v2) = {a+v2b | a,b e Q)

mnozina vektori: Q(v2)? = {(x1,22) | 21, 22 € Q(V2)}

scitant vektori: u = (uy,us), v = (v1,v2), u + v = (ug + vy, ug + v9)
ndsobent ¢isla s vektorem: t.u = (t.uq,t.us)

[3.1.A4]. Popiste vektorovy prostor Q(i)3.

Reseni:

¢iselné téleso: Q(i) = {a+1ib|a,b e Q}

mnoZina vektori: Q(1)® = {(x1, 22, 23) | 71,79, 73 € Q(1)}

scitant vektori: u = (uy, ug, ug), v.= (v1,v2,v3), U + v = (ug + v1, Uz + vg, ug + v3)
ndsobent ¢isla s vektorem: t.u = (t.uy, t.ug, t.ug)

[3.1.A5]. Popiste vektorovy prostor Ry[x].

Reseni:

ciselné téleso: realnd cisla R

mnoZina vektori: polynomy fi, fa, fs, f1, f5 stupiitt 0 aZ 4, tzn. fi =1, f = 2, f3 = 22,
Ja= z?, fs=a*

scitant vektori: stejné jako bézné sc¢itani polynomu

nasobent cisla s vektorem: stejné jako nasobeni polynomu ¢islem
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[3.1.A6]. Popiste vektorovy prostor C®.

Reseni:
ciselné téleso: C = {a+bi| a,b € R}
mnoZina vektori: C® = {(xy, 19, 23, 24, 25) | 71,...,25 € C}

s¢itant vektoriu: u = (uq, ug, ug, Ug, us), v = (v1, V2, V3,04, 05), U + Vv = (ug + v1, ug + vg,
Uz + v3, Ug + vy, us +v5), pricemz v kazdé slozce jeSté musime pamatovat na to, ze poc¢itame
s komplexnimi ¢isly a Tidit se pak podle pravidel s¢itani dvou komplexnich ¢isel.
ndsobeni ¢isla s vektorem: t.u = (t.uq,t.ug,t.ug, t.uy, t.us), pricemz opét v kazdé slozce
musime pamatovat na to, ze jak c¢islo ¢ tak ¢islo ve slozce vektoru je komplexni a pak se
musime tidit pravidly pro nasobeni dvou komplexnich ¢isel.

[3.1.A7]. Necht (T,+,-) je libovolné ¢iselné téleso. Popiste, jak lze T chépat jako vekto-
rovy prostor nad 7.

Reseni:

ciselné teleso: T

mnozina vektoru: T

scitant vektord: s¢itani prvka v télese T'

ndsobeni c¢isla s vektorem: nasobeni prvkia v télese T'

[3.1.A8]. U. p. vektorového prostoru V' nad 7" a dvou rtiznych vektora u, v € V takovych,
ze 3-u=3-v

Reseni: Neexistuje, protoze: 3-u = 3-v = 3-u — 3-v = 0 = 3-(u—v) = o. Posledni vztah
je platny pouze tehdy, je-li (u — v) = o, tedy pokud u = v, coz je spor s predpokladem,
Zeu # V.

[3.1.A9]. U. p. dostateéné, ale nikoliv nutné podminky pro to, aby soucin ¢isla ¢ s vekto-
rem u byl nulovy vektor.

ReSeni: u = o

[3.1.A10]. U. p. nutné a dostate¢né podminky pro to, aby soucin ¢isla ¢ s vektorem u byl
nenulovy vektor.

ReSeni: u # o At # 0

§2: Podprostory vektorového prostoru

[3.2.A1]. U. p. podmnoziny M vektorového prostoru Q*, ktera
a) je nekonecna a neni podprostorem v Q*

Reseni: M = {(2,9,2,1) | x,y,z € Q}
Komentar: Soucet dvou prvkt této mnoziny, jisté do M nendlezi, tedy tato mnozina ne-
splnuje 1. podminku vektorového podprostoru.

b) je kone¢na a je podprostorem v Q4.

Reseni: prazdna mnozina

Komentar: Tato mnozZina generuje prostor obsahujici nulovy vektor a tento prostor je
trividlnim podprostorem Q%.
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[3.2.A2]. U. p. netrividlniho podprostoru ve vektorovém prostoru R[x].
ReSeni: Ry[x]

Komentai: Podprostor obsahuje vSechny polynomy stupné < 2.

[3.2.A3]. U. p. podprostoru W ve vektorovém prostoru Q3 tak, 7e
a) (1,4,2) e WA, 1,1)gW
Reseni: W = L((1,4,2))

b) W obsahuje pravé 3 vektory.

ReSeni: Neexistuje, protoze vektorovy prostor obsahuje bud jeden vektor (nulovy) nebo
nekonecné mnoho vektort.

[3.2.A4]. U. p. dvou rtznych podprostortt Wy, W, ve vektorovém prostoru R? tak, Ze:
a) Wy, Wy jsou disjunktni

Reseni: Neexistuje, protoze kazdj podprostor obsahuje nulovy vektor, tedy prinik dvou
podprostortt nemiize byt prazdny.

b) Wiy N W,y C {(1, 4, 2)}

Reseni: Neexistuje, protoze prinikem podprostortt Wy, W, by musela b§t prazdnd mno-

ina, coz nelze.

c) Wi n Wy ={(1, 4, 2)}

Reseni: Neexistuje, protoze prinik dvou podprostortt musi vzdy obsahovat nulovy vektor.

d) WinWw,> {(]., 4, 2)}

Reseni: W, = L((1,4,2)), W, = L((1,4,2),(1,0,0))

[3.2.A5]. U. p. podmnoziny M ve vektorovém prostoru R* tak, aby platilo
a) M C [M]

Reseni: M = {(1, 0,0, 0)}

b) M = [M]

Reseni: M = {t.(1,0,0,0) | t € R}

c) M D [M]

Reseni: Neexistuje, protoze vime, ze vzdy plati M C [M].

d) [M] = {(07 0, 0, O)? (1? L, 1, 1)> <_5> =9, =5, _5)}'

Reseni: Neexistuje, protoze podprostor [M],tj. podprostor generovany mnozinou M, ob-
sahuje nekone¢né mnoho vektori.

[3.2.A6]. U. p. nekoneéné mnoziny M C Q? tak, ze [M] = Q2.

ReSeni: M = Q% - {(0,0) }

Komentai: Je vidét, ze M neni podprostor a tedy podprostor generovany M musi byt
ostie nad M, coz spliiuje pouze Q2.
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[3.2.A7]. U. p. dvou podmnozin M, L ve vektorovém prostoru R?® takovych, ze M # L,
ale [M] = [L].

Reseni: M = {(1,0,0)}, L = {(2, 0, 0)}

Komentai: Mnoziny M, L jsou ruzné, piesto obé generuji stejny podprostor, konkrétné
podprostor { (¢,0,0) | t € R }.

[3.2.A8]. U. p. dvou riiznych podprostorit Wy, Wy v R? tak, ze jejich soucet W; + W,
neni pfimym souctem.
Reseni: W, = L((1,0)), W, = R2

Komentar: Jediné mozné feSeni.

[3.2.A9]. U. p. dvou riiznjch podprostortt Wy, Wy v R* tak, Ze
a)W1UW2CW1+W2
Reseni: W, = L((1,0,0,0)), Wy = L((0,1,0,0))

b)W1UWQDW1+W2

ReSeni: Neexistuje, protoze podle véty 2.4.2. plati: Wi + Wy = [W) U W), tedy soucet
podprostori W, + W, je nejmensim podprostorem v R* obsahujicim sjednoceni W; U W,
a proto tedy nelze, aby soucet podprostort byl pod jejich sjednocenim.

C>W1UW2:W1+W2
Reseni: W, = L((1,0,0,0)), Wy, = L((2,0,0,0))

d) Wy U Wy = Wy + Wh.

Reseni: W, = L((1, 0,0, 0)), Wy, = o

Komentar: Sjednocenim téchto podprostort je sam podprostor Wi, a zaroven se jedné i
o prHimy soucet nebof prinikem uvedenych podprostort je nulovy vektor.

[3.2.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby soucet dvou podprostori Wi, Wy ve vektorovém prostoru V' byl pfimym souc-
tem.

ResSeni:

a)o €W,

b) Wi = {o}
C) W1 N W2 =0

§3: Linearni zavislost a nezavislost vektoru

[3.3.A1].U. p. tif rtiznych vektori u, v, w € R?, které
a) generuji prostor R?

Reseni: u = (1,0), v= (1, 1), w = (0, 2)
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b) negeneruji prostor R2.

Reseni: u = (1, 0), v = (-1, 0), w = (0, 0)

Komentar: Je vidét, Ze napt. vektor (0, 1) nelze napsat jako linedrni kombinaci zadanych
vektor.

[3.3.A2]. U. p. rtiznych vektoru (tj. polynomt) fi, fo, f3, f1 € Ra[x], které
a) generuji prostor Ra[x]

ReSeni: fi=1, fo=2, fy=2% fi=—-1+2x

b) negeneruji prostor Ra[x].

ReSeni: fi=1,fo=x, fs=1—-2, fi=2+x

Komentari: Je vidét, Ze napt. polynom 2. stupné nelze ziskat jako linearni kombinaci za-
danych vektori.

[3.3.A3]. U. p. ti{ riiznych vektortt u, v, w € R* tak, Ze vektor u generuje tentyz prostor
v R4, jako vektory v, w.

Reseni: u = (1,0,0,0), v=(2,0,0,0),w = (3,0, 0, 0)

[3.3.A4]. U. p. vektoru u € R? tak, aby vektor u generoval jiny podprostor v R?, nez
vektor v/2- u.

Reseni: Neexistuje, protoze podprostor generovany vektorem u je roven L(u), podprostor
generovany vektorem v/2- u je roven L(1/2- u), pfi¢em# zfejmé plati: L(u) = L(v/2- u).

[3.3.A5]. U. p. nenulovych vektorii u, v € Q3 tak, aby
a) L(u, v) = L(u + v)
Reseni: u = (1, 2), v = (3, 6)

b) L(u,v) # Llu+ v,u—v).

Reseni: Neexistuje, nebof: u, v € L(u + v,u—v), tzn. L(u, v) C L(u + v, u —v) a
ddleu + v,u—v € L(u, v), tzn. L(u + v, u —v) C L(u, v). Tedy oba podprostory se
musi rovnat.

[3.3.A6]. U. p. vektorii uy, uz, uz € R*, které jsou linearnd zavislé a piitom vektor uy
nelze vyjadrit jako linearni kombinaci vektori us, ug.

Reseni: u; = (1,0, 0, 0), ug = (0, 1, 0, 0),us = (0, 2, 0 ,0)
Komentar: Vektory jsou linedrné zavislé, nebot napi. 0-uy + (—2)-us + 1-ug = o. Je ale
vidét, ze vektor u; nelze vyjadrit jako linearni kombinaci zbyvajicich dvou vektori.

[3.3.A7]. U. p. t¥i vektorii u, v, w € Q*, takovych, Ze

a) u, v jsou linedrné zavislé a u, v, w jsou linedrné nezéavislé

Reseni: Neexistuje, protoze véta 3. 2. 3 ¥ika, Ze pokud vybereme je z néjaké posloupnosti
vektort (v nasem pfipadé u, v, w) linearné zavislou posloupnost vektort (v nasem piipadé
u, v), pak i puvodni posloupnost vektori je linearné zavisla.

b) u, v jsou linearné nezavislé a u, v, w jsou linearné zavislé.
Reseni: u = (1,0,0,0), v=(0,1,0,0), w = (1,1, 0, 0)
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[3.3.A8]. U. p. nekoneéné mnoha vektori uy, g, ..., Uy, ...z vektorového prostoru R3

tak, aby kazdé dva z nich byly linearné nezavislé.
ReSeni: u; = (1,1, 0), ug = (1, 2,0), ug = (1, 3,0), ..., uy, = (1, n, 0), ...

[3.3.A9]. U. p. vektorti z R3, které
a) jsou linearné nezdvislé a negeneruji prostor R3

Reseni: (1, 0, 0), (0, 1, 0)

Komentai: Pro generovani prostoru jsou nutné nejméné 3 vektory.

b) jsou linedrné nezavislé a generuji prostor R3
Reseni: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

Komentari: V tomto pripadé musi byt vektory pravée 3.

c) jsou linedrné zavislé a negeneruji prostor R3
Reseni: (1, 0, 0), (2, 0, 0)

d) jsou linedrné zavislé a generuji prostor R3.

Reseni: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0)

[3.3.A10]. U. p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatetna
b) je dostate¢nd, ale neni nutna
¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby dva vektory u, v z vektorového prostoru V' byly linearné nezavislé.

Reseni:

a)u # o

b)u=(1,0),v=(0,1)

c¢) vektor u neni nasobkem vektoru v

§4: Baze a dimenze vektorového prostoru

[3.4.A1]. U. p. vektorti z vektorového prostoru Rz [x], které
a) jsou generatory, ale nejsou bazi vektorového prostoru Ra|x]

Reéeni: fl = ]_, f2 =z, f3 :,9;'2, f4 =1—z

Komentai: Napft. prvni tfi vektory tvori bazi, ¢tvrty je libovolny.

b) jsou linedrné nezavislé, ale nejsou béazi vektorového prostoru Ra[x].
Reseni: f1 =1, fo ==«

Komentari: Resenim jsou jeden nebo dva linearné nezavislé vektory.

[3.4.A2]. U. p. vektorti u, v, w € Q2?, které
a) jsou linedrné nezavislé

Reseni: Neexistuje, protoze dim Q% = 2, a tedy v tomto prostoru jsou maximalné 2 line-

arné nezavislé vektory.
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b) negeneruji vektorovy prostor Q2.

ReSeni: u = (1,0), v=(2,0), w = (3, 0)

Komentai: Vektory jsou evidentné linedrné zavislé a napt. vektor (1, 1) neni mozné obrzet
zadnou linearni kombinaci uvedenych vektort.

[3.4.A3]. Uvedte, co vSechno mizete Fict o ¢isle n, vite-li, Ze vektory uy, uz, us, uy

a) generuji vektorovy prostor Q"

Reseni: n < 4

Komentai: Vzhledem k tomu, Ze dim Q™ = n, mtze vektorovy prostor generovat n nebo
vice vektorii. V nasem ptipadé dim Q* = 4 a tedy musi n < 4

b) jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru Ry [x].

Reseni: n > 4

Komentaf#: Vzhledem k tomu, ze dim R,[x] = n+ 1, miZe v tomto vektorovém prostoru
byt maximalné n + 1 linedrné nezavislych vektorti. V nasem ptipadé tedy musi n > 4.

[3.4.A4]. Uvedte, co vSechno muzete Tict o ¢isle s, vite-li, ze vektory uy, ..., us
a) generuji vektorovy prostor Rs[x]

Reseni: s > 6

Komentar: Protoze dim Rs[x] = 6, generuje tento prostor 6 nebo vice vektoru.

b) jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru C5.

Reseni: n < 5

Komentai: Protoze dim C® = 5, mfiZe bjt v tomto prostoru maximalné 5 linedrné neza-
vislych vektorti.

[3.4.A5]. U. p. dvou rtiznych podprostortt Wy, Wy vektorového prostoru R3 takovych, ze
pranik Wi N Wy

a) nema bézi

Reseni: W, = L((1, 0, 0)), Wy = L((0, 1, 0))

Komentar: Priunikem musi byt nulovy vektorovy prostor.

b) mé baziu = (1,1, 1), v = (3,2, 1).

Reseni: W, = L((1, 1, 1), (3, 2, 1)), W, = R3

Komentai: Jeden z podprostorti musi byt 2-dimenzionalni s bazi u, v, druhy musi byt
3-dimenzionalni, tzn. musi se rovnat celému prostoru R3.

[3.4.A6]. U. p. jednodimenzionalniho podprostoru W ve vektorovém prostoru Ry[x].
Reseni: W = L(f), kde f =z +1

[3.4.A7]. U. p. dvoudimenzionalniho podprostoru W ve vektorovém prostoru R* tak, Ze:
a) W obsahuje vektor (v/2,3,v/5,7)

Reseni: W = L((1, 0, 0, 0), (v/2,3,v/5,7))

b) W obsahuje vektory (1, 1, 1, 1), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0).

Reseni: Neexistuje, protoze uvedené vektory jsou linearné nezavislé.
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[3.4.A8]. U. p. dvou podprostortt W, W, vektorového prostoru Q® takovych, ze
a) dim W1 = dim W2 A W1 7é W2

Reseni: W, = L((1, 0, 0)), W5 = L((0, 1, 0))

b) dim W; = dim W, A Wy C Wa.

Reseni: Neexistuje, protoZe je-li jeden podprostor ostfe pod druhjym podprostorem, pak i
dimenze tohoto podprostoru je ostte mensi nez dimenze druhého podprostoru.

[3.4.A9]. U. p. t¥idimenzionalnich podprostorii Wi, W5 ve vektorovém prostoru R? tako-
vych, Ze jejich soucet je primym souctem.

Reseni: Neexistuje, protoze pokud si rozepiSemem vétu o dimenzich sou¢tu a priniku
podprostori, vidime, ze dim (W; + Ws) < 5 a dimW; + dim W5 = 6. Dimenze priniku
by pak musela byt > 1, coz je spor s tim, Ze soucet podprostortt ma byt primy.

[3.4.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

¢) je nutna i dostateén4

pro to, aby dva vektory u, v byly bazi vektrového prostoru R2.

Reseni:

a) vektory u, v jsou rtizné od nulového vektoru

Komentai: POZOR! V tomto pfipadé je odpovéd ” Vektory u, v jsou linedrné nezivislé”
nebo odpovéd " Vektory u, v generuji prostor R2” §patné, nebot se jednd o 2 vektory v pro-
storu dimenze 2, tzn. vyse uvedené odpovédi by byly podminky nutné a dostatecné.

b u=(1,2),v=(21)

¢) u, v jsou linedrné zavislé
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Kapitola 4
MATICE A DETERMINANTY

81: Determinanty

[4.2.A1]. U. p. ¢vercové matice A (nad R) takové, ze det A ma pravé 16 ¢lent.

Reseni: Neexistuje, protoze pocet ¢lent determinantu je n!, pro zadné n neni n! roven 16.

[4.2.A2]. U. p. ¢tvercové matice A fadu 5 (nad Q), jejiz vSechny prvky jsou nenulové,
ale det A = 0.

11111
11111
ReSeni: A=|1 111 1
11111
11111

Komentai: Radky matice jsou linedrné zavislé a tedy podle véty 2. 4. 2. je det A = 0.

[4.2.A3]. U. p. matice A fddu n (nad C) tak, aby det A = ¢, kde ¢ je libovolné, pevné
komplexni cislo.

Reseni: Matice A fadu n mé na diagonale jednicky kromé napiiklad prvniho fadku, kde
je libovolné pevné komplexni ¢islo c.

Komentar: Determinant vySe popsané matice je roven soucinu prvki na diagonale, tedy
det A = c.

[4.2.A4]. U. p. matice A fddu 3 (nad R) tak, aby |A'| = —|A].
1 00

Reseni: A= |0 0 0
000

Komentai: Podle véty 2. 1. plati, ze det A = det A’. Jediné realné ¢islo, pro které plati
soucasné véta 2. 1. a pozadovana rovnost je 0, tedy det A se musi rovnat 0.

[4.2.A5]. Necht A je matice fadu 5 (nad R) takova, ze |A| = v/2. Nechf matice B vznikne
z matice A tak, 7e kazdy jeji prvek vynasobime ¢islem —+/3. Uvedte, ¢emu se rovna |B).
Reseni: det B = (—/3)-v2=-9-V6

Komentai: Duvodem vyskytu paté mocniny ve vypoctu je to, Ze vynasobime-li kazdy
prvek matice ¢islem —v/3, znamen4 to, ze kazdy Fadek nasobime timto ¢islem.

[4.2.A6]. Necht A je matice fadu 6 (nad R) a nechf jsou pevné zvoleny 3 jeji sloupce.
Uvedte, kolik submatic fadu 3 Ize ze zvolenych sloupcui vybrat.

Reseni: 20 submatic
Komentai: V matici fadu 6 1ze z pevnych sloupcii vybrat (g) submatic radu 3.
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[4.2.A7]. Necht A je matice fadu n (nad T') a necht 0 < k < n je celé ¢islo. Uvedte, kolik
submatic fadu k lze matici A sestrojit.

Reseni: WE)
Komentari: k sloupct v submatici Ize vybrat (Z) zpusoby. K témto vybranym sloupctim
lze k tadkd vybrat opét (Z) zpusoby. Protoze obé volby jsou nezavislé, vysledky vynaso-
bime.

[4.2.A8]. U. p. matice A fadu 3 (nad R) takové, ze |A| # 0 a vSechny minory fadu 2
v matici A jsou nulové.

ResSeni: Neexistuje, protoze provedeme-li vypocet |A| podle Laplacovy véty napiiklad roz-
vojem podle prvniho fadku, dostaneme: |A| = aj; - A1 + a1p - A1p + ag3 - Ags, pricem?z
algebraické dopliiky Aj; (coz jsou minory fadu 2) jsou rovny nule.

[4.2.A9]. U. p. matice A fadu 3 (nad R) takové, ze |A| = 0 a vSechny minory fadu 2
v matici A jsou nenulové.

1 01
ReSeni: A=|0 1 1
1 1 2

Komentai: Vypsanim lze ovéfit, ze vSechny minory fadu 2 jsou nenulové, pfitom ziejmé
determinant uvedené matice je roven nule, nebot treti fadek je linedrni kombinaci prvniho

a druhého radku.

[4.2.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby determinant ¢tvercové matice A byl nenulovy.
ResSeni:

a) v8echny fadky matice A jsou nenulové

1
b)yA=|0
0

o = O

0
0
1

§2: Algebra matic

[4.3.A1]. U. p. matic A, B (nad R), které nejsou ¢tvercové a pfitom existuji oba souciny
A-BiB- A
1 00
B = {0 0 1 ]

Komentari: Oba sou¢iny matic A - B, B - A existuji pouze tehdy, pokud matice A je typu
m/n, a zaroven matice B je typu n/m. V nasem piipadé m =2 an = 3.

1
ReSeni: A= | 0
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[4.3.A2]. U. p. matice X € Mat,,,(T") tak, aby X - A =1¢ - A, kde A € Mat,,,,(T) je dana
matice a t € T je dané cislo.

t 0 ... 0
g 0t ... 0
ReSeni: X =

00 ... t

[4.3.A3]. U. p. baze vektorového prostoru Mats»(Q).

Reseni
10 01 00 00 00 00
oof,foof,l1T0|,]01]|,]0O0],{00
00 00 00 00 10 01

Komentar: Je vidét, Zze uvedené matice jsou linearné nezavislé a déle, Ze libovolnou matici

z vektorového prostoru Mats,(Q) muzeme vyjadrit jako jejich linearni kombinaci.

[4.3.A4]. U. p. generatort vektorového prostoru Mates(R), které nejsou bazi tohoto pro-
storu.

fogeni: | 1 0 01 00 0 0 11
esent g o l'lool’l1 o lo 1|11

Komentar: Uvedené matice nejsou bazi vektorového prostoru Matgs (R), nebot ziejmé po-
sledni matice je linedrni kombinaci predchézejicich. Bazi vektorového prostoru jsou prvni
¢tyTi matice.

[4.3.A5]. U. p. dvou regularnich matic A, B, které jsou déliteli nuly v okruhu
(Mat;:,:;(R), +, )

Reseni: Neexistuje, protoze pokud A, B jsou déliteli nuly v okruhu (Matss(R), +, ), pak
A # 033, B # 033 A A- B = 033. Jsou-li vS8ak A, B regularni, pak podle Cauchyovy véty
musi byt i A- B regularni, tzn. nemiize nastat A - B = 033.

[4.3.A6]. U. p. dvou singularnich matic A, B € Matgsy(R) takovych, Ze matice A - B je
regularni.

ResSeni: Neexistuje, protoze podle Cauchyovy véty plati: |[A| = 0A |B| =0 = |A-B| =0,
a tedy |A - B| je singularni.

[4.3.A7]. U. p. nenulové matice A € Matyy(Q), k niZ neexistuje matice inverzni.

1 1 1 1
. .. 1111
ReSeni: A = 00 10
0001

Komentar: Uvedend matice je singularni, protoze prvni a druhy fadek jsou totozné, a
tedy k ni neexistuje inverzni matice.

[4.3.A8]. U. p. matice A € Mats3(Q), k niZ existuje vice nez jedna inverzni matice.

ResSeni: Neexistuje, protoze k matici existuje nejvice jedna inverzni matice, nebot(Mats3(Q), -)
je pologrupa s jednickou a, jak vime, v pologrupé s jednickou existuje ke kazdému prvku
nejvyse jeden prvek inverzni.
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[4.3.A9]. U. p. matic A, B € Matyy(R) takovych, 7e A - B=FEya B - A# Es.
Reseni: Neexistuje, protoze, je-li A- B = E», pak A, B jsou regularni, tzn. existuji inverzni
matice A=, B~ apotom A1 A-B-A=A"1-E,- A, neboli B- A= FE,.

[4.3.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby k matici A € Mat,,,(R) existovala matice inverzni.
Reseni:

a) v8echny fadky matice A jsou nenulové

b) A je jednotkova matice fadu n

c) matice A je regularni

§3: Hodnost matice a dalsi vlastnosti matic

[4.4.A1]. U. p. matice A (nad R) takové, ze fadky matice A jsou linedrné nezavislé a
sloupce matice A jsou linearné zavislé.

= L, 1 01
ReSeni: A = {O 1 1}
[4.4.A2]. Necht v matici A € Matgg(Q) existuje nenulovy minor fadu 4. Uvedte, co vSechno
Ize Fici o hodnosti matice A.

ReSeni: 4 < h(A) <6

[4.4.A3]. Necht v matici A € Matz5(R) jsou vSechny minory fadu 4 nulové. Uvedte, co
vSechno lze Tici o hodnosti matice A.

Reseni: h(A4) <3
Komentai: POZOR! Z Laplaceovy véty plyne, Ze jsou-li v matici A vSechny minory radu
4 nulové, potom také vSechny minory radu vétsiho nez 4 jsou v matici A nulové.

[4.4.A4]. Nechf v matici A € Matgs(Q) existuje nenulovy minor fadu 3 a 5 a existuje
nulovy minor fadu 2, 4 a 6. Uvedte, co vSechno lze pak Fici o hodnosti matice A.

Reseni: 5 < h(A) <8
Komentai: V tomto prikladé je dilezity pouze fakt, Ze existuje nenulovy minor fadu 5.

Informace o nulovych minorech fadu 2, 4 a 6 jsou pro urc¢eni hodnosti matice A nepod-
statné.

[4.4.A5]. U. p. matic A, B € Mats3(R) takovych, ze h(A - B) # h(B - A).
1 00 0 0O

ReSeni: A=|0 0 0|,B=|100
000 0 00

Komentar: Vynasobenim matic ovéfime, 7e: A- B = 033 a B- A = B # 033 a tedy
h(A-B)=0ah(B-A)=1.
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[4.4.A6]. U. p. regularnich matic A, B € Mats3(R) tak, ze h(A - B) = 2.
Reseni: Neexistuje, protoze vime, 7e h(A - R) = h(A), kde R € Mats3(R) je reguldrni
matice. V nasem piipadé R = B a tedy h(A - B) = h(A) = 3, protoze A je regulérni.

[4.4.A7]. U. p. nenulové matice A € Mats3(R), kterou nelze koneénym poctem elementér-
nich fadkovych tuprav prevést na jednotkovou matici.

1 11
ReSeni: A=1[1 1 1
00O

Komentar: Uvedend matice mé ziejmé hodnost 2. Provedeni libovolné elementarni ad-
kové tpravy neméni hodnost matice, tzn. danou matici nelze elementarnimi fadkovymi
upravami prevést na jednotkovou matici, kterda ma hodnost 3.

[4.4.A8]. U. p. matice H tak, aby H - A byla matice, kterd vznikne ze zadané matice
A € Mats3(R) pfi¢tenim dvojnasobku 3. fadku k 1. Fadku.
1 0 2
ReSeni: H=|0 1 0
0 01
Komentai: Matice H vznikne z matice E3 provedenim tpravy popsané v zadani, tj. pfi-
¢tenim dvojnasobku 3. fadku k 1. fadku (viz dtkaz véty 5. 4. ).

[4.4.A9]. U. p. bazi (1) a (2) vektorového prostoru R? tak, Ze matici pfechodu od baze

(1) k bézi (2) je matice {; . }.

Reseni: Neexistuje, protoze matice prechodu od baze k bazi musi byt regularni, avsak
matice v zadani prikladu je singulérni.

[4.4.A10]. U. p. podminky, ktera
a) je nutnd, ale neni dostatecna
b) je dostate¢na, ale neni nutna

pro to, aby h(A - B) # h(A), kde A, B € Mats3(R).
Reseni:

a) A 7é 033

1
b) A=EsAB=|0
0

o O O
o O O
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Kapitola 5

SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC

81: Zakladni vlastnosti soustav linearnich rovnic

[5.1.A1]. U. p. dvou ekvivalentnich soustav linearnich rovnic (nad Q), které sestavaji
z rtizného poctu rovnic.

Reseni:

Ty + To + r3 = 0

21’1 — T + xr3 =
4l’1 — 21’2 + 2333 = 4

)

r1 + Ty + T3 =
21’1—$Q+$322

\)

[5.1.A2]. U. p. soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 neznamych (nad R), kterd mé pravé jedno
feseni.

Reseni: Neexistuje, nebot fesitelna soustava rovnic ma jediné feSeni, pokud pocet nezni-
mych je roven hodnosti matice soustavy. V nasem pfipadé je h(A) < 3, tzn. h(A) # 4.

[5.1.A3]. U. p. soustavy 4 linedrnich rovnic o 3 neznamych (nad R), kterd mé pravé jedno
feSeni.
ResSeni:
T =
P
r3 =
r1 + x2 + T3 =

W N = O

Komentai: V uvedeném prikladu je vidét, Ze hodnost matice soustavy se rovna hodnosti
rozsifené matice soustavy a tedy soustava ma jedno feseni.

[5.1.A4]. U. p. soustavy 2 linearnich rovnic o 2 neznamych (nad R), kterd ma pravé dvé
feseni.

Reseni: Neexistuje, protoze soustava linedrnich rovnic mé bud zadné, jedno nebo neko-
nec¢né mnoho feseni.

[5.1.A5]. U. p. fesitelné soustavy 3 linearnich rovnic o 4 nezndmych x1, x9, z3, x4 (nad Q)
tak, ze neznamé xq, xo, x3 musi byt zvoleny za volné neznamé.
Reseni:
Ty = 1
2[L‘4 2
Ty = 1
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Komentar: Reseni je vynuceno; soustava rovnic se musi sestavat ze 3 linearné zavislych
rovnic, v nichz se vyskytuje pouze neznama xy.

[5.1.A6]. U. p. fesitelné soustavy 3 linearnich rovnic o 4 nezndmych x1, x9, z3, x4 (nad Q)
tak, ze neznamé x,, x4 nelze volit za volné neznamé.

Reseni:
1 + 2132 + x4 = 1
T = 2
Ty = 3

Komentar: Z rovnic je vidét, ze neznamé xs, x4 se rovnaji konkrétnim ¢islim a tedy je
nelze volit jako volné neznamé.

[5.1.A7]. Je dana soustava 3 linedrnich rovnic o 3 nezndmych (nad R), jejiz matice sou-
stavy je singularni. Uvedte, co vSechno lze Fici o poc¢tu feSeni této soustavy.

Reseni: Soustava ma bud nekoneéné mnoho feseni nebo je nefesitelna.

[5.1.A8]. Je déna soustava 4 linearnich rovnic o 3 neznamych (nad R), jejiz rozsifena
matice soustavy je regularni. Uvedte, co vSechno lze Tici o poctu feSeni této soustavy.

ResSeni: Soustava nem4 feseni.

Komenta¥: Ze zadani plyne, Ze h(A) = 4, zatimco h(A) # 4, protoze A ma 3 sloupce.

[5.1.A9]. U. p. nehomogenni soustavy linearnich rovnic o 4 neznamych (nad R) tak, ze
mnozina vsech FeSeni této soustavy je podprostorem ve vektorovém prostoru R*.

Reseni: Neexistuje, nebot nulovy vektor o zde neni FeSenim a proto mnoZzina feSeni ne-
miize byt podprostorem.

[5.1.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby soustava k linearnich rovnic o n neznamych (nad 7') byla nefesitelna.
Reseni:

a) Soustava linearnich rovnic je nehomogenni.

b) Jedna z rovnic m4 tvar: 0 -z, = 1.

¢) Hodnost matice soustavy se nerovna hodnosti rozsifené matice soustavy.

82: Homogenni soustavy linearnich rovnic

[5.2.A1]. U. p. homogenni soustavy 3 linearnich rovnic o 4 neznamych 1, xs, x3, z4 (nad R)
tak, Ze za volné neznamé je nutno volit pravé neznamé zq, xs.
Reseni:
i) =0
Ty = 0
i) + x4 = 0
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[5.2.A2]. U. p. podprostoru W v RS, ktery neni mnoZinou feseni Zddné homogenni sou-
stavy linearnich rovnic o 5 neznamych nad R.

Reseni: Neexistuje, protoze podle véty 3. 1. ma homogenni soustava rovnic bud pouze
nulové feseni nebo nekonecné mnoho feseni.

[5.2.A3]. U. p. homogenni soustavy 3 linearnich rovnic o 5 neznamych (nad Q) tak, Ze jeji
podprostor feseni ma dimenzi 4.
Reseni:
$1+$2+£L‘3+l‘4+$5:0
2131 + 21’2 + 2%3 + 2.7}4 + 2])5
31‘1 + 3132 + 31’3 + 3ZL’4 + 3%5 = 0

(e

Komentéai: Reseni plyne z véty 3. 2.: dimU = n — h(A).

[5.2.A4]. U. p. homogenni soustavy 2 linearnich rovnic o 5 neznamych (nad Q) tak, Ze jeji
podprostor feseni ma dimenzi 2.

Reseni: Neexistuje. Odpovéd plyne z véty 3. 2.: dimU = n — h(A). V naSem piipadé
dimU = 2, n =5 a tedy h(A) se musi rovnat 3.

[5.2.A5]. Necht W je podprostor feseni homogenni soustavy 4 linearnich rovnic o 6 ne-
zndmych (nad R). Udejte, jakych vSech hodnot mutize nabyvat dim W.

ReSeni: 2 <dim W <6
Komentéai: Reseni plyne z véty 3. 2.: dimU = n — h(A).

[5.2.A6]. U. p. homogenni soustavy linearnich rovnic (nad R) tak, aby bézi jejiho pod-
prostoru Feseni byly vektory (1, 1, 0, 0, 0) a (0, 0, 0, 0, 1).
Reseni:
T — X2 =0
T3 0
Ty = 0

Komentar: Odpovéd plyne z véty 3. 2.: dimU = n — h(A); podle této h(A) = 3, tyto 3
linedrné nezavislé rovnice musi mit takovy tvar, aby dané vektory byly fesenimi.

[5.2.A7]. U. p. homogenni soustavy linearnich rovnic (nad R) tak, aby bézi jejiho pod-
prostoru Feseni byl vektor (1, 1, 1, 1).

Reseni:
r1T — X2 =0
o — I3 =0
Tz — Ty4 = 0

Komentar: Odpovéd plyne z véty 3. 2.: dimU = n — h(A); podle této h(A) = 3, tyto
3 linearné nezavislé rovnice musi mit takovy tvar, aby zadany vektor byl fesenim.

[5.2.A8]. U. p. homogenni soustavy 3 linedrnich rovnic o 4 nezndmych (nad Q) tak, aby
jeji podprostor feseni nemél bazi.

Reseni: Neexistuje. Vektorovy podprostor nemé bazi < je nulovy, to znamenéa mélo by se
jednat o homogenni soustavu linearnich rovnic, ktera ma pouze nulové feseni.

Z véty 3. 2.: dimU = n — h(A) plyne: 0 = 4 — h(A) = h(A) = 4, coz nelze.
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[5.2.A9]. U. p. homogenni soustavy 4 linearnich rovnic o 3 neznamych (nad Q) tak, aby
jejl podprostor feseni nemél bazi.
Reseni:
T =
T3

o O O O

T3 =
{L‘1+ZL’2+I3:

Komentar: Soustava ma jediné feseni a to, Ze vSechny 3 neznamé se rovnaji 0. Podprostor
feseni je tedy nulovy vektor. Tento podprostor neméa bazi.

[5.2.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby homogenni soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych (nad R) méla nekoneéné
mnoho Feseni.

Reseni:

a) Nulovy vektor o je FeSenim soustavy.

b) Homogenni soustava linearnich rovnic mé tvar: x; + x = 0.

¢) h(A) < n, tj. hodnost matice soustavy je mensi nez pocet nezndmych.
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Kapitola 6

EUKLIDOVSKE
VEKTOROVE PROSTORY

§1: Skalarni soucin, velikost a odchylka vektoru

[6.1.A1]. Ve vektorovém prostoru C nad R definujte skalarni soucin.
Reseni: Je-liu = a+bi = (a,b), v=c+di = (c,d), pak u - v = ac+ bd

[6.1.A2]. Ve vektorovém prostoru Rz[x] definujte skalarni soucin dvéma riznymi
zpusoby.
Reseni: Je-li f = as2® + apx? + ara' + aga®, g = byx® + box? + bzt + bya?, pak lze skalarni
soucin f, g definovat:
1. zpisob: f - g = aszbs + asby + a1by + agby

1

2. zplisob: f-g = bff(ﬂf) -g(zx)dz, f,g € Rs[x]

[6.1.A3]. U. p. redlného vektorového prostoru, ve kterém nelze definovat skalarni soucin.
Reseni: Neexistuje. Odpovéd plyne z véty 1. 1., ktera i1k, Ze v kazdém redlném vektoro-
vém prostoru lze definovat skalarni soucin.

[6.1.A4]. U. p. nenulového vektoru u z euklidovského prostoru R* tak, ze u-u = 0.

Reseni: Neexistuje, protoze podle 4. axiomu definice skaldrniho souc¢inu pro u # o plati:
u-u > 0.

[6.1.A5]. U. p. normovanych vektort u,v z euklidovského prostoru R? tak,
Jeu-v=+/3.

Reseni: Neexistuje, protoze podle Schwarzovy nerovnosti plati: [u - v| < [[u]| - ||v||. V na-
Sem pifpadé tedy vychézi: v/3 < 1-1, coZ neplati.

[6.1.A6]. U. p. normovanych, lineadrné nezavislych vektortt u, v z euklidovského prostoru
R3 tak, ze u-v = 1.

Reseni: Neexistuje. Odpovéd opét plyne ze Schwarzovy nerovnosti a jejtho disledku. V na-
Sem ptipadé ve Schwarzové nerovnosti nastava rovnost, coz je mozné tehdy, jsou-li vektory
linedrné zavislé.

[6.1.A7]. Necht skalarni sou¢in dvou normovanych vektorii z euklidovského prostoru R™
je roven —1. Uvedte, co lze Tici o linedrni zavislosti ¢i nezavislosti téchto vektor.
Reseni: vektory jsou linedrné zavislé

Komentai: Odpovéd plyne ze Schwarzovy nerovnosti a jejiho dtsledku, nebot v nasem
ptipadé vychazi: | — 1| = 1 a tedy ve Schwarzové nerovnosti nastane rovnost.
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[6.1.A8]. Nechf u,v jsou normované vektory z euklidovského prostoru R*. Uvedte, co
vsechno lze Tici o velikosti vektoru u + v.

Reseni: 0 < |ju+v]|| <2

Komentéar: Podle véty 1. 4. 3. plati: |[u+v|| <|u|| + ||v]|- V naSem p¥ipadé ||[u|| + ||v]| = 2,
protoze vektory jsou normované.

[6.1.A9]. U. p. vektorti u,v z euklidovského prostoru R? tak, ze odchylka téchto vektort
2
je sm.

ReSeni: u = (1, 0), v = (_%7 \/75)

Komentar: Slozky jednoho z vektort si zvolime, co nejjednoduseji, a slozky druhého vek-
toru dopocitame podle vzorce pro vypocet odchylky dvou vektori.

[6.1.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢na, ale neni nutna

pro to, aby pro vektory u,v z euklidovského prostoru R2 platilo: u-v > 0.
Reseni:

a) vektory u,v jsou nenulové

b) u= (1, 2),v=(3,3)

§2: Ortogonalnost

[6.2.A1]. U. p. baze euklidovského prostoru R*, kterd je ortogonélni a neni ortonormalni.
Reseni: (2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0), (0, 0, 2, 0), (0, 0, 0, 2)

[6.2.A2]. U. p. dvou riiznjch ortonormélnich bézi euklidovského prostoru R2.
Reseni:
1. baze: (1, 0), (0, 1)
‘e (L 1 11
2. baze: (75, —75), (75,75)

[6.2.A3]. U. p. ortogonélnich vektorti, které generuji euklidovsky prostor R3, ale nejsou
bazi R3.

Reseni: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)

Komenta¥: Pii feSeni postupujeme tak, Ze napiSeme néjakou ortogonalni bazi R3 a pii-
déame k ni nulovy vektor.

[6.2.A4]. Nechf uy, uz, uz, uy jsou nenulové ortogonalni vektory z euklidovského prostoru
R™. Uvedte, co vSechno lze pak ¥ici o ¢isle n.

Reseni: n < 4

[6.2.A5]. Necht eq,..., ex jsou vektory ziskané z vektori uy,..., ux Gram-Schmidtovym
ortogonaliza¢nim procesem. Uvedte, kolik z vektoru eq,. .., ey je nulovych.

Reseni: Je-li dim L(uy, ug, us, ug) = (< 4), pakidim L(e;, eq, s, e4) = r, coZ znamena,
ze pravé (4 —r) z vektort e, e, €3, €4 je nulovych. (Zbyvajicich r vektort je nenulovych
a tvori ortogonélni bézi podprostoru L(uy, uz, us, uy), tj. podprostoru generovaného vek-
tory u;, usp, ug, uy.)
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[6.2.A6]. U. p. ortogonalnich mnozin A, B v euklidovském prostoru R* tak, ze A je ko-
necna mnozina a B je nekone¢na mnozina.

Reeni: A = {(1,0,0,0)}, B = {(0, 0, v,y)| 2,y € R}

[6.2.A7]. U. p. netrividlniho podprostoru W euklidovském prostoru R* tak, aby platilo,
ze dim W+ < dim W.

Reseni: W = L((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0))

Komentai: Podle véty 2. 6. 2. je W-+W+ = R4, tzn. pak podle véty o dimenzi souctu a
priiniku podprostort plati: dim W + dim W+ = 4. Potom (vzhledem k tomu, Ze W musi
byt netrividlni) vychazi, ze dim W = 3. Spravnou odpovédi je tedy jakykoliv podprostor
v R*, ktery m4 dimenzi 3.

[6.2.A8]. U. p. podprostoru W euklidovském prostoru R® tak, aby platilo, ze

dim W+ = dim W.

Reseni: Neexistuje, protoze podle véty 2. 6. 2. je W+W+ = R5. Déle podle véty o dimenzi
souctu a priiniku podprostort plati: dim W+ + dim W = dim (W + W) + dim (WNW+).
Uvedené podminky nelze splnit v piipadé, ze dim W+ = dim W.

[6.2.A9]. U. p. podprostoru W euklidovském prostoru R* tak, aby ortogonalni projekci
vektoru u = (1, 2, 3, 4) do podprostoru W byl nulovy vektor.

Reseni: W = L((—4,-3, 2, 1))

Komentar: Ze zadani plyne, Ze podprostor W musi byt zvolen tak, aby vektor u lezel
v podprostoru W+.

[6.2.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostate¢nd, ale neni nutna

pro to, aby podmnoziny A, B euklidovského prostoru R3 byly ortogonalni.
Reseni:

a) AN B=0V AN B ={o}

b) A =R3, B = {o}
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Kapitola 7

LINEARNI ZOBRAZENI
VEKTOROVYCH PROSTORU

81: Zakladni vlastnosti linearniho zobrazeni

[7.1.A1]. U. p. injektivniho lineadrniho zobrazeni ¢, pfi¢emz
a) o : R? - R3
Reseni: ¢ ((x1,73)) = (71, 2,0), pro (z1,22) € R? libovolné

b) ¢ : R® — R2%

ResSeni: Neexistuje, protoze podle véty 1. 6. plati, Ze ¢ je injektivni < dim (Ker ¢) = 0 a
zaroven podle véty 1. 7. plati: dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) = dim V. Pokud tedy dosadime
nase hodnoty jednotlivych dimenzi dosteneme: 0 + 2 = 3, coz neplati.

[7.1.A2]. U. p. surjektivniho linedrniho zobrazeni ¢, pficem?z

a) p: R? - R3

ReSeni: Neexistuje, protoze podle véty 1. 7. plati: dim (Ker ) + dim (Imy) = dim V.
Dosadime-li znamé hodnoty dimenzi z naseho pfikladu dostaneme: dim (Ker ¢) + 3 = 2.
Hodnota dimenze jadra by se tedy musela rovnat zaporné hodnot€, coz nelze.

b)  : R® — R%

ReSeni: ¢ ((71,22,23)) = (z1,22), pro (21,29, z3) € R libovolné

[7.1.A3]. U. p. bijektivniho zobrazeni  : R® — R3, které neni linedrnim zobrazenim.
ReSeni: ¢ ((11,72,73)) = (71,72, 1)

Komentai: Nulovy vektor o € V' se nezobrazi na nulovy vektor o’ € V'

[7.1.A4]. U. p. linearniho zobrazeni ¢ : R* — R? takového, Ze plati: ¢ ((1, 0, 0)) = (1, 0)
ap ((2,0,0) = (0, 2).

Reseni: Neexistuje, protoze podle véty 1. 9. 1. plati, Zze jsou-li zobrazované vektory line-
arné zavislé, pak i jejich obrazy jsou linearné zavislé.

[7.1.A5]. U. p. linedrniho zobrazeni ¢ : R® — R*, Ze dim (Ker ¢) = 2.

Reseni: Zobrazeni zadame pomoci obrazii vektort baze prostoru R>:

¢ (1,0,0,0,0) =0
0 (0,1,0,0,0) =0
0 (0,0,1,0,0) = (1, 0,0, 0)
¢ (0,0,0,1,0) = (0, 1, 0, 0)
¢ (0,0,0,0,1) = (0,0, 1, 1)

Komentai: Vektory (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0) zfejmé tvori béazi Ker .
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[7.1.A6]. U. p. linedrniho zobrazeni ¢ : R® — R* takového, ze je Imp = [(1, 2, 3, 4),
(4, 3,2, 1)].

Reseni: Zobrazeni zaddme pomoci obrazii vektort baze prostoru R>:

¢ (1,0,0,0,0) = (1, 2,3,4)

0 (0,1,0,0,0) = (4, 3,2, 1)
¢ (0,0,1,0,0) =0
¢ (0,0,0,1,0) =0
¢ (0,0,0,0,1) =0

Komentar: Podle véty 1. 2. 2. se generdtory R® zobrazi na generatory ¢ (R®) = Im . Je
tedy ihned vidét, ze Im ¢ = [(1, 2, 3, 4), (4, 3, 2, 1)].

[7.1.A7]. Necht ¢ : RX — R™ je linearni zobrazeni takové, Ze Kerop = 4 a Imp = 5.
Uvedte, co vSechno lze pak Fici o ¢islech &, n.

ReSeni: k=9, n>5
Komentéa¥: Reseni plyne z véty 1. 7.: dim (Ker ¢) + dim (Im ) = dim V, kde V = RX.

[7.1.A8]. U. p. izomorfismu ¢ : R® — Rg[x].

Reseni: Neexistuje, protoze podle véty 1. 10. (véta o izomorfismu vektorovych prostort)
plati, ze dva vektorové prostory jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz maji stejnou dimenzi.
V nasem piipadé: dimR?® = 3 # 4 = dim Rs]x].

[7.1.A9]. U. p. tii rtiznych vektorovych prostort, které jsou navzajem izomorfni.
Reseni: R®, R5[x], Mats,(R)
Komentai: Vime, Ze aby vektorové prostory byly navzajem izomorfni, musi byt zadané

nad stejnym c¢iselnym télesem. Proto jsme omezeni na vybér z prostort n-tic, polynomi a
matic. Dale nesmime zapomenout, Ze prostory musi mit stejnou dimenzi.

[7.1.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd, ale neni dostatecna

b) je dostatecnd, ale neni nutna

c) je nutnd a dostateéna

pro to, aby linearni zobrazeni ¢ : V' — V' bylo injektivni.
Reseni:

a) ¢ (0) =0’

b) V=V"Ap=idy

§2: Linearni transformace a jeji matice

[7.2.A1]. U. p. linedrni transformace ¢ vektorového prostoru R*, ktera
a) neni injektivni

Reseni: ¢ (21,72, 73,74)) = (21,0, 23,0)

b) je injektivni a neni surjektivni.

Reseni: Neexistuje, nebot z véty 2. 1. plyne, Ze je-li linedrni transformace injektivni, pak
je i surjektivni.
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[7.2.A2]. U. p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru R3 tak, ze

a) Kero = [(1, 2, 3),(4, 5, 6)]

Reseni: Linearni transformaci zadame pomoci obrazti vektortt baze prostoru R2. Za bézi
vezmeme vektory (1, 2, 3),(4, 5, 6) a libovolny vektor, ktery je s nimi tvori bazi R3, napft.
vektor (0, 0, 1).:

v (1,2,3)=o0

v (4,5,6)=o0

¢ (0,0,1)=(1,1,1)

Komentar: Vektory (1, 2, 3),(4, 5, 6) zfejmé patii do jadra, obraz posledniho vektoru
baze miizeme zvolit libovolné rtizné od nulového vektoru.

b) Im = [(1, 2, 3),(4, 5, 6)].

Reseni: Linearni transformaci zaddme pomoci obrazti vektorti baze prostoru R? takto:

¢ (1,0,0) = (1,2, 3)

¢ (0,1,0) = (4, 5, 6)

¢ (0,0,1) = (4,5, 6)

Komentéar: Protoze vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) jsou generatory R? (nebot jsou
bézi), podle véty 1. 2. 2. musi i jejich obrazy byt generatory podprostoru ¢ (R?®). V nasem
piipadé je ¢ (R?) = [(1, 2, 3),(4, 5, 6)].

[7.2.A3]. U. p. neidentické linearni transformace vektorového prostoru R* tak, ze
R* = Ker ¢ + Im¢.

Reseni: Linearni transformaci zadame pomoci obrazii vektorti baze prostoru R* takto:
¢ (1,0,0,0) =0
¢ (0,1,0,0) =0
¢ (0,0,1,0)=(0,0,0,1)
)

¢ (0,0,0,1)=(0,0,1,0)

Komentar: Postupujeme tak, Ze si predem zvolime, jak bude vypadat jadro a obraz, pri-
¢emz musi platit: Ker ¢ + Im ¢ = R*. V nagem pifkladé jsme si zvolili:

Kery = [(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)], Imp = [(0, 0, 1, 0), (0,0, 0, 1)] a podle toho jsme pak
zadali transformaci ¢. Je vidét, ze Ker ¢ a Im ¢ nemusi mit stejnou dimenzi, napt. jsme
mohli zvolit:

Ker¢ = [(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)] a Im ¢ = [(0, 0, 1, 0)]. Pak by zobrazeni ¢
mohlo byt definovano takto:

¢ (1,0,0,0) =0

¢ (0,1,0,0)
¢ (0,0,1,0) =
¢ (0,0,0,1)=(0,0,0,1).

)
[7.2.A4]. U. p. linearni transformace ¢ vektorového prostoru V' tak, ze plati Ker ¢ = Im ¢,
pricemz
a)V =R*

Reseni: Linearni transformaci zadame pomoci obraztl vektortt baze prostoru R*. Tedy:

¢ (1,0,0,0) =0

¢ (0,1,0,0) =

0 (0,0,1,0) = (1, 0,0, 0)
0 (0,0,0,1) = (0, 1, 0, 0)
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Komenta¥: Je piimo vidét, ze Kerp = [(1, 0, 0, 0), 0, 1, 0, 0)] a Im ¢ = [(1, 0, 0, 0),
0, 1,0, 0)].

b) V = R5.

ResSeni: Neexistuje, nebot podle véty 1. 7. plati: dim (Ker ) 4 dim (Im ¢) = dim V' a tedy
v nasem piipadé by muselo platit: dim (Ker ¢) + dim (Im ) = 5. Ale protozZe zaroven podle
zadani musi platit Ker ¢ = Im ¢ a protoze vime, ze pokud se dva podprostory rovnaji maji
i stejnou dimenzi, dosazenim dostaneme: 2-dim (Ker ¢) = 5, tzn. dim (Ker ¢) = 2, coz nenf
mozné.

[7.2.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnéd a neni dostatecna

b) je dostate¢na a neni nutna

¢) je nutna a dostatecna

pro to, aby linearni transformace ¢ vektorového prostoru V' byla bijektivnim zobrazenim.

Reseni:

a) ¢ (0) =0

Komentai: Odpovéd: "¢ je injektivni” je v tomto piipadé Spatné, je nutné si totiz uve-
domit, co tika véta 2. 1. .

¢) ¢ zobrazuje libovolnou bézi V' opét na bazi ve V

§4: Ortogonalni zobrazeni, ortogonalni matice

Umluva: Stejné jako ve sbirce piikladii i zde piedpokladame, Ze ve viech piikladech o eu-
klidovském prostoru R™ (neni-li vyslovné feceno jinak) je skalarni soucin v tomto prostoru
definovan ”obvyklym zptusobem”, tzn. pro vektory u = (u1, ug, ..., uy), v = (v1,09,...,0y)
je WV = u1v; + UgVg + -+ + 4 UpUp.

[7.4.A1]. U. p. ortogonélniho zobrazeni ¢ : R? — R3

Reseni: ¢ ((x1,22)) = (21, 29,0)

[7.4.A2]. U. p. ortogonélniho zobrazeni ¢ : R* — R?

Reseni: Neexistuje, protoze ortogonalni zobrazeni ¢ musi byt injektivni, tzn. Ker ¢ = o.
Pak tedy dostavame dim (Ker ¢) + dim (Im ¢) = dim R3, neboli dim (Im ¢) = 3, coZ neni
moZné, nebot Im ¢ je zarovenn podprostorem v R2

[7.4.A3]. U. p. ortogondlni transformace ¢ euklidovského prostoru R* tak, aby tato trans-
formace ¢ nebyla surjektivnim zobrazenim.

Reseni: Neexistuje, coz plyne z véty 4. 4. 1., ktera ¥iké, Ze je-li ¢ ortogonalni transformace
euklidovského prostoru, pak je ¢ bijektivni, tedy i surjektivni.



Kapitola 7. Linearni zobrazeni vektorovych prostorii 31

[7.4.A4]. Uvedte, co vSechno lze fici o dimenzich euklidovskych prostort V, V', vite-li, ze
nulové linearni zobrazeni w : V' — V' je ortogonalnim zobrazenim.

Reseni: dimV = 0, dim V' > 0

Komentar: Vime, Ze je-li zobrazeni ortogonalni, pak je i injektivni (véta 4. 3.). Déle vime,
Ze je-li zobrazeni injektivni, mé kazdy vektor z V' nejvyse jeden vzor z V', a tedy i nulovy
vektor o’ prostoru V' mé nejvyse jediny vzor, a to nulovy vektor prostoru V. Ale protoze
je navic zobrazeni podle zadani nulové, je tento nulovy vektor jedinym vektorem celého
prostoru V' (uvédomte si, co znamend nulové zobrazeni.) a tedy dim V' = 0. Pokud v nasi
uvaze postoupime k prostoru V' zjistime, Ze je ndm vlastné uplné jedno, jak tento prostor
vypad4, nebot nejvétsim problémem byl nulovy vektor, ktery uz mame vyfeseny. A tedy
dimenze prostoru V'’ muzZe nabyvat libovolnych hodnot od nuly vyse.

[7.4.A5]. U. p. euklidovského prostoru, ktery je izomorfni s euklidovskym prostorem RS.
1

Reseni: Ry[x] se skaldrnim sou¢inem f-g = [ f(z) - g(z)dz, f,9 € R4[x]
0

Komentar: Podle véty 4. 2. plati, Zze dva euklidovské prostory jsou izomorfni praveé, kdyz
maji stejnou dimenzi. Skalarni soucin jsme mohli definovat i jinym zptisobem, nebot defi-
novani skalarniho souc¢inu nem4 vliv na izomorfii prostort.

[7.4.A6]. Ve vektorovém prostoru Ra[x| definujte dvéma riznymi zptsoby skalarni soucin
tak, aby vzniklé euklidovské prostory nebyly izomorfni.

ResSeni: Neexistuje, nebot definovani skalarniho souc¢inu nemé vliv na izomorfii prostori.
Prostory jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi bijektivni zobrazeni zachovavajici skalarni
soucin.

[7.4.A9]. U. p. matic A, B € Matsy(R), které nejsou ortogonélni, ale jejich sou¢in A - B
je ortogonalni matici.

R I Jo 1
Resenl.A—[lo},B—{l _1]

KomentAaF: Sami si miiZete ovéiit, ze B = A~!, a tedy souéin A - B je jednotkova matice,
ktera je jisté ortogonalni, pricemz matice A, B evidentné ortogonalni nejsou.

[7.4.A10]. U. p. podminky, ktera

a) je nutnd a neni dostatecna

b) je dostate¢na a neni nutna

c) je nutnd a dostateéna

pro to, aby matice A € Maty(R) byla ortogonalni.
ResSeni:

a) A je regularni

b) A= E4

c)A- A =E,
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