Uvod

Cilem mé prace je sestavit sbirku tloh z linedarni algebry a geometrie, ktera je urcena
predevsim pro posluchace druhého semestru programu matematika, aplikovand matematika
a informatika. Celd préce se skldda ze dvou casti. Prvni ¢ast je sbirkou prikladu, druhd ¢ast
formou exkurzu ptiblizuje problematiku aplikace linearni algebry ve vypocetni tomografii.

Latka prvni ¢asti je rozdélena do sedmi kapitol a navazuje na bakalarskou praci Be. Michaely
Urbankové, uré¢enou pro posluchace prvniho semestru kurzu linearni algebry. Svym rozsa-
hem odpovid4 skriptum [8] Doc. P. Zlatose a prednaskam Doc. M. Cadka. Jejim zékladem
jsou predevsim cviceni ve skriptech [9] prof. J. Slovdka, ve skriptech [4] a [5] RNDr. P.
Horéka a publikace [1] a [2].

Kazda kapitola se skladé ze tii ¢asti. Nejprve je struéné shrnuta teorie formou zakladnich
vét a definic, popripadé algoritmu. Déle jsou zde feSené piiklady, které ¢tenaii poskytuji
navod na feSeni konkrétnich problému. Ve tieti ¢asti jsou ulohy k samostatnému feSeni.
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Cilem druhé ¢asti mé prace je priblizit studentum problematiku aplikaci linearni al-
gebry. Aplikaci linearni algebry je samoziejmé celd fada, pro ukazku jsem vSak vybrala
jen jednu, a to problém rekonstrukce obrazu ve vypocetni tomografii pii pouziti metody
ART (Algebraic Reconstruction Technique). Samoziejmé neni ic¢elem podat vycerpavajici
vyklad o principu CT priistroje, ale pouze ukazat studentum jeden z mnoha ptikladu
vyznamu a pouziti linearni algebry v dnesni technické praxi, a to zpusobem lehce pocho-
pitelnym na zakladé znalosti ziskanych v zakladnim kurzu linedrni algebry.



Pouzité symboly a oznaceni

libovolné pole

racionalni ¢isla

realna cisla

komplexni ¢isla

vektorovy prostor

mnozina usporadanych n-tic redlnych cisel

ERO elementarni radkové operace

ESO elementarni sloupcové operace

Mat,(K) mnozina vsSech ¢tvercovych matic fadu n nad polem K
det A, |A] determinant matice A

dim V' dimenze vektorového prostoru V'

Z(P) zaméreni afinniho podprostoru

nulovy vektor
velikost vektoru u

..,u,]  linedrni obal vektoru uq, ..., u,
, ) skaldrni soué¢in vektortu u a v
vektorovy prostor R" se standardnim skaldrnim soucinem
kolmost
B,(C) vzdalenost podprostoru B a C
standardni baze v R"
?)pa matice linedrnfho zobrazen{ ¢ v bézich «, 3

B.a matice pfechodu od béze o k bazi 3
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1. VYPOCET DETERMINANTU

Teorie

1.1. Definice. Necht M = {1,2,...,n} je konecnd mnozina o n prveich. Pak bijektivn{
zobrazeni o mnoziny M na sebe se nazyva permutace mnoZiny M.

1.2. Definice. Necht o = (r1,72,...,7,) je libovolnd permutace, fekneme, ze dvojice r;, 7
je inverze v permutaci o, jestlize 1 < j a r; > ;.

Znaménko permutace o, je &islo signo = (—1)*, kde k je pocet inverzi v permutaci o.
1.3. Definice. Necht o = (ry,...,r,), 7 = (s1,...,5,) jsou dvé permutace, necht existuji
indexy 7 # j tak, ze s; = rj, s; = r; a dale 1, = s, pro k # 7,j. Potom fekneme, zZe
permutace 7 vznikla z permutace o provedenim jedné transpozice.

1.4. Véta. Provedeni jedné transpozice zméni paritu dané permutace.

1.5. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice fédu n nad polem K. Pak determinant
matice A, je ¢islo z pole K, oznacené det A (resp. |A|) a definované vztahem

det A = Z sign o A15(1)A20(2) - - - Ano(n) 5
O'ESn

kde o je libovolnd permutace z mnoziny vsech permutaci n-prvkové mnoziny M = {1,2,...,n}
oznacené S,. Suma je tedy pres vSechna o € 5, tj. pfes vSechny permutace mnoziny M.
Sou€in Sigh 0 Ag(1)1Ae(2)2 - - - Go(n)n S€ NAZYVA clen determinamtu.

1.6. Véta. Necht matice B vznikne z matice A
1. zaménou dvou ruznych radku, pak det B = —det A

2. vynasobenim jednoho radku ¢islem t € K, pak det B =tdet A

1.7. Véta. Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestlize
1. k jednomu radku matice A pricteme libovolny nasobek jiného radku
2. k jednomu radku matice A pricteme libovolnou linearni kombinaci ostatnich radki

3. jeden radek matice A ponechdme beze zmény a k ostatnim radkum pricteme jeho
libovolné nasobky
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1.8. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Fadu n; necht je zvoleno k jejich radku
asloupci k<nal<ii<ig<---<ip<n,1<7 <jo<- - <jr<n.Pak matice

Qiygy Qiyga -« - iy gy,
Qigjr  Qigjy - - - Aiggy,
M = ) )
Qiggr Qigga - - - Qiggy,
se nazyva submatice matice A urcenda tadky i1,...,1 a sloupci ji,..., Ji. Jeji determinant

det M se nazyva minor rddu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) fadky a (n — k) sloupci je uréena tzv. doplikovd submatice M k sub-
matici M a jeji determinant det M se nazyva doplnék minoru det M.

Oznacme sy = i3 + i+ -+ i + j1 + jo + -+ - + jr. Pak éislo (—1)# det M se nazyvé
algebraicky doplnék minoru det M.

1.9. Véta. (Laplaceova véta) Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Fddu n, necht je pevné
zvoleno k radku matice A, kde 0 < k < n. Pak determinant matice A je roven souctu
vsech (Z) souc¢ini minoru fadu k, vybranych ze zvolenych k radku, s jejich algebraickymi
doplnky.

7/

Regené priklady

Uloha 1: Spoététe determinant matice

1 0 0 1
0 2 3 1
A= 1 0 —-11
2 =3 1 0

(a) prevedenim na schodovity tvar pomoci elementarnich tprav, které neméni hodnotu
determinantu
(b) uzitim Laplaceovy véty

Reseni: (a) Pievedeme na schodovity tvar. Nejprve ke tfetimu fadku pficteme -1
nasobek prvniho fadku a ke ¢tvrtému tadku pricteme -2 nasobek prvniho fadku. Pak

ke ¢tvrtému tadku pricteme % nasobek druhého radku.

1 0 0 1 1 0 0 1 10 0 1
0 2 3 1 0 2 3 1 02 3 1
detly o 11 |7% 0 0 10 |T® 00 1 0 |7
2 =3 1 0 0 -3 1 =2 oo & -1
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Nyni pricteme ke ¢tvrtému fadku 5 nésobek tretiho fadku, ¢cimz dostavame schodovity
tvar a determinant se rovna soucinu prvku na hlavni diagonaéle.

10 0 1
0 2 3 1 1
=det| o o o | =120 =1

00 0 -1

Lo > 3 02

det =ldet[ 0 -1 1 |+(=D*"1det|{ 1 0 -1 | =
Lo -1l -3 1 0 2 -3 1
2 -3 1 0

Uloha 2: Rozvojem podle vice fadku urcete determinant matice

1 0 2 0
3 0 -1 0
A= 4 5 1
-3 -1 0 =2

Reseni: Vybereme si prvni a druhy fadek, protoze tyto fddky obsahuji nejvice nul.
V rozvoji pak musime postupné prochazet vSsechny dvojice sloupct. Vidime, ze vSechny
¢leny determinantu kromé druhého jsou nulové a vypocet se tedy velmi zjednodusi.

10 5 1 1 2
_(1\1424142 1\ 142+143
det(A) = (—1) det(go)det(o _2)+(1) det<3_1)
I 1 1424144 10 I 5 _\1+2+2+3
det ( 1 9 ) + (-1) det 3 0 det 10 + (-1)
det ( 0 —1 ) det < 3 _o ) + (—1) det 00 det s o )T

e (200 a4 ) e (32 Yau (] L) -
= (-1 (-1=6)(-2+1) = -7
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Uloha 3: Spoctéte determinant matice

1 2 3 ... n—1 n
-1 0 3 ... n—1 n
A= -1 -2 0 ... n—-1 n
-1 -2 -3 ... —n+1 0

radu n.

Reseni: Ke vSem radkum pri¢teme prvni radek

1 2 3 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
-1 0 3 ... n—1 n 0 2 23 ... 2(n—1) 2n
det| -1 -2 0 n—1 n [ =qdet| 0 0 3 2(n—1) 2n
-1 -2 -3 ... —n+1 0 00 O 0 n

Uloha 4: Odvod'te rekurentn{ vztah pro vypocet determinantu matice

r+y xy 0 ... 0 0

1 r+y xy ... 0O 0

A, = 0 1 r+y ... 0 0
0 0 0 1 z+y

radu n.

Reseni: Udéeldme Laplacetv rozvoj podle prvniho sloupce

r+y xy ... 0 0
1 z+y ... 0 0
det A, = (z +y) det . . : : +
0 0 o1 4y
Ty 0 0 0
1 z+y 0 O

+(—1)*" det

0 0 o1 x+y
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Prvni matice je vlastné shodnd s puvodni matici, pouze je o fdd mensi. U druhé matice

provedeme Laplaceuv rozvoj podle prvniho fadku. Pak dostavame

det A, = (z+y) det A,—1 — zydet A,,_».

Uloha 5: Urcete determinant matice fadu n (tzv. Vandermondiv determinant).

1 oo 22 .. 2 ot
Ty a3 ... ah? oah!

Vo(zy, 22, ..., ) = det i i
2 n—2 n—1

1 =z, z T, T,

Reseni: Od kazdého sloupce, kromé prvniho, odeéteme 1 nésobek predchoziho sloupce.
Budeme postupovat od posledniho sloupce az ke druhému.

1 0 0 e 0 0
1 @g—2 23—ma0 ... x§_2 - xlxg_?’ xg_l - x1x§_2
Vol(xy, o, ..., x,) = det ) .
2 -2 -3 -1 -2
1 zp—2 27 —x970y ... X — 217 T —

Nyni udélame Laplaceuv rozvoj podle prvniho fadku a jednotlivé prvky determinantu

upravime vytykanim.

To — 11 xo(Ty —x1) ... mg_i(@ — 1) mg_z(xg — 1)

xg—x1 xz(ws—x1) ... ay (zy—xp) xy (3 —29)
Vo(xy, 29, ..., x,) = det ) ) )

Tp— 11 Top(Tn—x1) .. 2" 3z, — 1) 2" (1, — 1)

Vytknemeli z kazdého tadku, zistane nam determinant, ktery je Vandermonduv determi-

nant radu n — 1 s parametry xo, ..., x,.

1 @ xh
3 xg_?’ Ty 2
Va(xy, xoy .o x,) = (20 — 21) (23 — 21) ... (2, — 21) det : :
1 z, P
A tedy

Valxy, zoy .oy xn) = (20 — 1) (23 — 1) . (0 — 1) Vi1 (20, . .., 2y)
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Tim jsme ziskali rekurentni formuli, kterd plati pro n > 1. Indukei ted snadno nahlédneme
vysledné feseni.

Va(xy, @y .o oyxn) = (ke — ) (x3— 1) oo (2 — 1) (3 —22) oo (T —X2) oot (Tp — Tp-1)
Valzy, zoy .y xy) = H (i — )
1<j<i<n
Cviceni

1. Spoctéte pocet inverzi v dané permutaci:

(a) (2,1,7,9,8,6,5,3,4)
(b) (9,8,7,6,5,4,3,2,1)

2. Urcete paritu néasledujicich permutaci:

(a) (4,6,1,5,3,2)
(b) (6,3,1,2,4,5)
(c) (3,7,6,2,4,1,5)
(d) (4,1,3,7,2,5,6)

3. Urcete x, y tak, aby poradi

(a) (1,2,7,4,2,5,6,y,9) bylo sudé.
(b) (5,1,4,8,9,4,,6,3) bylo liché.

4. Zjistéte paritu nasledujicich permutaci.

(a) (n, ,2,1)

(m(135 o —3,2n— 1,2,4,...,2n)

(c) (2,4,6,. (n—l) 2n,1,3,...,2n — 1)

(d) (2,5,8,....3n—1,1,4,7,...,3n — 2,3,6,9,...,3n)
(e) (2,1,4 3,...,2n,2n — 1)

5. Rozhodnéte, zda se dany soucin vyskytuje v determinantu matice A radu n.

(a) n = 06, as; a43 Q14 As2 e 425

(b) n =8, ary ay7 a43 a2 s A35 Asp

6. Urcete vSechny ¢leny determinantu matice A fadu 4, které obsahuji prvky ais, ass.
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7. Spoctéte determinant matice podle definice.

5 3 3 -2 3 —1 4
A:( ) 4) B=[ 1 3 2 C=| -1 3 -2
2 —4 6 2 4 1
4 -3 5 03 1 1 —i 1+
D= -3 2 -8 E={112 F=| —-i 1 0
1 -7 -5 324 1—i 0 i

8. Spoctéte determinant tdpravou na schodovity tvar.

3 2 1 -2 -3 9 3 6
3 -5 2 0 5 8 2 7
A=1 5 1 9 4 B=1 4 5 3 .9
-1 0 3 1 7 -8 —4 -5
2 1 -1 2 -1 210 2 1
43 2 -1 1 1021 2
C=| 3 5 -2 1 -2 D=|1210 2
2 2 -1 3 -1 02211
12 3 1 3 21120
1 -2 3 1 2 1 3 1
5 -9 6 3 1011
E=1 1 9 § _o F=10210
2 8 6 1 01 2 3
1 3 1 5 3
0 111 S 70 Sa s
G=| 3 %1} H=| 0o 0 1 0 1
RN 0 0 2 1 1
3 3 0 0 0 1 1
1 2 3 4 1 -1 1 =2
3 2 -5 13 1 3 -1 3
I 1 -2 10 4 J 1 -1 4 3
2 9 -8 25 -3 0 -8 —13
-6 9 4 4 4 -1 0 -1 8
23 7 5 2 3
L0 —=2 66 32 5 7 3 2
K=| 7 8 9 -1 -6 L=
12 2 1 1 2
1 -1 -2 4 5
o0 9 9 o 17 6 6 5 7
21 1 2 2 1
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10. Spoctéte determinant fadu n > 1.
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ao ap Ay ... Ap—1 Qp

—U1 T 0 e 0 0

FE = 0 —Yz2 T2 ... 0 0
Y 0o 0 ... =y, =z,

11. Spoctéte determinant matice fadu n > 1 dpravou na schodovity tvar

0 1 1 11 1 2 3 . a—1 a
ay 1 ... 00 -1 0 3 ... a—1 a
A=1| azs 01 ... 0 0 B=]| -1 -2 0 a—1 a
a, 00 ... 01 -1 -2 -3 ... —a+1 0
2 2 2 ... 2 3 1—n 1 1 o1 1
2 2 2 ... 3 2 1 1—n 1 o1 1
cC=1|2 2 2 ... 2 2 D= 1 1 1—-n ... 1 1
32 2 ... 2 2 1 1 1 ... 1 1—n
1 nn n n Tl Q2 @13 ... Qip-1) Qip
n 2 n n n Ty Ty A3 ... Qg(n—1) d2q
E=1| n 3 ... nn F=| 1 =2 x3 a2(n—1) a3
nmnmn ...nn 1 Ty I3 Tp1 Tp
1 1 1 1 1 2 3 ... n—2 n-—1
aq aq al—bl aq 2 3 4 n—1 n
G = as oo ag — by as as H=1| 3 4 5 ... n n
anp — b, ... an, an an nnmn ... n n
1 a as an
1 a1+b1 ag Ap
] = 1 aq as+by ... an
1 aq a9 an+bn

12. Odvodte rekurentni vztah pro vypocet determinantu matice.

3
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210 0 3 20 0
1 0 0 1 3 2 0
A =012 0 B, —| 013 0
000 2 000 3
56 000 00 12000 0 0
45200 00 34300 0 0
01320 00 02530 0 0
c,=10013 2 00 D,=1002253 0 0
00000 . 000 5 3
0000O0O0 000O00O 25
75 0 0 0 r+1 =z 0 0 0
2 7 5 0 0 I z+1 =z 0 0
E,=| 027 0 0 F, = 0 I z+1 0 0
000 ...27 0 0 0 ... 1 z+1
z 0 0y 1100 00
0z ...y 0 1110 ...00
Gy, = H, = 0111 ...00
0Oy ... 20 Donon Do
y 0 0 =z 0000 11

13. Reste rovnici:

r—1 =3\ _ sinz —3cosxT \ . 9 .
(a)det(Q_x 5 )—3 (b)det( )—QSln -3

COS & sin x

14. Spoctéte determinant (uzijte postupu z ulohy 5).
1 1 1 1 1

; _21 ; _21 2 1 -2 3 -1
A= B = 4 1 4 9 1
1 2 4 8
1 -9 4 -8 8 1 —8 27 -1
16 1 16 81 1
1 1 1
l’1+1 ZL’2+1 ZL’n+1
C = T+ 1 i > S A S

-1 2 a1 —2 _ _
A R U L S
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15. Laplaceovym rozvojem podle tietiho sloupce spoctéte determinant matice

x —1 0 0
0O =z -1 0
A= 0O O r -1

Gy a1 az as

16. Vyjadtete polynom stupné n pomoci determinantu stupné n — 1. (Vyuzijte vysledku
predchoziho piikladu.)
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2. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

Teorie

2.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Bilinedrni forma na V je
zobrazeni f : V x V — K takové, ze pro vSechna a,b,c,d € K a u,v,w € V plati:

flau+bv,w) = af(u,w)+ bf (v, w)

f(u,cv+dw) = cf (u,v) + df (u, w)

2.2. Definice. Necht f : V x V — K je bilinedrn{ forma a o = (vy,vs,...,v,) je bdze
prostoru V. Pak tato baze urcuje matici bilinedrni formy A = (a;;) = (f(vi,v;)).

2.3. Véta. Necht f je bilinedrni forma na V' s matici A v bazi a. Necht souradnice vektort
u,v € V v této bdzi jsou x,yy € K". Pak pro libovolné vektory plati f(u,v) = a7 - A-y.

2.4. Véta. Je-li A matice bilinearni formy v bazi o, pak matice bilinearni formy v bazi (3
je B=(id)} 5- A (id)q,s, kde (id)a, je matice prechodu od bdze 3 k bazi o .

2.5. Definice. Dvé ¢tvercové matice A, B € Mat,(K) se nazyvaji kongruentni, jestlize
existuje reguldrn{ matice P € Mat,(K) takovd, ze B = PT- A - P.

2.6. Definice. Bilinedrni forma se nazyva symetrickd, jestlize f(u,v) = f(v,u), resp.
antisymetrickd, jestlize f(u,v) = —f(v,u).

2.7. Véta. Necht f je bilinedrni forma a A jeji matice v néjaké bazi . Pak f je symetricka,
je-li matice A symetricka, a f je antisymetricka, je-li matice A antisymetricka.

2.8. Véta. Kazda bilinearni forma je souctem symetrické a antisymetrické bilinearni formy,
pricemz pro matici plati A = $(A+A")+3(A—A"), kde prvni séitanec odpovida symetrické
casti a druhy antisymetrické casti.

2.9. Véta. Kazdd symetricka matice A € Mat,(K) je kongruentni s néjakou diagonalni
matici.

2.10. Algoritmus. Diagonalizace symetrickych matic.
Hleddme reguldrni matici P tak, aby matice P - A - P byla diagondlni.

Predpokladejme, ze a1 # 0, pak na A provadime elementarni radkové tipravy (oznac¢ime
ERO) tak, aby a; = 0 pro i = 2,...,n. Soucasné provadime stejné sloupcové tpravy
(ozna¢ime ESO)a tim dosdhneme u symetrické matice toho, ze vysledna matice ma a,; = 0
pro j = 2,...,n. Provedeni sloupcové tipravy na matici A odpovidd vynasobeni této matice
zprava matici P, ktera vznikne z matice jednotkové provedenim stejné sloupcové tpravy.
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Analogicky fddkové tpravé odpovidd vyndsobeni matice A zleva matici Pl. Provedenim
stejné tadkové i sloupcové tpravy na matici A dostdvame matici Pl - A - Py, kterd je
kongruentni s matici A. Stejny postup uplatnujeme na dalsi radky a sloupce.

Je-li a;; = 0 a néjaké a; # 0 provedeme vymeénu fadku 1 a i a sloupce 1 a i.

Je-li @13 = age = -+ - = ay,, = 0 a existuje a;; # 0 pricteme k rddku ¢ fadek j a k sloupci 4
sloupec j.

Po vsech téchto upravach dostaneme diagonalni matici

Pr...Pr.PT AP -Py.. Po=(P-Py...P) -A-(P,-P...P)=P" AP,

ktera je diagonalni s puvodni matici A.

Ve vypoctech postupujeme tak, ze si napiseme blokovou matici, jejiz levy blok je tvoren
matici A a pravy blok jednotkovou matici E. Pak v levém bloku provédime ERO a
odpovidajici ESO dokud nedostaneme diagonalni matici. Zaroven provadime v pravém
bloku stejné upravy jako v levém, ale pouze radkové. Pak dostavame v pravém bloku
matici PT.

(A|E)— (P"-A-P|P" E)

2.11. Definice. Zobrazeni F' : V — K se nazyva kvadratickd forma, jestlize existuje
bilinedrni forma f:V x V — K takova, ze pro vSechna u € V plati F(u) = f(u,u).

2.12. Véta. Necht F je kvadratickd forma na vektorovém prostoru V. Pak existuje pravé
jedna symetricka bilinearni forma, ktera ji urcuje.

2.13. Definice. Matici kvadratické formy F nazveme matici symetrické bilinearni formy;,
ktera tuto kvadratickou formu urcuje.

2.14. Véta. (Sylvestruv zdkon setrvacnosti) Kazdou kvadratickou formu F' na realném vek-
torovém prostoru R" Ize vyjadrit ve vhodné bdzi (tuto bazi budeme déle nazyvat kanonicka
baze) ve tvaru

Fl)=ai+ - +a—al — - —ar+ 020+ - +0z2
pricemz pocet cisel +1, -1, 0 je nezavisly na volbé baze.
2.15. Definice. Signatura kvadratické formy F' na redlném vektorovém prostoru R™ je
trojice nezdpornych ¢isel (sy,s_,sg), kde s; je pocet kladnych, s_ pocet zdpornych a sg

pocet nulovych élenu v diagonalnim tvaru kvadratické formy:.

2.16. Definice. Necht F je kvadraticka forma na realném vektorovém prostoru R”. Rekneme,
ze F'je
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1. pozitivné definitni, jestlize pro kazdy © € R™, x # o je F(x) > 0
pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdy x € R™, x # o je F(x) >0
negativné definitni, jestlize pro kazdy x € R", x # o je F(z) <0

negativné semidefinitn, jestlize pro kazdy = € R™, x # o je F(x) <0

SAEE

indefinitni, jestlize existuji vektory z, y € R™ takové, ze F(y) >0 a
F(z) <0.

2.17. Véta. Necht F je kvadratickd forma na realném vektorovém prostoru R"™. Pak

1. F je pozitivné definitni, pravée tehdy kdyz s, = n;

2. I je pozitivné semidefinitni, pravé tehdy kdyz s_ = 0;

3. F' je negativné definitni, pravé tehdy kdyz s_ = n;

4. F je negativné semidefinitni, pravé tehdy kdyz s, = 0;
2.18. Véta. Kvadraticka forma je pozitivné definitni, pravé kdyz vSechny hlavni minory
jeji matice jsou kladné.

Kvadraticka forma je negativné definitni, pravé kdyz pro hlavni minory jeji matice plati
(—1)"det(A;) > 0.

2.19. Definice. Kvadrikou nazveme mnozinu

{(ml,xg,...,xn) e K", Zaijxixj%—beﬁ—C:O}.

Z‘?j

7

Regené p¥iklady

Uloha 1: Kvadratickou formu
F(z) = x129 + 2023

zadanou ve standardnich soufadnicich pfeved’te pomoci ESO a ERO na diagonalni tvar.

Reseni: Napiseme si vpravo jednotkovou matici a vlevo matici dané kvadratické formy.
Na matici A kvadratické formy provadime radkové a tytéz sloupcové upravy, dokud ne-
dostaneme diagonalni tvar matice, na jednotkové matici pfitom provadime tytéz upravy,
ale vzdy jen fadkové (viz. poznamka 2.10.).

10 0
| 01 0 | =
100 1

o= O
= O M=
o= O
[e=X NI SIS
N= O N
O NN =
o O =
O = =
_— o O
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Nejdiive druhy tadek pricteme k prvnimu, protoze a;; = 0, tutéz upravu provedeme také
na pravé matici, pak provedeme stejnou operaci se sloupci, ale to uz pouze na levé matici.

Ly 110
5051010
L'l 1001

Tak jsme dostali na pravé strané opét symetrickou matici, ale a;; # 0, dale vynulujeme
pomoci prvku aq; zbylé prvky prvniho fadku a sloupce tak, ze piicteme —% nasobek prvniho
fadku nejprve k druhému a pak ke tietimu radku, a pak provedeme odpovidajici sloupcovou

upravu, ale pouze na levé matici.

1 3 5 | 1 10 1 0 0 [ 1 1 0
1 1 1 1 — 1 1 1 1
O o b 0= 0 G g e 0
0 7 -2l -3 —31 0 7 -2 1 -2 =31

1 0 0] 1 10 1 0 0] 1 10
0 -3 1l =3 30|={0-30]-3350
0 0] -1 01 0 0] -1 01

Dostdvame tedy diagonaln{ tvar kvadratické formy F(y) = y3 — v3.
Leva matice je (zd)g 5 a jeji rddky nam udévaji bdzi, ve které md dand kvadratickd forma

tento tvar:
1 —3 -1
. 1
(673 1 5 5 5 O
0 0 1

Uloha 2: Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy
F(z) = 22 + 23 — 22129 + 21103 + 102573

zadané ve standardnich soufadnicich v R pomoci algoritmu doplnéni na étverce.

Reseni: Viechny smiSené ¢leny obsahujici z; piipojime k ¢lenu 22 a doplnime na ¢tverec.
Pak vSechny smiSené ¢leny obsahujici z; pfipojime k ¢lenu 232 a opét doplnime na ¢tverec.

F(z) = (71 — 79 + 23)* — 15 — 25 + 27913 + 75 + 107973 =
= (21 — x5 + 23)% — 23 + 122903 = (11 — 29 + 23)* — (29 — 623)* 4 3622

nyni muzeme zavést nové souradnice:

Y1 = 1 —x2 +x3
Yo Ty —06x3
Ys = xs3
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diagonalni tvar je:
F(y) = yi — 5 + 3693

1 -1 1
idae=( 0 1 —6
0 0 1

Hleddme matici inverzni k této matici prechodu a dostavame

ide o =

)

11
01
00

= O Ot

Sloupce této matice udavaji vektory baze, ve které ma matice diagondlni tvar.

1 1 5
Q O}, 11},] 6
0 0 1

Uloha 3: Zjistete jakou kuzelosecku popisuje rovnice

k:x%+x§+4x1x2+2x1+120.

Reseni: Pouzijeme metodu doplnéni na ¢tverce; nejprve bereme v tivahu pouze kvadrat-
ické cleny
(214 229)* —da5 + 25+ 23, +1 =0

transformujeme souradnice:
Y1 = T1+ 21,
Y2 = T2.

Odtud spoc¢itame x1 = y; — 25, po transformaci dostavame
yf—3y§+2y1—4y2+1:0

a nyni opét dopliiujeme na ctverce

4
(y1 +1)* =3 (y§+—y2) =0

2\? 4
(y1+1)2—3<y2+§) +§:0

3 9 2
4(y1+ ) 4<y2+3)+ 0
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po dalsi transformaci souradnic dostavame:

z21 = @(yl‘i‘l) = @(9314‘29324‘1)
29 = %(yg-i-%) = %(.T2+%)

k22 —2+1=0.

Jedna se tedy o hyperbolu, jejiz stied S je dan z; = 0 a 2o = 0, v puvodnich soufadnicich

2
Lo = _§ )
4 1
rn==-—1=—.
T3 3
Tedy S = (%, —%)T. Nyni jesté najdeme bazi pro nové souradnice. Vime

0 3

2

(id)a. = ( 3 ﬁ) .

Inverzni matice k této matici je

(id) (i ‘é)
ie,a: 3 3
0 3

a jeji sloupce nam uréuji vektory baze « : [v1,vs], kde v; = (%,0) a vy = (—%, %) Pro
soufadnice libovolného bodu tedy plati

r=S+ (id)cq - z.

Uloha 4: Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 5 na vektorovém pros-
toru R° v analytickém vyjadfeni vzhledem ke kanonické bazi, kterd je pozitivné definitni
na podprostoru generovaném vektory (1,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0) a je nega-
tivné definitni na podprostoru generovaném vektory (0,0, —1,0,0), (0,0,1,0,1).

Reseni: Podle Sylvestrova zdkona setrvacnosti (véta 2.14.) mé kvadratickd forma F
vzhledem ke kanonické bézi tvar

F(z) = a177 + asx3 + asx3 + asx; + asaz
kde a;, © = 1...5 nabyvaji hodnot +1, —1, 0. Pficemz kvadratickda forma je pozitivné

definitni na néjakém podprostoru, pokud pro vsechny vektory x z tohoto podprostoru
plati F'(z) > 0.
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Jde vidét, ze podprostor generovany vektory (1,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,—1,0,0,0) je
vlastné podprostor vektoru tvaru (a,b,0,¢,0);a,b,c € R. A tedy

F(a,b,0,¢,0) > 0.

Z toho plyne a; =1, a, =1a a4 = 1.

Analogicky podprostor generovany vektory (0,0,—1,0,0), (0,0,1,0,1) je podprostor
vektoru tvaru (0,0,¢,0, f);e, f € R. M&-1i byt na tomto podprostoru kvadraticka forma
negativné definitni, musi platit

F(0,0,e,0, f) < 0

Z toho plyne a3 = —1, a5 = —1.
Kvadraticka forma ma tedy tvar

2 2 2 2 2 _

Cvi&eni

1. Necht je na R* ddna bilinedrni forma f soufadnicovym vyjadienim vzhledem ke stan-
dardni bazi

f(z,y) = —21y2 + 21y3 + Tays + T2Y2 + Tays — T3Ya + TaYs3 .
Urcete matici v bazi € a hodnost formy.

2. Pro bilinearni formu zadanou ve standardni bazi f(x,y) = 2191 — 2T2y> + 321y na R
urcete jeji souradnicové vyjadieni a matici v nové bazi vy = (3, —1)T, vy = (1, —1)7.

3. Ve standardni bézi na R® je ddna bilinedrn{ forma

f(z,y) = 2191 + 27292 + 272y3
Uréete matici bilinedrni formy v bazi vy = (1,0, 1)T, vy, = (0,1, )T, v3 = (1,1,0)7.

4. Pro bilinearni formu z piikladu 1 urcete symetrickou a antisymetrickou bilinearni
formu fg a fa, pro které plati f = fs + fa.

5. Pro bilinedrn{ formu na R?® uréete symetrickou a antisymetrickou bilinedrn{ formu fg
a fa, pro které plati f = fs + fa.

(a) f(z,y) = 2x1y1 + 421Yy2 — 201Y3 + Toy2 — TaYs + T3Ya + T3Y3
(b) f(z,y) = 2z1y2 + 4xoys + 6311

6. Najdéte néjakou bazi symetrické bilinedrni formy f na vektorovém prostoru R3,
ve které ma tato forma diagondlni tvar. Analytické vyjadieni f vzhledem ke stan-
dardni bazi je

f(z,y) = 2m9y3 + 2232 + 73Y3
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10.

11.

12.

13.

14.

1. Shirka 1loh z linearni algebry a geometrie

. Najdéte néjakou bézi symetrické bilinedrni formy f na vektorovém prostoru R3,

ve které ma tato forma diagondlni tvar. Analytické vyjadieni f vzhledem ke stan-
dardni bazi je
f(z,y) = 32191 + 22212

Najdéte symetrickou bilinearni formu, ktera urcuje kvadratickou formu F. F ma
ve standardni bazi v R® rovnici

(a) F(x) = 2x123 — 4913
(b) F(z) =23 + 23 — 22013

Najdéte diagonaln{ tvar kvadratické formy F na R? a bazi, ve které m4a forma tento
tvar, je-li souradnicové vyjadreni ve standardni bazi

F(z) = 2?2 + 23 — 22129 + 23103 + 107573 .
Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy na R? pomoci algoritmu doplnéni na ctverce
a bazi, ve které mé forma tento tvar, je-li souradnicové vyjadieni ve standardni bazi
(a) F(z) = 42? + 222 + 1522 + 4wy 19 — 42173 — 81273
(b) F(l’) = T1X9 + T1X3 + Tox3

Zjistéte vlastnosti realnych kvadratickych forem, napt. definitnost a signaturu, jestlize
jejich soutadnicové vyjadieni vzhledem ke standardni béazi je

(a) F(z) = 2? — 2129 + 23, na R?
(b) F(x) = 2x129 + 47173, na R
(c) F(x) = —22% — 873 — 322 + 22129 + 47173 — 27573, na R3

Najdéte diagondlni tvar kvadratické formy na R® a zjistéte, zda je pozitivné definitni

F(x) = 129 + 2273 + 37123

Ve standardni bézi na R? je ddna kvadratickd forma. Urcete jeji signaturu.
(a) F(z) =z123
(b) F(z) = 23 + 23 4 323 + 42129 + 23123 + 22973
(c) F(x) =% — 223 + 22 + 22129 + 4173 + 27973

V néjaké bézi na realném vektorovém prostoru R* je ddna kvadratickd forma F.
Urcete jeji diagondlni tvar, definitnost, signaturu.

(a) F(z) =22 + 23 + 22 + 23 + 22179 + 47123 + 22104 + 47073 + 4T974 + 22374
(b) F(x) = 322 + 223 + 4w124 + 42973 + 27074 + 22374
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15.

16.

17.

18.

19.

(¢) F(x) = m123 + 2124
Uvazme bilinedrni formu zadanou ve standardni bazi
f(x,y) = 22191 — 421y2 — 3Toys + 239y — 4T3Y2 — T3Y3

definivanou na C3. Necht F(z) je j{ definovana kvadratické forma, napiste analytické
vyjadieni F' a najdéte diagondlni tvar F.

Najdéte vsechny hodnoty parametru a, pro které je kvadratickd forma F na R3
pozitivné definitni (pouzijte Sylvestrovo kritérium).

(a) F(x) =3+ 22 + 4ax 29 + a1y 73

(b) F(z) = ax? + ax3 + (a — 3)z2 + 27129 + 2aw173 + 27973
Zjistéte jakou kuzelosecku popisuje rovnice

k522 + 922 4+ 122125 — 625 +4 =10
a pieved'te na diagondlni tvar.

Zjistéte jakou kuzelosecku popisuji rovnice, pieved'te na diagonalni tvar, pifpadné
urcete jeji stied

(a

:x%+x%+2x1x2—x1+3x2—2:0

(b I2.%%—31’%+5l’1$2+$1+10$2—3:0
(c) k:a?+ a3 +4x1m9+ 22, +1=0
(d) k: 323 + 323 — 2zym9 + 4ay + 415 —4 =0

:x%+x%—2x1x2—4x1 —622+3=0
(f
(s
(h
(i
(J
Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 6 na vektorovém prostoru R7 v an-
alytickém vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi, ktera je pozitivné definitni na pod-
prostoru generovaném vektory (—1,0,0,0,0,1,0), (0,0, 1,0,0,0,0), (0,0,0,0,0, —1,0)

a je negativné definitni na podprostoru generovaném vektory (0,1,0,—1,0,0,1),
(0,-1,0,0,0,0,1), (0,0,0,1,0,0,0).

ca? 4 203 — 2wyw9 — 4xy — 629 +3 =10
:4xf+5x%+10x1x2—2x1—4x2+3:O

k
k
k
k
k
k:a?+ a5+ 2x 29 — 21 — 29 =0
k
k
k:x?+ 423 + dvyz9 + 621 + 819 — 9 =0
k

)
)
)
)
(e)
)
)
)
)
)

D22 4 12 4 21T + 271 + 209 — 4 =0
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20. Najdéte néjakou kvadratickou formu F hodnosti 6 na vektorovém prostoru R’ v an-

21.

alytickém vyjadreni vzhledem ke kanonické bazi, kterd je pozitivné definitni na pod-
prostoru generovaném vektory (—1,0,0,0,0,0,0), (-1,0,1,0,0,0,0), (-1,0,1,0,1,0,0)
a je negativné definitni na podprostoru generovaném vektory (0, 1,0,0,0,0,0),
(0,-1,0,0,0,0,1), (0,1,0,0,0,1,0).

Necht Maty(R) je vektorovy prostor vsech matic fddu 2 a necht M = ( zl)) g ) €

Maty(R). Dokazte, ze zobrazeni f : Mats(R) x Maty(R) — R definované predpisem
f(A,B)=tr(A- M- B), pro VA, B € Maty(R) (tr znamend stopu matice, tj. soucet
prvku na hlavni diagonéle) je bilinedarni forma. Pak najdéte matici této bilinedrni

formy v béazi a.
/10 01 0 0 00
Moo/ \Loo) \10o) o1
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3. SKALARNI SOUCIN

Teorie

3.1. Definice. Necht V je vektorovy prostor nad polem K. Pak skaldrni soucin na V je
bilinedrni symetrickd forma, tj. zobrazeni ( , ) :V xV — K takové, ze (z,z) > 0
pro x € V, x # o. (To znamend, ze piislusna kvadraticka forma je pozitivné definitni.)
Realny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem nazyvame euklidovsky prostor.

3.2. Definice. Necht R" je vektorovy prostor. Definujeme skaldrni souéin pro z,y € R",
T = (21,29, ..., 2n), Y= (Y1, Y2, - . -, Yn) jako (z,y) = > 1" | x;y;. Takto definovany skaldrnf
soucin nazyvame standardni skaldrni soucin.

Euklidovsky vektorovy prostor R" se standardnim skaldarnim soucinem budeme znacit E,,.

3.3. Definice. Velikost (norma) vektoru v v euklidovském prostoru V' je cislo |lv]| =

V (v, v).

3.4. Véta. (Cauchyova-Schwartzova nerovnost) Pro kazdé dva vektory v euklidovském
prostoru V' plati
[(u, 0} < [[ul] [|v]

3.5. Definice. Necht V je euklidovsky prostor, u,v € V. Uhel, ktery vektory u a v sviraji
je ¢islo « € (0, 7) takové, ze
(u,v)

coso =
el {lo]]

3.6. Definice. Dva vektory u,v € V', kde V je euklidovsky prostor, nazveme kolmé (orto-
gondlnt), pokud (u,v) = 0.

Dva vektory u,v € V, nazveme ortonormdlni, pokud jsou ortogondlni (tj. (u,v) = 0) a
pokud jejich velikost je rovna jedné (tj. [[ul| =1 A |jv]] = 1).

3.7. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a vy, vs,...,v, € V jsou po dvou ortogondlni
vektory riizné od nulového. Pak jsou tyto vektory linearné nezavislé.

3.8. Definice. Bazi tvorenou ortogondlnimi vektory nazveme ortogondlni bdze. Bazi tvorenou
ortonormalnimi vektory nazveme ortonormdalni baze.

3.9. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a wui,us,...,u; € V libovolné vektory. Pak
existuji ortogonalni vektory vy, vs,...,v, € V, které generuji tentyz prostor jako vektory
Uy, Us, . . ., U, tO Zznamena

[ug, ug, ..., ug] = [v1,v2, ..., U]
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Algoritnus, s jehoz pomoci Ize nalézt vektory vy, vs, . .., v se nazyva Grammuv-Schmidtiv
ortogonalizacni proces a je popsan v iloze 1.

3.10. Definice. Rekneme, ze mnoziny A, B C V jsou ortogondlni mnoziny (ozn. A L B)

jestlize
Vu € A,Yv € B: (u,v) =0

3.11. Definice. Ortogondlni dopliek mnoziny A v euklidovském vektorovém prostoru V
nazveme mnozinu

At ={u eV :(uv)=0vve A}

3.12. Definice. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je vektorovy podprostor ve V.
Kolma projekce vektoru v € V' do U je vektor Pv € U takovy, ze v — Pv L U.

3.13. Véta. Necht V je euklidovsky prostor a U C V je podprostor. Potom U U+ = V.

Regené piiklady

Uloha 1: Pouzijte Grammuv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces na bdzi a : u; =
(2,0, =17 uy = (—1,1,1)", ug = (1,1, 1) vektorového prostoru Ej.

Reseni: Budeme hledat ortogonaln{ bézi 3 : [v1, Vg, v3]
1) Za vy zvolime libovolné jeden ze ti{ vektoru puvodni baze a , napf.

v = Uy
a tedy
v = (2,0, —1)7
2) Hleddme druhy vektor baze vy ve tvaru
Vg = Uz + P10y
tuto rovnost skalarné vynasobime vektorem wvq
(v1,v2) = (v, uz) + p1{v1, v1)

pozadujeme, aby vektory vy, v byly kolmé, proto skalarni soucin (v, v9) = 0; zbylé skaldrni
souciny muzeme uz lehce spocitat (vi,us) = —3, (v1,v1) = 5, pak
3

0= —-3+45p; ztoho plyne p; = R
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a tedy
3
vy = (—1,1, )T + g(2, 0, —1)"

1 2\"
v =(=,1,%
5 5
muzeme do béze zvolit libovolny nasobek tohoto vektoru, pro snadnéjsi pocitani tedy volme

vy = (1,5,2)"

3) Nyni zbyvé najit jesté tieti vektor baze vs, ktery musi byt kolmy k obéma ptredchozim
vektorum vy a vy; predpokladejme jej ve tvaru

V3 = U3z + q1U1 + G202

tuto rovnost nejdiive skalarné vynasobime vektorem v, a pak vektorem v, ¢imz dostavame
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych g; a ¢

(vg,v1) = (uz, v1) + q1(v1, v1) + @2(va, V1)

(v, v9) = (us, v2) + q1(v1, v2) + q2(va, Vo)

z pozadavku vzdjemné ortogonality vSech vektoru béze ( plyne

1

0=1+4+5q; ztoho plyne ¢ = —x
4
0=8+430g, z toho plyne ¢, = T

tedy

1 4 1 1 2\*
9=, 1,0 —=2,0,-NT— —(1,5,2)" = =,—=,=
U?; (7=> 5(77 ) 15(>7> 37 373

opét muzeme do baze ( zvolit libovolny nésobek tohoto vektoru, napf.
vy = (1,—-1,2)7
atedy 3 =1[(2,0,-1)7,(1,5,2)7, (1, -1,2)7]

Uloha 2: Nechf W = [(1,—1,1,0,0)7,(1,0,1,0,1)7,(1,1,0,—1,1)7] je podprostor
v Es5. Najdéte ortogondlni dopliiek W+ tohoto podprostoru.

Reseni: Podle definice 3.10. je ortogonaln{ doplnék podprostoru mnozina viech vektori
kolmych ke viem vektorum zadaného podprostoru. Rozmyslime-li si tuto definici, je zfejmé,
ze staci hledat mnozinu vsech vektoru kolmych k vektorum baze podprostoru W. Oznacime
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si vektory baze postupné v, ve,v3 a uvazujeme libovolny vektor x = (x1, z9, T3, 14, T5)T
takovy, ze x € W+, pak plati:

reWt pravekdyz oz Luvg Ax Loy Az Lo

a tedy
v €Wt prave kdyz (x,v,) = 0; (x,v5) = 0; (x,v3) =0
r1 —T9 +I3 =0
z toho plyne T +x3 +z5 = 0
T1 +xo —x4 +x5 = 0

dale Tesime tuto soustavu rovnic pro nalezeni tvaru vektoru z ipravou na schodovity tvar
pomoci elementarnich radkovych tprav

1 -1 1 0 010 1 -1 1 0 0] 0
1 01 0 1]0}~[0 1T 0 0 1] 0]~
1 1. 0 -111]0 0 2 -1 —-111]0
1 -1 100 ] 0
~10 1 00110
0 0 11110
zavedeme parametry a, b a dostavame:
r5s=b, x4y =a; x3=—a—b, 19 =—-b; 1 =0a

podprostor vektoru x, coz je podprostor vektoru kolmych na vektory béaze podprostoru
W, a tedy ortogonalni doplnek podprostoru W, je generovan vektory, které dostavame
nezavislou volbou parametru a a b

W+ =1(1,0,—1,1,0)",(0,—1,-1,0,1)"]

Uloha 3: Najdéte kolmy priumét vektoru v do podprostoru W = (w1, ws] v Ey, kde
wy = (1,-1, -1, 2)T, wy = (3,1,0, l)T, v=1(-2,2,2, 5)T.

Reseni: Kolmy primét Pv vektoru v predpokldddme ve tvaru linedrni kombinace vek-
toru baze podprostoru W, do kterého promitame

Pv = ajwi + asws

Aby slo o kolmou projekci, musi byt podle definice 3.11. vektor v — Pv kolmy na podprostor
W, a tedy musi platit:

v—Pv L w

v—Pv L wy
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z toho plyne
(v,wy) —ap{wy,wy) —ag(wy,wy) = 0
(v,wa) —aj{wg, wy) —ag(we,wy) = 0

po vyéisleni skaldrnich sou¢inu dostavame:

& —Ta; —6ay, = 0
1 —6a; —1lay = 0

feSenim této soustavy rovnic je a3 = 2 a as = —1, tedy

Pv=2(1,1,-1,2) — (3,1,0,1) = (—=1,1,-2,3)

Cviéeni

1. Zjistéte zda je zobrazeni g : R?> x R? — R skaldrni soucin

(a) g(z,y) = x1y1 + T1Y2 + Tay1 + T2y2
(b) g(z,y) = 4x191 + 221Y2 + 52y
(c) g(z,y) = z1y1 + T1Y2 + T2y + 222y

2. Zjistéte, zda je zobrazeni g : R* x R® — R skalarni soucin

(a

U, V) = 3U1U] — UVg — UV + 2UgVg + U V3 + USVT + U3V3

) 9(u,v)
(b) g(u,v) = 2uyv1 — UV — UgVy + Ugvs
(¢) g(u,v) = ugvy + 2uive — UgVy + UgVy + UzVy + 2u3V3
(d) g(u,v) = ugv1 + 2ugve — UgV3 — UzVs + 3UzV3
(e) g(u,v) = 3uyvy + ugve + ugvy + usvy + u3zvs

3. Ve vektorovém prostoru Ry[z| je pro libovolné dva polynomy f, g definovéno redlné
¢islo (f, g). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni soucin.

() (f.9) = [, f(t)g(t)dt
(b) (f,g9) =1

4. Ve vektorovém prostoru Matss(R) je pro libovolné vektory A = ( Zl 22 ) ,B =
3 Q4

bs by

soucin.

( b by ) definovano redlné ¢islo (A, B). Rozhodnéte, zda je takto definovan skaldrni

(a) (A, B) = det(A.B)
(b) (A, B) = det(A+ B)

—~
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(c) (A, B) = aibi + asbq
(d) <A, B> = a1b1 + a2b2 + CL3b3 + a4b4

. Zkuste na R? najit takovy skaldrni soucin, aby vektory u a v byly na sebe kolmé.

(a)
(b)

(1,2)T, v =(2,3)7

u
u= (=527 v=(10,—4)7

Najdéte ortogondln{ bazi podprostoru generovaného vektory (3,2, —4,6)7, (8,1, -2, —16)7,

(5,12,—-14,5)T, (11,3,4, —7)T v euklidovském prostoru Ej.

Uréete ortogonalni bazi podprostoru generovaného vektory (1, 0,4, —1)7, (1, —4,0,1)T,
(—4,1,1,0)T a jeho ortogonélniho doplitku v euklidovském prostoru Ej.

Gramm-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem sestrojte ortogonalni bazi pod-
prostoru generovaného vektory (1,1,—1,—1)T, (1,-1,1,1)T, (=1,-2,0,1)T v euk-
lidovském prostoru Ejy.

.V euklidovském prostoru V' naleznéte ortogondlni bazi podprostoru W, je-li:

(a) V =E;, W=[(1,2,2-1)7,(1,1,-53)7,(3,2,8, -7)7]

(b) V =E;, W=][(1,0,1,0)T,(0,1,0,=7)7, (3, =2, 3, 14)7]

(c) V=E; W=1[1,2,0,1,27,(1,1,3,0,1)7,(1,3,-3,2,3)T, (1, -1,9, =2, =1)7]
(d) V =E;,W=11,-1,0,1,1)T,(1,-1,1,0,—=1)7, (1, =2, =2,0,0)7, (1, =4, 1,3, 4)7]

V euklidovském prostoru F, jsou dany vektory u, v. Ukazte, ze tyto vektory jsou
ortogonalni a doplnte je na ortogonalni bazi celého prostoru. Pritom:

(a) u = (1 -2,2, 1)T, = (1,3,2,1)T
(c) (1 7,7, 1) v = ( 1,7, -7, 1)T
Najdéte ortogonalnl bazi vektorového prostoru Rs[z| se skaldrnim soucinem defino-

vanym (f, g) f f(t)g(t)dt. Najdete matici prechodu od nalezené béaze a do stan-
dardni béze [1, z, :z:2 x3]

V euklidovském prostoru Ej je dan podprostor W. Naleznéte ortogonalni bazi orto-
gonalniho dopliku W+, je-li:

() W={(r+s+t,—r+t,r+s,—t,s+t);r,steR}

(b) W =[(1,-1,2,1,-3)T,(2,1,-1,-1,2)7,(1,-7,12,7, -19)T (1,5, —8, —5, 13)7]

V euklidovském prostoru F, naleznéte ortonormalni bazi podprostoru vektoru, které
jsou ortogondlni k vektortim u = (1,1,1, 1), v = (1, -1, -1, )T, w = (2,1,1,3)7.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Urcete vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je zadany vektor w z eukli-
dovského prostoru V' normovany. Pritom:

(a) V=FEs5,u=(a+1,0,a+2,0,a+1)7T
(b) V = Ry[z], se skaldrnim soucinem (f, g) = [, f(t)g(t)dt, u = 32> +a
(c) V = Ryx], se skaldrnim soucinem (f, g) f f(t)gt)dt, u=32*+a

Najdéte ortogonalni doplnék podprostoru P generovaného vektory (—1,2,0,1)7,
(3,1, -2, )7, (—4,1,2, )T v E,.

V euklidovském prostoru E, jsou dény podprostory W' = [uy, ug, us] a S = [v], kde
=(1,1,1, )7, uy = (-2,6,0,8)", uz3 = (-3,1,-2,2)7, v = (1,4a,3,b)".

(a) Naleznéte ortogonalni béazi W.

(b) Urcete hodnoty a, b tak, aby podprostory W, S byly kolmé.

Najdéte ortogondln{ primét vektoru (1,2,3)” do podprostoru generovaného vektory
(1,1, )7, (1,1,1)" v Ej.

Necht je L = [u,v,w] podprostor v E;. Najdéte kolmy primét vektoru z do L*.

(a) = (4727 _573)T7 U = (57 17373>T7 v = (37 _17 _3a 5)Ta w = (37 _17 5a _3)T
(b) z=(2,5,2,-2)T, u=(1,1,2,8)T, v = (0,1,1,3)T, w = (1,-2,1,1)7

V euklidovském prostoru V' najdéte ortogondlni projekci vektoru v do podprostoru
W, je-li:

(a) V = Ey, u=(=2,2,2,57, W =[(1,1,-1,2)7, (3,1,0, )7, (2,0, 1, —1)7]
(b) V=E;,u=(2,7-3,-6), W={(r+sr+s,—r—23s2r+3s);rs € R}
() V=F;u=(1,234)% W=[0,1,0,1)7]

(d) V=Eyu=4,-1,-34T, W=[(11,1,1)7,(1,2,2 -1, (1,0,0,3)7]

Necht u, v jsou vektory z euklidovského prostoru V. Dokaizte, Ze plati nerovnost
[l = ol [ < [lu =]l

Dokazte, ze pro libovolnych n redlnych ¢isel xq, xo, . .., x, plati nerovnost

x1+x2+---—|—mn<\/x%+x§+---+x%
n n ‘

(Névod: Pouzijte Cauchyovu-Schwartzovu nerovnost.)
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Dokazte, ze pro libovolnou spojitou funkci f plati

L s \/ﬁ/jﬂ(ﬂs)dz-

(Névod: Pouzijte Cauchyovu-Schwartzovu nerovnost.)

Dokaite, ze je-li 2x + 4y = 1, pro libovolna z,y € R, pak 22 +y? > %.

Dokazte, ze pro libovolna z,y, z € R plati nerovnost

“4 212 < g 42
2 * 3 * 6/ — * 3 + 6
Dokazte,ze pro libovolnd ai, as,...,a, € Rt plati
ai | a ar_,  a
— 4+ =+t +—>a +ay+---+a,.
az  as Qn ay
Dokazte,ze pro libovolnd ai, as,...,a, € Rt plati
11 1 ,
(ar+as+-4a,) [ —+—+-+—)>n
ap;  ap an
Urcete velikost vyslednice F' ¢ty komplandrnich sil (tj. sil lezicich v jedné roviné)

Fy, F5, F3, F, pusobicich z jediného bodu, jestlize velikost kazdé sily je 10 N a thel
mezi dvéma sousednimi silami je

(a) o =30°

(b) B =45°
Tii sily Fy, Fs, F3 pusobi z jednoho bodu v prostoru. Kazdé dveé sily sviraji stejny

tthel a. Velikosti téchto sil jsou |Fy| = 2N, |Fy| = 3N, |F3| = 4 N. Urcete thel «
tak, aby velikost vyslednice sil byla F' =5 V.
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4. EUKLIDOVSKA ANALYTICKA GEOMETRIE - VZDALENOST A UHEL

Teorie

4.1. Definice. Necht A, B jsou body euklidovského prostoru R™. Pak redlné éislo p(A, B) =
|A — BY|, tj. velikost vektoru A — B, nazyvame vzddlenosti bodu A a B.

4.2. Definice. Necht M je podprostor euklidovského prostoru R"™ a A bod z tohoto pros-

toru. Pak, vzddlenosti bodu A od afinniho podprostoru M nazyvame nezaporné realné cislo
p(A, M), definované
p(A, M) = min{||A - B||, B € M}

4.3. Véta. Necht M je afinni podprostor v R™ a B € M je libovolny bod z M, pak
vzdalenost bodu A € R" od afinniho podprostoru M je rovna velikosti kolmého prumétu
vektoru A — B do ortogonalniho doplitku zaméteni podprostoru M, tj. do Z+(M).

4.4. Definice. Necht P, Q jsou podprostory euklidovského prostoru R". Pak vzddlenosti
podprostory P, () nazyvame nezdporné realné ¢islo p(P, @), definované

p(P,Q) =min{||A - Bl|; A€ P, B € Q}

4.5. Véta. Necht P, Q) jsou dva afinni podprostory, A € P je libovolny bod z P a B € )
libovolny bod z @ , pak vzdalenost podprostoru P a () je rovna velikosti kolmého prumétu
vektoru A — B do [Z(P)+ Z(Q)]*.

4.6. Definice. Nechf u,v € V jsou nenulové vektory. Pak odchylkou jednorozmérnijch
podprostoru [u], [v] ve V' rozumime redlné ¢islo ¢ (nékdy znaéime ¢(u,v)), pro které plati:

[{u, v)]|

CoS p = ————
[l {[o]]”

0<¢<

o

4.7. Definice. Necht U, V jsou podprostory euklidovského vektorového prostoru. Pak
odchylku podprostoru U, V definujeme takto:

(a) Je-li U C V nebo V C U, pak ¢(U,V) = 0.
(b) Je-li U NV = {o}, pak ¢(U,V) = min{a(u,v); u € U, v € V; u,v # o}.
() Je-li UNV # {o}, pak ¢(U,V) = (U N (U N V)L, VA (UNV)).

4.8. Véta. Necht v je vektor a U je podprostor v euklidovském prostoru R™. Necht Puv je
ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru U. Pak odchylka vektorovych podprostori
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U av] je
[Pl

cos (U, [v]) = cos (v, Pv) = W

4.9. Véta. Necht Ny, N, jsou nadroviny v euklidovském vektorovém prostoru R", n > 2
a necht a je normalovy vektor nadroviny N; a b je normalovy vektor nadroviny N,. Pak
odchylka téchto nadrovin je odchylka jejich normalovych vektort.

cos (N1, No) = cos ¢(a, b)

4.10. Definice. Odchylkou dvou afinnich podprostoru P, () rozumime odchylku jejich
zaméteni Z(P), Z(Q).

Redené priklady

Uloha 1: V euklidovském prostoru F, uréete vzdalenost roviny o : (4,1,1,0)+¢(1,—1,0,0)+
s(2,0,—1,0) a piimky p: (5,4,4,5) +7(0,0,1, —4).

Resent:
1. zpusob:
Nejprve najdeme ortogonélni doplnék souctu zaméteni roviny a primky
1 -1 0 0 | O 1 -1 0 0 | O
2 0 -1 0 |J]O]~[O0O 2 =1 0 | O
0 0 1 —41]0 0O 0 1 —41]0

Zavedeme parametr t, ¢ili x4, = t,pak x5 = 4t, x9 = 2t, x1 = 2t, zvolime-li napt. t = 1,
dostavdme [Z(a) + Z(p)]* = [(2,2,4,1)7], ozna¢me tento vektor u.
Nyni zvolime libovolné body A € o, B € p, napt. A = (4,1,1,0)7, B = (5,4,4,5)7, a
oznacime vektor A — B =z = (1,3,3,5)7. Podle véty 4.5. je vzdélenost roviny a piimky
rovna prumétu vektoru = do podprostoru [u]. Hleddme tedy kolmy prumét Px.
Predpokladame Px ve tvaru:

Pr = au

x— Px L u ztoho plyne (x,u)—al{u,u) =0

p(o,p) = ||Pz[| =5

2.2pusob:
Opét potfebujeme najit ortogonalni doplinek souc¢tu zaméreni obou podprostoru, ktery jsme
urcili v predchézejicim vypoctu [Z(o) + Z(p)]* = [(2,2,4, 1)T], oznaéme tento vektor w.
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Nyni hleddme body Ay € 0 a By € p jimiz se vzdélenost p(o, p) realizuje. Vektor Ag — By
je kolmy k roviné o i piimce p a tedy Ay — By € [Z(0) + Z(p)]*, tzn. je linedrni kombinaci
vektoru béaze [Z(a) + Z(p)|*

AO - BO = ku.

Daéle vime:
Ap=(4,1,1,0) + t(1,-1,0,0) + s(2,0,—1,0)

Bo = (5,4,4,5) + r(0,0,1, —4)
atedy (4,1,1,0)+¢(1,—1,0,0)+ s(2,0,—1,0) — (5,4,4,5) — r(0,0,1, —4) = k(2,2,4,1).

Dostavame tedy soustavu rovnic:

t +2s -2k =1

—t -2k = 3

—-s —r —4k = 3

4r -k =5

tuto soustavu fesime uzitim Gaussovy eliminace

1 2 0 -2 1 1 2 0 -2 |1
-1 0 0 -2 ] 3 0 2 0 -4 | 4
0 -1 -1 —4 | 3 0 -1 -1 -4 | 3
0O 0 4 -1 1|65 0o 0 4 —-11]5
12 0 -2 |1 12 0 -2 | 1
01 0 -2 | 2 o1 0 -2 | 2
00 -1 —6 | 5 00 -1 -6 | 5
00 4 —-11]5 00 0 —-25 | 25

z toho plyne k =—-1,r=1,s=0,t = —1.
A tedy
Ay — By = —1lu=(-2,-2,—4,—1)" 7 toho plyne

p(07p) = Hu“ =9,
dale muzeme taky urcit body, ve kterych se tato vzdalenost realizuje:
Ay = (4,1,1,0) — (1,-1,0,0) = (3,2,1,0)"
By = (5,4,4,5) + (0,0,1,—4) = (5,4,5,1)"
3. zpusob:

Budeme potiebovat bézi souctu zaméient, coz je napi. Z(o)+Z(p) = [(1,—-1,0,0)7, (2,0, —1,0)7,
(0,0,1,—4)T], ozna¢me tyto vektory postupné vy, vo, vs.
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Nyni hleddme body Ay € 0 a By € p jimiz se vzdélenost p(o, p) realizuje. Vektor Ag — By
je kolmy k roviné o i pifmece p a tedy Ay — By je kolmy k Z(o) + Z(p), tzn. je kolmy
k vektorum béze Z(O') + Z(p), tedy AQ — BQ 1 V1, AO — BO 1 Vo, AQ — BO 1 V3.
Déle vime:

Ay = (4,1,1,0) + ¢(1,—1,0,0) + (2,0, —1,0)

By = (5,4,4,5) +r(0,0,1, —4)
atedy Ayg— By=(—-1,-3,-3,-5)+t(1,-1,0,0) + s(2,0,—1,0) — r(0,0,1,—4) .
Dostavame tedy soustavu rovnic:
<A0 — Bo,211> =0

(Ag — By,v9) = 0
<A0_BO>U3> = 0

2t +2s = =2
2t +5s H+r = -1
—-s —1mr = -—-17

tuto soustavu fesime uzitim Gaussovy eliminace

2 2 0 | -2 110 | -1
2 5 1 | -1 |~|03 1] 1|~
0 —1 —17 | —17 01 17 | 17
110 | —1
~1031] 1
001 ] 1

z toho plyne r =1, s =0, t = —1.
A tedy
Ay = (4,1,1,0) — (1,-1,0,0) = (3,2,1,0)"

By = (5,4,4,5) + (0,0,1, —4) = (5,4,5,1)"

z toho plyne
Ay — By = (=2, -2, —4,-1)T

plo,p) = [lAo — Bol| =5.

Uloha 2: Uréete vzdalenost rovin
o:(4,5,3,2) +4(1,2,2,2) + 5(2,0,2,1); 7: (1, -2,1, =3) + r(2,—-2,1,2) + p(1, 2,0, —1)

v euklidovském prostoru Ej.
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ResSeni:
1. zpusob:
Nejprve najdeme ortogonélni doplnék souc¢tu zamétreni obou rovin

1 2 2 2 |0 1 2 2 2 |0 122210

2 0 2 1 |0 0 -4 -2 -3 |0 042310

2 21 2 o] o6 3 2 0ol looos5]o0

1 -2 0 -1 ] 0 0 -4 -2 -3 |0 0000/ 0
Z toho plyne, ze x4 = 0, dale zavedeme parametr t, ¢ili x3 = t, x5 = —%t, r, = —t,
zvolime-li napi. ¢ = —2, dostavdme [Z (o) + Z(7)]* = [(2, 1, —2, 0)T], oznaéme tento vektor

u (Je vidét, ze roviny jsou ¢astetné rovnobézné).
Nyni zvolime libovolné body A € o, B € 7, napi. A = (4,5,3,2)T, B = (1,-2,1,-3)7T,
a ozna¢ime vektor A — B = z = (3,7,2,5)T. Podle véty 4.5. je vzdélenost rovin rovna
prumétu vektoru = do podprostoru [u]. Hleddme tedy kolmy prumét Pux.
Predpokladdme Px ve tvaru:

Pr =au

x— Px L u ztoho plyne (x,u)—al{u,u) =0
9-9a=0 atedy a=1 pak Pr=u=(2,1,-2,0)7
plo,7) = [|Px| =3

2.2pusob:
Opét potrebujeme najit ortogonalni doplinek souctu zamétreni obou rovin, ktery jsme urcili
v piedchdzejicim vypoctu [Z(o) + Z(7)]* = [(2,1,—2,0)7], oznacme tento vektor u.
Nyni hleddme body Ay € o a By € 7 jimiz se vzdélenost p(o, 7) realizuje. Vektor Ag — By
je kolmy k roviné o i 7 a tedy Ag— By € [Z(0) + Z(7)]*, tzn. je linedrn{ kombinaci vektoru
baze [Z(o) + Z(7)|*

AO — BO = ku.

Daéle vime:

Ao = (4,5,3,2) + 1(1,2,2,2) + 5(2,0,2,1)
Bo=(1,-2,1,-3) +r(2,-2,1,2) + p(1, —2,0, —1)
atedy (4,5,3,2)+4(1,2,2,2)+s(2,0,2,1)—(1, -2, 1, -3)—r(2, -2, 1,2)—p(1, —2,0, —1) =
= k(2,1,-2,0).

Dostavame tedy soustavu rovnic:

2 +p +2r -2 —t = 3
k. —2p —2r -2t = 7

—2k +r —2s =2t = 2
5

-p +2r —1s =2t =
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tuto soustavu fesime uzitim Gaussovy eliminace

2 1 2 -2 -1 | 3 2 1 2 -2 -1 | 3

1 -2 -2 0 -2 |7 0 -5 -6 2 -3 |1
-2 0 1 =2 =2 ] 2 0 1 3 -4 -3 | 5

0o -1 2 -1 =215 0 -1 2 -1 -2 | 5

2 1 2 =2 -1 1] 3 2 1 2 -2 -1 ] 3
0 -5 -6 2 =3 | 11 0 -5 -6 2 =3 | 11
0 0 9 -—18 —18 | 36 o o 1 -2 -2 | 4
0 O 1 -1 -1 | 2 0 0 0 1 1 | -2

zvolime napt. t =1, pak s = -3, r=0,p=—4, k= 1.

A tedy
Ay — By =1u=(2,1,-2,0)" 2z toho plyne

plo,7) = [lul =3,

dale muzeme taky urcit body, ve kterych se tato vzdalenost realizuje:
Ag=(4,5,3,2)+(1,2,2,2) — 3(2,0,2,1) = (—1,7,—-1,1)T
By = (1,-2,1,-3) —4(1,-2,0,-1) = (=3,6,1,1)"

Zde by nas mohla zmast volba t = 1, zkusme tedy, co se stane, kdyz zvolime t = 2, pak
s=—4,r=0,p= —5, k = 1. Hodnota k se nezménila a nezméni se tedy ani hodnota
vzdalenosti.

Ay — By =1u=(2,1,-2,0)" 2z toho plyne
plo,7) = [lul| =3,
Ag = (4,5,3,2) +2(1,2,2,2) —4(2,0,2,1) = (-2,9, -1,2)"
By = (1,-2,1,-3) — 5(1,-2,0, —1) = (—4,8,1,2)"

Jinou volbou se vzdalenost nezméni, pouze se zméni body, ve kterych se tato vzdalenost
realizuje. To znamend, ze vzdédlenost se muze realizovat v nekonectné mnoha bodech (to
odpovidéd nekoneéné mnoha volbdm parametru), coz je zpusobeno tim, ze roviny jsou
¢astecné rovnobézné.

3. zpusob:

Budeme potiebovat bdzi sou¢tu zaméteni. Snadno zjistime, Ze je to napi. Z(o) + Z(7) =
[(1,2,2,2)T,(2,0,2,1)T,(2,-2,1,2)T], ozna¢me tyto vektory postupné vy, vs, vs.

Nyni hleddme body Ay € 0 a By € 7 jimiz se vzdélenost p(o, 7) realizuje. Vektor Ag — By
je kolmy k roviné o i 7 a tedy Ay — By je kolmy k Z (o) + Z(7), tzn. je kolmy k vektorum
béaze Z(U) + Z(T), tedy AO — BQ 1 V1, AO — BO 1 Vo, AQ — BQ 1 V3.

Déle vime:

Ao = (4,5,3,2) + 1(1,2,2,2) + 5(2,0,2,1)
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Bo=(1,-2,1,-3) +r(2,-2,1,2) + p(1, 2,0, —1)
atedy Ag— By=(3,7,2,5)+1(1,2,2,2) +5(2,0,2,1) — r(2,-2,1,2) — p(1,-2,0,—1) .

Dostavame tedy soustavu rovnic:

<AO - BO7U1> =0
(Ag — By, v9) =
<A0 - BO>U3> = 0

o

13t +8s —4r +5p = 31
8 4+9s —8& —p = -—15
4t +8s —13r —4p = —4

tuto soustavu fesime uzitim Gaussovy eliminace

4 8 —13 -4 | —4 4 8 —13 —4 | -4
8 9 -8 -1 | -15 |~ 0 -7 18 7 | =7 |~
138 -4 5 | —31 0 8 —17 -8 | 8

4 8 —13 —4 | -4
~l0 -7 18 7 | -7
00 25 0 | 0

z toho plyne r = 0, zvolime p = 1, pak s =2, t = —4.
A tedy
Ag = (4,5,3,2) —4(1,2,2,2) +2(2,0,2,1) = (4, -3, -1, —4)"

By =(1,-2,1,-3) + (1,-2,0, 1) = (2, —4,1, —4)T

z toho plyne
Ay — By =(2,1,-2,0)"

plo,7) = [[Ao — Bol| = 3.
Volba za p opét neni jednoznacnd, zvolime-li jinak, dostaneme jiné body, ve kterych se

vzdalenost realizuje, ale hodnota vzdalenosti se nezmeéni.

Uloha 3: Urcete thel pifmky p: (1,2,3,4) + t(—3,15,1, —5) a podprostoru
B:(0,0,0,0) + (1, —5, —2,10) + s(1,8, —2, ~16) v Ej.

Reseni: Oznacéme vektor, ktery generuje zaméfeni pifmky p, u a vektory, ktaré generuji
zameétfeni podprostoru B, postupné z, y. Podle véty 4.8. je tithel p a B roven uhlu, ktery
svird vektor u a jeho ortogonalni projekce Pu do Z(B). Hleddme tedy Pu:

Pu = ayx + asxy

u—Pul B ztohoplyne u—Pulzxz Au—Puly
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(u,2) —ai(z,x) —ax(z,y) = 0
(u,y) —ar(z,y) —axly,y) = 0

po vyé¢isleni skaldrnich sou¢intu dostavame:

—130 —130a; +195a; = 0
195 +195a; —325a2 = 0.

VyfteSenim této soustavy dostavame a; = —1, ay = 0, a tedy
Pu=—z=(-1,52,-10)"

|Pul|  [130 2

toho pl By=1""T_,/>“~_"Y=%
z toho plyne cos ¢(p, B) Tl 560 5

o(p, B) =

=]

Uloha 4: Naleznéte odchylku ¢ roviny o : (2,1,0,1) +¢(1,1,1,1) + s(1,-1,1,—1) a

Pt )

roviny 7: (1,0,1,1) +7(2,2,1,0) + p(1,—2,2,0) v prostoru FEj.

Reseni: Budeme postupovat podle definice 4.7. Nejprve budeme hledat prunik zaméren{
obou rovin Z(o) N Z(7).

#(1,1,1,1) + s(1,-1,1, 1) = r(2,2,1,0) + p(1, =2, 2, 0)

1 1 -2 -1 0 1 1 -2 -1 0

1 -1 =2 2 Jo|l  [o-20 3]0

1 1 -1 -2 ] 0 00 1 -11]0

1 -1 0 0 |0 00 0 0 |0
tzn. r=pa Z(o) N Z(r) = [(1,0,1,0)7].

1
Déle musime najit P = Z (o) N (Z(a) Z(t)taQ=Z(r)N(Z(e)NZ(7))*. Jde vidét,
ze (Z(o)N Z(7))* = [(1,0,-1,0),(0,1,0,0)7,(0,0,0,1)"]. Pak najdeme P:

k1(1,0,—1,0) + k2(0,1,0,0) + k3(0,0,0,1) = ¢(1,1,1,1) + s(1, —1,1, —1)

1 00 -1 -1 0 100 -1 —1 0

0 10 -1 1 |0 010 -1 1|0

100 -1 1] 0 001 -1 1 |0

0 01 -1 1 |0 000 1 1 |0
Tzn. t = —s a P = [(0,1,0,1)"], ozna¢me tento vektor a.

Nyni najdeme @:

k1(1,0,—1,0) + k2(0, 1,0, 0) + k3(0,0,0,1) = r(2,2,1,0) + p(1, =2, 2,0)



4. Euklidovska analyticka geometrie - vydalenost a tihel 41

1 00 -2 -1 ]0 100 -2 110
0 10 -2 2 |0 010 -2 2 |0
100 -1 =210 7771001 0 0 ]O
001 0 0 |0 000 1 1 |0

Tzn. r=—pa@ = [(1, 4,1, O)T}, oznaCme tento vektor b.
Uhel danych rovin je pak roven dhlu, ktery sviraji vektory a a b.
b 4 2
COS¢ — <CL, > — —

lall ol v2vis 3

Cvi&eni

1. V euklidovském prostoru F, resp. Fs5 urcete vzdalenost bodu A od podprostoru P.

(a) A= (4,1,—4,—5); P: (3,-2,1,5) + (2,3, —2, —2) + 5(4,1,3,2)

(b) A:(1,1,—2 ~3,-2); P: (3,7, -5,4,1) + #(1,1,2,0,1) + 5(2,2,1,3, 1)

() A=(2,1,-3,4); P : 21 — 4wy —8x3+ 1324+ 19=0, 21+ 29 — 23+ 224 — 1 =0
(d) A:(l,—3,—2,9,—4);P:x1—2x2—3x3+3x4+2x5+2:0,x1—2x2—7x3+

54 +3x5 —1=0

) A= (2,1,4,-5); P: (1,—1,1,0) + (0, 1,2, —2)

(f) A=(=9,2,1,-5); P:(1,2,0,0) +¢(—1,1,1,3) + s(0, -2, 1, —1)
) A= (4,2,-5,1); P:2x1 — 229+ x3+214—9 = 0,201 —4dxg + 223+ 324 — 12 =10
) A=(2,1,-1,0); P:3x1 + a3 —24+6=0

2. Urcete vzdalenost piimek p, g v euklidovském prostoru F, (pron = 3,4,5).

(a) p:(9,-2,0) +t(4,-3,1);
q:(0,-7,2)+s(-2,9,2)
(b) p —3) +t(—3,2,4);

: 2, 2,1, )—{—t(0,4,—2,—3);
,0 )—|—S( 2,0,1,1)
, )+t(2031)
q:T— 4933—1-7—0,:762—1-2933—5:O,$4—3:0
(e) p:(—3,2,3,3)+t(—1,1,1,0);
q:(6,5,7,3)+r(0,0,—1,2)

(
(
0
q:(—1, 74)+8( 3,3,8)
(
(3
(7

3. Urcete vzdalenost ptimky p a roviny 7 v euklidovském prostoru Fy4 resp. Es.

(a) p: (1737 _3a _1) +t(1707 171)7
T:—T1+ 20 +23+24=3;, =300+ 203 —4x, =14
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(b) p: (574747 5) (0707 17 4)
7 (4,1,1,0) + (1, —1,0,0) + (2,0, —1,0)

(C) b (1767 67 ) t( ) 5787 )
7:(6,3,-5,5) +s(1,-2,2,2) +r(2,-1,—-2,1)

4. Urcete vzdalenost rovin 7 a o v euklidovském prostoruF, resp. Es, je-li:

(a) T:ioy+ o3+ 24— 2205 =2 To+ 23 — Ty — T3 = 35 T — To + 203 — T35 = 3;
o:(1,-2,5,8,2)+10,1,2,1,2) + s(2,1,2,—1,1)

(b) 7 : a1 + 2o + 223 = 4; 221 + 329 + 4y = 9;
0:x1 — 209 — 204 = —25; 01 —x3+ 24 =15

(¢) 7:(5,0,—1,9,3) +¢(1,1,0,—1,—1) + s(1,—1,0,—1, 1);
o:(3,2,—-4,7,5)+r(1,1,0,1,1) + (0, 3,0, 1, —2)

(d) 7:(4,2,2,2,0) +¢(1,2,2,-1,1) + s(2,1,-2,1, —1);
c:x1—To=0;01 —23+x4+2a5=—-1;234+24—25=4

(e) 7:(0,2,6,—5)+t(—7,1,1,1) 4+ s(—10, 1,2, 3);
O:21+3x0+234+24=3;, 21 +302 — 23+ 224 =5

(f) 7:(-4,3,-3,2,4) +t(2,0,1,1,1) + s(—5,1,0,1, 1);
0:%1 — 200+ 23 — x4 +3x5 =6, 11 —x3 — 24+ 325 =0

5. Urcete odchylku ¢ piimky p = {A4, [u]} a podprostoru B v Ej resp. Es.

(a) u=(1,0,3,0)7; B:(1,1,1,1) + ¢(1,1,4,5) + 5(5,3,4, —3) + (2, -1, 1,2)

(b) u=(1,2,-2,1)T; B:(1,1,1,1) + £(2, 2,1, -1)

(c) u=(1,3,-1,3)7T; B'3x1+x3—4x4:0, 201 — Ty — 3x4 = —1

(d) v=(3,1,v2,-2)"; B: (1,2,1,1)+¢t(—1,1, —1,0)+s(—1,2, -2, 1)+r(2, -1,2,1)

(e) u=(2,0,2,—1)"; B:3zy —2x9+ 223+ 24 =7

(f) u=1(2,0,0,2,)"; B:xy + a9+ a3+ 25=7

(g) u=(0,1,-1,0,07; B: (2,1,1,2,2)+(2,1,0,1, —1)+5(3,2,0,0,1)+7(0, 1,0, 1, 0)+
p(1,0,0,1,3)

(h) u=(3,4,4,3)T; B:(2,0,0,1) + (—2,0, —1,0) + s(1,0,3,0)

(i) w=(3,4,4,3)7; B:(2,9,0,6) +£(0,1,0,5) + 5(0,2,0, —7)

() u=(1,-1,1,3)T; B: (3,1,4,5) + £(2, —2,3,0) + s(~1, 1, —2,0)

6. V Ej3 urcete odchylku rovin 7 a o.

(a) 7:20—y+2—1=0;0:24+y+22+3=0
(b) T:x+22—6=00:2+2y—4=0

7. Urcete odchylku podprostoru n a v v Ey4 resp. Fs.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) n:(1,2,5,1)+¢(1,1,0,0) + s(3,3,0,1)
v:(1,5,4,1)+r(0,0,0,—1) + p(2,0,0,1)

(b) n:(4,2,0,1,0) +¢(1,1,1,0,0) + s(2,2,2,0,3)
v (1,1,0,1,0) +7(0,1,0,0,1) + p(1,1,1,1,0) + ¢(1,1,1,1,1)

(¢) n:(7,3,5,1)4+%(0,0,1,0) + s(2,2,1,0)
v:(1,3,4,1)+r(1,0,0,0) + p(3,0,1,0)

Na pfimce p : o1 + 29+ 24— 7 = 0,21 + 223+ 24 — 7 = 0, 207 — 29 + 323 +
z4 — 9 = 0 naleznéte bod @ majici stejnou vzddlenost od bodi A = (—=1,1,1,1)T a
B = (3,-1,-2,2)" v euklidovském prostoru E,.

Na pfimece p : x +y + 22 = 1, 3x + 4y — z = 29 naleznéte bod @) majici stejnou
vzdélenost od bodu A = (3,4,11)T a B = (=5, -2, —13)T v euklidovském prostoru
Es.

Naleznéte podprostor C' v Ejs, ktery prochdzi bodem @Q = (1,0,1,0,1)T a je kolmy
k podprostoru

B 19112’1 +11.CE2 —4112’3 +5£L’4 +T5 = 3
' 71’1 —|—2£L’2 +24 =1

Naleznéte podprostor C' v Ej, ktery prochdz{ bodem Q = (—1,2,5,1,4)T a je kolmy

k podprostoru B danému bodem A = (3,2,1,1,2)T a vektory u = (7,2,1,1,3)7,

v=(0,4,-2,1,~1).

Bodem Q = (2,1, -3)T v E3 vedte v roviné p : 3z — 2y + 2z = 1 pifmku ¢, kterd je
kolm4 k pifmce p : (4,5,3) + t(—6,6,1).

V' FEj5 naleznéte rovinu p rovnobéznou s rovinou o : 3 — 6y — 2z + 14 = 0 a majici
od ni vzdalenost 3.

V' E5 naleznéte rovinu p rovnobéznou s rovinou o : 2x — 2y —z — 7 = 0 a majici od ni
vzdalenost 5.

Jsou dény body A = (—4,1,2) a B = (3,5,—1) v E3. Urcete bod C, vite-li, ze stied
dvojice bodu AC' lezi na pifmce p: (1,0,1) +¢(1,1,0) a stied dvojice bodu BC' lezi
vroviné p:x —y+7z2+1=0.

Napiste rovnici geometrického mista bodu v FEj3 stejné vzdalenych od bodu A =
(a,%,a) abodu B = (0,5,0).

Na piimce ¢ : (1,—1,0) + ¢(1,—2,—3) v Ej3 urérte bod ) majici od roviny p :
22 +y — 2z + 2 = 0 vzdélenost /6.

Na ptimce ¢ :  —y+ 2 —3 = 0;2¢ — 3y + 32+ 6 = 0 v E3 urcete bod ) majici
od roviny p: x — 2y + z — 2 = 0 vzdalenost %.
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19.

20.

1. Shirka 1loh z linearni algebry a geometrie
Najdéte rovinu v E3 rovnobéznou s rovinami p : 3x +2y—2z—3=0a o0 : 6z +4y —
4z 4+ 1 = 0, ktera déli vzdalenost mezi nimi v poméru 2:3.

Odvod'te vztah pro vzddlenost bodu A = (yy,...,y,) od nadroviny N : ajxy + - - +
anxy +ag=0v E,.
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5. VLASTNI CISLA A VLASTN{ VEKTORY, ORTOGONALNI MATICE

Teorie

5.1. Definice. Linedrni operdtor je linearni zobrazeni ¢ : V. — V', kde V je vektorovy
prostor.

5.2. Definice. Necht ¢ : V' — V je linedrni operdtor, a = (vy, v, . . ., v,) bdze vektorového
prostoru V. Pak matice operdtoru ¢ v bdzi o je matice (¢)a,a = (aij), kde ve sloupci j jsou
soufadnice vektoru ¢(v;) v béazi a.

5.3. Véta. Necht ¢ : V — V je linedrni operdtor, a = (vy,va,...,v,), B = (u1, U2, ..., uy,)
jsou dveé baze vektorového prostoru V. Pak pro matice zobrazeni ¢ v bazich o a (3 plati
tento vztah:

(©)s,5 = (id)ga - (D)aa - (id)a,p,
kde (id), 3 je matice pifechodu od baze (3 k bazi c.

5.4. Definice. Rekneme, Ze matice A a B jsou podobné, existuje-li reguldrni matice P
takovd, ze B= P~ 1. A.P.

5.5. Definice. Necht V je vektorovy prostor a ¢ : V — V je linedrni operator. Podprostor
U C V se nazyva invariantni podprostor operdtoru ¢, jestlize ¢(U) C U.

5.6. Definice. Vektor u # o,u € V, kde V' je vektorovy prostor, se nazyva vlastni vektor
linearniho operatoru ¢, existuje-li ¢islo A € K takové, ze

¢(u) = du
Cislo \ se pak nazyva vlastni ¢islo.
5.7. Poznamka. Je-li matice linearniho zobrazeni A, pak vlastni vektory x jsou nenulova
feSeni rovnic

Ar = Ax.

Tato soustava je ekvivalentni se soustavou
(A= AE)x =0,
coz je homogenni soustava rovnic, ktera ma nenulové teseni pravé tehdy kdyz

det(A—AE)=0

5.8. Definice. Rovnice det(A — AE) = 0 se nazyvé charakteristickd rovnice matice A.
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5.9. Véta. Viastni ¢isla jsou pravé koreny charakteristické rovnice. Je-li ¢islo Ay vilastni
cislo, pak vlastni vektory jsou fesenim soustavy rovnic (A — A\gE) = 0.

5.10. Definice. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla je nasobnost tohoto ¢isla jakozto

kotene charakteristické rovnice. Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla je dimenze pod-
prostoru Ker(¢ — Aid).

5.11. Véta. Je-Ii \ :_a—i—bi vlastni ¢islo realné matice A s vlastnim vektorem u = uy +ius,
kde uy,us € R™, pak A = a — bi je taky vlastni ¢islo s vlastnim vektorem u = uy — ius.

5.12. Poznamka. Podprostor generovany vektory wq,us v R"™ z predchozi véty je inva-
riantni podprostor zobrazeni ¢. Plati, ze

A (uy + tug) = (a+ib)(uy + ius) .
Rozepsanim na redlnou a imaginarni ¢ast rovnice dostdavame

A-up = au; —buy
A-UQ = bul +aus

Zobrazeni ¢ ma tedy v bazi [uq, us] matici

a —b

b a )
Cislo a + ib miizeme napsat v goniometrickém tvaru a+ib = v/a2? + b%(cos o + i sin ), pak
ma matice zobrazeni tvar

sina  Cos«

\/m( COSx —SIno« ) '

Tento operator pusobi jako otoceni o uhel a slozené se stejnolehlosti na dvourozmérném
invariantnim podprostoru zobrazeni ¢.

5.13. Véta. Necht ¢ je linedrni zobrazeni a necht o = (vy,vs,...,v,) je bdze tvorend
vlastnimi vektory prislusnymi vlastnim c¢isliim Aq, Ag, ..., \,. Pak matice linearniho zo-

brazeni v této bdzi ma tvar

A 0 ... 0

0 X ... O
((b)o"o‘ - : : : :

0O 0 ... M\,

5.14. Véta. Vlastni vektory prislusné ruznym vlastnim ¢isliim jsou linedrné nezavislé.

5.15. Definice. Necht U a V jsou dva euklidovské vektorové prostory. Zobrazeni ¢ : U —
V' se nazyvé ortogondlni, prave kdyz (¢(uq), p(usg)) = (ug, us) pro Yui, ug € U.
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5.16. Véta. Necht ¢ : U — U je linedrni operdtor. Pak ¢ je ortogonalni zobrazeni, pravé
tehdy kdyz pro matici zobrazeni v ortonormalni bazi o plati, ze A~ = AT.

5.17. Definice. Matici A, pro kterou plati A~' = AT, nazyvame ortogondlni matici.

5.18. Definice. Necht U a V jsou dva unitdrni vektorové prostory. Zobrazeni ¢ : U — V
se nazyva unitarni prave kdyz (¢(uy), ¢(usz)) = (u1, ug) pro Yuy, us € U.

5.19. Véta. Necht ¢ : U — U je linedrni operdtor. Pak ¢ je unitarni zobrazeni, pravé
tehdy kdyz pro matici zobrazeni v ortonormalni bazi o platf, 7e A~' = A" .

5.20. Definice. Matici A, pro kterou plati A=! = ZT, nazyvame unitdrni matici.

5.21. Véta. Je-li matice A unitdrni, pak |det A| = 1 a jeji vlastni ¢isla maji absolutni
hodnotu rovnu 1.

5.22. Véta. Necht ¢ : U — U je unitdrni zobrazeni. Pak v U existuje ortonormalni baze
« tvorena vlastnimi vektory takova, ze v této bazi ma matice zobrazeni diagonalni tvar

A 0 ...0

0 X ... O
((b)o"o‘ - : : : :

0O 0 ... M\,

5.23. Poznamka. Kazd4a ortogonalni matice A je unitarni. Ma-li A redlna vlastni ¢isla,
pak jsou to 1 nebo -1.

Ma-li komplexni vlastni ¢islo a +ib, pak ma také vlastni ¢islo a — ib, a protoze |a+1ib| = 1,
tak a? + b* = 1. Je-li uy + iusy vlastni éislo, pak u; — ius je také vlastni éislo. Z toho, ze
(ur +dug) L (uy —dug) plyne, ze ||ui|| = |Juz|| a ur L ug. uy, us tedy tvoif ortogonalni bazi
dvourozmeérného invariantniho podprostoru.

A(ug + tug) = (a +ib)(uq + iug)
Z toho plyne
Auy = auy — bug, Augs = buy + aus .

V bazi uy, us je tedy matice tohoto zobrazeni (tuto bazi nazyvame kanonickd béze)

a —b\ [ cosa —sina
b a sina  cosa ’

Toto zobrazeni je tedy otoceni o thel « .
Z toho plyne, ze kazda ortogonalni matice fadu 3 reprezentuje geometricky otoceni kolem
osy slozené pripadné se symetrii podle roviny kolmé k této ose prochazejici pocatkem.
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Regené p¥iklady

Uloha 1: Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory linearniho operatoru zadaného matici

1 -1 1
A= -1 11
-1 -1 3

ve standardni bazi.

Reseni: Podle véty 5.9. jsou vlastni ¢isla fesenim charakteristické rovnice det(A —
AE) = 0. Spocteme tedy tento determinant, polozime ho roven nule a fesime charakteri-
stickou rovnici.

1-Xx -1 1
det -1 1-=-A 1 =0
—1 -1 3-A

z toho plyne
(1=N?B=N+1+14+1 =N +1=-N)-B-XN=0

(1-X(2-X2)*=0

Jako teSeni charakteristické rovnice dostdvame dvé vlastni ¢isla, Ay = 1 s algebraickou
nasobnosti 1, Ay = 2 s algebraickou nasobnosti 2. Podle véty 5.9. jsou vlastni vektory
feSenim homogenni soustavy rovnic (A — AE) = 0.

Pro Ay = 1 ma homogenni soustava tvar

0 -1 110 1 0
1 0 1 ]O0]|~|0 1 =110
1 -1 210 0 0

Zavedeme parametr t, x3 =t, pak x9 =t, x1 = t.
Resenfm je podprostor generovany vektorem (1,1,1)%, tedy podprostor vlastnich vektort

[(1,1,1)7].
Geometricka nasobnost vlastniho cisla A je 1.

Pro Ay = 2 ma homogenni soustava tvar

1 -1 1|0 1 -111] 0
1 -11]0]~| 0 0010
1 -1 110 0 0 0] 0
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Zavedeme parametry t a s, 3 =1, 19 = s, pak ;1 =t — s.
Resenim je podprostor generovany vektory (1,0, 1), (=1,1,0)7, tedy podprostor vlastnich

vektoru
(1,0, ), (=1,1,0)7].

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla s je 2 .

Vsimnéte si, ze v bazi «a : [(171, HT,(1,0,1)T, (—1,1,O)T} je matice daného linedrniho
zobrazeni diagonalni

1
0
0

S NN O
N OO

Uloha 2: Analyzou vlastnich ¢fsel a vlastnich vektort matice

1 1 /2
Pl
A= 3 3 2
_V2 2
2 2

zjistéte, jaké geometrické zobrazeni euklidovského prostoru R? popisuje linedrni operator
dany touto matici. Urcete matici operatoru ve vhodné ortogonalni bazi.

Reseni: Lehce ovéifme, ze A - AT = E a tedy matice A je ortogonalni.
Nejprve hledame vlastni ¢isla, to znamend, ze najdeme charakteristicky polynom.

1y 1 V2
2 2 25 1 , 1 1 1 1 5 o
det ol N 2 = AN (N F A=A A+
2. 2 2 2 4 4 2 4
22 o

2

Resenim charakteristické rovnice jsou vlastni ¢isla
A =1 Ao =1 A3 = —i.

Déle hleddme vlastni vektory, tj. fesime vzdy homogenni soustavu rovnic (A — AE) = 0.

Pro A\;:
1 1 V2
3 2 % |0
Lol V2
-5 % -1 10

Resenim této soustavy je podprostor vlastnich vektori [(1,1,0)7].

Pro Ay = i:

1 1
PR 2
1—1 1—1

0 V2—v2i —i—1 |

SN
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Regenim této soustavy je podprostor vlastnich vektori [(—1, 1, /2i)7].
Podle véty 5.11. je podprostor vlastnich vektorii pro Az roven [(—1,1, —/24)7].

Podle poznamky 5.21. zvolime novou redlnou ortonormalni bazi

o = <7,7,0) ,(—7,7,0) ,(0,0,1)

Protoze Ay = i, tak cosa = 0 a sina = 1 z toho plyne, Ze se jedna o otocent o thel 7 kolem
osy dané smérem (1,1,0)7, musime ale jesté urcit orientaci otoceni. Z matice zobrazeni je
vidét, ze druhy vektor baze se zobrazi na tieti vektor baze a treti vektor baze se zobrazi
na vektor opacny k druhému vektoru baze. Otoceni je tedy ve sméru od druhého ke tretimu
vektoru baze.

Tvar matice operatoru v nové bazi je

o O =
— o O
|
—_

Uloha 3: Ve standardnich soufadnicich napiste matici zobrazeni, které je otoceni o ithel
5 kolem ptimky x =0, y — 2 = 0.

Reseni: Nejprve uréime matici v jisté ortonormélni bézi 3, ve které ma matice tvar

1 0 0
0 cosa —sina
0 sina cos«

Zobrazeni je otoceni kolem piimky x = 0, y — z = 0, prvni vektor baze 3 tedy bude
jednotkovy smérovy vektor této pifmky (0, 42 ﬁ)T. Pak (3 doplnime na ortonormélni

bézi: )
5 (o,@ @> (oﬂ—§> (1,0,0)7

’ 200 2

272 2
1 0 0 10 0
(@)sp=| 0 cosy —sing | =| 0 0 -1
0 sin% cosg 01 0

Matice zobrazeni ve standardni bazi pak je

(@)ee = (id)eg - (9)p,5 (id)ge = (id)es - (¢)p5 - (id)cs
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kde (id)e g je matice pfechodu od béze [ k bazi e.

0 0 1
(ds=| % 2 0
V2 V2
2 2
Z toho plyne
0 0 1 10 0 0 2 2
Vi3 oA
(¢)ee: 5 5 0 0 0 -1 0 V2 o Y2
2 2
g _g 0 01 O 1 0 0
0 1 0 0 Y2 V2
(Lo 2| (o2
20 2 10 0
0 2 _V2
V2 % 12
(¢)€E: ~95 3 B)
V2 1 1
2 2 2

o1

Cvigeni

1. Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory linearniho operdatoru daného matici:

2 -1 2 0 10 4 -5 2
A=| 5 -3 3 B=| -4 40 C=|5 -7 3
-1 0 -2 -2 1 2 6 —9 4
7 —12 6 4 -5 7 51)’_11
D=| 10 —-19 10 E=| 1 -4 9 F=1, |
12 —24 13 -4 0 5 PR
-1 3 -1 4 7 =5 4 2 —
G=| -3 5 —1 H=| -4 5 0 I=(6 4 -9
-3 3 1 1 9 —4 53 -7
11 1 1
1 1 -1 -1
T=11 211 4
1 -1 -1 1

0
0
5
3

2. V R3 uréete podprostor vlastnich vektorti pifslusnych vlastni hodnoté A = 3.

B: C:

S O W

1
3
0

w o O
S OO W

1
3
0

w = O
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. Zjistéte, zda je dand matice podobna diagonalni matici nad poli @, R, C. (To nastane

prave tehdy, kdyz vlastni vektory generuji cely prostor.)

5 2 =3 4 7 =5 4 2 =5
A= 4 5 -4 B=| 45 0 C=|6 4 -9
6 4 —4 19 —4 5 3 —7

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic.

2 b —11—228—33
A=| -1 2 -1 B =

0 0 1 0 0 2 0

1 2 0 3

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice linedrniho operatoru. U vlastniho ¢isla

urcete jeho algebraickou a geometrickou nasobnost a zjistéte, zda je matice podobna
néjaké diagonalni matici.

1 -3 1 4 0 —1 4 -5 2
A= 0 =10 B=|2 2 -1 c=[5 -7 3
-1 -3 3 01 2 6 —9 4

1 0 2 0 202 0

1 -1 2 -2 1 22 -2

D=1 "9 0o -1 o0 E=1002 o0

0 0 1 -1 001 2

. Zjistéte, jak zavisi vlastni hodnoty a vlastni vektory matice na parametrech a, b.

230 23 0
A=14 10 B=|41 0
a b 2 a b 2+4a
. Zjistéte, jak vypadaji a jaka geometricka zobrazeni urcuji vSechny ortogondalni matice

radu 2.

. Analyzou vlastnich ¢éisel a vlastnich vektoru najdéte matici linedrniho operatoru

ve vhodné bazi, pomoci které urcite, o jakou geometrickou transformaci se jedna,
je-li operator zadan ve standardni bazi matici:

2 2 -1 1 1 =2
A=3 2 -1 2 B=:| 1 1 V2
-1 2 2 V2 —V2 0
2 -1 2 3 1 =6
c=%il 2 2 -1 D=1l 1 3 V6
-1 2 2 V6 —vV6 2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

L 5 1 1 1 1 1
poi(nove ) red
V2.0 V2 1 -1 -1 1
i 1 _11 _11 2 2 -1 1 -8 4
G=1 H=| -1 2 2 I=1 4 4 7
2| -1 1 -1 1 3 9
111 1 2 -1 2 -8 1 4
3 -2 6 0 SRR
_1 _ — | L 4 _1 — 1 3 V6
‘]_7 6 3 2 K= 3v/2  3vV2 32 L= 4 4 4
-2 6 3 2 1 2 _V6 V61
3 3 3 4 4 2

Analyzou vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru zjistéte o jakou geometrickou transfor-
maci euklidovského prostoru R? se jedna.

0 —¥2 _\2 11 V2 3 9 _4

2 2 2 2 2 5 5
- B A IR S R R
V211 V2 V2 109 2

2 2 2 2 2 5 5

Najdéte ortonormalni bazi tvoirenou vlastnimi vektory a matici v této bazi unitarniho
operatoru daného matici ve standardni bazi:

) 4+ 3 49 —6— 21
142 1 . . .
_ 1 _ 1
6+21 —2—062 1

C

4 V3 2-3i V2 \ -1 —i
Ve standardnich soufadnicich v R® napiste matici zobrazeni, které je otocenim o tihel
7 kolem pfimky z — 2z =0, y = 0.

Ve standardnich soufadnicich v R? napiste matici zobrazeni, které je otocenim o tihel
% kolem pifmky z 4y = 0, z = 0, pficemz f(—1,1,1) = (a,b,0), kde a +b > 0.

Ve standardnich soufadnicich v R? napiste matici zobrazeni, které je symetrii podle
roviny v3y — z = 0.

Linearni zobrazeni v R? je otocen{ kolem osy prochdzejici pocdtkem se smérovym vek-
torem (1,1,0)7 takové, ze f(1,—1,0) = (0,0, v/2). Najdéte matici zobrazeni ve stan-
dardni bézi.

V' R™ napiSte matici symetrie podle roviny kolmé k vektoru v v ortonormalni bazi

[V, v9, ..., U]



54 I. Shbirka 1iloh z linedarni algebry a geometrie

16. Definujte na R? dva skalarni souciny (, )1 a (, )2 tak, aby zobrazeni ¢ : (R3, (, );) —
(R37 <7 >2)7 (ZS(.Il, £, x?)) - (xl + x2 + Z3, —T1 + T, LE3), ble Ortogonélni’
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6. SYMETRICKE MATICE A METRICKA KLASIFIKACE KUZELOSECEK

Teorie

6.1. Definice. Redlnd matice A se nazyva symetrickd, pravé kdyz A = AT.

6.2. Véta. Pro kazdou realnou symetrickou matici A existuje ortogonalni matice P tak,
ze P71-A.P=PT.A.P je diagonalni.

6.3. Véta. Kazd4 kvadraticka forma f na euklidovském prostoru V ma ve vhodné ortonormalni
bdzi analyticky tvar f(z) = Mz} + w3 + - + \,22.

6.4. Véta. (Metrickd klasifikace kuZeloseéek) Necht ve standardni bazi v R? je kuzelosecka
zadand rovnici k(x) = apa? + 2a190105 + a073 + 20171 + 2a279 + ag = 0. Pak existuje
ortonormalni afinni baze, které rikame kanonicka baze, v niz je tato kuzelosecka dana

jednou z rovnic:
1.

2.

prazdna mnozina
bod

elipsa

hyperbola

dvé riznobézky
parabola

dvé rovnobézky
prazdna mnozina

piimka

Regené piiklady

Uloha 1: Najdéte ortonormaln{ bézi, v niz mé matice zobrazeni ¢(z) = A - x,

diagonalni tvar.

A:

DN DN >~
DN =~ DN
=~ NN
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Reseni: Matice A je symetrickd a podle véty 6.2. ji lze diagonalizovat tak, ze na
diagonale jsou vlastni ¢isla a baze, ve které ma matice tento tvar, je tvorena vlastnimi
vektory.

Nejprve tedy fesime charakteristickou rovnici:

(A—4)—16—-12(A—4) =0

vlastni ¢isla tedy jsou \; = 2, Ay = 8.
Déle hledame vlastni vektory.

Pro A\ = 2:
2 2210
2 2210
22210
Zavedeme parametry t a s, x3 = t, x9 = s, pak ;1 = —t — s, nezavislou volbou parametru

dostavame, Ze podprostor vlastnich vektori je generovan vektory (—1,1,0)%, (=1,0,1)7,
uzitim Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho procesu a normovanim dostavame ortonormalni
bézi tohoto podprostoru:

<_L s O)T <_L 1 i)T
27 /2’ ’ 6 6 V6

Pro Ay = 8:
-4 2 2 10 -2 1 1 |0
2 -4 2 | 0|~ 0 -3 3 |0
2 2 -4 10 0 3 =310

Zavedeme parametr t , x3 = t, pak xo = t, x1 = t, volbou parametru dostavame, ze
podprostor vlastnich vektort je generovan vektorem (1,1,1), normovdnim dostavdme
ortonormalni bazi tohoto podprostoru:

diagonalni tvar matice je

{73 1 1 T 1 1 2 T 1 1 1 T
a to v bazi |i<_ﬁ>ﬁ>0) ’<_%’__6’_6) 7<_3’%’_3) :| .
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Uloha 2: Zjistéte jakou kuzelosecku popisuje rovnice
k:x%+x§+4x1x2+2x1+l =0,

poptripadé urcete jeji stied, osy a nacrtnéte obrazek.

Reseni: Matice kvadratické formy je a ta se da podle véty 6.3. napsat v dia-

1 2
2 1
gonalnim tvaru s vlastnimi ¢isly na diagonadle.

Hledédme tedy vlastni ¢isla a vlastni vektory, charakteristicka rovnice ma tvar

(1-XN?—4=0.
Vlastni ¢isla a jim piislusné vlastni vektory tedy jsou:
T
A =-—1 prislusny normovany vlastni vektor je u = 72, —g)
T
A =3 prislusny normovany vlastni vektor je v = (@, ?) :
P . ;o . o -1 0
Nyni pfejdeme k bazi o = [u, v], ve které ma matice kvadratické formy tvar 0 3/
V2o V2
Pfitom matice pfechodu od baze a ke standardni bézi € mé tvar (id)., = _2@ é
2 2
a soufadnice x1, xo ve standardni bazi spocitame ze soutadnic yy, y» v bazi a takto:
T = ?yl +§yz
Ty = —?yl +§y2

Ptevedeme rovnici kuzelosecky do novych soutadnic 1, ys:
k(y) : —y? + 3y + V2 + V2 +1=0.

Nyni jesté posuneme stied soustavy souradnic tak, aby lezel ve stredu kuzelosecky. Do-
plnime tedy na ¢tverce a zavedeme nové souradnice.

2 2
V2 1 V2 1
- S - Y2l a1 =
k (yl 5 +2+3 2t 6+ 0

21 = W —ﬁ %% —ﬁﬁ —ﬁ
2o = Y2 —72 72.731 +72$2 +72
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Jedna se tedy o hyperbolu, jejiz osy jsou piimky zadané parametricky S + tu a S + tv.

StFed ma soufadnice (z1, z2) = (0,0), (y1,y2) = (i —i) a (z1,22) = (3, -2).
Cvieni
1. Najdéte diagonalni tvar symetrické matice.

1 92 1 —4 2 1 11

A= ( 9 4 ) B = -4 1 =2 C= 1 11

2 =2 =2 111
4 4 00 2 -1 0 0

4 2 2

4 4 00 -1 2 0 0
D_ggi E=10000 F=1"09 0o 2 4
0000 0O 0 -1 2

2. Najdéte diagondlni tvar symetrické matice a bazi, ve které ma matice tento tvar.

(1) () e (57

-2 0 -36 1 10 2 -1 -1
D= 0 -3 0 E=|11120 F=| -1 2 -1
=36 0 —23 000 -1 -1 2
3100 -7 24 0 O
1300 247 0 O
G 0000 H= 0 0 -7 24
0000 0o 0 24 7

3. Urcete o jakou kuzelosecku se jedna, piipadné urcete jeji stied, osy a nakreslete
obrazek.

(a) k:doy+3y*+6x+ 12y —36 =0
(b) k: 2?4+ 6xy + 9y* — 120+ 24y + 15 =0
(c) k:a?+2xy+y*—22—2y—3=0

4. Urcete typ a kanonickou rovnici kuzelosecky, piipadné nakreslete obrazek.

(a) k:32%+10zy +3y?> — 22 — 14y — 13 =0

(b) k :252% — 14xy + 25y + 64x — 64y — 224 =0
(c) k:dxy+3y* + 162+ 12y — 36 =0

(d) k: 72+ 6xy — y? 4+ 28z + 12y + 28 = 0
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1922 + 62y + 11y? + 38z + 6y + 29 = 0
52 — 2xy + 5y? — 4x + 20y + 20 = 0
: 922 — 242y + 16y% — 202 + 110y — 50 = 0

—~

€

)
f)
g)
)
)

~~

h
(i
5. Urcete typ kuzelosecky a délky jejich poloos.

(
(

922 + 122y + 4y* — 242 — 16y +3 =10
1622 — 24xy + 9y? — 1602 + 120y + 425 = 0

—~ o~
o A

a) k:4la? + 24xy + 9y +24x + 18y — 36 =0
b) k:8x? + 4wy + 5y® + 162 + 4y — 28 = 0

(c) k: 42?4 24xy + 11y% + 642 + 42y + 51 =0
(d) k: 1222 4 26zy + 12y* — 522 — 48y + 73 =0

6. Oveérte, ze dand kuzelosecka je parabola a urcete jeji parametr.

a) k: 922 + 24xy + 16y* — 120z + 90y = 0

b) k: 922 — 24xy + 16y* — b4z — 178y + 181 =0
(¢) k:a?—2zy+y*+6x—1dy+29=0

(d) k:92% — 6zy + y* — 50x + 50y — 275 = 0

7. Urcete typ kuzelosecky, pripadné délky jejich poloos a stied.

() k:322+8xy—3y>—1=0

(b) k:5x? 4 6xy + 5y* — 32 =0

(c) k:ia? —zy+1y>— V22 —V2y+3=0
(d) k:azy+3x—2y—6=0

(e) k: 62+ 4zy + 6y* — 16 =0

(f) k:52% 4+ 62y + 5y —8 =0

(g) k:a?+2V3zy —y>—2=0

8. Najdéte ortonormdln{ bézi kvadratické formy f(x,y,2) = 172% + 4oy — 4oz + 14y* +
8yz+ 1422, ve které mé forma diagondlni tvar, na euklidovském prostoru R? se stan-
dardnim skaldrnim souc¢inem vzhledem ke standardni (rovnéz ortonormélni) bazi.
Ptitom jedno z vlastnich ¢isel matice kvadratické formy je 18.

9. Najdéte ortonormdlni polarni bazi kvadratické formy f(z,y, z) = 32% — 4xy, ve které
mé forma diagonalni tvar, na euklidovském prostoru R?® se standartnim skaldrnim
souc¢inem vzhledem ke standardni (rovnéz ortonormélnf) bazi.
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7. JORDANUV KANONICKY TVAR

Teorie
7.1. Definice. Jordanova burnka dimenze k je ¢tvercova matice fadu k tvaru
A1 0 ... 0
0 X1 0
Je(A) = :
00 0 ... A
7.2. Poznamka. Jestlize linedrni zobrazeni ¢ : V' — V méa v néjaké bazi a = (vy,vs, ..., vy,)
matici buiiku (¢)a.a = Ji(A), pak plati
gb(vl) = )\Ul (¢ — )\ld)’Ul = 0
925(1)2) = V1 + )\UQ (Qb - )\1d>/U2 = (%1
o(vz) = v2+Avs z toho plyne (0 —Ad)vs = v
O(vg) = Vg—1+ vy (¢ — ANd)vy = wvpq
Posloupnost vektoru vy, v, . . ., v, nazyvame fetézec pro vlastni ¢islo A. V prikladech hledame

obracené nejdiive fetézec pro vlastni cCislo A\ a plati, Zze vektory fetézce jsou linearné
nezavislé a v bazi jimi tvofené ma operator matici (¢)q.o = Ji(A).

7.3. Definice. Matice je v Jordanové kanonickém tvaru, jestlize je blokové diagonalni
s bloky tvorenymi Jordanovymi bunkami.

7.4. Véta. Necht V je vektorovy prostor nad polem K dimenze n a necht ¢ : V — V je
linedrni operdtor, jehoz charakteristickda rovnice ma n korent (vcetné ndsobnosti), potom
existuje takovd bdze o ve V', Ze (¢)a.a je matice v Jordanové kanonickém tvaru. Pritom
tento tvar je urcen jednoznacné az na poradi Jordanovych buriek.

7.5. Véta. Pro vypocet Jordanova kanonického tvaru plati:

1. Na uhlopricce Jordanova kanonického tvaru jsou vlastni c¢isla linearniho operatoru,
kazdé tolikrat, kolik je jeho algebraicka nasobnost.

2. Jordanuv kanonicky tvar ma tolik bunék, kolik existuje linearné nezavislych vlastnich
vektoru.

3. Velikost nejveétsi buniky pro vlastni ¢islo \ je k pravé tehdy, kdyz k je nejmensi takové
¢islo, Ze hodnost matice (A — AE)* je rovna algebraické ndsobnosti vlastniho ¢isla \.
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Regené p¥iklady

Uloha 1: Najdéte Jordaniv kanonicky tvar linedrniho operdtoru zadaného ve stan-
dardni bazi matici

3 2 =3
A= 4 10 —12
3 6 -7

Reseni: Charakteristickd rovnice mé tvar
(A—2)>=0 ztoho plyne \=2.

Mame tedy jedno vlastni ¢islo, jehoz algebraicka nasobnost je 3, na diagonale Jordanova
kanonického tvaru tedy budou podle véty 7.5. samé dvojky.
Podprostor vlastnich vektoru prislusnych vlastnimu ¢islu A = 2 je generovan vektory:

u=(3,0,)" v=(-2,1,0)"

a podle druhého bodu véty 7.5. bude mit Jordantuv kanonicky tvar dvé bunky. Nyni jej uz
muzeme napsat:

J:

S O N
N OO

1
2
0

Déle musime ale vypocitat jesté bazi, ve které ma matice linedrniho operatoru tento tvar.
Pro druhou bunku podle poznamky 7.2. musime najit Fetézec vektoru béze. Pro prvni
vektor baze, oznacme jej x, musi platit

(¢ —Aid)xr =0 2z toho plyne (A—2E)x =0,
x je tedy z podprostoru vlastnich vektoru. Pro druhy vektor, ozna¢me jej y, pak musi platit
(A—2E)y =x = au+ bu.

Nevime, na ktery vlkastni vektor se y zobrazi, musime tedy psat x obecné jako linedrni
kombinaci vektoru baze podpostoru vlastnich vektoru. Daéle fesime uvedenou soustavu
rovnic (A — 2E)y = au + bv.

12 -3 | 3a—2b 12 -3 | 3a—2b
48 —12 | b ~| 00 0 | —12a+9
36 -9 | a 00 0 | —8a+6b

Tato soustava ma teSeni pouze kdyz:
3
—12a+9b=0 A —8a+6b=0 atedy a= ib

Zvolime napt. a = 3 a b = 4, pak feSenim soustavy je napt. vektor y = (1,0,0)” a vektor
z=3(3,0,1)7 +4(—2,1,0)" = (1,4,3)".
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Treti vektor baze z, prislusny druhé bunce velikosti jedna musi byt podle pozndmky 7.2.
taky z podprostoru vlastnich vektoru. Zvolime jej tak, aby byl linedrné nezavisly s vektorem
x 1y, muzeme zvolit napt. vektor w.

Béze, ve které ma matice linearniho operatoru Jordantuv kanonicky tvar, je:

a=[(1,4,3)",(1,0,0)7,(3,0,1)"] .

Uloha 2: Najdéte Jordanuv kanonicky tvar linearniho operatoru zadaného ve stan-
dardni bazi matici
-1
-1
1
0

—_
— =N
_ O = =

Reseni: Charakteristické rovnice mé tvar
(A=1)*=0 ztohoplyne A=1

Mame tedy jedno vlastni ¢islo, jehoz algebraickd nésobnost je 4, na diagonale Jordanova
kanonického tvaru tedy budou podle véty 7.5. samé jednicky:.
Podprostor vlastnich vektoru prislusnych vlastnimu ¢islu A = 1 je generovan vektory:

u=(1,1,0,00" v=(0,0,1,1)"

a podle druhého bodu véty 7.5. bude mit Jordanuv kanonicky tvar dvé bunky. Narozdil
od predchoziho piikladu jej ale nemuzeme jesté napsat, nebot nevime, jestli budeme mit
dvé bunky velikosti dvé, nebo jednu bunku velikosti tii a jednu velikosti jedna.

Déle budeme pocitat bazi, ve které méa matice linedrniho operatoru Jordanuv kanonicky
tvar. Pro prvni bunku (nevime jak je velkd) podle pozndmky 7.2. musime najit fetézec
vektoru baze. Pro prvni vektor baze, ozna¢me jej w, musi platit

(A-—FE)w=0

w je tedy z podprostoru vlastnich vektoru. Pro druhy vektor, oznacme jej x, pak musi
platit
(A— E)x =w = au + bv.

Daéle fesime uvedenou soustavu rovnic

11 -111a
11 -111]a
11 0 0] b
~11 0 0] b

Tato soustava méa feseni pro libovolnd a, b, muzeme tedy zvolit dvé nezavislé volby a = 1,
b=0aa=0,b=1, budeme mit tedy dvé bunky velikosti dvé. Pficemz dva z vektoru
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béze budou piimo vektory u, v.

Hleddme tetézec odpovidajici prvni buice, hleddme tedy feseni soustavy rovnic (A—E)z =
u.

11 -11 ] 1
11 -11 ] 1
110 00
110 00
Redenim této soustavy je napf. vektor 1 = (0,0, —1,0)7.

Déle hleddme tetézec odpovidajici druhé bunce, hleddme tedy feseni soustavy rovnic (A —
E)y=w.

11 1110
~11 -111]0
11 0 0] 1
“11 0 0|1
Resenim této soustavy je napi. vektor 2o = (—1,0,1,0)7.
Jordanuv kanonicky tvar je:
1100
01 00
T=1o0011
0001

Baze, ve které ma matice linearniho operatoru Jordanuv kanonicky tvar, je:

a=[(1,1,0,0)",(0,0,-1,0)",(0,0,1,1)", (-1,0,1,0)"] .

Uloha 3: Najdéte Jordanuv kanonicky tvar linearniho operatoru zadaného ve stan-
dardni bazi matici

1 -3 0 3
2 -6 0 13
A=10 31 3
1 —4 0 8

Reseni: Charakteristick4 rovnice mé tvar
(A—=1)*=0 ztoho plyne =1

Mame tedy jedno vlastni ¢islo, jehoz algebraickd nésobnost je 4, na diagonale Jordanova
kanonického tvaru tedy budou podle véty 7.5. samé jednicky.
Podprostor vlastnich vektoru prislusnych vlastnimu ¢islu A = 1 je generovan vektory:

u=(0,0,1,000" v=(31,0,1)"
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a podle druhého bodu véty 7.5. bude mit Jordantuv kanonicky tvar dvé bunky, nevime ale
jak budou velké.

Déle budeme pocitat bazi, ve které méa matice linedrniho operatoru Jordanuv kanonicky
tvar. Pro prvni bunku (nevime jak je velkd) podle pozndmky 7.2. musime najit fetézec
vektoru baze. Pro prvni vektor baze, ozna¢me jej w, musi platit

(A— F)yw=0,

w je tedy z podprostoru vlastnich vektoru. Pro druhy vektor, oznacme jej x, pak musi
platit
(A—E)x=w=au+bv.

Déle fesime uvedenou soustavu rovnic.

0 -3 0 3 | 3b
—2 -7 0 13 | b
0 =30 3 | a
1 —40 7 | b

Z prvniho a tfetiho fadku plyne, ze tato soustava ma teseni pravé kdyz a = 3b, muzeme
zvolit jen jednu nezavislou volbu a, b, napt. a = 3, b = 1, budeme mit tedy v Jordanoveé
kanonickém tvaru jednu bunku velikosti tii a jednu velikosti jedna.

Retézec odpovidajici prvni buiice velikosti ti bude zacinat vlastnim vektorem w = 3u+v =
(3,1,3,1)T. Na vektor w se zobraz{ druhy vektor fetézce, oznacime jej x, pro ktery plati
(A — E)z = w. Resime tuto soustavu rovnic.

0 -30 3 | 3
—2 -7 0 13 | 1
0 -30 3 | 3
1 —40 7 |1

Resenim této soustavy je napi. vektor zo = (3, —1,0,0)”. Na druhy vektor fetézce se viak
zobrazi tieti vektor Tetézce, oznacme jej z. Nevime ale na ktery vektor, ktery odpovida
feSeni predchozi soustavy se vektor z zobrazi, musime tedy obecné predpokladat

(A-E)z=x=x0+cu+dv

kde ¢, d jsou libovolnd redlna cisla. (Vime, ze vektor x odpovidé feseni predchozi soustavy,
nebot mu odpovid4 vektor zg a vektor cu+ dv je vektor vlastni, ktery se zobrazi na nulovy
vektor, plati (A — E)(cu + dv) = o0.)

Nyni fesime uvedenou soustavu rovnic.

0 -3 0 3 | 3+3d
—2 -7 0 13 | —1+d
0 30 3 | ¢
~1 -4 0 7 | d
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Z prvniho a tietiho fadku plyne, Ze tato soustava mé reSeni pouze pro ¢ = 3 + 3d, zvolime
napi. d = 0 a ¢ = 3. Pak vektor x = zo + 3u  z toho plzne z = (3,—1,3,0)T.
Vektor z je pak feSenim soustavy (A — E)x = z.

0 -30 3 | 3
—2 -7 0 13 | -1
0 -30 3 | 3
~1 =40 7 ] 0

Napi. z = (4,—1,0,0)T.

Ctvrty vektor baze odpovidajici druhé buiice bude vlastni vektor, ktery zvolime tak, aby
byl linearné nezavisly na vektoru w, napt. vektor wu.

Jordanuv kanonicky tvar je:

o OO =
O O = =
O = = O
_o o o

Béze, ve které ma matice linearniho operatoru Jordantuv kanonicky tvar, je:

a=1(3,1,3,1"(3,-1,3,07",(4,-1,0,0)",(0,0,1,0)"] .

Cvieni
1. Najdéte Jordanuv kanonicky tvar matice.
1 -3 4 4 -5 7 4 6 0
A= 4 -7 8 B = 1 -4 9 cC=| -3 =50
6 -7 7 -4 0 5 -3 —6 1
3 0 8 -2 8 6 g :21,) _17 :z
D = 3 -1 6 E=1 -4 10 6 F=
-2 0 -5 4 -8 —4 004 -8
0 0 2 —4

2. Najdéte Jordantuv kanonicky tvar linedarniho operatoru a béazi, ve které ma matice
operatoru tento tvar. Linedrni operator je zadan matici ve standardni bazi:

3 2 =3 1 1 -1
A= 4 10 —12 B=| -3 -3 3
3 6 -7 -2 =2 2
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0 1 -1 1
1 2 -1 1
= 11 1 0
11 0 1

2
—1
)

10
A= 4 0
73

13 5 4 2
0 -1 00
A=1 30 12 9 5
12 6 4 1
20 0 2
1 2 —2 2
D=10v0 2 1
00 0 2
1 -6 -9 —11
0 2 0 -2
G=| 0o o 2 1
0 0 0 2
21 -2 2
02 0 2
T=100 2 1
00 0 2
200 0
120 0
M=1119 3
000 —1

tvaru (A — 4)°.

tvaru (A — 1)3(\ — 3)5.

6
7
b= 8
1

N —

1. Shirka 1loh z linearni algebry a geometrie

. Najdéte Jordanovy kanonické tvary matic fadu 3.

—9 5 4
~13 8 7
~17 11 8
2 1 3
2 0 0 -3 -2
30 C=| -1 —2 -2
5 3 4 4 3
202 0 1 0 0 2
1 2 2 -2 oo | v o122
002 0 |l o 0o -1 1
001 2 0O 0 0 -1
1 -6 3 3 2 0 01
0 -2 2 0 |0 3 10
0 0 -2 0 10 -110
0 0 1 -2 0 0 0 2
1 -6 3 3 -1 1 -2
0 -2 0 2 0 -1 0
H=1¢9 o -2 1 I=1 9 o -1
0 0 0 -2 0 0 0
1 3 -6 3 1 -9 —6 —4
0 2 0 1 ;o2 0 1
0 0 2 2 “lo o —2 -2
0 0 0 2 0 0 0 -2
4 3 2 -3 1 -3 0 3
6 9 4 -8 o_| -2 6013
3 —4 -1 4 | 0o -3 1 3
9 9 6 -8 1 -4 0 8

. Napiste vSsechny Jordanovy kanonické tvary matic s charakteristickym polynomem

. Napiste vsechny Jordanovy kanonické tvary matic s charakteristickym polynomem



