Predmluva

Cilem tohoto textu je struc¢né shrnout obsah predmétu Diskrétni matema-
tika prednaseného na PiF MU. Nemél by slouzit jako nahrada doporucené
literatury ani ticasti na prednaskach, ale spis jako urcita rozsitena osnova pro
opakovani latky.

1 Logika

Logika se zabyva spravnym usuzovanim a odvozovanim zavérd. Budeme se
vénovat tzv. matematické logice, ktera se zaméfuje na vlasnosti matematic-
kych objektt, odvozovani vysledki a jejich dokazovani.

K zapisu matematickych skutecnosti se pouziva matematického jazyka.
Jeho vyhodou je zestrucénéni a zpresnéni vyjadfovani.

1.1 Vyrokova logika

Zakladnim pojmem ve vyrokové logice je wvyrok. Vyrok miize predstavovat
néjaké jednoduché tvrzeni, které je pravdivé nebo nepravdivée. Z hlediska
logiky nas budou zajimat vztahy mezi vyroky a posuzovani pravdivosti tzv.
formuli, coz jsou tvrzeni slozenda z vyroku.

P¥iklad 1. ,Ctverec je ¢tyithelnik a 2 je prvocislo.“ je formule sloZen z
vyrokt ,,Ctverec je étyfihelnik® a ,,2 je prvoéislo.“ pomoci spojky ,a“.

Z prikladu je zfejmé, ze podobnym zpiisobem bychom mohli vytvaret for-
mule z libovolnych vyrokt a dokonce i z jiz vytvorenych formuli. Ma tedy
smysl zapomenout na konkrétni obsah vyrokt a pracovat s nimi jako s abs-
traktnimi objekty. Necht tedy pismena A, B,C,... znadi vyroky. Formule
budeme vytvaret postupnym skladanim jiz vytvorenych formuli pomoci tzv.
logickych spojek. Pouzivat budeme nasledujici:

negace — Cteme ,ne‘ nebo ,neplati®, znacime —,

konjunkce — cteme ,a“, znacime A,

disjunkce — c¢teme ,nebo, znac¢ime V,

implikace — ¢teme ,,jestlize ..., potom ... “ nebo ,implikuje, zna¢ime —,
ekvivalence — ¢teme ,pravé kdyz“ nebo ,,je ekvivalentni“, znacime <.

Definice formule (¥iké se ji induktivni) pak vypada nasledovné:



Definice 1. (1) Kazdy vyrok je formule.
(2) Jsou-li ¢, ¢ formule, pak (=), (o A ¥), (¢ V ), (¢ = 1), (¢ < V)

jsou formule.

Chceme-li zjistit, zda je néjaky vyraz korektné vytvorenou formuli, postu-
pujeme obracené, tj. ,rozebirame“ vyraz na jednodussi celky a kontrolujeme
zda jsou spojeny v souladu s pravidly definice. Uzavorkovani uvnitt formule
je podstatné a miize zcela zménit jeji smysl. Dohodnéme se, Ze vnéjsi zavorku
lze vynechat a Ze negace méa prednost pred ostatnimi spojkami.

Priklad 2. Necht A, B jsou vyroky. (AV B)A—A je formule vznikla spojenim
podformuli AV B a =A. AV B je spojenim A a B a = A vznikla pfidanim
negace k A. Jedna se tedy o korektné vytvorenou formuli.

Zname-li pravdivost podformuli, z nichz je formule vytvotena, vyhodno-
cuje se pravdivost slozené formule podle nasledujici tabulky.

Y|l ANV VUl | o
00 1 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0
110] 0 0 1 0 0
11| 0 1 1 1 1

Zde 1 znaci, ze formule je pravdiva, a 0, Ze je nepravdiva. K posouzeni
pravdivosti formule vyrokové logiky tedy vétsinou potfebujeme znat pravdi-
vost vyrokl v ni obsazenych a podle tabulky ji postupné dopocitame. Mi-
zeme také dostat za tikol dopocitat pravdivost formule pro vSechna mozna
ohodnoceni vyroki, coz obvykle fesime sestrojenim vhodné tabulky podfor-
muli.

Je-1i formule pravdiva pro libovolné ohodnoceni vyroki, nazyva se tauto-
logie. Je-li formule nepravdiva pro libovolné ohodnoceni vyrokt, nazyva se
kontradikce.

Rekneme, Ze formule ¢ a 1) jsou ekvivalentns, pokud maji stejna prav-
divostni ohodnoceni pro vSechna ohodnoceni vyrokt (tedy stejny sloupec
hodnot v pravdivostni tabulce), zapisujeme ¢ < 1. Znamena to totéz jako
fict, Ze slozena formule ¢ <« 1 je pravdiva. Zapis ¢ < 1 je tedy zkratkou
soudu vysloveného o dvou formulich, kdezto ¢ < % je jedina formule. (Roz-
dilem v zapisu se tedy nemusime prozatim moc znepokojovat.) Ekvivalence
formuli znamen4, Ze vyjadiuji stejnou skutecnost, nikoli, Ze jsou si rovny (to
by musely mit totozny zapis).

Podobné fekneme, Ze z ¢ vyplyva 1) (neboli ¢ je disledkem ¢, pokud pro
¥ je pravdiva vzdy, kdyz je pravdiva ¢, znac¢ime ¢ = 1. Opét to znamena
totéz jako Tict, ze formule ¢ — 1 je pravdiva.
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O tom, zda jsou dané formule ekvivalentni nebo jedna vyplyva z druhé, se
lze kromé sestrojeni vyrokové tabulky pfesvédcit i upravou podle logickych
pravidel, coz jsou jednoduché ekvivalence (nebo vyplyvani) formuli. Tento
postup je obvykly v matematickych dikazech. Mezi uzitecna pravidla patii:

Y =P dvoji negace
VAN idempotence
Ve e
e NY S YA komutativita
VY S YV
(@ ANY)AN X & ¢ A (YA X) asociativita
(P VYV X & oV (¥V x)
e AN WV YX)E (@A) V(pAX) distributivita
eV @ AX) e (eVY)A(pV X
o N (p V) & absorpce
V(e ANY) &
o = P e (p—=Y) AW — ) odstranéni ekvivalence
p—oY S mp VY odstranéni implikace
—(p A Y) & —p V de Morganova pravidla
(e V) & —p A
p—Y & - obmeéna implikace

Z pravidel vyplyva zajimavy fakt, ze kazda formule je ekvivalentni formuli
tvofené pouze spojkami —, A,V nebo i pouze =, A. Dokonce lze ekvivalentni
formuli sestrojit pomoci jediné specialni logické spojky (vyuziti v elektro-
nice).

1.2 Predikatova logika

Prostiedky vyrokové logiky jsou pomérné slabé a k popisu vétsiny matema-
tickych skutecnosti by nestacily. V predikatové logice se vyroky nahrazuji
tvrzenimi popisujicimi néjakou vlastnost objektti nebo vztahy mezi nimi,
napi. x < 2 nebo z = y. K jazyku vyrokové logiky pridavame symboly pro-
meénnych (napft. x,y, z,...) a tzv. predikdtovych symboli (napf. <, =, +,0,
jejich presnéjsi vysvétleni prozatim odlozime). Krom toho méme k dispozici
kvantifikatory:

vSeobecny — c¢teme  kazdy“, ,vSechny*, atp., zna¢ime V,



existen¢ni — C¢teme existuje® nebo ,aspon jeden*, znac¢ime 3.

Za kvantifikdtorem musi vzdy nasledovat proménna, na kterou se kvantifika-
tor vztahuje. Formule predikatové logiky se vytvari stejné jako ve vyrokové
logice a navic podle pravidla

(3) Je-li ¢ formule a = proménnd, jsou i (Vz)p a (3x)¢ formule.

Piiklad 3. (Vz)(Vy)(3z)(x + z = y) je formule vznikla postupnym (trojim)
aplikovanim pravidla (3) na formuli z + z = v.

Pfi posuzovani pravdivosti formuli predikatové logiky je podstatné, v jaké
mnoziné nebo struktufe se pohybujeme. Napt. formule (3z)(Vy)z < y fik4,
ze existuje nejmensi prvek. V mnoziné prirozenych ¢isel N tedy plati, zatimco
v mnoziné celych ¢isel Z neplati. Proménné ve formuli tedy zastupuji prvky
mnoziny a predikatové symboly jeji strukturu (pfesnéji vysvétlime v kapitole
Relace). Tautologii v predikatové logice rozumime formuli platnou vSude.

V predikatové logice mame k dispozici dalsi logickd pravidla pro praci s
kvantifikatory:

-(Va)p < (Fx)—p negace kvantifikatoru
~(Fr)e & (Va)-e
(Vz)(Vy)p < (Yy)(Vo)p komutativita kvantifikdtori
(Fz)3y)e <& (Jy)(3Fx)e stejného typu
(Fz)(My)e = (Vy)(Fz)p (jen v tomto smérul!)
(Vo) AY) & (Vo)p A (Vo)
(Fx)(e VY) < (Fx)e V (Fz)¥
Pokud se proménna x nevyskytuje ve ¢, plati také
o A (Vo) < (Va)(e A ¥),
eV (Vo) < (Vo)(e V 1),
e A Q)Y < (Fx)(e A ),
e V (Fx) & (Fx)(e V ).

V predikatové logice se vSechny proménné a predikatové symboly vztahuji
ke stejné mnoziné. To mtze byt nékdy velmi omezujici, proto se v matematice
pouzivaji i formule logik vyssiho fadu, napt. (Vx > 0)(In € N)(0 < f(n) <



2 Mnoziny

Veskeré matematické teorie (véetné logiky samotné) se dnes jiz buduji axio-
maticky, tzn. stanovi se axiomy, coz jsou urcité formule, o kterych se predpo-
klada, ze pro objekty dané teorie vzdy plati. Soucasti logického systému jsou
dale odvozovaci pravidla, pomoci kterych se daji dokazovat dalsi formule.
Axiomaticky lze vybudovat i teorii mnozin, ale spokojime se s ,naivnim®“
pristupem a budeme pfedpokladat, Zze bezpecény zpiisob vytvareni mnozin je
nam jasny.

Zakladnim predikdtovym symbolem teorie mnozin je € oznacujici nale-
zeni prvku do mnoziny, napf. x € A znaci, ze x je prvkem mnoziny A. Tato
vlastnost je pouze relativni, tzn. i prvek néjaké mnoziny mize byt sdm mno-
zinou (pfipadné obsahujici jiné prvky). Pokud mame takovou slozitéjsi struk-
turu mnozin a je zfejma jejich hierarchie, obvykle zna¢ime malym pismenem
a,b,c,... prvky v nejniz§im ,patfe”, velkym pismenem A, B,C,... mno-
Ziny, které jsou jimi tvofeny a psacim velkym pismenem A, 5,C, ... mnozZiny
vytvarené z predchozich mnozin. Pro snazsi vyjadifovani se posledné jmeno-
vanym také 1ika systémy mnoZin.

Symbolem () znacime prdzdnou mnoZinu, tj. mnozinu, kterd neobsahuje
zadny prvek. Mnoziny lze zapisovat vyctem, napf. A = {z,y, z}, nebo spe-
cifikaci prvka néjakou wvlastnosti, napt. A = {z | z je celé liché ¢islo}. Dvé
mnoziny jsou si rovny, pokud maji stejné prvky, napt. {a,b} = {b,a,a}
nebo {z | x je pfirozené ¢islo mensi nez 4} = {1,2,3}. Formélné zapsano
A=B & (r€ A -z e€B).

Rekneme, Ze mnozina A je podmnoZinou mnoziny B, pokud kazdy prvek
mnoziny A je i prvkem mnoziny B, znac¢ime A C B. Vyjadfeno formuli,
reA—xeB.

Véta 1. Necht A, B, C jsou mnoZiny. Pak plati:
(1)) C A,
(2) AC A,
(3) (ACB AN BCC)—ACC,
(/)(ACB A BCA) — A=B.

Diikaz. (1) U implikace x € ) — x € A neni splnén predpoklad, tedy plati.

(2) v € A — z € A je tautologie.

(3) Pokud x € A — z € C by byla nepravdiva, pak x € A je pravdiva a
x € C pravdiva. Pak by ovSem neplatila x € A — = € B (pokud je xz € B
nepravdivd) nebo x € B — = € C' (pokud je z € B pravdiva). Tzn. neplati-li
ACC(C, neplatiani AC B N BC A.

(4) Pouzijeme pravidlo pro odstranéni ekvivalence: ((r € A — x € B) A
(reB—z€A) & (r€A < zeB).O
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Definice 2. Necht A, B jsou mnoziny.

Prianikem mnozin A, B se nazyva mnozina ANB ={z |z € A N x € B},

sjednocenim mnozina AUB ={z |z € A V z € B}

a rozdilem mnozina A— B={z |z € A N —x € B}.

Je-li A C B, nazyva se mnozina B — A doplitkem mnoziny A v B a je-li
B znédma, znad¢i se doplnék A’.

Potencéni mnoZinou mnoziny A se rozumi mnozina vSech jejich podmno-
zin, tj. mnozina P(A) ={B | B C A}.

Z vlastnosti logickych operaci A,V snadno vyplyvaji obdobné vlastnosti
priniku a sjednocent:

ANA=A, AUA=A,
ANB=BNA, AUB=BUA,
(ANB)NC=ANn(BNC), (AUB)UC = AU (BUC(),atd.
Definice 3. Nechf A je systém mnozin. Definujeme
(JA={z|(VAc A)z € A},
JA={z|(3BA€cA)ze A}

Pro zpiehlednéni systémi mnozin se ¢asto pouziva inderovdni. Znamena
to, ze kazda mnozina systému je oznacena ve tvaru A;, kde i je pro kazdou
mnozinu jedinecny a nazyva se inder. Mnozina vSech indexi, feknéme I, se
nazyva indexovd mnozina. Indexovat mizeme ¢imkoli, nejenom ¢isly. Systém
pak zapisujeme ve tvaru {A;};c; a definici ,velkého* priniku a sjednoceni
lze prepsat

Ai={z|(viel)ze A},
Udi={z|Giel)zeA}

iel

Uvédomme si, ze Ay N Ay = U, (12} A;, wvelky© prinik je tedy rozsire-
nim priniku dvou mnozin (podobné pro sjednoceni). Plati napt. i obecnéjsi
distributivni zédkony:

Véta 2. Necht A je mnoZina, {B;}ic; systém mnoZin. Pak plati

AnlB = JAn By,

iel el
14 LJr—1 Zgi:: fﬂ](filJ Zgi).
iel el



Dikaz. x € ANU,e; Bi & v€eANzelUgB & vcAN(Jicel)ze
Bi & (Jiel)xe AN xebB) & vel, (AN B;). Dikaz druhého
zakona je analogicky. [

Uspofadanou dvojici prvki a, b ozna¢me (a,b). Pro dvé usporadané dvo-
jice (a,b), (¢, d) plati (a,b) = (¢,d), pokud a = ca b=d.

Definice 4. Necht A, B jsou mnoziny. Kartézskym soucinem mnozin A, B
se nazyva mnozina

AxB={(a,b)|]ac A N be B}.

Kartézsky sou¢in neni komutativni, ackoli dvojice (a,b) z A x B a (b,a) =
B x A si vzajemné odpovidaji (poradi slozek je dilezité!). Dokonce neni ani
asociativni — (Ax B)xC ma prvky tvaru ((a, b), ¢), zatimco Ax (BxC') tvaru
(a,(b,c)). V praxi ale mizeme tento rozdil zanedbavat a uvazovat soucin
A x B x C jako mnozinu usporadanych trojic (a, b, c).

Véta 3. Necht A je mnoZina, {B;}icr systém mnoZin. Pak plati

A x UBZ':U(AXBZ')’

iel iel
A X mBz = ﬂ(A X B;).
i€l i€l

Dikaz. (a,b) € AxJ,e;Bi © a€ANbeUe;Bi & ac AN (Jie
NbeB, & (Fiel)lacANbeB) & (Fiel) (a,b) e Ax B, <
(a,b) € U;e;(A x B;). Diikaz druhé rovnosti je analogicky. O]

3 Zobrazeni

Zobrazenim mnoziny A do mnoziny B rozumime pfedpis, ktery kazdému
prvku mnoziny A jednoznac¢né pritazuje néjaky prvek mnoziny B. Zobrazeni
f mnoziny A do B zapisujeme f : A — B. Mnozina A se nazyva definicni
obor, mnozina B obor hodnot. Skutecnost, ze f zobrazi prvek a € A na
prvek b € B zapisujeme f(a) = b nebo a +— b (pokud nehrozi zameéna s
jinym zobraznim). Prvek a se nazyva vzor prvku b, prvek b se nazyva obraz
prvku a. Lze-li pomoci proménné takto zadat celé zobrazeni, fikdme vyrazu
f(z) = ... predpis zobrazeni.

Ptiklad 4. (1) f: R — R, f(z) = 2? je zobrazeni.
(2) f: R — R, f(x) = \/x neni zobrazeni. Pro x < 0 neni vyraz /z
definovan (pfinejmensim neni realny).
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(3) f:R* >R, f(z) =
4) f:Z -7, f(x)=35
hodnot.

\/x je zobrazeni.
neni zobrazeni. Pro licha x neleZi obraz % v oboru

Definice 5. Necht f: A — B je zobrazeni. [ se nazyva

prosté (injektivni), jsou-li obrazy riznych prvki rizné, tj. f(a) = f(b) —
a="b,

na (surjektivni), méa-li kazdy prvek oboru hodnot néjaky vzor, tj. (Vb €
B)(Ja € A) f(a) =0,

bijektivoni, je-li soucasné injektivni i surjektivni.

Priklad 5. (1) f : R — R, f(x) = 22 neni injektivni ani surjektivni. Mame
(—1)? = 12, pfitom —1 # 1. Napt. prvek —1 nemé vzor.

(2) f: R — [=1;1], f(x) = sin x je surjektivni, neni injektivni. Kazdy pr-
vek mé vzor (jeden z nich miZeme najit funkei arcsin). Kazdy prvek intervalu
[—1; 1] mé ovSem nekone¢né mnoho vzort (sin mé periodu 2m).

(3) f:Z — Z, f(xr) = 2z je injektivni, neni surjektivni. Z 2z = 2y
vyplyva x = y. Jakékoli liché ¢islo nem4 vzor.

4) f : Z — Z,f(x) = —x je bijektivni. Z —x = —y plyne z = y a
libovolné x ma vzor —x.

Mezi dilezita zobrazeni patii:
identita — idy : A — A, x — x (bijekce),
inkluze — pro B C A predpis i : A — B,z — x (injekce),
prazdné zobrazeni — o4 : ) — A (injekce),

projekce — ps : A X B — A pa((z,y)) = =z, resp. pp : A X B —
B, ps((z,y)) = y (surjekce pro neprazdné A, B).

Necht A, B,C jsou mnoziny a f : A — B,g : B — C zobrazeni. Pak
existuje sloZen€ zobrazeni go f : A — C definované predpisem

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Véta 4. Necht f : A — B,g: B — C,h : C — D jsou zobrazeni mezi
mmnozinami A, B, C, D. Pak plati:

(1) ho(gof)=(hog)of,

(2)idgo f=f,

(8) foida = f.



Diikaz. (1) Pro libovolné z € A plati (ho (go f))(z) = h((go f)(x)) =

hg(f(x))) = (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(z). Podobné (2) (idp o f)(x) =
dp(f(x)) = f(x) a (3) (f oida)(z) = f(ida(z)) = f(z). T

Véta 5. Necht f : A — B,g : B — C jsou zobrazeni mezi mnoZinami
A, B,C. Pak plati:

(1) Jsou-li f,qg injektioni, je i g o f injektivnd.

(2) Jsou-li f,q surjektivni, je i go f surjektivni.

(8) Je-li g o f injektivni, je i f injektivni.

(4) Je-li g o [ surjektiond, je i g surjektiond.

Diikaz. Cviceni. I

Zobrazeni g : B — A se nazyva inverzni k zobrazeni f : A — B, jestlize
gof=idya fog=idg.

Véta 6. K zobrazeni f : A — B existuje zobrazeni inverzni prave tehdy, kdyz
f je bigekce. Inverzni zobrazeni je urceno jednoznacné.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje zobrazeni inverzni g : B — A. Prox,y €
Améme f(z) = f(y) = ¢ = (g0 f)(x) = (g0 f)(y) = y, tedy f je prosté.
Pro v € B mame f(g(v)) = (f o g)(v) = v, tedy g(v) je vzorem v a f je na.
Celkem f je bijekce.

Naopak predpokladejme, ze f : A — B je bijekce. Kazdy prvek u € V
méa tedy néjaky vzor, protoze f je na. Tento vzor je navic jediny, protoze f
je prosté. g : B — A tedy sestrojime jako pfitazeni jedine¢nych vzora prvki
mnoziny B v zobrazeni f.

Konec¢né predpokladejme, ze g, h : B — A jsou dvé inverzni zobrazeni k
zobrazeni f : A — B.Pak g = goidg = go(foh) = (gof)oh=1idsoh = h.
O

Inverzni zobrazeni k zobrazeni f : A — B (uZ vime Ze jediné) budeme
znacit f~1: B — A.

Mnozinu viech zobrazeni mnoziny A do mnoziny B znacime B4.

Je-li B C A, definujeme jeji charakteristickou funkci xp : A — {0,1}
predpisem

1, xe€ B,
B@) =30 L ap

Véta 7. Predpis B — xp urcuje bijekci f : P(A) — {0,1}4.

Diikaz. Sta¢i najit inverzni zobrazeni f=1:{0,1}4 — P(A) Pro h € {0,1}4
polozme f~1(h) = {x € A| h(z) = 1}. Ziejmé x;-1) = h a f~*(xB) = B,
f~1 je tedy skutecné inverzni k f. [J



3.1 Mohutnost mnozZiny

Rekneme, 7e mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, pokud existuje bijekce
f A — B. U kone¢nych mnozin to znamena, Ze maji stejny pocet prvk.
7 vlastnosti bijekci vyplyva, ze vztah ,,mit stejnou mohutnost “ je relaci ekvi-
valence na t¥idé vSech mnozin (viz Relace). Kazdé mnoziné pak mtizeme ko-
rektné priradit symbol reprezentujici vSechny mnoziny o stejné mohutnosti,
ktery nazyvame kardindlni ¢islo. Pak fikdme, Ze mnozina A ma piislusnou
mohutnost a zapisujeme ji |A|. Pro mohutnosti koneénych mnozin se kar-
dinalni ¢isla zapisuji pomoci pfirozenych ¢isel a nuly (mohutnost prazdné
mnoziny) Napf. piSeme [{a, b, c}| = 3.

Mnozina se nazyva spocetnd, pokud ma stejnou mohutnost jako mnozina
ptirozenych ¢isel. (Spocetnd je tedy nekone¢nd!) Kardindlni ¢islo spocetnych
mnozin se znac¢i symbolem X, (alef nula). Mezi spocetné mnoziny patii napf.
N,NU{0},Z,N x N, Q a mnozina v8ech kone¢nych posloupnosti pfirozenych
Cisel.

Nekonecnd mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetnd. Mezi
nespocetné mnoziny patii napi. R, P(N), N¥ (tj. mnozina vSech nekone¢nych
posloupnosti pfirozenych ¢isel). Uvedené priklady maji stejnou mohutnost,
kterd se nazyva mohutnost kontinua. Existuji i mnoziny vétsich mohutnosti,
napft. mnozina vsech realnych funkci (ovSem mnozina vSech spojitych redlnych
funkei mé jesté mohutnost kontinua).

4 Relace

Relace popisuji vztahy mezi prvky mnozin. Podle poc¢tu téchto mnozin rozli-
sujeme relace na unarni, binarni, ternarni, atd. Budeme se zabyvat vyhradné
bindrnimi relacemi.

(Bindrni) relaci R mezi mnozinami A, B je podmnozina R C A x B. Po-
kud A = B, hovofime o relaci na mnoziné. Vztah (z,y) € R také zapisujeme
T Ry.

Pro znazornéni relaci se nékdy pouzivaji sipkove diagramy, kde prislusnost
dvojice (x,y) do relace se zakresluje jako Sipka z x do y. U relaci na mnoziné
je mozny dvoji zptisob kresleni diagramt — jedna kopie mnoziny a Sipky
uvnitf (obvyklé) nebo dvé kopie mnoziny a Sipky mezi nimi (vhodnéjsi pro
skladani relact).

Priklad 6. (1) Necht A je mnozina knih v knihovné, B mnozina ¢tenafa.
Relaci R mizeme definovat jako mnozinu vypujcek, tj. R = {(z,y) € Ax B |
¢tendf y ma puj¢enou knihu z}.

(2) < je relace na mnoziné N.
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(3) = je relace na jakékoli mnoziné (tzv. identicka relace, viz déle).

(4) C je relace na P(A) pro jakoukoli mnozinu A.

(5) Zobrazeni f : A — B je relace mezi A a B spliujici podminku (Vz €
A) 3y € B)(z,y) € f (3! znamena ,existuje pravé jedno*). Takto se spravné
zavadi pojem zobrazeni.

Skldddni relaci rozsituje skladani zobrazeni a pro relace R C A x B, S C
B x C je definovano nasledovné:

SoR={(z,y) e AxC|(3z€ B)((z,2) € R N (2,y) € 9)}.

Identickd relace id, na mnoziné A je totozna s identickym zobrazenim
na A chapanym jako relace, tj. idqs = {(z,z) | x € A}.

Inverzni relace R™1 C B x A k relaci R C A x B je relace R~ =
{(y,x) | (x,y) € R}. Vsimnéte si, ze inverzi ma kazda relace. Pokud R
je zobrazeni, které neni bijektivni, R~' neni zobrazeni (proto se inverzni
zobrazeni definovalo jen pro bijekce). Také obecnd RoR™ # idg a R™'o R #
idy.

Véta 8. Necht RC Ax B,SC BxC,T CC x D jsou relace. Pak plati:
(1) (ToS)oR=To(SoR),
(2) Roidy = R,
(8) idg o R = R.

Diikaz. (1) (ToS)oR={(z,y) € AxD|(3z€ B)((z,z) € R N (2,9) €
ToS)} ={(zr,y) € AxD | (Iz € B)((x,z) € R N (Fw € O)((z,w) €
SA(w,y)eT)}={(z,y) € AxD | (3Fz€ B,we C)((z,2) € RA (z,w) €
S A (w,y) € T)}. Prava strana rovnosti se analogicky upravi na stejny tvar.
(2) Roida = {(z,y) | 3z € A)((x,2) € ida N (z,y) € R)}, pritom
(z,z) € id4 nastava jen pro x = z, odtud R oids = R. Podobné (3). O

Relace p na mnoziné A se nazyva
reflexivni — (Vx)(xpx, tj. ida C p,
symetrickd — (Vz,y)(zpy — ypz), tj. p=p~ 1,
antisymetrickd — (Vz,y)((zpy Aypz) — x=1y), tj. pNp~t Cidy,
tranzitivni — (Vz,y, 2)((xpy A ypz) — xpz),tj. pop C p.
ekvivalence, je-li reflexivni, symetrickd a tranzitivni,

usporadani, je-li reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
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Vlastnosti symetrie a antisymetrie nejsou protikladné — lze najit relace,
které splnuji obé, a relace, které nesplinuji zadnou.

Piiklad 7. (1) < na N je antisymetrickd a tranzitivni, neni relexivni ani
symetricka.

(2) € na P(A) je relace usporadani.

(3) Relace {(z,x + 1) | x € N} na N je antisymetricka, neni reflexivni,
symetrickd ani tranzitivni.

(4) Identicka relace spliiuje vSechny ¢tyii vlastnosti, je tedy soucasné re-
laci ekvivalence i usporddanim. (Je to jedind takova relace na dané mnoziné.)

4.1 Relace ekvivalence a rozklady

Rozkladem mnoZiny A se nazyva systém podmnozin R C P(A) spliujici:

(1) UR = A (systém pokryva mnozinu),

(2) (VB,C € R)(B # C — BNC = () (mnoziny jsou po dvou
disjunktni).

Prvky rozkladu se nazyvaji tridy rozkladu. Z definice je ziejmé, ze kazdy
prvek mnoziny A patii do pravé jedné tiidy rozkladu, pro prvek x ji zna-
¢ime [z]. Prvek z se také nazyva reprezentantem ti¥idy [r]. Zobrazeni p :
A — R, p(x) = [z] pfifazujici kazdému prvku t¥idu, ve které lezi, se nazyva
projekce (neplést s projekcemi kartézského soucdinu).

Véta 9. Necht R je rozklad mnoZiny A. Pak predpis zpry < [z] = [y]
definugje relaci ekvivalence na A.

Naopak, je-li p relace ekvivalence na A, pak systéem R, = {{y | ypz} |
x € A} je rozklad mnoZiny A.

Pritazeni R — pr,p — R, urcuji bijektivni korespondenci mezi mnoZi-
nou vsech rozkladi a mnoZinou vsech relaci ekvivalence na mnoziné A.

Diikaz. Reflexivita, symetrie a tranzitivita relace pg snadno vyplyva z defi-
nice relace a vlastnosti rovnosti.

Relace ekvivalence je reflexivni, proto = € {y | ypx} pro kazdé z € A, a
tedy systém R, pokryva A. Zvolme z,y € A, B = {z | zpz},C = {z | zpy}
a predpoklddejme, ze w € BN C. Tedy wpzr a ze symetrie také zpw. Pro
z € A plati zpx a z tranzitivity dostavame zpw. Naopak, pokud zpw, pak
z tranzitivity dostaneme zpx, ¢ili z € B. Celkem méame 2z € B & zpw a
podobné odvodime, ze z € C' < zpw. Odtud B = C, tedy prvky systému
R jsou po dvou disjunktni.

Potfebujeme ukézat, Ze slozeni R +— pgr +— R,, vraci plivodni rozklad
a p— R, — pg, pivodni relaci ekvivalence. Plati 7' € R & T = {y |
] =} & T={y|zpry} & T € R,, as vyuzitim Gvah z pfedeslého
odstavce také rpy < {z|zpr} = {2 | 2py} & [z]r, = [y, & 2pr,y. 0O
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Rozklad ptislusny relaci ekvivalence p na mnoziné A znacime A/p a nékdy
nazyvame faktorizaci mnoziny A nebo faktormnoZinou.

Jadro zobrazeni f : A — B je relace ekvivalence J; na mnoziné A dana
podminkou z Jy y < f(z) = f(y).

Véta 10. KazZda relace ekvivalence je jadrem své projekce.

Diikaz. Plyne pifimo z definice. [

4.2 Usporadané mnoziny

Usporadanou mnozinou rozumime mnozinu s pevné zvolenym uspoiadanim.

Necht (A, <) je usporddand mnozina. Pokud x < y nebo y < x, fikdme, Ze
x,y jsou porovnatelné (srovnatelné), v opaéném piipadé jsou neporovnatelné
(nesrovnatelné). (A, <) se nazyva linedrné usporddand (Tetézec), pokud jsou
kazdé dva prvky srovnatelné. (A, <) se nazyva protitetézec, pokud jsou kazdé
dva prvky nesrovnatelné.

Rikame, Ze prvek x pokrijvd y nebo Ze y je ndslednikem x pokud y <
ry#ra(V2)ly<z<z — (2=y V z=ux)). Hasseovsky diagram je
znazornéni usporadané mnoziny, kde pro kazdou dvojici prvkia x < y je x
nakreslen niz nez y a dva prvky jsou spojeny carou, pokud jeden pokryva
druhy. Jiné prvky nesmi byt spojeny (zejména neporovnatelné)! Chapeme-li
naslednika jako relaci na A, lze ptivodni usporadani < snadno zrekonstruovat
jako jeji reflexivni a tranzitivni obal. Hasseovsky diagram tedy jednoznacné
(a velmi tsporné) urcuje usporadani.

Véta 11. Je-li < relace uspordddni na mnoziné A, pak <! je také relace
usporadant.
Diikaz. Ptimocary. [J

Dtsledkem véty je tzv. princip duality. Funguje tak, ze kazdé tvrzeni ty-
kajici se napf. nejvétsiho prvku lze preformulovat na analogické tykajici se
nejmensiho prvku (protoze v dudlnim usporfadani se stane prvkem nejvét-
Sim a lze na néj aplikovat ptuvodni tvrzeni). Hasseovsky diagram dualniho
usporadani vznikne otocenim ptivodniho ,hlavou dola“.

Prvek x se nazyva

nejvétsi — pokud (Vy)(y < z),
nejmensi — pokud (Vy)(z < y),
maximalni — pokud (Vy)(z <y — z=1y),

minimalni — pokud (Vy)(y <z — z =y).
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Véta 12. Nejvétsi prvek je mazimdlni a to jeding.

Diikaz. Nechf x je nejvétsi a predpokladejme x < y. Protoze x je nejvétsi,
plati y < z. Z antisymetrie dostavame x = y, tedy = je maximéalni. Pfedpo-
klddejme, Ze 2’ je také maximélni. Pak 2’ < x, protoZe x je nejvétsi. Potom
ovSem 1’ = x, protoze ' je maximalni. [J

Z principu duality dostavame, Ze nejmensi prvek je jediny minimalni.
7 véty soucasné vyplyva, ze usporddand mnozina muize mit nejvyse jeden
nejvetsi a nejvyse jeden nejmensi prvek. Maximalnich a minimalnich prvki
muze byt vic, napf. v protifetézci to jsou vSechny prvky. Neni pravda, ze
jediny maximalni prvek musi byt nejvetsi.

Prvek z se nazyvd horni zdvorou podmnoziny B C A, pokud (Vy €
B)(y < x). x se nazyva dolni zdvorou B, pokud (Vy € B)(x < y). Mno-
zinu hornich (resp. dolnich) zavor mnoziny B ozna¢me HZ(B) (DZ(B)).
Nejmensi prvek mnoziny HZ(B) nazyvame supremum mnoziny B, nejvétsi
prvek mnoziny DZ(B) nazyvame infimum mnoZiny B.

Horni zavorou celé mnoziny A muze byt jen jeji nejvétsi prvek. Horni
zavorou prazdné mnoziny je libovolny prvek mnoziny A, supremem prazdné
mnoziny je tedy nejmensi prvek. Supremum (néjaké mnoziny) nemusi exis-
tovat ani v pfipadé, Ze mnozina hornich zavor je neprazdna.

Uspotradana mnozina se nazyva uplny svaz, pokud kazda jeji podmnozina
mé supremum i infimum (také fikdme, Ze ma vSechna suprema a infima).

Véta 13. Ma-li usporadand mnozina (A, <) vSechna suprema, md i vSechna
infima.

Diikaz. Necht B C A je libovolné. Protoze A mé nejmensi prvek, bude (pfi-
nejmensim) tento prvek dolni zévorou B, tedy mnozina C' = DZ(B) je ne-
prazdna. Necht z je supremum C. Kazdy prvek y € B je soucasné horni
zavorou C, proto x < y (jakozto supremum je = nejmensi horni zéavorou C).
Odtud dostavame, ze x je také dolni zéavorou B. Protoze je nejvétsi, jedné se
o infimum mnoziny B. [J

Priklad 8. 1) (N, <) neni tplny svaz, protoze nemé nejvétsi prvek. Mohlo
by se zdat, Zze ma vSechna infima (a tudiz i vSechna suprema), ale ta maji jen
neprazdné podmnoziny. (Nejvétsi prvek jakozto inf () neexistuje.) Suprema
existuji pravé pro konecné podmnoziny.

2) (P(A), C) je tiplny svaz pro libovolnou mnozinu A. Suprema jsou sjed-
noceni systémii mnozin, infima priniky (s vyjimkou infima prazdné mnoziny).

3) Redlny uzavieny interval ([0;1], <) je aplny svaz.

4) Racionélni uzavieny interval ([0;1] N @, <) neni tplny svaz. M4 sice
0; ?

nejvétsi i nejmensi prvek, ale napt. mnozina | ) N Q nemé supremum (v

R by to bylo @, které ovSem neni raciondlni).
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Necht (A, <), (B, <) jsou usporfddané mnozZiny. Zobrazeni f : A — B se
nazyva izotonni, pokud (Vz,y € A)(z <y — f(z) < f(y)). f se nazyva
izomorfismus, pokud je bijektivni a plati (Vz,y € A)(z <y < f(x) < f(y)).
(Ekvivalentné lze izomorfismus definovat jako bijektivni izotonni zobrazeni,
k némuz je zobrazeni inverzni také izotonni). Trochu zjednodusené se da fict,
ze izomorfni usporadané mnoziny maji stejny hasseovsky diagram.

Priklad 9. (1) Konstantni zobrazeni f(z) = k pro pevné zvolené k € B je
vzdy izotonni.

(2) Posunuti f : (N, <) — (N,<), f(n) = n+ 1 je izotonni a spliluje
podminku dokonce jako ekvivalenci. Neni ovSem izomorfismem, protoze neni
bijektivni.

(3) Necht ({a,b},=) je dvouprvkovy protifetézec a ({1,2}, <) dvouprv-
kovy Tetézec. Zobrazeni a +— 1,b + 2 je izotonni, jeho inverze izotonni neni.

5 Kombinatorika

5.1 Permutace

Permutace udéavaji pocet poradi prvkta n-prvkové mnoziny, neboli pocet bi-
jekel na sebe (tém se také ik permutace). Pro prvni prvek muzeme vybrat
z n moznych obrazi, pro druhy uz jen n — 1, atd., na posledni n-ty prvek
zbyde jediny pouzitelny obraz. Celkovy pocet je tedy n!.

5.2 Variace

Variace udavaji pocet uspofadanych vybéru (tj. posloupnosti) k& neopakuji-
cich se prvkl z n-prvkové mnoziny, neboli pocet injektivnich zobrazeni k-
prvkové mnoziny do n- prvkové. Odvozuji se podobné jako permutace, ale
poslednim prvkem je k-ty, kterému odpovida n — k + 1 moznych obrazi. Vy-

sledny souc¢in n(n —1)...(n — k + 1) lze formalné rozsirit zlomkem EZ:’;;: a

. |
upravit na tvar ﬁ

5.3 Kombinace

Kombinace udavaji poc¢et neusporadanych vybériu £ prvki z n-prvkové mno-
ziny, neboli pocet k-prvkovych podmnozin. Uvazime-li vSechny uspoiadané
vybéry odpovidajici jisté k-prvkové podmnoziné, bude jich vzdy tolik, ko-
lik je vSech permutaci téchto k£ prvku, tedy k!. Tento pocet je stejny pro
vSechny k-prvkové podmnoziny, miizeme tedy celkovy pocet usporadanych
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vybért (variace) vydélit k! a dostaneme vysledek -"-. Toto ¢islo se na-

zyvéa kombinacni a znaci (7).

Véta 14. Necht n, k € Ny, k < n. Pak plati
(1) ) =1(1) =n,

(2) () = (i-r);

(3) () + (i) = Gidr)-

Diikaz. (1) Zfejmé.

(2) Mezi podmnozinami dané mnoziny a jejimi dopliiky existuje zfejma
bijekce. Pocet k-prvkovych podmnozin tedy bude stejny jako pocet JeJICh
(n — k)-prvkovych dopliki. Rovnost také vyplyvé ze symetrie vyrazu ( oY
vzhledem ke k a n — k.

(3) Mame-li z n+ 1-prvkové mnoziny A vybrat k+ 1 prvkd, lze to provést
rovnéz tak, ze v ni zvolime jeden vyzna¢ny prvek z. k + 1-prvkové podmno-
ziny pak mutzeme rozlisit podle toho, zda = obsahuji nebo ne. Ty, které ho
neobsahuji, vznikly jako podmnoziny n-prvkového zbytku A — {x} a je jich
tedy (j,1). Do podmnozin, které x obsahuji, se vybiralo z A — {z} zbylych
k prvku, je jich tedy (}). Vlastnost ,nalezeni prvku z“ zfejmé zarucuje, Ze
vzniklé systémy podmnozin jsou disjunktni a celkovy pocet podmnozin tedy
ziskdme jako soucet pocti jejich prvkd. Dikaz lze rovnéz provést algebraic-
kou upravou vyrazu dosazenych za kombinacni ¢isla. [

Véta 15. (binomickd) Necht x,y € R — 0,n € N. Pak plati

(+y) =3 )iy,

=0

Diikaz. Dtkaz lze provést napi. indukci vzhledem k n s vyuzitim vztahi
z predchozi véty. Jednodussi je vsak piima kombinatorickd tuvaha. Vyraz
(x+y)" odpovida soucinu n zavorek (z+y). Jejich rozndsobenim dostaneme
virazy tvaru z'y" "%, protoze z kazdé zavorky vybereme budto x nebo y a
soucet exponentt tedy musi byt n. Pro dané ¢ bude vyrazi celkem (¥), protoze
pravé toto ¢islo odpovidé poétu (neuspofadanych) vybéru téch zavorek, ze
kterych se pouzije x (z ostatnich se pouzije y). [

5.4 Permutace s opakovanim

Uvazujme n-prvkovou mnozinu a na ni relaci ekvivalence. Ekvivalenci inter-
pretujeme jako nerozliSitelnost prvka (napi. stejné obarveni). Permutace s
opakovanim udavaji pocet poradi prvki dané mnoziny, pficemz poradi li-
sici se pouze ekvivalentnimi prvky povazujeme za stejna. (Pfesnéji bychom
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takto zavedli ekvivalenci potadi a pak by se jednalo o pocet ttid ptislusného
rozkladu mnoZiny vSech poradi.) Kazdé potadi n prvka ziejmé urcuje po-
fadi prvku v kazdé tfidé, vzajemné ekvivalentnich (tj. zaménitelnych) poradi
tedy bude v kazdé t¥idé ni!ns!. .. n.!l, kde n; jsou pocty prvku v jednotlivych
tiidach (plati tedy ny + - - - + ng = n). Timto ¢islem vydélime celkovy pocet
poradi a dostaneme vysledek

n!
nilng! .. my!"

Permutace (bez opakovani) jsou vlastné zvlastnim pfipadem permutaci s
opakovanim, kde relaci ekvivalence je identita.

5.5 Variace s opakovanim

Variace s opakovanim odpovidaji uspofadanym vybérim k prvki z n-prvkové
mnoziny, kde kazdy prvek mize byt vybiran opakované. Situace pfesné odpo-
vid4 poctu zobrazeni k-prvkové do n-prvkové (pro kazdy z k prvka vybirdme
jeho obraz). ProtoZe pro kazdou pozici (prvek) mame na vybér n moznosti
(nezévisle na ostatnich), bude celkovy pocet n*.

Pozor, variace s opakovanim nepredstavuji zobecnéni variaci bez opako-
vani ani permutaci s opakovanim.

5.6 Kombinace s opakovanim

Kombinace s opakovanim udavaji pocet rozdéleni n nerozlisitelnych prvka do
k (rozlisitelnych) pfihradek. Uloha se Fesi tak, ze k p¥ihradek znézornime jako
fadu rozdélenou k — 1 oddélovaci, mezi které vkladame n prvkia. Dostaneme
tak radu n + k — 1 ,,prvkooddélovaci®“ a vysledek urcime jako permutace s
opakovanim, kde rozklad sestava ze dvou tiid — tfidy prvka a tridy odde-
lovac¢ti. Rovnéz miizeme uvazovat tak, ze z n + k — 1-prvkové fady urcime n
prvki (nebo k — 1 oddélovacti), coz provedeme jako neusporadany vybér, tj.
kombinace. V kazdém piipadé dojdeme k vysledku ("F=1).

n

5.7 Princip inkluze a exkluze

Principu se uziva v tlohéach, kde prvky mohou mit néjaké vlastnosti A, ..., A,
a potfebujeme urcit pocet prvki které budto maji alespon jednu z téchto
vlastnosti nebo naopak zadnou. Relaci ,mit vlastnost A;“ mizeme interpre-
tovat také jako prislusnost prvku do mnoziny A; a jedna se pak o urceni poctu
prvki sjednoceni | J]_,, resp. jeho doplitku. Nutnym predpokladem k vyfeseni
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ulohy je znalost poc¢tu prvku libovolnych prinikt mnozin A; véetné mnozin
samotnych (a pfipadné celé nosné mnoziny, ve které se iloha odehrava).

Princip inkluze a exkluze funguje na principu zpresinovani odhadu. Po-
¢et prvki sjednoceni nejprve odhadneme jako soucet poc¢tu prvkia jednot-
livych mnozin. Prvky, které se nachézi v priniku dvou mnozin, byly vsak
zapocitany dvakrat, a proto je nasledné odecteme jako pocty prvki priniki
dvouprvkovych podsystému. Tento odhad ovsem nebude fungovat pro prvky
nachézejici se v priniku t¥i mnozin — ty byly zapocitany trikrat v prvnim
odhadu a odecteny tfikrat ve druhém, musime je tedy zase pricist. Takto se
postupné dopracujeme az k pruniku celého systému podmnozin, kde teprve
dostaneme presny vysledek.

Véta 16. Necht M je konecnd mnozina a {A;}icr systém jejich navzajem
ruznych podmnoZzin. Pak plati

’M—U&

iel

= > (-

JCI

4

jeJ

(pro J =0 klademe (0 = M ).
Diikaz. Uvazujme libovolny prvek x € |J,.; A;. Nechf K C I je mnozina téch
indexti i, ze x € A;. Vime, ze K # () a x se objevi v [;.; A; pravé tehdy,
kdyz J C K. Mnozina K mé pritom (‘Ij{l) j-prvkovych podmnozin, celkovy
ptispévék prvku x do souétu na pravé strané tedy bude Z'fjo(—l)j ('?‘), co%
je podle binomické véty rovno (1 — 1)Kl = 0.

Naproti tomu prvek * € M — |J,.; A; se na pravé strané objevi pouze

ve vyrazu M = [0, ktery ma kladné znaménko a do souctu tedy = prispéje
hodnotou 1. [J

Pro pocet prvki sjednoceni pak odectenim dostavame formuli

Ual= 3 )N 4

iel 0£JCI jeJ

Priklad 10. (1) Pro t¥iprvkovy systém A;, Ay, A3 vypada princip inkluze a
exkluze po rozepsani nasledovné: |A; U Ay U Ag| = |Aq| + |As| + |As] — |[A1 N
A2| — |A1 N A3| — |A2 ﬂA3| + |A1 N A2 N A3|

(2) (tloha o Satnéice) Zapométliva Satnarka vyda n panim zcela nahodile
n klobouki. Urcete pravdépodobnost situace, ze zadny pan nedostane sviij
klobouk.

Reseni: Celkovy pocet vydani kloboukii je n!. Situace, Ze néktery pan do-
stane sviij klobouk odhadneme ¢islem (7)(n — 1)!, kde (}) je pocet vybéra
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ptislusného pana a (n—1)! je pocet rozdéleni zbylych kloboukt. Dale odhad-
neme ¢islem (4)(n—2)! pocet situaci, kdy dva panové dostanou své klobouky,
atd. Celkem dostaneme radu

nl= ()= D G =2 =+ (1) = 3 (D)= )

=0

a pravdépodobnost ur¢ime jako podil k celkovému poc¢tu vydani n!. Pro n —
oo pravdépodobnost konverguje k ¢islu é
(3) Urcete pocet surjektivnich zobrazeni k-prvkové mnoziny na n-prvkovou.
Reseni: Pocet vSech zobrazeni je n*. Budeme postupné odhadovat poécty
zobrazeni, kde jeden, dva, atd. z n prvkt oboru hodnot nejsou vyuzity, tj.
nezabrazuje se na né zadny prvek z defini¢niho oboru. Uzitim principu inkluze
a exkluze dojdeme k radé

—_

n—

O N IR N S AN IS SRR

@
Il
=)

6 Grafy

6.1 Zakladni pojmy

(Obycejnym neorientovanym) grafem rozumime dvojici G = (V, E), kde V
je koneéna mmnozina wvrcholi, E mnozina hran a plati £ C (¥), tj. E je
podmnozina mnoziny vSech dvojprvkovych podmnozin mnoziny V. O hrané
e = {u, v} fikdme, Ze spojuje vrcholy u, v. Existuje-li pro vrcholy u,v spoju-
jici hrana, tj. {u,v} € E, fikdme také, ze vrcholy spolu sousedi.

Orientovanym grafem rozumime dvojici G = (V, E), kde FE je relace na
V. Hranami jsou tedy usporadané dvojice vrchold, navic mohou existovat
smycky na stejném vrcholu. Obycejny graf lze chapat jako orientovany, kde
relace definujici hrany je symetricka a ireflexivni (tj. (Vx)(z,z) € E).

Lze definovat orientované grafy bez smycek nebo obycejné se smyckami,
ale to nebudeme potfebovat. Rovnéz se 1ze setkat s pojmem multigrafu, kde
mezi dvéma vrcholy muZe existovat vice hran (pfipadné vice stejné oriento-
vanych hran u orientovanych graft).

Grafy lze reprezentovat graficky, tj. kazdému vrcholu je (injektivné) piira-
zen bod v roviné a kazdé hrané kiivka s prislusnymi koncovymi body. Pritom
kiivka nesmi prochazet zZadnym dalsim vrcholem. Jelikoz orientovany (a po-
tazmo i neorientovany) graf je definovan jako relace, lze ho reprezentovat
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jako binarni ¢tvercovou matici E = (e,,), kde

)1 () €,
Cuw = 0, (u,v)¢E.

Dalsi moznosti je reprezentace grafu seznamem sousedi, kde kazdému vr-
cholu je pritazena posloupnost vSech jeho sousedi. Kazdy z uvedenych zpt-
sobiui reprezentace lze zobecnit 1 na multigrafy (rozmyslete si).

Uvazujme nyni obycejny graf G = (V, E). Sledem se nazyva posloupnost
vrchola (vq,ve,...,v,) takovd, ze (V1 < i < n —1){v;,v; +1} € E (tj. dva
nésledujici vrcholy sledu jsou sousedni). Cestou se rozumi sled, v némz se
zadny vrchol neopakuje. Uzavrenym sledem rozumime sled, v némz vy = v,,.
Kruznici se nazyva uzavieny sled, kde se neopakuje zadna hrana ani zadny
vrchol s vyjimkou prvniho a posledniho. Kruznice lisici se pouze poc¢atecnim
vrcholem sledu se obvykle nerozlisuji. U orientovaného grafu ma smysl u
definice sledu a cesty zohlednit orientaci hran. Délkou sledu/cesty/kruznice
se nazyva pocet zucastnénych hran.

Podgraf grafu G = (V, E) je dvojice mnozin G' = (V' E’) spliujici V' C
VaE CEN®'). Pokud E' = EN(Y'), naz§va se podgraf plng. (V definici
podgrafu orientovaného grafu (§') nahradime V' x V’.) Je-li G’ podgrafem
G, fikdme také, ze G obsahuje G’.

Graf se nazyva souvisly, pokud mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje
cesta. (Mohli bychom misto cest uvazovat pouze sledy, ovsem z kazdého
sledu lze vypustit kazdy uzavieny sled mezi dvéma vyskyty téhoz prvku,
¢imz nakonec dostaneme cestu.) Kazdy maximéalni tplny souvisly podgraf se
nazyva komponentou grafu.

Pocet sousedt vrcholu v nazyvame stupném a znac¢ime st(v). Kruznici
muzeme alternativné definovat jako souvisly podgraf, v némz ma kazdy vr-
chol stupen 2.

Graf neobsahujici kruznici se nazyva les. Souvisly les se nazyva strom.
Maximalni podgraf souvislého grafu, ktery je stromem, nazyvame kostra.

Véta 17. (1) Pocet hran stromu je o 1 mensi nez pocet jeho vrcholi. Naopak
kazdy souvisly graf s touto vlastnosti je strom.
(2) Kazdd kostra obsahuje vsechny vrcholy.

Diikaz. (1) Dokdzeme indukei. Pro [V| =1 je |E| = 0 a tvrzeni plati.

Stac¢i dokazat, ze strom s alesponn dvéma vrcholy obsahuje aspon jeden
vrchol stupné jedna. Zadné z cest spojujici jiné dva vrcholy ho neobsahuje,
proto jeho odstranénim spolu s pfislusnou hranou dosteneme podle indukc-
niho predpokladu souvisly podgraf vyhovujici podmince a tedy strom. Pred-
pokladejme sporem, ze stupen kazdého vrcholu je alespon 2. To umoziuje se-
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strojit sled libovolné délky, ve kterém jsou dvé néasledujici hrany rizné. S ohle-
dem na konecnost grafu se ¢asem musi néktery vrchol zopakovat. Uvazime-li
posloupnost mezi nékterymi nejblizsimi vyskyty vrcholu, dostaneme kruznici,
coZ je spor.

Pridavame-li naopak ke stromu novy vrchol a novou hranu, aby vznikly
graf byl souvisly, lze to provést pouze tak, ze nova hrana pripoji novy vr-
chol k nékterému ptivodnimu vrcholu. Pak bude mit novy vrchol stupen 1 a
nevznikne tak kruznice.

(2) Predpokladejme, Ze kostra neobsahuje vrchol v. Protoze graf je sou-

visly, existuje cesta (v,vy,vs,...,v,) do nékterého vrcholu kostry. Zvolme i
nejmensi takové, ze v; je uz kosterni vrchol. Pfidanim hran {v, v1 }, {vy, v}, ..., {vi_1,v;}
ke kostte dostaneme souvisly graf bez kruznic (Zadny z vrcholt (v, v1,ve, ..., v;_1)

v kostfe neni a jednd se o cestu), coz je spor s maximalitou kostry. [J

Ohodnocenim grafu (také vahou) se nazyvé zobrazeni w : E — R. Ohod-
noceni lze rozsifit na cesty, kruznice, kostry atd., kdyZz polozime w(K) =
Y eex w(e). Mezi dilezité problémy teorie grafti patii nalezeni minimalni
cesty a nalezeni minimélni kostry. (Minimalita je nyni minéna vzhledem k
ohodnoceni.)

6.2 Minimalni cesta

Problém miniméalni cesty lze fesit u orientovaného i neorientovaného grafu.
Vétsina algoritmt pouziva pomocné ohodnoceni vrchold 0 : V' — R, které
piedstavuje nejlepsi pritbéznou hodnotu cesty do daného vrcholu. Uprava
ohodnoceni se provadi prostfednictvim tzv. relazace hran, kdy ptvodni hod-
notu 0(v) nahrazujeme souctem d(u) +w(u, v), pokud je mensi. Znamena to,
ze jsme nalezli vyhodnéjsi cestu do vrcholu v pfes hranu (u,v).

Je-li ohodnoceni grafu nezaporné, mizeme minimalni cestu z vrcholu u
do vrcholu v najit pomoci Dijkstrova algoritmu. V ném se na zacatku nastavi
d(u) := 0, 6(x) := oo pro x # u a A := V (inicializace). V kazdém kroku
algoritmu se z mnoziny A vybere vrchol x s nejmensim (z) a provedou se
relaxace hran do sousednich vrcholi. (Je-li takovych vrcholi vic, lze zvolit
libovolny.) Nésledné se x vyfadi z mnoziny A a priichod cyklem se opakuje.
Hodnota §(x) vybraného vrcholu je uz vyslednou hodnotou minimélni cesty
z u do z. Neni nutné relaxovat hrany vedouci do jiz vyfazenych vrchold,
protoze jejich § neni vétsi (byly vybrany dfive) a s ohledem na nezapornost
ohodnoceni by relaxace nic nepfinesla. Algoritmus kon¢i navstévou posled-
niho vrcholu, po niz je A = ().

Predpoklad nezapornosti ohodnoceni je dilezity, jinak miize dojit k situ-
aci, ze vrchol je vyhodnocen a vyrazen diiv, nez se relaxuje néktera zaporné
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ohodnocena hrana lezici na minimalni cesté.

Dijkstriv algoritmus jako vedlejsi produkt pocita i minimalni cesty do
vSech ostatnich vrcholti. Hrana pouzitelnd do miniméalni cesty splinuje rovnost
d(z) + w(xz,y) = 6(y) (i u neorientovaného grafu je pak dilezité, kterym
smérem je rovnost splnénal).

6.3 Minimalni kostra

Pro hledani minimalni kostry si uvedeme tfi algoritmy: Kruskaltv (hladovy),
Jarnikuv (Primiv) a Boruvkiv. Problém budeme fesit pro neorientovany
graf.

Kruskaltav algorimus za¢ina s mnozinou hran F' := E a priibéznou kostrou
K := (. V kazdém priichodu vybere z F hranu e s nejmensim ohodnocenim.
Pokud K U {e} neobsahuje kruznici, pfida hranu e do kostry: K := K U {e}.
V kazdém pripadé se e odebere z F' a cyklus se opakuje pro dalsi hranu.

Zatimco v Kruskalové algoritmu vytvareni kostry vypada nahodile, u Jar-
nikova algoritmu se postupné buduje od pevné zvoleného vychoziho vrcholu
v. Algoritmus pracuje s mnozinou jiz pfipojenych vrcholi A, na zacatku je
A = {v}, K := 0. V kazdém prichodu algoritmus vybird minimélni hranu
mezi A a V — A a pridéva ji do K. Pripojeny vrchol z V' — A se pfida do
A a cyklus se opakuje. Protoze se do K pridavaji hrany pfipojujici nové vr-
choly, nemuze vzniknout kruznice. Algortimus kon¢i navstivenim posledniho
vrcholu, tj. A=1V.

Boruvkuv algoritmus pfedpoklada injektivni ohodnoceni hran. (Pfi stej-
ném ohodnoceni nékterych hran bychom mohli upravit zadani pri¢tenim
drobnych hodnot.) Pracuje se s relaci ekvivalence p na mnoziné vrcholti. Na
zacatku je p := idy, K := (). V kazdém prichodu algoritmu se pro kazdou
tridu rozkladu vybere minimalni hrana spojujici ji s jinou tiidou. VsSechny
takové hrany priddme do K a pfepocitame p jako nejmensi relaci ekvivalence
obsahujici K (slévani bublinek). Na konci algoritmu je p = V x V a K je
minimalni kostra.

6.4 Dalsi grafové problémy

Graf se nazyva rovinny, pokud ho lze reprezentovat v roviné tak, ze se zadné
dvé hrany nekiizi.

Priklad 11. (1) Sif mnohosténu je rovinny graf. (Roztdhneme libovolnou
sténu a sit promitneme dovnitf.)

(2) Uplny graf o péti vrcholech K5 ani tplny bipartitni graf pro dvé
tfiprvkové mnoziny K33 (aloha o t¥ech studnich) nejsou rovinné grafy.
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Délenim grafu nazyvame graf, ktery vznikne opakovanym vkladanim vr-
choltt do hran (stard hrana se nahrazuje dvéma novymi a vrcholem).

Véta 18. (Kuratowského) Graf je rovinng pravé tehdy, kdyz neobsahuje pod-
graf izomorfni délent grafu K5 nebo Ks 3.

Obarvenim grafu se nazyva zobrazeni ¢ : V — C, kde C je mnozina
wbarev, spliujici {u,v} € E — c(u) # ¢(v) (sousedni vrcholy maji rizné
obarveni). Minimalni pocet barev |C| se nazyva barevnost grafu.

Piiklad 12. (1) Uplny graf s n vrcholy K,, ma barevnost n.
(2) Kazdy rovinny graf ma barevnost nejvyse 4 (dlouho otevieny problém,
dokézano uzitim pocitace).

(Uzaviengm) eulerovskym tahem se nazyvé uzavieny sled, ktery prochézi
kazdou hranou praveé jednou. Graf se nazyva eulerovsky, pokud v ném existuje
eulerovsky tah.

Véta 19. Graf je eulerovsky prdve tehdy, kdyZ je souvisly a stupen kaZdého
vrcholu je sudy.

Diikaz. Pokud je graf souvisly a stupné jsou sudé, musi byt kazdy stupen
alespon 2. Graf je konec¢ny, 1ze tedy sestrojit uzavieny sled, v némz se zadna
hrana neopakuje (tzv. tah). Uvédomme si, Ze se vrcholy mohou v tahu objevit
opakované, ale u kazdého se vzdy vyuzije sudy pocet hran. Pokud tah neni
maximalni, znamena to, ze z nékterého jeho vrcholu vede zatim nepouzita
hrana. Z této hrany lze opét sestrojit uzavieny tah s jinymi hranami, nez
mé puvodni tah. (I kdyz dojde k prekiizeni, sudost stupni umoziiuje odchod
po nepouzité hrané.) Novy tah navdZeme na stary (princip pfilepovani usi).
Postupnym opakovanim tohoto postupu najdeme maximalni tj. eulerovsky
tah.

Opacna implikace je jednoduché. Souvislost je zfejma, sudost vyplyva
z faktu, ze tah do kazdého vrcholu jednou hranou vstupuje a druhou jej
opousti.

Hamiltonovskou kruznici se nazyvéa kruznice prochazejici vSemi vrcholy.
Graf se nazyva hamiltonovsky, pokud v ném existuje hamiltonovska kruznice.
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