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Uvod

Pane profesore, co jsou to vlastné ¢isla?

Abych pravdu Tekl, Kropdcku, tak to uplné presné nevim.

Opravdu nevite?

Ne, vlastné si ani nejsem jisty, jestli vubec existuji. Ale jinak toho o nich vim
pomérné hodné.

Pokud se zabyvame ¢isly, zpravidla se nevyhneme tomu, ze nékdy potiebujeme
i néco spocitat. Vlastné jsme se ucili nejdiiv néco spocitat a az nasledné se
ob¢as najde néjaky stoura, ktery se ptd, co to vlastné ¢isla jsou. V tomto textu
se budeme vénovat spis praktickému pocitani, pricemz teoretické predpoklady
budou nékde v pozadi, ze kterého je v piipadé potieby vytahneme.

Pocitani ndm velmi usnadnuje technika. Zpravidla si bereme na pomoc
kalkulacku i pti s¢itani pomérné malych ¢isel, i kdyz s trochou snahy bychom
snad jesté umeéli ru¢né i délit. Nejefektivnéjsim pomocnikem muze byt sa-
moziejmeé pocitac, se kterym kromé rippovani CD, kédovani filmu a upravy
digitalnich fotek je mozné pomoci vhodnych prostiedku i néco spocitat.

Pro potieby tohoto kursu budeme vyuzivat hlavné dva softwarové prostredky
- jsou to matematické programy Matlab a Sage. Prvni z nich komeréni a je
orientovan hlavné numericky, druhy je volné dostupny a zvldda i symbo-
lické vypocty. Takze jejich vhodnou kombinaci dokdzeme pokryt prakticky
vSechny vypocty, které budeme potiebovat. Je ovSem tieba brat v tuvahu
i vyvoj tohoto software, proto nékteré nékteré zde uvadéné informace mo-
hou byt ¢asem zastaralé nebo neplatné. Necht mi to laskavy ¢tendi promine.
O dalsich vypocetnich prostiedcich se zminime jen okrajove.

Pokud by ¢tenare zajimaly zdroje, kde se muze dozmédét vice, co se tyce
software je nejlepsi hledat v dokumentaci (http://www.mathworks.com/help/
ahttp://www.sage.org/). Pokud se ¢tenaf bude zajimat o teoretickou stranku
problému, vétsinu z nich pokryva libovolny kurs linedrni algebry (napt. [2]),



o pseudoinverzi se muzeme dozvédét vice tieba v kalsické ucebnici statistiky
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Kapitola 1

Prvni pokusy

1.1 Praktické vypocty

Kropacku, co se s tim tak pdrdte, vy to jesté nemdte?
Mdm, pane profesore, uz jsem to vypocital.

A kolik vam to vyslo?

Ctyricet dval.

Ctyricet dva? To je divné. Co jste to vlastné pocital?
To se pravé snazim zjistit.

Ucitelé matematiky na vSech urovnich se s tim setkdvaji pomérné casto.
Zadaji ptiklad a student nebo zak okamzité zacne pocitat za pouziti néjakych
vzorecku. Netvrdim, ze vypocet musi byt vzdy Spatné, ale zamyslet se nad
problémem jesté predtim, nez se na néj vrhnu se vzorecky a s kalkulackou,
je zpravidla prospésné. Casto ndm to muze pomoci odhalit chyby, kterych
se pii vypoctu dopustime. Naptiklad kdyz nam vyjde objem néjakého télesa
jak komplexni ¢islo nebo teplota materidlu —358.16°C'.
tou jsou jeji omezené moznosti. Pfi prevazné vétsiné vypoctu se k hranicim,
které vypocetni technika ma, nepriblizime, ale je dobré o nich védét. Tyto
hranice jsou dany zejména omezenym prostorem, ktery je pro reprezentaci
¢isel vymezen. Nejlépe si to ukazeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 1. Cisla jsou v pocitaci ulozena ve dvojkové soustavé, takze i jed-
noducha desetinna ¢isla, napt. 0,1, jsou pii standardnim zpusobu ukladani

Wiz téz Douglas Adams: Stopaitiv privodce po Galaxii



uloZena neptesné, jelikoz ve dvojkové soustavé je ¢islo 0,1 zapsdno pomoci
nekonecné rady:

0,1=2""+272428 4279427124 0713 4 9716 4 o717 4 ..

a tuto fadu musime nékde useknout. V- Matlabu se dé snadno zjistit, velikost
chyby, ktera se v tomto ptripadé do vypoctu muze vloudit:

>> ¢=0;
>> for k=1:100, c=c+0.1; end
>> 10-c
ans =
1.9540e-14
>>

Nebo elegantnéji

>> ¢=0.1*ones(1,100) ;10-sum(c)
ans =

1.9540e-14
>>

Chyba je sice nepatrnd, ale je tam. Casto je mozné tuto chybu zmensit
spravnym postupem pii vypoctu. V uvedeném prikladu staci celkovy soucet
rozdélit na nékolik ¢astecnych souctu. To muzeme udélat tak, ze stoprvkovy
vektor ¢ preskldddme do ¢tvercové matice fadu 10 (pokud jesté nevite, co
je to matice, tak si ji muzete predstavit jako tabulku, v nasem piipadé o
deseti tadcich a deseti sloupeccich), pak secteme nejprve jednotlivé sloupce
a nasledné ziskané mezivysledky:

>> ¢=0.1%ones(1,100) ; A=reshape(c,10,10);
>> 10-sum(sum(A))
ans =
1.7764e-15
>>

Vidime, ze chyba je zhruba desetkrat mensi nez pii primém souctu. Tuto
skutec¢nost muzeme zduvodnit nasledujici ivahou. Predpokladejme, ze ¢islo
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0,1 je v pocitaci ulozeno s chybou e. Pokud s¢itame sto stejnych hodnot,
na konci vypoctu pripocitavame ¢islo 0,1 k ¢islu pfiblizné stokrat vétsimu,
Protoze zaokrouhleni vysledku se bere podle vétsiho ¢isla, hodnota 0,1 se
pri¢te s chybou zhruba 100e. Je to podobné, jako bychom pocitali s presnosti
na tii platné cislice a K ¢islu 111 pricitali 1,11. Celkova chyba bude tadové
v tisicich e, zalezi na konkrétnim ¢isle a ,,chytrosti“ software. Pokud ovsem
scitame jen deset hodnot, je chyba radové stokrat mensi, pri dalsim scitani
mezivysledku se sice zvétsi, ale nedosahne takové hodnoty jako pti primém
scitani.

Pfi pouziti programu Sage si ¢asto muzeme snadno zvolit, jestli vypocet
probéhne symbolicky nebo numericky. V ptipadé symbolického vypoctu zadavame
konstanty ve formé zlomku, pro numericky vypocet pouzijeme desetinny
zapis:

sage: M=matrix(1,[1/10 for i in range(100)])
sage: 10-sum(sum(M))
0

sage: M=matrix(1,[0.1 for i in range(100)])
sage: 10-sum(sum(M))
1.95399252334028e-14
sage: M=matrix(10,[0.1 for i in range(100)])
sage: 10-sum(sum(M))
1.77635683940025e-15

Také v Matlabu je mozné zobrazovat hodnoty ve formé racionalnich ¢isel,
umozni to piikaz format rat. V tomto ptripadé se ale jedna pouze o aproxi-
mace ¢isel ulozenych v pocitaci standardnim zpusobem. Takze pokud tieba
potfebujeme aproximovat ¢islo 7 zlomkem, muzeme zadat

>> format rat

>> pi

ans =
355/113

>>

Matlab i Sage umi samoziejmé pracovat s komplexnimi ¢isly. V Matlabu
slouzi jako imaginarni jednotka symbol i, na zjisténi goniometrického tvaru
komplexniho ¢isla muzeme pouzit funkce abs a angle:
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>> z=14+]
>> abs(z)
ans =

1.4142
>> angle(z)
ans =

0.7854
>>

Posledni uvedena hodnota je numericky 7 /4.

Pro zadani komplexnich ¢isel v Sage pouzijeme imaginarni jednotku oznacenou
I, na zjisténi goniometrického tvaru funkce argument a abs. Ptitom funkci
argument je potfeba pouzit na numerickou aproximaci komplexniho ¢isla, a
pouziti je nasledovné:

sage: abs(1+I)

sqrt (2)

sage: numerical_approx(1+I).argument ()
0.785398163397448

sage: (1+I).numerical_approx() .argument ()
0.785398163397448

Patrné si pozorny ¢tenafr uz povsiml, ze funkce numerical _approx je mozné

pouzit dvéma zpusoby: bud obvykle, kdy jak argument pouZijeme vyraz,

jehoz aproximaci chceme vypocitat, nebo az za vyrazem s teckou jako oddélovacem.
Tento dvoji zpusob aplikace funkce je v Sage celkem obvykly. Funkce numerical approx
ma navic jesté dal$i nepovinné parametry. Pro nas jsou zajimavé hlavné

ty, které mohou specifikovat, s jak velkou presnosti se ma vyraz zobrazit.
Prirozené ¢islo jako dalsi parametr urcuje, kolik bitu se ma pro aproximaci

pouzit, nebo je mozné specifikovat pomoci slova digits, kolik ¢éislic se m&

vypsat. A pokud se nékomu nechce vypisovat cely nazev funkce, muze pouzit

zkracené nazvy, které jsou n nebo N:

sage: numerical_approx(pi)
3.14159265358979

sage: n(pi)
3.14159265358979



sage: pi.NQO

3.14159265358979

sage: pi.N(100)
3.1415926535897932384626433833
sage: N(pi,100)
3.1415926535897932384626433833
sage: n(pi,digits=20)
3.1415926535897932385

sage: pi.n(digits=20)
3.1415926535897932385

Piiklad 2. Podivame se, jak si softwarové prostifedky poradi napiiklad s
fesenim kubické rovnice 2° + 22 — 22 — 1 = 0. Jedn4 se vlastné o hleddn{
korenu polynomu tretitho stupné. V Matlabu se polynomy zadavaji pomoci
koeficientu od nejvyssi mocniny, vSechny koeficienty tak tvori vektor, ktery
je v Matlabu definovan pomoci hranatych zavorek. Kofeny polynomu pak
zjistime pomoci funkce roots:

>> p=[11 -2 -1];
>> roots(p)

ans =
-1.8019
1.2470
-0.4450
>>

V Sage slouzi pro feSeni rovnic funkce solve, ale prikaz

sage: x=var(’x’)
sage: solve(x~3+x72-2*x-1,x%)

da vysledek

o1yT, 7\G) ~7iV/3+7 1
r = _2(16%2\/3+54) (2\/3+1)—18(1723i\/§+5z)(é)_3’



(118“/3_‘_514)(%) 3
) 7

7 77\ ( 1

L, . 7
r = —2<—2\/§+1)<

(3) ; 1
- 7 > ) Ti3+ 7
18 54 18

=

Je zrejmé, ze z tohoto vysledku se neda pii nejlepsi vuli usoudit, Ze ima-
ginarni ¢ast je ve skutec¢nosti nulova. K ziskani numerické hodnoty teseni
muzeme pouzit funkci numerical approx():

sage: x=var(’x’)

sage: S=solve(x"3+x"2-2*x-1.0,x)
sage: x0=S[0].right()

sage: x0.numerical_approx()
-0.445041867912629

takze vSechna feseni dostaneme napft. takto:

sage: x=var(’x’)

sage: S=solve(x"3+x"2-2*x-1.0,x)

sage: x0=S[0] .right () .numerical_approx()
sage: x1=S[1] .right () .numerical_approx()
sage: x2=5[2] .right() .numerical_approx()
sage: x0;x1;x2

-0.445041867912629

-1.80193773580484

1.24697960371747 + 5.55111512312578e-17%*1i

Zdélo by se, ze na hledani korent polynomu bude Matlab lepsim prostiedkem
nez Sage, ale staci zkusit najit kofeny polynomu

p(z) = (r —1)* = 2* — 42® + 62° — 42 + 1,

nastavit veési presnost zobrazovani vysledku a budeme rychle vyvedeni z
omylu:
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>> format long

>> p=[1 -4 6 -4 1];

>> roots(p)

ans =
1.000217162531685
0.999999969335974 + 0.0002171318588721
0.999999969335974 - 0.0002171318588721
0.999782898796371

>>

Jak se da cekat, Sage si s timto problémem poradi podstatné 1épe.

sage: solve(x"4-4*x"3+6%x"2-4*x+1==0,%)
[x == 1]
>

V poslednim piikladu v této kapitole si ukazeme typicky problém pfi nu-
merickych vypoctech, kterym je ztrata presnosti pii pocitani s riuzné velkymi
cisly.

Priklad 3. Méjme polynom P(z) = (z — 3)® = z* — 92* + 272 — 2T.
Predpokladejme, ze potfebujeme hodnoty polynomu v malém okoli bodu
3, délka okoli bude 0,00001. Vysledek si zobrazime graficky

>> P=[1 -9 27 -27];

>> x=linspace(2.99995,3.00005,201);
>> y=polyval(P,x);

>> plot(x,y)
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x107°

0.5 4

2 1 1 1 1 1
2.9999 3 3 3 3 3 3.0001

Vysledkem na daném intervalu by méla byt &isla fadové 1071, protoze pii
vypoctu pouzivame ¢isla fadové v desitkach, je chyba zhruba desetkrat vétsi.
V tomto ptipadé i Sage pocita numericky, protoze piikaz

sage: g=plot(x~3-9%x~2+27%x-27,2.99995,3.00005) ;g

vyprodukuje nasledujici obrazek:

le-13f
5e-14
or I I I\’\A AA \AA '\’\I\AA I
3e W VMBS VT 3e 3e
-5e-14
-le-13|

Chybu ovsem muzeme vyrazné snizit, pokud pouzijeme prvni vztah pro
vypocet polynomu:

>> x=linspace(2.99995,3.00005,201);

>> y=(x-3).73;

>> plot(x,y)
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x107°

0.5 4

-0.5F q

2 1 1 1 1 1
2.9999 3 3 3 3 3 3.0001

Zavérem z této kapitoly necht je védomi, Ze ani velmi kvalitni vypocetni
prostiedek (zatim?) nenahradi clovéka a vzdycky je dobré se alespon trochu
zamyslet nad tim, jaké nam to vlastné pocitac dava vysledky, co s nimi
chceme déle provadeét a jestli by to neslo spocitat trochu presnéji.

1.2 Kombinatorické vypocty

Zékladnim vypoctem v kombinatorice je vypocet faktoridlu, ktery udava
pocet permutaci a vyskytuje se v dalsich kombinatorickych vztazich. V Matlabu
se pro tento ucel hodi funkce prod, ktera vraci jako vysledek soucin prvku
vektoru, ktery je jejim argumentem. Takze 10! zjistime piikazem

>> prod(1:10)
ans =

3628800
>>

Tento postup funguje dobte i pro 0!:

>> prod(1:0)
ans =

1
>>
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Timto standardnim zpusobem lze v Matlabu na 64 bitovém formatu ukladani
redlného cisla (tzv. double precision) ziskat maximalné faktoridl 170:

>> prod(1:170)
ans =
7.2574e+306
>> prod(1:171)
ans =
Inf
>>

Pokud bychom pottebovali pracovat s faktoridly vétsich ¢isel, museli bychom
pouzit specialni knihovny.

V tomto ohledu je Sage daleko pred Matlabem. Muzeme zde pouzit pro
vypocet funkci factorial:

sage: factorial(10)

3628800

sage: factorial(100)
933262154439441526816992388562667004
907159682643816214685929638952175999
932299156089414639761565182862536979
208272237582511852109168640000000000
00000000000000

Sage si bez nesnazi poradi s faktorialem 10 000, ale pokud byste chtéli védeét,
jak velky je vysledek, pouzijte misto poc¢itani ¢islic radéji numerickou apro-
ximaci:

sage: factorial(10000) .numerical_approx()
2.84625968091705e35659

Pocet cislic vysledku by ndm prozradil i dekadicky logaritmus:

sage: log(factorial(10000),10) .numerical_approx()
35659.4542745208
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Kdyz hovotime o faktoridlech, nesmime opominout gamma funkci I'. Ta
je definovana pomoci integralu a pro nase ucely staci védét, ze pro prirozena
¢isla plati I'(n + 1) = n!l. V Matlabu je oznacena jako gamma, v Sage taktéz
gamma. Zajimavé je, ze v Sage dava hodnoty této funkce i funkce factorial,
nesmime ovsem zapomenout na posun argumentu o 1. Muzete si vyzkouset
prikazy

sage: gamma(1l.5)
sage: factorial(1l.5)
sage: factorial(0.5)

Pokud se tyka vypoctu kombinacnich ¢isel, podivejme se nejdiive, jak
bychom postupovali pfi ruénim pocitani, treba v Matlabu. Vypocet podle

vztahu
ny n!
k] kl(n — k)!

je ovSem neefektivni. Lepsi postup je urcit m jako mensi z ¢isel k an —k a

pak

n\ nn-1)---(n—m+1)

k) m! '
Matlabovska funkce pro vypocet kombinaéniho ¢isla pak muze vypadat tieba
takto:

function kc=komb_c(n,k)
m=min([k,n-k]);
kc=prod(n-m+1:n)/prod(1l:m);

Pomoci ni muzeme spoc¢itat hodnotu napt. (‘;’88), ale pro (300> uz dostaneme

150
vysledek mimo ¢iselny rozsah Matlabu:

>> komb_c(300,150)
ans =

Inf
>>

V tomto ptripadé ndm muze pomoci beta funkce oznacovand B, ktera podobné
jako gamma funkce je definovana pomoci integralu, a plati pro ni vztah

L'(2)C(y)

Ble.y) = T(r+y)

15



Snadno nahlédneme. ze

(n) n! I'(n+1)

k) Kn—k)! T+ D0(n—k+1)
I'(n+1)I'(n+2) _Tn+1) 1 B
Fk+1DI'(n—k+ 1)I'(n+2) F(n—|—2)%_

1
(n+1)Blk+1,n—k+1)

S pouzitim tohoto vztahu dokaze Matlab spocitat daleko vétsi kombinacéni
¢isla:

>> n=1000;k=500;
>> 1/((n+1)*beta(k+1,n-k+1))
ans =
2.7029e+299
>>

Matlabovska standardni funkce pro vypocet kombinacnich ¢isel je nchoosek.
Kdy se podivame na jeji zdrojak, zjistime, ze je vypocet je provadén trochu
chytfeji, nez ve vyse uvedené nami vytvorené funkci:

if kX > n/2, k = n-k; end
nums (n-k+1) :n;

dens 1:k;

nums = nums./dens;

¢ = round(prod(nums)) ;

Pti vypoctu samoziejmé vznikaji numerické chyby pri jednotlivych délenich,
jsou ale dostatecné malé, aby se zaokrouhlenim odstranily.

Pro vypocet kombina¢nich ¢isel se v Sage pouziva funkce binomial.
Zvlada spocitat hodné velka kombinacni ¢isla, napf.

sage: binomial(10000,100);
65208469245472575695415972927215718683781335425416
74337221024717286920652077017898892751029134055299
08478530306159470981182823719823927054792711952961
27415562705948429404753632271959046657595132854990
606768967505457396473467998111950929802400
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a kdyz si asi minutu pockate, muzete zjistit i kolik je tfeba (15%%00%%0).

Kromé toho, abychom védéli, kolik kombinaci kombinaci k-tého stupné z
n prvku existuje, se ndm taky muze hodit vSechny tyto kombinace urcit. V
Matlabu to umi uvedend funkce nchoosek, kdyz jako prvni parametr zadame
vektor cisel, z nichz se maji kombinace vybirat. Podobné funguje i funkce
combnk, z vystupu je ovSem vidét, ze kazda pracuje jinak:

>> nchoosek(1:5,3)
ans =
1 2 3
1 2 4
1 2 5
1 3 4
1 3 5
1 4 5
2 3 4
2 3 5
2 4 5
3 4 5
>> combnk(1:5,3)
ans =
3 4 5
2 4 5
2 3 5
2 3 4
1 4 5
1 3 5
1 3 4
1 2 5
1 2 4
1 2 3
>>

Sage pro tento ucel pouziva funkci combinations:

sage: mset = [1,2,3,4,5,6]
sage: combinations(mset,2)
tfy, 21, (1, 31, [1, 4], (1, 8], [1, 6], [2, 3], [2, 4],
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(2, 51, [2, 6], [3, 4], [3, 5], [3, 6], [4, 5], [4, 6],
[5, 6]]

Je také mozné si nechat vypsat vSechny permutace, v Matlabu pouzijeme
funkci perms, v Sage funkci permutations.

Co se tyce dalsich kombinatorickych pojmu jako napf. variace ¢i kombi-
nace s opakovanim, pevné véiim, ze urceni jejich po¢tu pomoci nékterého v
tomto textu pouzivaného software by jiz ¢tenaii necinilo zadny problém.

1.3 Diferenc¢ni rovnice

Ukazme si na nékolika ptikladech, jak je mozné pracovat s diferen¢nimi rov-
nicemi, aniz bychom se snazili urc¢it explicitni feSeni.

Piiklad 4. Vezmeéme si splaceni auta z piikladu 1.27 z [3]. Vychozi ¢édstka je
300 000 korun, trokova mira m = 6% = 0, 06, iroky se pocitaji mésicne. Je-li
meésicéni splatka S a zustatek po k mésicich oznacime di, plati dg = 300000,
dp = dy—y + {5dr—1 — S. Pokud chceme v Matlabu spocitat a zobrazit, jak
rychle bude dluh klesat béhem tii let splaceni pti platbé 5 000 mésicné,
muzeme postupovat tieba takto:

>> mes=36;

>> d_k=300000;m=0.06;S=5000;D=d_k;

>> for k=1:mes, d_k=d_k*x(1+m/12)-S;...
D=[D,d_k] ;end

>> plot(0:mes,D,’*’);
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Miuze nas ale taky zajimat, jak poroste rozdil mezi tim, kolik jsme zaplatili
a tim, kolik ndm ubylo z dluhu:

>> mes=36;

>> d_k=300000;m=0.06;S=5000;R=0;

>> for k=1:mes, d_k=d_k*x(1+m/12)-S;...
R=[R,k*S-(300000-d_k)] ;end

>> plot(O:mes,R,’*’);
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Piipadné si muzeme zobrazit vyvoj dluhu pro ruzné velké splatky:

>> mes=36;

>> d_k=300000;m=0.06;S=5000;D1=d_k;

>> for k=1:mes, d_k=d_k*(1+m/12)-S; D1=[D1,d_k] ;end
>> d_k=300000;m=0.06;S=7000;D2=d_k;

>> for k=1:mes, d_k=d_k*(1+m/12)-S; D2=[D2,d_k];end
>> d_k=300000;m=0.06;S=9000;D3=d_k;

>> for k=1:mes, d_k=d_k*(1+m/12)-S; D3=[D3,d_k] ;end
>> plot(0:mes,D1,’*’,0:mes,D2,’0’,0:mes,D3,’+7);
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Dalsi moznosti by mohlo byt zobrazit vyvoj dluhu pii ruznych tdrokovych
mirach, ale to uz by jisté ctenar zvladl sam.

Priklad 5. Uvazujme super banku, ktera nabizi pti roéni vypovédni lhuté
trok 100 %. Takze pti roénim troceni dostaneme za kazdou vlozenou korunu
koruny dvé. Co kdyby se ale trocilo pololetné:

>> n=2;d_k=1;m=1;
>> for k=1:n,d_k=(1+m/n)*d_k;end
>> d_k
d_k =
2.2500

A co tfeba ¢tvrtletné:

>> n=4;d_k=1;m=1;
>> for k=1:n,d_k=(1+m/n)*d_k;end
>> d_k
d_k =
2.4414

Pii mésiénim uroceni dostaneme:
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>> n=12;d_k=1;m=1;

>> for k=1:n,d_k=(1+m/n)*d_k;end
>> d_k

d_k

2.6130

V pripadé, ze by banka trocila tydné, ¢i dokonce denné, vyslo by d k =
2.6926, resp. d .k = 2.7146. K ¢emu ty hodnoty asi konverguji?

1.4 Pravdépodobnost

Tak mi Teknéte, jakd je pravdépodobnost jevu A.
Je to jedna polovina, pane profesore.

Jak jste na to, proboha, prisel, Kropacku?

No, bud’ to vyjde, nebo ne.

Pro nejruznéjsi pravdépodobnostni priklady se nam muze hodit gene-
rovani ndhodnych vysledki, které muzeme pouzit pii simulacich ndhodnych
jevu. Kromé funkci zminénych v kombinatorické ¢asti budeme pouzivat i
generator nahodnych ¢isel, i kdyz ve skutecnosti se zpravidla jedna o ¢isla
pseudonahodnéd. V Matlabu je zdkladnim generatorem funkce rand, ktera
dava ¢isla mezi 0 a 1, vygenerovani kazdého z téchto c¢isel by mélo mit stej-
nou pravdépodobnost, v Sage je to random. Existuji ovsem funkce pro gene-
rovani nahodnych ¢isel podle zvolenych kritérii, nejcastéji to byvaji cela ¢isla
v uréeném rozsahu. V obou balicich je pro tento tcel funkce randint, takze
stejného vysledku se muzeme dobrat vice zpusoby. V Matlabu se ovsem v
napovedeé docteme, ze tato funkce jiz je zastarald a novéjsich verzich Matlabu
bude patrné schazet. Proto budeme pouzivat funkci randi, ktera ma jen tro-
chu odlisnou syntaxi. V Sage navic existuje funkce random matrix, kterd je
pouzitelna pro generovani ndhodnych ¢isel z daného ¢iselného okruhu, takze
s jeho pomoci muzeme generovat matice realné, racionalni, celo¢iselné i kom-
plexni.

Priklad 6. Vytvorme matici o dvou fadcich a ¢tyfech sloupcich s nahodnymi
celo¢iselnymi prvky mezi 1 a 8. Nejprve mozna feseni v Matlabu:
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>> 7, pomoci zaokrouhleni
>> A=round(7*rand(2,4))+1
A=
1 3 5 4
6 4 8 8
>> 7 pomoci zaokrouhleni dolu
>> A=floor(8*rand(2,4))+1
A=
2 3 4 8
1 2 3 8
>> 7 pomoci zaokrouhleni nahoru
>> A=ceil(8*rand(2,4))
A=
5 6 3 1
4 6 4
>> % pIimo
>> A=randi([1,8],2,4)
A=
8 1 8 2
2 5 6 3
>> % o néco jednoduseji
>> A=randi(8,2,4)

A TeSeni v Sage:

sage: A=matrix(2, [randint(1,8) for i in range(8)]);A
[6 5 7 6]

[5 81 6]

sage: A=random_matrix(ZZ,2,4,x=1,y=9);A

[2 7 18]

[4 57 8]

V posledné uvedeném prikazu se horni mez nedosahuje, proto je potieba jako
jejl hodnotu vzit 9.
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Generovani ndhodnych posloupnosti nebo matic je velmi uzitecné kromé
simulovani nékterych nahodnych jevu také pii metodach souhrnné oznacovanych
jako Monte Carlo. Princip spoc¢iva v tom, Ze si vygenerujete mnozstvi simu-
lovanych dat a z nich vybereme ty, které odpovidaji néjakému jevu. Timto
zpusobem se daji priblizné pocitat nejen pravdépodobnosti jevu, ale také
tfeba plosné obsahy apod. Demonstrujeme si to na dvou piikladech.

Piiklad 7. Urcime piibliznou hodnotu éisla 7 (viz téZ ucebnice). K tomu
vyuzijeme nasledujici skutec¢nost: pravdépodobnost toho, ze dvé nahodné
zvolend nezavisla realnd ¢isla z intervalu [0,1] maji soucet druhych mocnin
mensi nebo roven jedné, je rovna plose ¢tvrtiny jednotkového kruhu, coz je
/4. V Matlabu tedy prvky ndhodné matice o dvou fadcich umocnime po
jednotlivych prvcich na druhou, zjistime, kolik z nich je mensich nebo rovno
jedné, vydélime celkovym mnozstvim dat, vynasobime 4 a odecteme od 7:

>> % 100 hodnot
>> n=100;A=rand(2,n) ;A2=A."2;
>> pi-4xsum(sum(A2)<=1)/n
ans =
-0.3784
>> % 1000 hodnot
>> n=1000;A=rand(2,n) ;A2=A."2;
>> pi-4xsum(sum(A2)<=1)/n
ans =
0.0256
>> % 1 000 000 hodnot
>> n=1000000;A=rand(2,n) ;A2=A."2;
>> pi-4*sum(sum(A2)<=1)/n
ans =
0.0016

Vidime, ze s presnosti to neni zadné slava. Pro miliardu hodnot uz Matlab
odmita matici vytvorit. Bylo by samoziejmé mozné cely vypocet provadét v
cyklu, ¢imz bychom mohli aproximace cisla 7 takto spocitat jesté presnéji.
Pripadny zdjemce by jisté zvladl si piislusny programek vyrobit sam.

Priklad 8. V dalsim ptikladu trochu pfedbéhneme integracni pocet. Zkusime
vypocitat plochu pod funkei sinus na intervalu [0, 7]. Budeme postupovat
podobné jako v predchozim prikladé, vygenerujeme ndhodné dvojice ¢isel na
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obdélniku [0, 7] x [0, 1] a uréime pomérnou ¢ast téch, které lezi pod grafem.
Ta by méla byt priblizné rovna poméru plochy pod grafem funkce k plose
celého obdélnika. Vysledek muzeme porovnat s presnou hodnotou, ktera, jak
se dozvime v blizké budoucnosti, je rovna 2.

>> % 100 hodnot
>> n=100;x=pi*rand(1,n);y=rand(1,n);
>> 2-pixsum(y<=sin(x))/n
ans =
-0.1049
>> % 1000 hodnot
>> n=1000;x=pi*rand(1l,n) ;y=rand(1,n);
>> 2-pixsum(y<=sin(x))/n
ans =
-0.0389
>> % 1 000 000 hodnot
>> n=1000000;x=pi*rand(1,n);y=rand(1,n);
>> 2-pixsum(y<=sin(x))/n
ans =
-9.1492e-04

Na zavér této ¢asti bych jen rad podotkl, ze pro Matlab existuje specialni
knihovna (toolbox) pro statistiku, ktery obsahuje velké kvantum nejruznéjsich
pravdépodobnostnich a statistickych funkci. Pro ty, ktefi se budou potiebovat
témito zalezitostmi zabyvat do vétsi hloubky, uvadim odkaz na dokumentaci
k tomuto toolboxu, kterd je skutecné velmi obsdhla:
http://www.mathworks.com/help/pdf_doc/stats/stats.pdf

1.5 Geometrie v roviné

V této kapitole si ukdzeme zdkladni zpusoby, jak je mozné graficky znazornovat
nékteré rovinné geometrické objekty. Zakladni objektem je usecka. Pro jeji

zobrazeni se v Matlabu i v Sage pouziva funkce line, syntaxe v je jed-

notlivych softwarech je, jak se da ocekavat, odlisna. V Matlabu pfi nejjed-

nodussim pouziti funkce 1ine zadavame dva parametry, prvni z nich je vektor

z-ovych souradnic bodu, které se maji spojit useckami, druhym parametrem

je vektor y-ovych soutadnic téchto bodu. Jednoduchou usecku tedy ziskame

piikazem
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>> line([1,2],[2,4])

Pokud pouzijeme vétsi nez dvouprvkové vektory, ziskdme lomenou ¢aru. Pro
lepsi prehled si také muzeme zobrazit mrizku.

>> 1ine([1,2,3,5,4] 3 [2,4:0:1’5])
>> grid on

V Sage je jako parametr funkce line seznam bodi, které se maji spo-
jit tseckami. Takze podobny obrazek, jako je predchozi, ziskdme v Sage
prikazem

sage: line([(1,2), (2,4), (3,0), (5,1), (4,5)1)
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Pokud se ndm zd4, ze druhy obrézek je oproti prvnim ponékud zdeformovén,
je to zptuisobeno tim, ze métitko neni v obou osach stejné. Obdélnicky mrizky
u prvniho obrazku by ve skute¢nosti mély byt ¢tverecky. Obrazky Matlabu se
prizpusobuji oknu ve kterém se zobrazuji, v Sage je mozné pomér os nastavit
pomoci aspect_ratio, jak si ukdzeme za chvili.

V Matlabu pro zobrazovani v roviné existuje univerzalni funkce plot,
ktera v zakladnim tvaru ma dva parametry podobné jako funkce 1ine. Kromé
nich lze pouzit dalsi nepovinné parametry, které ovliviiuji barvu obrazku, styl
cary a podobné. Napiiklad c¢arkovanou sinusovku ziskdme pouzitim ptikazu

>> x=linspace(0,2*pi);y=sin(x);
>> plot(x,y,’-=’)

27



0.6 / \ T

04r / 4

021 / B

Nevyhodou tohoto postupu je, ze i jednoduché geometrické objekty si musime
nejdiive spocitat, presnéji feceno, musime spocitat body, které je tvoii a to
na dostatecéné husté siti. Tteba elipsu muzeme nakreslit takto:

>> t=linspace(0,2*pi) ;x=3*cos(t);y=2*sin(t);
>> plot(x,y)

0.5
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V Sage existuje pro zobrazovani objektu v rovné funkeci nékolik. Napt. pro
kruznice je tu zvlastni funkce circle, kterda ma dva povinné parametry —
stted a polomér, nicméné obrazek ziskany piikazem

sage: circle((1,2),2)

vvvvvv

strukci, soucasné nastavime barvu kruznice na zelenou.

sage: c=circle((1,2),2, rgbcolor=(0,1,0))
sage: c.show(aspect_ratio=1)

Také v Sage existuje funkce plot. Jeji nejjednodussi pouziti vypada takto:

sage: plot(cos, (-5,5))

Predpokladam, ze si kazdy dokaze predstavit obrazek, ktery vznikne, takze

VVVVVV

sage: x=var(’x’)
sage: plot(sqrt(x)*sin(x), (x,0,2%pi))
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Kromeé plot je v Sage také funkce parametric_plot, kterd pracuje podobné
Pomoci néasledujicich piikazu ziskdme kiivku zvanou epicykloida:

sage: t=var(’t’)

sage: x=2*cos(t)-cos(2*t)

sage: y=2*sin(t)-sin(2xt)

sage: parametric_plot((x,y),(t,0,2*pi))
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Ctenaf si nyni muize sém rozmyslet, jak by bylo mozné nakreslit napiiklad
¢tverec, pro ruzné formulovand zadéani.

Na zaver této casti si predvedeme, jak lze pracovat s afinnimi transfor-
macemi v roviné. Zkusme otocit a posunout vyse nakreslenou elipsu. Nejprve
ur¢ime body na elipse podobné jako predtim.

>> t=linspace(0,2*pi) ;x=3*cos(t) ;y=2*sin(t);

Pak spoc¢itame matici oto¢eni o dany uhel, v nasem piipadé to bude 30°,
tedy /6. Matici vynasobime soutadnice bodu na elipse. Pokud soufadnice
umistime do matice tak, ze kazdy sloupec bude tvofit souradnice jednoho
bodu, pro transformaci rotace celé elipsy nam staci jedno maticové nasobeni.
Vysledek pak muzeme zpatky rozdélit na z-ové a y-ové souradnice.

>> phi=pi/6;
>> R=[cos(phi), -sin(phi);sin(phi), cos(phi)];
>> xyR=R*[x;y];
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>> xR=xyR(1,:);
>> yR=xyR(2,:);

Nakonec vSechny body posuneme o potiebnou délku podle soutadnic stiedu
elipsy, v uvedeném piikladé to je [2,3]. Pfi tom muzeme vyuzit konvenci
Matlabu, ze pii pri¢itani skalaru k vektoru nebo k matici se pricte prislusna
hodnota ke kazdé slozce.

>> xP=xR+2;
>> yP=yR+3;
>> plot(xP,yP)
>> grid on

5.5

05 Il Il Il Il Il
-1 0 1 2 3 4 5

A stejna konstrukce v Sage s tim, ze maticové nasobeni vyjadiime explicitné.

sage: t=var(’t’)

sage: phi=pi/6

sage: x=3*cos(phi)*cos(t)-2*sin(phi)*sin(t)
sage: y=3*sin(phi)*cos(t)+2*cos(phi)*sin(t)
sage: parametric_plot((x+2,y+3),(t,0,2*pi))
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Soudim, ze dalsi afinni transformace by jiz ¢tenar zvladl bez vétsich problém.
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Kapitola 2

Zaklady linearni algebry

Kropdcku, vypaddte dnes néjak unavené. Cim to je?

Zkousel jsem zjistit néco o maticich, jejich pouZiti a historii, jak jste vcera chtel,
pane profesore.

To mé tési. A jak jste postupoval?

Zadal jsem do googlu heslo Matrix a pak se probiral vysledky.

A co jste zjistil?

Je to fakt hruby. Zvlddl jsem za noc vSechny tii dily.

Z hlediska vypocetni techniky je linearni algebra jednim z nejlépe softwa-
rové obhospodarovanym matematickym odvétvim. Existuje obrovska skala
pro Teseni nejruznéjsich typu obecnych i specializovanych problému, na néz
muzeme v linearni algebfe narazit. Je to dano i tim, ze nelezeni feseni sou-
stavy linearnich rovnic, coz je typicka tloha linearni algebry, patii mezi
nejcastéjsi inzenyrské i ekonomické tlohy.

Matlab patti v tomto sméru ke §picce mezi numericky orientovanym soft-
ware. Je to déno jeho zdkladni orientaci od zacatku jeho vyvoje. Nazev
Matlab je puvodné zkratka od Matriz Laboratory a v jeho difevnich dobach
byly matice jedinym datovym typem, pricemz cislo se povazovalo za matici
o jednom fadku a jednom sloupci. I tfeba problém hledéni kofenu polynomu
se prevadi na problém nalezeni vlastnich ¢isel matice, coz, jak jsme vidéli, ne
vzdy dava plné uspokojivé vysledky.

K praci s maticemi a vektory jsme si jiz trochu pric¢ichli v predchozi
kapitole, nyni se pokusime dané téma obsahnout podrobnéji. Trochu zménime
zpusob préace, nejprve se budeme vénovat Matlabu a az nasledné Sage.
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2.1 Matice a vektory v Matlabu

U nasledujicich piikladi nebudu vétsinou uvadét jejich vysledek, jelikoz predpokladam,
ze si je ¢tenal bude zkouSet sam a i v pripadé, ze tak neucini, dokaze si
vysledek snadno predstavit.

Matice v Matlabu muzeme zadat vyétem jejich prvku v hranatych zavorkach,
pricemz jednotlivé prvky na radku oddélujeme mezerou nebo ¢arkou, jednot-
livé fadky matice oddélujeme stiednikem. Dalsi funkci stfedniku je, ze pokud
jej vlozime za ptikaz, vysledek piikazu, napt. pfitazeni, se nezobrazi.

>> A=[1 -1 2 -3; 3045; 3.2, 5, -6 12]
>> u=[1 2 3 4]
>> v=[-1;-2;-3]

Prazdnou matici vytvotrime ptrikazem

>> Emp=[]

Matice lze vytvaret pomoci uz definovanych proménnych, je potieba kontro-
lovat, aby souhlasily typy jednotlivych proménnych.

>> x=pi/4

>> y=[x, 2*x, 3*x]
>> B=[A; ul

>> C=[A, V]

Pro vytvoreni matic vétsich rozméru je mozné pouzit nékterych funkci

MATLABu. Prikaz

>> Z=zeros(2,5)

vytvori nulovou matici prislusného typu, prikazem

>> 0O=ones(3,4)

vyrobime matici ze samych jednicek. Piikaz

>> I=eye(5,8)
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nam da jednotkovou matici, pricemz jednicky probihaji hlavni diagonalu.
Vsechny vyse uvedené prikazy je mozné zadat i s jednim parametrem, v tom
piipadé je vysledkem ¢tvercova matice prislusného radu. Funguje taky piikaz

>> 0=ones(0,5)

Vektor, jehoz prvky tvori aritmetickou posloupnost, je mozné vytvorit nasledujicim
zpusobem:

>> x=1:10

vytvori vektor postupné obsahujici ¢isla 1 az 10. Pro jiny rozdil mezi jednot-
livymi prvky nez 1 lze pouzit napi. piikaz

>> y=0:2:12

pro y se sudymi ¢isly od 0 do 12 nebo

>> z=0:0.01:2

pro z s ¢isly od 0 do 2 s krokem 0.01. Je mozno pouzit i zaporny krok:

>> x1=10:-1:1

Kromé toho taky muzeme pouzit pitkaz linspace

>> x=linspace(a,b,n)

kde a, b jsou prvni a posledni prvek vektoru x a n je pocet prvku. Treti
parametr je nepovinny a pokud neni uveden, bere se roven 100. Podobné je
taky mozné definovat vektor s desitkovou logaritmickou skalou:

>> x=logspace(a,b,n)

ktery je ekvivalentni ptikazu

>> x=10."linspace(a,b,n)
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Zde je ovsem implicitné n=>50.

Rozmér matice zjistime piikazem size. Na jednotlivé prvky matice je
mozné se odkazat pomoci kulatych zavorek - tj. A(3,2) je prvek matice A ve
3. tadku a 2. sloupci. Toto vyjadieni ovSem lze pouzit obecnéji, kdy prvni
parametr je vektor obsahujici indexy vybranych fadku a druhy parametr je
vektor sloupcovych indexu. Pak

>> A(C[1 31,05 2])

je vybrana submatice z A tvotfena 1. a 3. fadkem a 5. a 2. sloupcem. Je mozno
taky provadeét ptitazeni do takto vybranych prvku pti zachovani spravnych
rozmeru:

>> A([1 31,[5 2])=eye(2)

Pokud chceme vybrat cely fadek nebo sloupec pouzijeme symbol ') napi.
B(3,:) je 3. fadek matice B. Pitkazem B(3,:)=[] vypustime z matice B
tento tadek. Zajimavé je, ze nefunguje pritazeni

>> o=[];
>> B(3,:)=0

Matic stejnych rozméru lze séitat a odéitat (+, —), matice vhodnych rozmeéru
se daji ndsobit (*). Je také mozné néasobit konstantou nebo pricist konstantu
k matici, pak se pricte ke vSem prvkum. Déleni jsou v MATLABu dvé —
pravé a levé: '\, ' /’, pficemz vyraz

>> X=B\C

da feSeni maticové rovnice B¥X=C a vyraz

>> X=B/C

je TeSenim maticové rovnice X*C=B.

Symbolem “ ”dostaneme hermitovskou transpozici matice, tj. matici trans-
ponovanou a komplexné sdruzenou. Operator ~ slouzi k umocnovani ¢tvercovych
matic. Uvedené operatory maji také tzv. teckové varianty, kdy se operace
provadeéji na jednotlivé prvky matice, napf.

37



>> A=B.x*C

vynasobi odpovidajici prvky matic B a C, prikazem

>> A.72 ‘

M N

se umocni vSechny prvky matice A. Operator ”.” ”se pouziva pro transpozici
matic. Na matice lze aplikovat taky vsechny bézné funkce (sin, cos,...),
které se aplikuji ¢len po clenu.

Pokud mame matici A typu m x n, pak pokus o ur¢eni hodnoty A(k,1),
kde k > m nebo 1 > n, skoné¢i chybou. Ovsem piikaz A(k,1)=1 pfitazeni
provede, pricemz chybéjici ¢leny jsou doplnény nulami.

>> A=eye(2,3);

>> A(4,5)=1

A =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

Piikazem reshape je mozné presklddat matici do jiného typu. Zadanim

>> A=randi(9,3,4)
A =
6 5 2 8
8 1 8 2
9 1 2 9
>> B=reshape(A,6,2)
B =
6 2
8 8
9 2
5 8
1 2
1 9
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vytvoiime z prvku matice A matici B o 6 tfadcich a 2 sloupcich, pficemz
prvky se pti preskladani berou po sloupcich. Pokud bychom chtéli matici A
preskladat po tadcich, museli bychom nejdiiv matici A transponovat a pak
opét transponovat vysledek, dostaneme tak ovSsem matici o dvou fadcich a
Sesti sloupcich:

>> B=reshape(A’,6,2)’

B =
6 5 2 8 8 1
8 2 9 1 2

Preklopit matici, tj. obratit poradi radku nebo sloupcu je mozné provést
prikazem flipud resp. fliplr. Také je mozné matici ,,otocit* o 90 stupnu
piikazem rot90, pricemz dalsi nepovinny parametr udava, kolikrat se ma
rotace proveést.

Vsechny operatory pro praci s maticemi uvedené dfive maji své funkci
ekvivalenty:

funkce vyznam operator
plus plus +
uplus unarni plus +
minus minus —
uminus unarni minus —
mtimes maticové nasobeni *
times nasobeni po prvcich o
mpower maticova mocnina )
power mocnina po prvcich B

mldivide levé maticové déleni
mrdivide pravé maticové déleni
ldivide levé déleni po prvcich
rdivide  pravé déleni po prvcich

Prikaz a:b piipadné a:d:b lze nahradit prikazem colon(a,b) nebo colon(a,d,b).

Dvoji tlohu mé funkce diag. Jeho aplikaci na vektor ziskdme diagonalni
matici s argumentem na hlavni diagonale. Pokud ji pouzijeme na matici,
funkce diag vybere z matice hlavni diagonalu a umisti ji do vektoru. Pokud
chceme pracovat s jinou diagonalou nez s hlavni, muzeme pouzit jako druhy
parametr funkce diag ¢islo diagonaly, pricemz kladnd ¢isla se pouziji nad
hlavni diagonélou a zdporna pod ni. Piiklad:
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\begin{Matlab}

randi(10,5,5)

>> A

10
10

10

=diag(A)

>> X

™M 00 M~MNMM

=diag(x,2)

>> B

diag(pi,-3)

>> C

3.1416

diag(diag(A))

>> d

40



Pomoci funkei tril a triu vyrobime z dané matice dolni nebo horni trojihelnikovou
matici, pficemz je mozné podobné jako u diag pouzit dalsi nepovinny para-
metr.

Piikaz max najde maximalni prvek ve vektoru, pricemz pokud na vystupu
uvedeme i druhy vystupni parametr, ulozi se do néj index tohoto prvku. Pri
pouziti piikazu max na matici se hledaji maximalni prvky v jednotlivych
sloupcich. Podobné funguje ptikaz min:

>> x=rand(1,5)
x =

0.2785 0.5469 0.9575 0.9649 0.1576
>> M=max(x)

M =
0.9649
>> [m,k]=min(x)
m=
0.1576
k =
5
>> A=rand(4)
A =

0.9706 0.1419 0.9595 0.9340
0.9572 0.4218 0.6557 0.6787
0.4854 0.9157 0.0357 0.7577
0.8003 0.7922 0.8491 0.7431
>> [m,k]=min(A)
m=
0.4854 0.1419 0.0357 0.6787
k =

U komplexnich matic se maximum ¢i minimum hled4 mezi absolutnimi hod-
notami prvk.

K setfidéni vektoru (vzestupné) se pouziva piikaz sort, u komplexnich
hodnot se opét provadi tiidéni podle absolutnich hodnot. Do druhého ne-
povinného vystupniho parametru je umisténa t¥idici permutace indexu. Tj.
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pokud zadame [y,ind]=sort(x) pak plati y=x(ind). Pfi pouziti piikazu
sort na matice se t¥idi jednotlivé sloupce.

Piikazy sum a prod sec¢tou nebo vynésobi vSechny prvky vektoru. Apliko-
vany na matici provedou ptislusnou operaci po jednotlivych sloupcich. Napft.
faktoridl ¢isla n zjistime snadno pomoci piikazu f=prod(1:n), pficemz piikaz
funguje spravné i pro n rovno 0, protoze souc¢in pfes prazdnou matici je roven
1.

Pokud bychom chtéli zjistit soucet vSech prvku matice, musime piikaz
sum pouzit dvakrat:

>> sum(sum(A))

Piikazem size zjistime rozméry matice, pricemz je mozné jej pouzit ve
formé s=size(a) nebo [m,n]=size(a). Piikaz length dava délku vektoru,
pricemz pokud jej aplikujeme na matici, dostaneme maximalni z rozmeéru, tj.
length(A) dava stejny vysledek jako max(size(A)).

V MATLABu je implementovano velké mnozstvi funkei a algoritmu linearni
algebry. Podrobny vypis Ize ziskat pomoci napovédy help matfun. Zde vy-
jmenujeme jen nékteré zakladni:

det determinant matice

rank hodnost matice

null nulovy prostor (jadro) matice

norm maticova nebo vektorova norma

trace  stopa matice (soucet diagondlnich prvku)
inv inverzni matice

pinv pseudoinverzni matice

lu LU rozklad

qr QR rozklad

svd singularni rozklad

eig vlastni hodnoty a vektory matice

poly charakteristicky polynom matice, resp. vytvoreni

polynomu s danymi kofeny
Syntaxi a popis jednotlivych funkci zjistime nejlépe pomoci napovédy. Blize
se budeme vénovat jen funkci eig pro uceni vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru
matice.
Tato funkce méa dva zakladni zpusoby pouziti. Pokud je vystupni proménna
pouze jedna, vrati funkce vektor vlastnich hodnot dané matice
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>> A=randi(10,3,3)
A:
10 2 6
2 2 6
3 9 2
>> D=eig(A)
D:
14.2792
5.1549
-5.4342

V pripadé, ze pouzijeme dvé vystupni proménné, ziskame i matici, jejiz
sloupce jsou tvoreny vlastnimi vektory ptuvodni matice. Vlastni ¢isla uz ne-
tvoii vektor ale hlavni diagonalu v diagonalni matici:

>> [V,D]=eig(A)

vV =
0.8126 0.7685 -0.2316
0.3573 -0.4241 -0.5725
0.4604 -0.4792 0.7865

D =
14.2792 0 0
0 5.1549 0
0 0 -5.4342

Pro takto uspotadané vlastni vektory a vlastni ¢isla by meélo platit AxV=Vx*D:

>> AxV

ans =
11.6032 3.9613 1.2584
5.1025 -2.1863 3.1110
6.5747 -2.4701 -4.2741

>> V%D

ans =
11.6032 3.9613 1.2584
5.1025 -2.1863 3.1110
6.5747 -2.4701 -4.2741
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Ve skutecnosti je mezi vysledky rozdil fadove 107,

2.2 Matice a vektory v Sage

V Sage je pro vytvéareni vektoru urc¢na funkce vector. Jeji parametrem je
seznam prvk.

sage: v=vector([1,2,3]);v
(1, 2, 3)

Takto se vytvoril vektor tadkovy, v ptripadé, ze potiebujeme vektor sloup-
covy, musime jej transponovat piikazem transpose, nebo ho vytvorit coby
sloupcovou matici, coz je popsano o néco nize. Standardné se jednéa o vektor
celociselny nebo racionalni podle typu vyrazu, kterymi je vytvoren. Je mozné
ale pti definici vnutit typ jiny pomoci prvniho argumentu pied samotnym
vyctem prvku.

sage: v=vector([1,2,3]);v

1, 2, 3

sage: w=vector(RR,[1,2,3]);w

(1.00000000000000, 2.00000000000000, 3.00000000000000)

K jednotlivym prvkim vektoru se pristupuje pomoci hranatych zavorek,
prvky jsou indexovany od nuly, nikoliv od jednicky.

sage: wl[1]
2.00000000000000

Prii vytvareni vektoru je potieba dat pozor na to, abychom nepouzili matla-
bovskou konstrukci

sage: u=[2,3,-1];u
[2, 3, -1]

Vysledek vypada stejné jako u vektoru, ale nejedna se o vektor, nybrz seznam
prvki, jak prozradi piikaz type:
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sage: type(v)

<type ’sage.modules.vector_integer_dense.
Vector_integer_dense’>

sage: type(u)

<type ’list’>

K vytvareni matic pouzivame funkci Matrix, funguje i s pocatecnim
pismenem malym. Nejjednodussi je vytvoreni ¢tvercové matice, k cemuz staci
jeden parametr:

sage: A=Matrix(3);A
[0 0 0]
[0 0 0]
[0 0 0]

Opét je mozné vnutit vytvarené matici jiny typ:

sage: B=Matrix(RR,2);B
[0.000000000000000 0.000000000000000]
[0.000000000000000 0.000000000000000]

Pomoci dalsich parametriu muzeme definovat obdélnikové matice a jeji prvky,
nebo lze vytvorit matici pomoci seznamu jejich prvki:

sage: B=Matrix(2,3);B

[0 0 0]

[0 0 0]

sage: B=Matrix(2,3,[k/6 for k in range(6)]);B
[ 01/6 1/3]

[1/2 2/3 5/6]

sage: B=Matrix(2,[k/6 for k in range(6)]);B
[ 01/6 1/3]

[1/2 2/3 5/6]

sage: C=Matrix([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,911);C
[1 2 3]

[4 5 6]

[7 8 9]
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Povsimnéme si, ze druhy a tieti piikaz davaji stejny vysledek, pokud bychom
ve druhém piikazu pouzili jiny pocet sloupcu nez 3, doslo by k chybé. K
jednotlivym prvkum pristupujeme opét pomoci hranatych zavorek, ptitom je
mozny dvoji zpusob syntaxe. Nesmime zapomenout na indexovani od nuly:

sage: B[1,1]
2/3
sage: B[1][2]
5/6

Rozmeéry matice A zjistime pomoci A.nrows (), resp. A.ncols(). Jednotko-
vou matici ziskamé pomoci piikazu identity matrix, jejiz parametr udava
rozmeér matice (pouze ¢tvercové).

Zdélo by se, ze vektory muzeme ekvivalentné vytvorit jako matice o jed-
nom fadku. Coz je sice mozné, ale operace pak funguji trochu jinak. V Sage
je totiz mozné nésobit matici zprava fadkovym vektorem. Vysledkem je opét
radkovy vektor, ktery ma stejné prvky, které bychom dostali pii obvyklém
nasobeni sloupcovym vektorem:
sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1]1,[1,1,11])

sage: v=vector([1,2,3])
sage: Axtranspose(v)

[14]

[10]

[ 6]

sage: Axv
(14, 10, 6)

Na prvni pohled to je sice trochu nezvyklé, ale po néjaké dobé pouzivani nam
to uz zvlastni neptijde. S fadkovou matici ovSem tato operace nefunguje:

sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1],[1,1,1]])
sage: B=Matrix([1,2,3])
sage: AxB

TypeError atd.

Pro teseni systému linearnich rovnic je mozné pouzit levé déleni podobné jako
v Matlabu, pravé déleni nefunguje. Alternativni metodou je pouziti funkce
solve_right nebo solve_left:
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sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1],[1,-1,111)
sage: b=vector([1,2,3])

sage: x=A\b;x

(19/16, -9/8, 11/16)

sage: x=A.solve_right(b);x

(19/16, -9/8, 11/16)

Funkce det a rank funguji tak, jak bychom c¢ekali. Charakteristicky po-
lynom matice lze urcit takto:

sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1],[1,-1,11])
sage: characteristic_polynomial(A)
x"3 - 4xx"2 - 3xx + 16

Inverzni matici a stopu matice muzeme vyjadrit pouze nasledujicim zpusobem:

sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1]1,[1,-1,111)
sage: A.inverse()

[-3/16 ©5/16 1/4]

[ 1/8 1/8 -1/2]

[ /16 -3/16  1/4]

sage: A.trace()

4

Podobné muzeme urcit vlastni ¢isla a vlastni vektory matice:

sage: A=Matrix([[1,2],[3,2]])
sage: A.eigenvalues()

(4, -1]

sage: A.eigenvectors_right()
(4, [

(1, 3/2)

1, 1, (-1, [

(1, -0

1, D]
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Mozna, zZe posledni vysledek vypada na prvni pohled ponékud nesrozumi-
telné, ale neni to tak slozité. Jedna se o seznam trojic, kde na prvni misté
je vlastni ¢islo, pak nésleduje vlastni vektor a treti v poradi je nasobnost.
(Myslim, ze prehlednéjsi zformatovani vysledku by neskodilo.)

V Sage taky existuje funkce kernel, u niz bychom podle jména ocekavali,
ze s jeji pomoci lze zjistit jadro matice jakozto linedarniho zobrazeni, presnéji
feceno jeho bazi. To sice mozné je, ale tato funkce pracuje po radcich:

sage: A=Matrix([[1,2,3],[3,2,1]1,[1,1,11])

sage: A.kernel()

Free module of degree 3 and rank 1 over Integer Ring
Echelon basis matrix:

[ 1 1 -4]

Vidime, ze prvni a druhy radek spolu skutecné davaji ctyinasobek tietiho.
Takze pro nalezeni jadra linedrniho zobrazeni daného matici bychom ji museli
nejdfive transponovat.

Zavérem této casti muzete hadat ¢i zkusit, co dostaneme jako vysledek
prikazu A.rows() a A.columns().

2.3 Priklady

Piiklad 9. Zkusme si nejprve demonstrovat v Matlabu ipravu matice na
schodovity tvar. Vezméme rozsifenou matici soustavy z piikladu 2.1 z [3]:

>> A=[0.5,0.125,0.2 270;0.25,0.75,0.2,270;. ..

0.25,0.125,0.6,270]

A =
0.5000 0.1250 0.2000 270.0000
0.2500 0.7500 0.2000 270.0000
0.2500 0.1250 0.6000 270.0000

Vynasobeni fadku konstantou odpovida nasobeni zleva diagonalni matici,
kde na piislusném radku je potiebna konstanta.

>> D=diag([2,4,4])
D =
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2 0 0
0 4 0
0 0 4
>> A1=Dx*A
Al =
1.0e+03 *

0.0010 0.0003 0.0004 0.5400
0.0010 0.0030 0.0008 1.0800
0.0010 0.0005 0.0024 1.0800

Vsimnéte si konstanty 1.0e+03, ktera je vytknuta pred matici. Pokud bychom
radsi videli zobrazeni bez této konstanty, pouzijeme

>> format short g

>> Al

Al =
1 0.25 0.4 540
1 3 0.8 1080
1 0.5 2.4 1080

Prvni tadek vynéasobime -1 a pricteme ho ke druhému a tretimu. Tato uprava
odpovida nasobeni zleva matici, ktera vychéazi z jednotkové a m&a navic v
prvnim sloupci -1 ve druhém a tietim fadku

>> Tl=eye(3);T1(2,1)=-1;T1(3,1)=-1

Tl =
1 0 0
-1 1 0
-1 0 1
>> A2=T1xA1
A2 =
1 0.25 0.4 540
0 2.75 0.4 540
0 0.25 2 540

Druhy a treti fadek opét vynasobime 4

>> A3=diag([1,4,4])*A2
A3 =
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1 0.25

0.4 540
0 11 1.6 2160
0 1 8 2160
prehodime 2. a 3. fadek
>> T3=eye(3);T3=T3([1,3,2],:)
T3 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0
>> A4=T3%A3
A4 =
1 0.25 0.4 540
0 1 8 2160
0 11 1.6 2160

a nakonec druhy fadek vynasobime -11 a pricteme ho ke tretimu

>> T4=eye(3);T4(3,2)=-11;A5=T4xA4

A5 =
1 0.25 0.4 540
0 1 8 2160
0 0 -86.4 -21600

Nakonec bychom jesté mohli vydelit pokratit radek, kvuli jednomu radku je
asi zbytecné vyrabét diagonalni matici:

>> A5(3,:)=A5(3,:)/A5(3,3)

A5 =
1 0.25 0.4 540
0 1 8 2160
0 1 250

Pokud by se nyni nékomu nechtélo ruc¢né pocitat jednotlivé nezname, muze
se matici dal upravovat az na jednotkovou (ptesnéji jeji prvni tii sloupce), v
tom piipadé mu v poslednim sloupci vyjde feseni.
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Pokud bychom tuto soustavu fesili v Sage a zadavali matici podobné jako
v Matlabu, dostali bychom desetinnd ¢isla s patnécti cislicemi za desetinou
teckou, takze by obsahovala spoustu zbyteénych nul. Proto lepe bude zadat
matici jako racionalni:

sage: A=matrix(QQ,[[0.5,0.125,0.2,270],
[0.25,0.75,0.2,270]1,[0.25,0.125,0.6,27011) ;A
[1/2 1/8 1/5 270]

[1/4 3/4 1/5 270]

[1/4 1/8 3/5 270]

Sage ovSem umi provést uvedené tpravy sam, dokonce az do tplného konce

sage: A.echelon_form()
[ 1 0 0 400]
[ 0 1 0 160]
[ 0 0 1 250]

takze hned vidime feseni soustavy. Matlab tohle umi taky, prislusnéd funkce
se jmenuje rref:

>> rref(A)
ans =
1 0 0 400
1 0 160
0 0 1 250

Ukazovat priklady na vypocet determinantu, hodnosti nebo inverzni ma-
tice pomoci Matlabu a Sage je patrné zbytecné. Nazvy prislusnych funkei na-
jdeme vysSe a jejich pouziti je snadné, bez néjakych zaludnosti. Pevné vérim,
ze ctenal by dokonce nasel nékolik zptusobu (pst nebo Sest) jak vypocitat
inverzni matici.

Dobrat se feseni soustavy linearnich rovnic je také mozné nékolika zpusoby:

sage: A=matrix(QQ,[[0.5,0.125,0.2],[0.25,0.75,0.2],
[0.25,0.125,0.6]]) ;A
[1/2 1/8 1/5]
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[1/4 3/4 1/5]

[1/4 1/8 3/5]

sage: b=vector([270,270,270]) ;b
(270, 270, 270)

sage: A.inverse()*b
(400, 160, 250)

sage: A\Db

(400, 160, 250)

sage: A" (-1)*b

(400, 160, 250)

sage: A.solve_right(b)
(400, 160, 250)

V Matlabu lze pouzit podobné vSechny zpusoby kromé posledniho, jedinym
drobnym rozdilem je inv(A) misto A.inverse (). Oproti Sage ale v Matlabu
existuje funkce linsolve, o niz je mozné se vice dozvédét v napovede.

Priklad 10. Urcit linedrni zavislost ¢i nezavislost je pomérné jednoduché.
Staci ptislusné vektory posklddat do matice a pak uréit jeji hodnost. V Sage
muzeme postupovat naptiklad takto:

sage: ul=vector([1,2,3])
sage: u2=vector([4,5,6])
sage: u3=vector([7,8,9])
sage: A=matrix([ul,u2,u3]);A
[1 2 3]

[4 5 6]

[7 8 9]

sage: rank(A)

2

Reseni v Matlabu je opét velmi podobné, takze ho nebudu uvadét. Problém
nalezeni jednoho z linearné zavislych vektoru jakozto linearni kombinace
ostatnich je problém hledéni feseni soustavy linearnich rovnic, pficemz toto
feSeni nemusi byt urc¢eno jednoznac¢né. Zminime se o tom o néco nize. Nejdrive
se jesté podivejme, jak nalézt bazi néjakého podprostoru, coz je problém,
ktery s linedarni zavislosti ¢i nezavislosti tizce souvisi.
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Pii hledani béze, muzeme vektory poskladat do matice a tuto pak upra-
vovat na schodovity tvar, ¢imz vynulujeme linearné zavislé vektory, nenu-
lové tadky pak tvoii bazi. S tspéchem lze tedy pouzit funkce rref nebo

echelon form. V Sage navic existuje funkce basis, kterd je pro tento ucel
urcena:

sage: V = VectorSpace(QQ,3)

sage: S = V.subspace([[1,2,0],[2,2,-1],[-1,0,1]])
sage: basis(S)

[

(1, 0, -1),

(0, 1, 1/2)

]

Porovnéame-li vysledek s postupem uvedenym ptedtim,

sage: ul=vector([1,2,0])
sage: u2=vector([2,2,-1])
sage: u3=vector([-1,0,1])
sage: A=matrix([ul,u2,u3])
sage: A.echelon_form()

[1 0 -1]
[0 2 1]
[0 0 0]

vidime, Ze jediny rozdil je v nadsobeni druhého bazového vektoru tak, aby mél
prvni koeficient roven jedné.

V Matlabu lze pouzit funkci orth, ktera hledd ortonormalni bézi prostoru
generovaného sloupci matice.

>> A=reshape(1:9,3,3)
A =

1 4 7

2 5 8

3 6 9
>> Q=orth(A)
Q=

-0.4797 0.7767
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-0.5724 0.0757
-0.6651 -0.6253
>> Q7 *Q

1.0000 -0.0000
0.0000 1.0000

Tato funkce vSak evidentné nepracuje Grammovou—Schmidtovou ortogonali-
zaci, to by musel byt prvni sloupce matice Q ndsobek prvniho sloupce matice
A.

Kdyz jsme se dostali k pojmu ortonormalni, méli bychom se vratit ke
skaldarnimu soucinu. V Sage je pro skaldrni soucin uréena operace "*’:

sage: u=vector([1,2,3])
sage: v=vector([-1,2,1])
sage: sl=u*v;sl

6

Pokud bychom chtéli pouzit maticové nasobeni, je to mozné, ale vysledek ma
jiny typ:

sage: s2=uxtranspose(v);s2

(6)

sage: type(sl)

<type ’sage.rings.integer.Integer’>

sage: type(s2)

<type ’sage.modules.vector_integer_dense.
Vector_integer_dense’>

V Matlabu se pro skaldrni sou¢in pouziva funkce dot, ale maticové nasobeni
dava stejny vysledek:

>> u=[1,2,3];v=[-1,2,1];
>> dot (u,v)
ans =
6
>> uxv’

o4



ans =

Priklad 11. Zaméime se na postup pri hledani ortogonalniho doplnku néjakého
podprostoru, ktery je uréen svou bazi, Také pro ortogonalni doplnék staci
nalézt jeho bazi. Hledame tedy nezavisla feSeni homogenni soustavy rov-
nic Axx=0, kde matice A je tvofena Tfadky baze naseho podprostoru. Takze
hledany ortogonalni doplnék je vlastné jadrem linearniho zobrazeni daného
matici A. Ted uz tedy problém vyiesime snadno.

Priklad teseni v Sage:

sage: u=vector([1,2,-1,4])

sage: v=vector([-1,2,0,3])

sage: A=matrix([u,v])

sage: B=A.transpose().kernel() .basis()

sage: B

I

(1, 2, 1, -1),
(0, 3, -2, -2)
]

A pak jesté muzeme ovérit, ze odpovidajici vektory jsou opravdu kolmé:

sage: C=matrix([B[0],B[1]1);C
[1 2 1 -1]

[0 3 -2 -2]

sage: Axtranspose(C)

[0 0]

[0 0]

A tesSeni stejné ulohy v Matlabu:

>> u=[1,2,-1,4];
>> v=[-1,2,0,3];
>> A=[u;v];

>> B=null(A)

B =
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0.3707 -0.2597
-0.0686 -0.8403
0.9106 -0.0456
0.1693 0.4737
>> B’%*B
ans =
1.0000 0.0000
0.0000 1.0000

>> A*B
ans =
1.0e-15 =
0 0.2220
0 0

Vidime, ze nalezena baze je ortonormalni a ve vysledku je malda numericka
chyba. V podobnych piipadech je zpravidla na uzivateli, aby posoudil, jestli
vysledek ma byt ve skutecnosti nulovy a piipadné provedl néjaké dodatecné
Upravy.

Priklad 12. Na zaveér této casti si ukazeme, jak si poradit se systémem,
ktery m4 vice feseni. (Piipad, kdy systém nemd feseni pozname lehce, kdyz
porovname hodnost matice soustavy a hodnost matice rozsitené soustavy.)
Muzeme samoziejmé matici upravit na schodovity tvar a pak hledat feseni
rucné:

sage: A=matrix([[1,2,3,1],[4,5,6,1]1,([7,8,9,1]1]);A
[1 23 1]

(4 56 1]

[7 8 9 1]

sage: A.echelon_form()

[1 23 1]

[0 3 6 3]

[0 0 0 O]

Z druhého fadku dostavam y+ 2z = 1, muzeme najit jedno feseni dosazenim
hodnoty za y nebo z, piipadné obecné feseni v parametrickém tvaru, pokud
dosadime tieba y = t. Toto feSeni umi Sage najit i sam, bohuzel se mu musi
zadat vSechny tii rovnice explicitné:
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sage: x,y,z=var(’x,y,z’)

sage: solve([x+2xy+3%z==1,4*%x+b5*xy+6*z==1,7*x+8*y+9*z==1] ,
X,V,2)

[[x == 11 - 1, y == -2%r1 + 1, z == r1]]

Najit jedno (tzv. partikuldrni) feseni muzeme v Sage nejméné dvéma zpusoby:

sage: A=matrix([[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]11);A
[1 2 3]

[4 5 6]

[7 8 9]

sage: b=vector([1,1,1]);b

(1, 1, D

sage: A.solve_right(b)

(-1, 1, 0)

sage: A\Db

(-1, 1, 0)

Pokud jesté urcime béazi jadra matice A,

sage: kernel(A.transpose()).basis()
[
1, -2, 1)
]

tak snadno urc¢ime libovolné feSeni v parametrickém tvaru, paklize vime, ze
kazdé takové feseni dostaneme z partikularniho prictenim linearni kombinace
béze jadra matice A.

V Matlabu se da urc¢it partikularni feseni také nejméné dvéma zpusoby:

>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9],b=[1;1;1],
A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9
b =

1
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1
1
>> A\b
Warning: Matrix is close to singular or badly scaled.
Results may be inaccurate. RCOND = 1.541976e-18.

ans =
-2.5
4
-1.5
>> pinv(A)*b
ans =
-0.5
6.9389e-18
0.5

Vsimnéme si jednak varovani u prvniho vypoétu, jednak malé druhé slozky
feSseni u druhého vysledku, které by méla byt ve skutecnosti nulova a do
tretice toho, ze vysledky nejsou stejné. Prvni vysledek se pocita pomoci
Gaussovy eliminace (viz help mldivide), druhy pomoci tzv. pseudoinverzni
matice, ¢cimz dostaneme feSeni s nejmensi normou (velikosti).

K urceni baze jadra matice slouzi funkce null, o které uz jsme se zminovali.
Standardné bazi normuje na velikost jednotlivych vektoru rovnu jedné, pokud
chceme racionalni slozky bazovych vektorti, muzeme pouzit dalsi parametr
‘r’:
>> A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9];
>> null(A)
ans =

-0.40825
0.8165
-0.40825
>> null(A,’r’)
ans =
1
-2
1

Obecné teseni tedy opét ziskame jako ve tvaru ug +t[1, —2, 1], kde g je par-
tikularni feseni. Soucasné jsme ovérili znamou véc, ze totiz obecné feseni lze
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zapsat vicerym zpusobem. Také si ¢tenaf muze rozmyslet, pro jaké hodnoty
t dostaneme z jednoho z uvedenych partikularnich feseni to druhé.
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Kapitola 3

Linearni modely a maticovy
pocet

Predpokladam, ze co se tyce grafické prezentace diferencnich rovnic, plné
staci to,co bylo uvedeno v uvodu. Také zkouset si pocitat obecné ¢i par-
tikularni feseni podle vztahu odvozenych v ucebnici neni z hlediska tohoto
textu prilis zajimavé. Podivejme se tedy na to jakym zptusobem muzeme pra-
covat s linearnimi modely za pomoci vhodného softwaru. Budeme pouzivat
Matlab, kde je prace s maticemi jednodussi, ale vSechny uvedené vypocty by
samoziejme Sly provadeét také v Sage ¢i jiném software, ktery zvlada nasobent
matic.

3.1 Populacni modely

Zkusme si modelovat nésledujici situaci. Rybari vysadi do rybnika uréity
druh ryby jako pludky. Vyvoj ryb sleduji vzdy po urcitém obdobi pricemz
jsou o jejich vyvoji jsou zjistény nasledujici skutecnosti:
Z pludku se béhem daného obdobi dvacet procent dostane do stadia mladych
ryb. Mladé ryby se jiz mnozi takze urcité mnozstvi mladych ryb mé za dané
obdobi trojndsobné mnozstvi pladki. Sedesat procent mladych ryb piejde
do stadia dospélych ryb. Ty se mnozi stejnym zpusobem jako mladé ryby,
ale do dalsiho obdobi se jich dostane jen urc¢ité mnozstvi (vymiraji nebo jsou
odloveny), které je dano parametrem 7. Teoretickym rozborem situace se da
zjistit, Ze stagnaci populace zajistuje hodnota 7 = 0.1.

Muzeme predpokladat urcité pocatecni mnozstvi pludku, na kterém prilis
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nezalezi, muzeme tieba zacit s ¢islem 1 a chépat to jako jednu populaci.
Nebo zac¢it hodnotou 100 a chapat vysledky v procentech oproti vychozimu
mnozstvi. Rybare muze napiiklad zajimat, za jakou dobu po nasazeni ryb
do rybnika se jejich populace ustali. Muzeme ptredpokladat urcité pocatecni
mnozstvi pludku, na kterém prilis nezalezi, muzeme tieba zacit s ¢islem 1 a
chapat to jako jednu populaci. Nebo zac¢it hodnotou 100 a chapat vysledky
v procentech oproti vychozimu mnozstvi.

>> tau=0.1;

>> M=[0 3 3; 0.2 0 0;0 0.6 taul;
>> p=[100;0;0];

>> p=M*p

Vidime, ze po dvou obdobich médme uz jen 60% pludku oproti puvodnimu
mnozstvi, piicemz do dospélosti prezilo jen 12 % ryb. Na prvni pohled by se
mohlo zdét, ze populace vymie. Podivejme se vSak na dalsi vyvoj.

>> p=M*p
p =
36.0000
12.0000
1.2000
>> p=M*p
p =
39.6000
7.2000
7.3200

vvvvv

kolis4. Pojdme déle:
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p =
43.5600
7.9200
5.0520

>> p=M*p

p =
38.9160
8.7120
5.2572

Vypada to, ze kolisani se zmensuje. Po dalsich ¢tytech iteracich dostaneme
hodnoty

p =
40.8802
8.1217
5.5534

a ty se pak uz prakticky neméni. Velmi dobrou aproximaci limitniho vysledku
dostaneme napt. jako

>> p=M"100*p
p =
40.9091
8.1818
5.4545

Mohli bychom také zkoumat, jak rychle se ryby premnozi, pokud by
dospélé ryby nebyly loveny a vSechny by piezivaly (7 = 1) piipadné bylo
loveno méné ryb (0.1 < 7 < 1). Véifm, ze piislusné vypocty by ¢tendr jisté
zvladl sam.

Podivejme se jesté na trochu modifikovany model. Predpoklad, ze ryby
by bez loveni prezivaly porad, je jisté neredlny. Pridejme tedy jesté dalsi dveé
populaéni stadia: vSechny dospélé ryby se dostanou do stadia starych ryb,
které maji omezenou plodnost, z nich se polovina dostane do stadia velmi
starych ryb, které uz jsou neplodné a vSechny vymiraji. Model takového
procesu je popsan matici
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>> M=[03310; 0.20000;00.6000;...
000.500;0000.50]
M =

0 3.0000 3.0000 1.0000

0.2000 0 0 0

0 0.6000 0 0

0 0 1.0000 0

0 0 0 0.5000

O O O O O

a opét se muzeme podivat na chovani tohoto modelu:

>> p=[100;0;0;0;0];
>> p=Mx*p
p=

0

20

>> p=M*p
p =
36
12
0
12
0
>> p=M*p
p =
48.0000
7.2000
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7.2000
0
6.0000

>> p=M*p

p =

43.2000
9.6000
4.3200
7.2000
0

Zatim je tézko usuzovat na limitni chovani. Po dalsich deseti etapach mame

>> p=M"10x*p
p =
61.8795
12.0144
6.9872
6.7915
3.2846

a po dalsich 10 etapach

>> p=M"10%p
p =
83.7110
16.2442
9.4566
9.1753
4.4511

Vidime, ze pocet ryb se zvétsuje, ale zdaleka ne tak dramaticky, jak u puvodniho
modelu. Nyni je mozné do modelu zakomponovat odlov ryb nebo nasa-
zeni draveu (napf. stik), éimz by se redukovala stejnou (nebo i rtznou)
mirou jednotlivé populace. Teoretické i praktické zkoumani takového modelu
prenechame ¢tenafi k samostatné praci.
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3.2 Markovovy retézce

U Markovovych tetézcu je vzdy potieba si rozmyslet, jaké mohou byt vsechny
stavy, do nichz se dany proces muze dostat. Tyto stavy musi byt alespon 2
(napf. u soucdstky funguje/nefunguje), pricemz vypocet pravdépodobnosti
prechodu mezi jednotlivymi stavy muze byt ruzné slozity, ale tahle otézka
patii do jiné kapitoly.
Zkusme se podivat na piiklad 3.23 z [3] se studenty na pfednédsce. Stu-

denti mohou byt ve tfech stavech:
1. pritomen a vnimajici
2. pritomen a nevnimajici
3. nepiitomen
Pravdépodobnosti prechodu z mezi jednotlivymi skupinami je dana nasledujici
matici:

05 0.1 0

04 05 0

0.1 04 1

Zajima nas, jak se pocty studentu v jednotlivych skupindch méni s ¢asem.

Na zac¢atku uvazujme stoclenou skupinu vnimajicich studentu.

>> M=[0.5 0.1 0;0.4 0.5 0;0.1 0.4 1]
M =

0.5000 0.1000 0

0.4000 0.5000 0

0.1000 0.4000 1.0000
>> p=[100;0;0];

>> p=M"2x%p

p =
29.0000
40.0000
31.0000

Po dvou hodinéch je na prednasce skoro 70 studentu, to neni marné.

>> p=M"2x*p

p =
12.4100
23.2000
64.3900
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Po dalsich dvou hodinach uz je pfitomno jen o néco vice nez tfetina studentu,
nejvyssi ¢as prednasku ukoncit.

Nekdy se také muzeme setkat s procesy, které ve skutecnosti nejsou Mar-
kovovy, ackoliv tak na prvni pohled vypadaji. Zékladnim pozadavkem na
Markovuv proces je, ze pravdépodobnost prechodu z jednoho stavu do jiného
nezavisi na tom, jak se proces do daného stavu dostal. Kdyby toto neplatilo,
neni mozné konstruovat prechodové matice. Ukazme si to na piikladu s ru-
letou (3.25 z z [3]).

Castou strategii hazardnich hracu je sézka na nékterou barvu (napf.
¢ernou) a v piipadé vyhry nechd hra¢ sazku véetné vyhry na stejné barve,
pricemz tento postup muze zopakovat vicekrat. Predpokladejme tedy sazku
ve vysi jednoho zetonu, hra¢ konéi sérii, pokud ziska 8 Zetonu, poté zacing
znovu s jednim zetonem. V pripadé prohry zacina taktéz znovu s jednim
Zetonem, pokud jesté néjaky m4. Necht ddle ma hrac¢ na zacdtku n Zetont,
hru konéi v okamziku, kdy mnozstvi alespon zdvojnasobi nebo vSechno pro-
hraje.

Pro n = 1 dostavame zpocatku obdobu piikladu 3.25. Pro vétsi n je
ovSéem mnozina moznych stavu vétsi néz v uvedeném prikladu, protoze je
mozné dosahnout libovolné ¢astky od 0 do 2n. Oznaéime-li S, stav, ze hrac
mé k zetonu (k = 0...2n, pricemz Sy, je stav kdy hra¢ mé alespon 2n zetonu
a kon¢i hru), muzeme se ptat napt. jakd je pravdépodobnost prechodu od
stavu Sg do stavu Sk41. Tato pravdépodobnost je 18/37, pokud hra¢ predtim
prohral a sazi jeden zeton, ale je nulovd, pokud hra¢ predtim vyhral dva
zetony a znovu je sazi, protoze v tom piipadé se muze dostat pouze do stavu
Sk+2 nebo Sk_g.

Naskyta se otdzka, jestli a jak se da pocitat uspésnost takové strategie.
Jenou z moznosti je cely proces simulovat, tedy generovat ndhodné vysledky
rulety a pocitat pocet relativni cetnost ispésnosti mezi vsemi simulacemi. Pro
velky pocet simulaci se tato relativni ¢etnost blizi pravdépodobnosti tispéchu.
Pti tom je mozné taky sledovat dalsi velic¢iny, napt. prumeérnou délku celého
procesu do vyhry ¢i do prohry, jeji zavislost na n atd.

3.3 Maticové rozklady a spol
Co se tyce maticovych rozkladu, je na tom Matlab daleko 1épe nez Sage, kde

je nabidka prakticky nulova. Vzhledem k tomu, Ze Sage se neustdle vyviji,
da se ocekavat, ze tato mezera bude v budoucnu doplnéna.
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Nejprve si ukazme, jak je mozné spocitat LU rozklad. Ten se v softwa-
rovych balicich skute¢né pouziva, a to napt. pfi vypoctu inverzni matice nebo
determinantu. Ukazme se nejprve pro jednoduchost tento rozklad bez vymény
radku. Hledame tedy dolni trojuhelnikovou matici L a horni trojihelnikovou
matici U takové, ze plati A= L-U.

Pii Gaussové eliminaci nulujeme prvky matice pod hlavni diagondlou,
jejim vysledkem je hledand matice U. Bez vymény radku provadime prak-
ticky jedinou elementarni operaci, tou je pri¢teni nasobku jednoho radku
k jinému. Necht tedy mdm zpracovéno prvnich k& — 1 sloupci, tim jsme z
ptvodni matice A ziskali upravenou matici A®, kterd jiz ma v prvnich k — 1
sloupcich nuly pod hlavni diagonalou. Dalsi postup je tedy takovy, ze k-ty
fadek nasobime piislusnymi vhodnymi koeficienty a pricitame k nésledujicim.
D4 se snadno zjistit ze ony koeficienty maji hodnoty —al(’kk) / a,(g’f,)c, pro ¢ > k.
To ovsem odpovidd ndsobeni matice A®) zleva matici

1 - 0
1
0 1
1
—lik 1
0 1
0 0 1

_ (k) (R R R ST .-
pro liy = a;y /ay.; a vynulovani celé pifslusné ¢asti k-tého sloupce maticf

1 . 0
L, = 1
~lht 1,k
0 o 1

Celou upravu matice tak muzeme vyjadrit jako

U=Lyq-...-Ly-Ly- A
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odkud dostavame
A=L{'.... L' U=L-U

Neni ovSsem problém ovérit, ze

1 . 0
Lt = 1
Ltk
0 Lok 1
a
1 0
l21
L= I ,
ln71 o ln,TL*l 1

kde tedy ;1 = agf,g / a,gf,l, pricemz ag"’,g je prvek na dané pozici v jiz ¢astecné
upravené matici A. Prakticky vypocet provadime vétsinou tak, ze si matici L
predvyplnime jednickami na hlavni diagondle a nulami nad ni a pod hlavni
diagonédlu postupné doplnujeme hodnoty koeficientu, které pouzivame pti
nasobeni daného tadku, pti jeho odecitani od fadku jiného.

Pokud potfebujeme pii Gaussové eliminaci vymeénit tadky, délame ve
skutecnosti LU rozklad matice P - A, kde P je takzvand permuta¢ni ma-
tice ktera vyménu fadku zprostitedkuje. Je to vlastné jednotkova matice, v
niz prehazime radky podle potieby. Problémem je, ze doptedu nevime, jakym
zpusobem mame rfadky vymeénit. Nastésti je mozné informaci o potradi radku
vytvaret a meénit i béhem vlastniho vypoctu. Pritom nepotfebujeme znat
celou matici P, sta¢i permutace, kterd prislusné poradi radku urcuje.

Na zacatku Gaussovy eliminace si vytvorime pomocny vektor p = (1,...,n)
a pii kazdé vymeéné radku ve zpracovavané matici vymeénime i prvky v p na
stejnych pozicich, jako jsou vymeénované fadky. Po ukonceni eliminace nam
prvek p; dava c¢islo radku puvodni matice, ktery je po vymeéneé radku na pozici
i-té. Tedy napt. kdyz vyjde p = (2,4, 1,3) mame LU rozklad matice, kterd je
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postupné tvorena druhym, ¢tvrtym, prvnim a tietim fadkem puvodni matice
A.

Vymeéna fadku pti Gaussové eliminace se ve skutecnosti déla témér vzdy.
Je to nejen kvuli tomu, abychom se ve zlomcich ag’kk) / agf,l vyhnuli déleni nulou,
ale hlavné kvuli tomu, ze déleni malym ¢islem je z numerického hlediska méné
presné nez déleni ¢islem velkym. Pokud si tedy muzeme vybrat, snazime se ve
jmenovateli pouzit ¢islo co mozna nejvétsi. A pri Gaussové eliminaci si vybrat
muzeme. V upravované matici muzeme najit mezi k-tym az n-tym tadkem
takovy, pro néjz je ag,kk) v absolutni hodnoté nejvétsi a ten pak vymeénime
s fadkem k-tym. Tomu nejvétsimu prvku se fikd vedouci nebo hlavni prvek
(anglicky pivot) a tento postup se nazyva cdastecny vijbér hlavniho prvku nebo
castecnd pwotaz. Existuje i uplnd pivotaz, kdy vedouci prvek nehledame v
jednom sloupci ale v celém zbytku upravované matice, v tom piipadé ovSem
se nam napf. pfi feSeni systému linearnich rovnic zmeéni i poradi hledanych
hodnot feseni.

V Matlabu se pro LU rozklad pouziva funkce 1lu:

>> A=randi(10,4,4)
A =
5 6 8 1
4 10 4 6
9 3 6 8
6 8 1 10
>> [L,U]=1u(h)
L =
0.5556 0.5000 1.0000 0
0.4444 1.0000 0 0
1.0000 0 0 0
0.6667 0.6923 -0.9808 1.0000
U =
9.0000 3.0000 6.0000 8.0000
0 8.6667 1.3333 2.4444
0 0 4.0000 -4 .6667
0 0 0 -1.6026

Vidime, ze L neni dolni trojuhelnikova, potiebovali bychom jesté vymeénit
prvni fadek se tretim. Nastésti je mozné pozadovat jesté tieti vystupni pa-
rametr obsahujici informaci o vyméné radku a je mozné ho ziskat jako per-
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mutacni matici nebo jen ve formé vektoru:

>> [L,U,P]=1u(A)
L =
1.0000 0 0 0
0.4444 1.0000 0 0
0.5556 0.5000 1.0000 0
0.6667 0.6923 -0.9808 1.0000
U =
9.0000 3.0000 6.0000 8.0000
0 8.6667 1.3333 2.4444
0 0 4.0000 -4 .6667
0 0 0 -1.6026
P =
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
>> [L,U,pl=1u(A, ’vector’)
L =
1.0000 0 0 0
0.4444 1.0000 0 0
0.5556 0.5000 1.0000 0
0.6667 0.6923 -0.9808 1.0000
U =
9.0000 3.0000 6.0000 8.0000
0 8.6667 1.3333 2.4444
0 0 4.0000 -4.6667
0 0 0 -1.6026
p =
3 2 1 4

Alespon struéné se zminime o Choleského rozkladu. Ten se pouziva pro
symetrické matice a v tomto ptripadné se snazime realnou matici A vyjadrit
ve tvaru soucinu A = TT - T, kde T je horni trojihelnikovd matice. Jestlize
si oznaéime t;; prvky matice T, formalné provedeme sou¢in 77 - T a vysledek
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porovname s matici A, dostaneme nasledujici vztahy:

t11 = y/an

alj

tlj—tH; ]—27 ,n
i—1
tii:‘aii—ZtlQi, i:2,...,n
=1
1 i—1
tij = 7 (CLZ']' — Ztlitlj> pI'Oj >
i =1
t;j =0 pro ¢ > j.

Pti vypoctu je ovSem mozné se setkat s odmocninami ze zapornych cisel,
takze matice T' muze byt komplexni. Choleského rozklad existuje pro matice,
jejichz vSechny hlavni minory (determinanty tvorené prvnimi k sloupci a
fadky matice pro k = 1,...,n) jsou nenulové. Pokud jsou dokonce kladné, je
matice A pozitivné definitni a T je pak realna. V Matlabu se pro Choleského
rozklad pouziva funkce chol, kterd ovSsem funguje jen pro pozitivné definitni
matice.

Dalsi pouzivané rozklady jsou QR rozklad a singularni rozklad, pro které
jsou v Matlabu funkce qr a svd. Jejich pouziti je celkem jednoduché a ¢tenar
je jisté snadno pochopi z napovédy.

Singularni rozklad se pouziva pro vypocet pseudoinverzni matice, u které
se trochu zdrzime. Tato matice, ¢asto také nazyvana Moorova—Penrosova
pseudoinverze, se zpravidla definuje pomoci Penrosovych axiomu:

Matice X se nazyjvd pseudoinverzni matici matice A, jestlize plati

A-X-A = A
XA X = X
(A-X) = A- X
(X A = XA
Z téchto axiomu se da dovodit, ze takova matice muze byt nejvyse jedna a
ze singularniho rozkladu zase plyne jeji existence. Oznaceni pseudoinverzni
matice nenf ustélené, kromé AV se casto pouziva At.

Pseudoinverzni matice se zpravidla poc¢itda s pouzitim singuldrniho roz-
kladu, pro matice, jejichz hodnost je rovna poctu sloupct ale plati ACY =
(A*- A)~!'. A* a podobné pro matice s hodnosti rovnou poctu fadki A =
A* - (A A*)71 coz se dd snadno ovéfit pifmym vypoctem.

71



Pseudoinverzni matice hraje dulezitou roli pfi hledéani pfibliznych feseni
systémi linearnich rovnic, u nichz presné reseni neexistuje. Nejlepsi pfiblizné
feseni (nékdy téz resend ve smyslu nejmensich c¢tverci) soustavy A -z = b je
takovy vektor x ktery minimalizuje normu rozdilu obou stran rovnice, tedy
|A -2 — b||. Reseni ve smyslu nejmensich ¢tvercti neni uréeno jednoznacné,
ale dé se ukdzat, ze je feSenim tzv. systému normdlnich rovnic pro danou

soustavu, ktery ma tvar
A A-x=A"-Db

Takovy systém rovnic je feSitelny vzdy a jediné feseni ma prave tehdy, kdyz
jsou sloupce matice A linearné nezavislé, tedy jeji hodnost je rovna poctu
sloupcu. Pak ale je matice A* - A reguldrni a feSeni ve smyslu nejmensich
¢tvercu muzeme zapsat jako

T= (A A A b= AY .,

Plati ale jesté silnéjsi tvrzent:
Vektor & = AV - b je vidy feSenim ve smyslu nejmensich étverci soustavy
rovnic A -x = b a pokud existuje jiné Teseni T ve smyslu nejmensich c¢tverci
této soustavy, pak ||z|| < ||Z].

Podivejme se, jak bychom v Matlabu mohli fesit priklad na hledani ptiblizného
feSeni z ucebnice. Jedna se o parabolu s vrcholem v pocatku, kterd nejlépe
proklada nameérend data. Nejprve si zaddme matici soustavy a pravou stranu:

>> xx=1:10;
>> A=[xx;xx."2]"’
A =
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25
6 36
7 49
8 64
9 81
10 100
>> b=[1.44 10.64 4.48 14.56 31.12 39.20 54.88...
71.28 85.92 104.16];
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Protoze x pouzivame pro nezavislou proménou, oznacme hledané koeficienty
y. Spocitat je muzeme pomoci pseudoinverzni matice, pro niz se v Matlabu
pouziva funkce pinv:

>> y=pinv(A)*b
y:
0.6112
0.9981

Protoze se vlastné jedna o koeficienty polynomu, muzeme si jej vytvorit
prikazem
>> P=[y(2) y(1) 0]

P =
0.9981 0.6112 0

a nakonec zobrazit puvodni data i prolozenou parabolu:

>> x=0:0.01:10;
>> yP=polyval(P,x);
>> plot(xx,b’,’*r’,x,yP,’b’)

120

100 B

80 b

40F 4

20 b

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pro prokladani dat polynomem se da v Matlabu pouzit také funkce polyfit.
Tato funkce hleda koeficienty polynomu, ktery nejlépe aproximuje zadana
data. Pouziti je jednoduché, na vstupu jsou zadand data a stupen polynomu:
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>> Pl=polyfit(xx,b’,2)
P1 =
0.9900 0.7129  -0.2680
>> yP1l=polyval(P1,x);
>> plot(xx,b’,’*r’,x,yP1,’b’)

120

20 1 1 1 1
0

Vsimnéte si, ze vrchol paraboly v tomto pripadé nelezi v pocatku souradného
systému, nicméné aproximace dat by meéla byt lepsi nez v prvnim piipadeé.
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Kapitola 4

Geometrie

Soudim, ze zkouset si geometrické vypocty v Matlabu nebo v Sage celkem
zbytecné, protoze se jedna o aplikovani jiz probranych postupu. A jelikoz o
znazornovani objektu v roviné uz také byla fec¢, fekneme si néco o kresleni
prostorovych objektu.

Zékladem je zobrazeni grafu funkce dvou proménnych. V Matlabu je k
tomu mozné pouzit funkci mesh nebo surf. jejich pouziti je podobné, dulezité
je ovSem umeét spravné spocitat hodnoty grafu.

Zkusme naptiiklad zobrazit graf funkce cos(z? + y?) pro x i y z intervalu
[—1, 1]. Hodnoty funkce poc¢itame na husté ¢tvercové siti, pricemz k vytvorent
této sité muzeme pouzit funkce meshgrid:

>> x=-1:0.05:1;

>> y=-1:0.05:1;

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> X(1:3,1:5)

ans =
-1.0000 -0.9500 -0.9000 -0.8500 -0.8000
-1.0000 -0.9500 -0.9000 -0.8500 -0.8000
-1.0000 -0.9500 -0.9000 -0.8500 -0.8000

>> Y(1:3,1:5)

ans =
-1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000 -1.0000
-0.9500 -0.9500 -0.9500 -0.9500 -0.9500
-0.9000 -0.9000 -0.9000 -0.9000 -0.9000
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V proménné X je kazdy fadek x zopakovany toli

Y to plati obdobné po sloupcich. Nyni muzeme
funkéni hodnoty a graf nakreslit pomoci funkce

ikrat, jaky je rozmér y, pro
snadno vypocitat potiebné

mesh

>> z=cos(X. 2+Y."2);
>> mesh(x,y,z)
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nebo pomoci funkce surf

>> surf (x,y,2)
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Taky je mozné pouzit funkci waterfall, ktera se hodi v ptipadé, ze chceme
vidét, jak se méni graf funkce jedné proménné v zavislosti na néjakém para-
metru. Méjme tieba funkci sinz + p - cos 2x, kde p se méni od 0 do 1. Dobry
nahled na chovani funkce v zavislosti na parametru p ziskdme v Matlabu
takto:

>> x=0:0.05:2%pi;

>> yy=[1;

>> for p=pp, y=sin(x)+p*cos(2*x); yy=lyy;yl; end
>> waterfall(x,pp,yy)

Slo by samoziejmé vypocet provést bez cyklu s pouzitim funkce meshgrid
podobné jako v predchozim piikladu.
V Sage je pro tento ucel mozné pouzit funkci plot3d

sage: x, y = var(’x, y’)
sage: plot3d(cos(x”2 + y~2), (-2,2), (-2,2))
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1.00

0.00

-2.0 2.0

2.0 2.0

nebo parametric_plot3d pro spirdlu

sage: parametric_plot3d((sin(u),cos(u),u/10), (u,0,20))

2.00

1.00

0.00

-1.00 . 1.00

0.00 0.00

1.00 -1.00

nebo zakroucenou pneumatiku:

78



sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

u, v = var(C’u,v’)

fx = (3+sin(v)+cos(u))*cos(2*v)
fy = (3+sin(v)+cos(u))*sin(2*v)
fz = sin(u)+2*cos(v)

parametric_plot3d([fx,fy,fz], (u,0,2%pi), (v,0,2%pi),

color="red")
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