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Piiklady jsou uréeny tém studentum, ktei{ maji hlubsi zdjem o algebru. Jsou tedy zamysleny
nejen pro studenty Obecné matematiky nebo studenty Statistiky a analyzy dat, ale také pro
vSechny ostatni studenty véetné studentu ucitelstvi matematiky, tedy bez ohledu na studijni
obor — zkratka pro vSechny, kterym je blizky abstraktni styl mysleni a kteri budou, naptiklad pti
volbé tématu bakalaiské préace, inklinovat ke studiu abstraktnich matematickych obort.

Prvni ¢ast sbirky obsahuje zadani 10 ptiklada, jez byly v semestru Jaro 2014 pravidelné
zadavany v ramci soutéze podporené FRMU a jsou proto oznaceny jako kolo 1 az 10. Druha c¢éast
sestava ze vzorovych feSeni k jednotlivym kolum, které jsou nékdy rozsifeny o zaddni souvisejicich
piikladu feSenych na seminaii, ktery byl nepovinnou soucasti soutéze. U kazdého kola jsou v ivodu
uvedeny doporucené znalosti, odkazy mifi na pfednasky o grupach probirané v Algebie I v jarnim
semestru 2014; tyto prednésky jsou k dispozici na strance
https://is.muni.cz/el/1431/jaro2014/M2150/um/Algebra2014grupy . pdf.
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Cast I — Zadani



1. kolo — Zapis permutaci pomoci druhych mocnin

Doporucené znalosti: permutace — po str. 9 v pfednasce.

Zadéani: Bud n > 1 pfirozené &islo, pro které uvazujme permutacéni grupu (S, o). Pro libo-
volnou permutaci o € S,, ozna¢me ri(o) pocet pevnych bodu permutace o, tj. takovych éisel i,
1 <i < n, kterd spliuji o(i) = i. Déale pro libovolné ptirozené ¢islo k > 1 oznacme ri(o) pocet
cyklu délky k v rozkladu permutace o na soucin nezévislych cyklu a polozme r(o) = > ;. ri(0).

a) (1 bod) Vysvétlete, pro¢ pro libovolnou permutaci o plati Y, k- ri(o) = n.
b) (2 body) Dokaite, Ze pro paritu permutace p(o) permutace o plati p(o) = (—1)" "),

¢) (3 body) Naleznéte podminku, ve které vystupuji ¢isla ri(o), ale nikoliv sama permutace
o, aby nalezena podminka byla ekvivalentni s podminkou

IreS,: o=12.
Dokazte ekvivalenci téchto podminek.

d) (4 body) Urcete, pro které permutace o € S, existuji 7,p € S,, spliujici ¢ = 72 o p2. Tuto
charakterizaci dokazte.

Komentar: Terminologie neni zcela ustélena, nékdy se pevné body permutaci povazuji za cykly
délky jedna (a v tomto pojeti je pak r(o) pocet vsech cyklu v rozkladu permutace o na soucin
nezavislych cyklu). My jsme vsak na prednésce v souladu se skripty definovali jen cykly délky
k > 2, proto se v zadani vyhybame pojmu ,,cyklus délky jedna“.

Pro prvni seznameni s pouzitymi pojmy polozme n = 8 a uvazme permutaci

a=(1,2)(4,5,6,7) € Ss.

Pro tuto permutaci ihned vidime, ze ra(a) = 1 a rq(o) = 1. Déle ri(a) = 2, protoze prvky 3 a
8 se zobrazuji v permutaci o samy na sebe a kazdy z nich je tedy pevnym bodem permutace
a. Pro ostatni k je potom hodnota ri(«) rovna 0. Proto vidime, Ze rovnost v ¢asti a) plati:
1-242-144-1= 8. Podle definice funkce r je dile r(a) = 4. Odtud dostdvame, ze hodnota
(—1)%* v ¢4sti b) je skuteéné rovna parité premutace o, ktera je sudou permutaci. Poznamenejme
jeste, ze pro permutaci a vhodna permutace 7 v ¢asti ¢) neexistuje, ovSem dvojice permutaci 7, p
v ¢asti d) naopak existuje.

Pii préci s paritou nemusite pouzivat piimo definici, ale muzete vyuzit néktery ekvivalentni
zpusob vypoctu, ktery se pouziva ve skriptech nebo byl dokdzan na prednasce. Pri feSeni se snazte
prislusné pouzité véty z teorie vhodné citovat. (Napf. ,dle zédkladni definice”, ,dle véty ¢islo x.y
ze skript®, ,dle pozndmky na strané z ze slajdu k prednasce® apod.)

Druhou mocninou permutace 7 pouzitou v ¢astech ¢) a d) se rozumi, v souladu s obvyklym
znacenim v teorii grup, permutace 7o 7.

Resend — str. 16.


https://is.muni.cz/el/1431/jaro2014/M2150/um/Algebra2014grupy.pdf

2. kolo — Exponent permutacni grupy

Doporucené znalosti: fad prvku a exponent grupy — po str. 28 v prednésce.
Zadani:

a)
b)
c)

2 body) Urcete, kterd komplexni ¢isla v maji v grupé (C*,-) kone¢ny fad.
2 body) Pro libovolné prirozené ¢islo n urcete, kolik existuje v grupé (C*,-) prvku radu n.

3 body) Pro kazdé prirozené ¢islo n < 12 zjistéte, jaky nejvétsi fad muze mit prvek grupy
Sy, 0), a napiste jeden prvek, ktery tento maximalni fad ma. Pro tato pfirozend ¢isla n < 12
spocitejte také exponent grupy (S, o).

(
(
(
(

d) (3 body) Pro libovolné prirozené ¢islo n oznaéme e, exponent grupy (S,,o). Naleznéte
vhodny vzorec popisujici rozklad ¢isla e, na soucin prvocisel. Nalezeny vzorec dokazte.

Komentar: Protoze se nékdy objevuje i jind definice, pripomenme, ze jsme definovali prirozena
¢isla jako kladnd celd ¢isla, nulu tedy nepovazujeme za prirozené cislo.

Na pfednéasce jsme definovali mnozinu C* jako mnozinu vSech nenulovych komplexnich éisel,
tedy (C*,-) je grupa na této mnoziné vzhledem k operaci ndsobeni komplexnich éisel.

Pro libovolné prirozené ¢islo n ozna¢me m,, nejvétsi z fadu prvku grupy (S, o). Podle definice
je (S1,0) grupa vsech bijekei na mnoziné {1}, tedy S; = {id}. Jediny prvek této grupy, identita,
ma tedy fad m; = 1, exponent této grupy je také e; = 1. Vasim tikolem v ¢ésti ¢) je urcit nejvétsi
mozny fad m,, prvku i exponent e,, grupy (S,,o) pro vSechna pfirozena n < 12. Naproti tomu v
¢asti d) mate najit vzorec jen pro ey, nikoli pro my,.

Pripomenme jesté Moivreovu vétu, kterd by mohla byt pii feSeni uzite¢nd. Kazdé nenulové
komplexni ¢islo z lze pséat ve tvaru

z=r-(cosa+isina)

pro vhodnd r € R, r > 0, a € R, pficemz r = |z| je ddno jednozna¢né a « je ddno jednoznacné
az na pricteni celo¢iselného nasobku 27. Pak pro libovolné celé ¢islo n plati

2" =r" - (cosna +isinnw).

Resend — str. 18.
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3. kolo — Grupy s exponentem 2

Doporucené znalosti: exponent konecné grupy a homomorfismus grup — po str. 36 v pfednasce.
Zadani:

a) (1 bod) Necht ¢ : G — H je surjektivn{ homomorfismus kone¢nych grup. Dokazte, ze pokud
m& grupa G exponent 2, potom je exponent grupy H roven 1 nebo 2.

b) (1 bod) Dokazte, ze kazda konecnd grupa s exponentem 2 je komutativni.
¢) (4 body) Necht m a n jsou prirozens ¢isla. Uvazujme piedpis
o : Ly = L), ¢(la]m) = [a]n, kde a € Z.

Dokazte, ze tento predpis definuje korektné zobrazeni ¢ : 25, — Z.¢ pravé tehdy, kdyz n | m.
Daéle dokazte, ze za tohoto predpokladu je ¢ surjektivni homomorfismus grupy (Z),,-) do
grupy (Zy,-)-

d) (2body) Uréete, pro které mocniny prvocisel n = p¥, kde p je prvocislo a k je &islo piirozené,
mé grupa (Z,),-) exponent 2.

e) (2 body) Uréete vSechna piirozend ¢isla n takovd, ze grupa (Z),-) ma exponent 2.

Komentar: Pro zisk kladného poc¢tu bodu neni nezbytné nutné odevzdévat kompletni feSeni
jednotlivych tloh. Naptiklad v ¢asti ¢) je tfeba dokézat vice faktu a za kazdy z nich lze ziskat
néjaké body. Zde diikaz nejobtiznéjsi ¢asti, tj. surjektivity zobrazeni ¢, je mozné provést napiiklad
vhodnym vyuzitim tzv. éinské zbytkové véty. Tato véta tika, ze pro libovolna nesoudélnd prirozend
¢isla k a £ a libovolna celd ¢isla a, b existuje celé ¢islo ¢ takové, ze [c]r = [a]r a [c]s = [b]¢. Navic je
toto ¢ uréeno jednozna¢éné modulo k¢. (Jinymi slovy [a]x N [b]s = [c]ke.) Jeji dikaz plyne okamzité
z dikazu véty na strané 21 slajdi z piednasky, nebot jediné tvrzeni, které potiebujeme, je fakt,
7e tam definované zobrazeni f je bijektivni. Proto ¢inskou zbytkovou vétu jiz nemusite dokazovat,
ale muzete ji pouzit pri dukaze v ¢dsti ¢) — i se znalosti této ndpovédy neni iplné jednoduché
surjektivitu zobrazeni ¢ uvidét.

Podobné se nebojte v feseni jedné ¢asti zadani pouzit tvrzeni z jiné ¢asti, prestoze jste potiebné
tvrzeni sami nedokazali.

Regeni — str. 20.
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4. kolo — Maximalni podgrupy v permutacnich grupach

Doporucené znalosti: podgrupy a Lagrangeova véta — po str. 40 v prednésce.

Zadani: Rekneme, ze podgrupa H grupy G je mazimdini, pokud H # G a zéroven neexistuje
podgrupa M grupy G s vlastnostmi H C M a H # M # G.

a) (2 body) Nechf f: Gy — Gy je surjektivni homomorfismus grup a H < G je maximéln{
podgrupa grupy G; takova, ze ker f C H. Dokazte, ze potom f(H) je maximalni podgrupa
grupy Gbo.

b) (2 body) Necht f: G; — G2 je surjektivni homomorfismus grup a K < Go je maximdln{
podgrupa grupy Gs. Dokaite, 7e potom f~!(K) je maximdlni podgrupa grupy Gj.

¢) (1 bod) Pro libovolné n € N, n > 2 ukazte, ze libovolnd podgrupa grupy S,,, ktera obsahuje
nékterou lichou permutaci, méa sudy pocet prvku.

d) (1 bod) Pro libovolné n € N, n > 4 dokazte, ze kazdd maximélni podgrupa S,, mé sudy
pocet prvku.

e) (4 body) Necht n € N, n > 2. Hraéi A a B hraji nésledujici hru: hraci stiidavé vybirajf
prvky grupy S, (v kazdém tahu vzdy jeden prvek), pricemz nelze vybrat prvek, ktery uz byl
vybran diive (tzn. jde o vybér bez vraceni). Jako prvni vybird hra¢ A. Hra kon¢i v momentg,
kdy mnozina vSech vybranych prvka generuje celou grupu S,,. Hrac, ktery vybiral naposledy,
prohrava, ten druhy vyhrava.

a) Dokazte, Ze pro n =2 a n = 3 ma hra¢ A vitéznou strategii.

b) Dokazte, ze pro n > 4 mé hra¢ B vitéznou strategii.

Komentdr: Nemusite odevzdavat kompletni feSeni jednotlivych iloh — napiiklad v ¢asti e) se
bude hodnotit i dokazéni jednotlivych ptripadu. Lze také fesit pouze jednotlivé tlohy — muzete
napiiklad fesit pouze ¢asti a) nebo b), jez nijak nesouvisi se zbyvajicimi ¢dstmi.

Pojem maximalni podgrupa je samoziejmé motivovan terminologii z usporadanych mnozin.
Usporadanou mnozinou, kterd se zde uvazuje, je mnozina vsech podgrup grupy G. Zde je evidentné
nejvétsim, a tudiz jedinym maximélnim prvkem sama grupa G. Toto trivialni pozorovani vede
k otazce, co se stane, kdyz tento prvek z usporddané mnoziny odstranime. Proto se uvazuji
pouze tzv. vlastni podgrupy grupy G (tedy podgrupy grupy G ruzné od G) a mezi nimi nés pak
zajimaji maximalni prvky v usporddnani inkluzi. Proto bychom spravné méli definovat pojem
mazimdlng vlastni podgrupa, nicméné slivko vlastni se v této definici vypousti, nebot termin pouze
zbytecné prodluzuje. Poznamenejme jesté, ze pro nékteré (nekonecéné) grupy maximalni podgrupy
neexistuji. V nasem piipadé, vzhledem ke kone¢nosti uvazovanych grup, muzeme dokonce tvrdit,
ze pro libovolnou vlastni podgrupu grupy S,, existuje maximalni podgrupa, kterd ji obsahuje.

Predchozi odstavec tedy muzeme shrnout: maximdlni podgrupy jsou pravé ty, které jsou v
usporadané mnoziné vsech podgrup tésné pod nejvétsi podgrupou G.

Regeni — str. 21.
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5. kolo — Podgrupy

Doporucené znalosti: rozklady grup a normalni podgrupy — po str. 43 v prednésce.
Zadani:
a) (2 body) Necht (G, ) je libovolnd grupa a X, Y jsou libovolné podmnoziny nosné mnoziny
G grupy (G, ). Zjistéte, které inkluze
(i) mezi podmnozinami (X) N (Y) a (X NY) mnoziny G
(ii) mezi podmnozinami ((X) U (Y)) a (X UY) mnoziny G
jsou obecné platné, tj. plati pro kazdé podmnoziny X, Y v kazdé grupé (G,-).

b) (2 body) Necht G je libovolnd grupa a H je jeji podgrupa takova, Ze index podgrupy H v
grupé G je roven dvéma. Dokazte, ze H je normalni podgrupa grupy G.

¢) (3 body) Necht G je libovolnd grupa a H je jeji norméalni podgrupa, kterd je cyklickd.
Dokazte, ze libovolna podgrupa K podgrupy H je normaélni podgrupa grupy G.

d) (3 body) Nechf R je libovolny rozklad nosné mnoziny grupy (G,-) takovy, ze pro kazdy
prvek g € G a kazdou tiidu rozkladu A € R plati {g - a; a € A} € R. Dokazte, ze rozklad
R je rozkladem grupy G podle vhodné podgrupy H.

Komentdr: Uloha a) se tykd ¢ty moznych inkluzi, z nichz kazdou méte bud obecné dokdzat
anebo naopak vyvratit néjakym konkrétnim prikladem. Uvédomte si, Ze jsme dokazovali, ze prunik
podgrup grupy G je podgrupa grupy G, a ze tedy vSechny ¢tyfi zminované podmnoziny jsou
podgrupy. Také se Vam muze hodit nésledujici postieh plynouci ihned z definice podgrupy (M)
grupy G generované mnozinou M: pro kazdou podgrupu H grupy G jsou vyroky M C H a
(M) C H ekvivalentni (promyslete si proc).

Regeni — str. 22.
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6. kolo — Poloprimy soucin grup

Doporucené znalosti: véty o faktorovych grupach a Burnsidovo lemma — po str. 55 v prednésce.
Zadani:
a) (7 bodu) Pfipomenme, Ze Aut(H) zna¢i grupu automorfismu grupy H.

(i) Necht (H,-) a (K,-) jsou grupy, ¢ : K — Aut(H) homomorfismus grup. Na mnoziné
G = H x K definujeme operaci - takto: pro libovolné hy, ho € H a libovolné ky, ke € K
klademe

(h1, k1) - (ha, k2) = (h1 - (p(k1)(h2)), k1 - k2).

Dokazte, ze (G,-) je grupa. Dale dokazte, ze jeji podmnoziny {(h,1): h € H} resp.
{(1,k): k € K} tvori podgrupy grupy G izomorfni s H resp. K, a navic ta prvni z nich
je normalni podgrupa grupy G.

Grupu (G, -) definovanou v ¢asti (i) nazyvame poloprimy soucin grup (H,-) a (K, -) vzhledem
k akci ¢ a znacime ji H x, K.

(ii) Necht n € N, n > 3. Dokazte, ze dihedralni grupa D, je izomorfnf grupé Z, X, Zs, kde
©: Ly — Aut(Z,) je dano vztahem ¢([b]2)([a],) = [(—1)%a], pro viechna a,b € Z.

(ili) Uvazujme polopiimy soucin grup Zx,Zs, kde akce ¢: Zoy — Aut(Z) je ur¢ena vztahem
©([b]2)(a) = (—=1)%a pro viechna a,b € Z a zobrazeni f: Z x Zy — 7 dané piedpisem
f((a,[bl2)) = 2a + # pro vsechna a,b € Z. Dokazte, Ze f je izomorfismus grupy
Z Xy, Lo a grupy (Z,0), v niz pro libovolné x,y € Z je definovdno x oy = z + (—1)"y.

b) (3 body) Necht konecné grupa G m4 tranzitivni akei (definice viz niZze) na konetné mnoziné
X, kde |X| > 2, je tedy dén homomorfismus ¢ : G — S(X). Dokazte, ze potom existuje
g € G takové, ze pro vsechna =z € X plati ¢(g)(z) # x (tj. permutace p(g) mnoziny X
indukovana prvkem g nemd zadny pevny bod).

Komentar: Je-li H grupa, pak grupa automorfismu grupy H je podgrupou grupy permutaci
S(H) mnoziny H, protoze kazdy automorfismus H — H je bijekce, tedy permutace mnoziny
H, a v obou grupach Aut(H) a S(H) je operaci skladani zobrazeni. Proto homomorfismus ¢ :
K — Aut(H) zadavé akci grupy K na mnoziné H, v niz je dokonce kazdd uzitd permutace
automorfismem.

Polopiimy souécin, ktery jsme definovali v tloze a)-(i), zobecniuje sou¢in grup, ktery jsme
definovali na prednédsce a kterému se (pro odliseni od polopiimého soucinu) fiké také piimy
souc¢in: promyslete si, ze jej dostaneme, pokud homomorfismus ¢ je definovan tak, ze ¢(k) je
identita na H pro kazdé k € K.

V dloze a)-(iii) povazujte skutecnost, ze (Z,0) je grupa, za dokdzanou — viz. piiklad 2.1.3 ze
shirky ke cviceni.

Vysvétleme jesté pouzity pojem tranzitivni akce: o akci grupy G na mnoziné X tekneme, ze je
tranzitivni, pokud pro libovolné z,y € X existuje g € G tak, ze p(g)(z) =y, coz lze ekvivalentné
vyjadrit tim, ze orbita libovolného prvku z € X je rovna celé mnoziné X.

Resend — str. 23.
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7. kolo — Permutacni grupy a vnitini automorfismy grup

Doporucené znalosti: vnitini automofismy grup — po str. 57 v pfednasce.
Zadani:
a) (6 bodu)

(i) Necht G je konetné grupa rddu n a a € G je prvek fddu k. Uvazme homomorfismus
r: G — S(G) z Cayleyho véty (definici pfipomindme v komentari dole). Urcete (v
zavislosti na n a k) délky cyklu v rozkladu permutace r, na nezavislé cykly a urcete
také paritu této permutace.

(ii) Nechf G je koneénd grupa tadu 2m, kde m je liché. Dokazte, Ze existuje podgrupa
grupy G indexu 2.

b) (4 body)

(i) Necht G je grupa. Dokazte, Ze mnozina Inn(G) vnitinich automorfismu grupy G je
normélni podgrupa grupy (Aut(G), o) automorfismu grupy G.

(ii) Dokazte, ze Aut(S3) = Inn(Ss3).

Komentdr: Piipomenme, ze homomorfismus r: G — S(G) z Cayleyho véty byl definovén
takto: pro kazdé x € G je r(x) = r,, kde bijekce r, : G — G je definovéna predpisem r,(g9) = z-g
pro libovolné g € G.

Piipomenme také, ze pro libovolnou grupu (G, -) plati, ze mnozina Aut(G) vSech automorfismu
grupy G (tj. izomorfismu G — @) vzhledem k operaci sklddan{ zobrazeni tvori grupu: vzdyt z
toho, Ze identita na G je automorfismus, ze slozeni dvou izomorfismu je izomorfismus a ze inverzni
zobrazeni k izomorfismu je izomorfismus, plyne, ze Aut(G) je podgrupou grupy (S(G), o).

Symbolem Inn(G) rozumime mnozinu vSech vnitinich automorfismu grupy G, tedy Inn(G) =
{pa; @ € G}, kde pro libovolny prvek a € G je vnitini automorfismus p, : G — G definovan
piedpisem p,(g) = a-g-a~"! pro libovolné g € G.

Z tvrzeni uvedeného v tloze b)(i) vyplyvd, ze pro kazdou grupu G existuje faktorgrupa
Aut(G)/ Inn(G). Tato grupa se nazyva grupa vnéjsich automorfismu grupy G a znaci se Out(Q)
(nicméné jeji prvky nejsou automorfismy G, ale mnoziny téchto automorfismu, které jsou t¥idy
rozkladu grupy Aut(G) podle podgrupy Inn(G)). Tvrzeni v tloze b)(ii) je tedy ekvivalentni tomu,
ze grupa Out(S3) vnéjsich automorfismu grupy (Ss, o) mé jediny prvek, t.j. je trividlni.

Regeni — str. 25.
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8. kolo — Normalizér a centralizér mnoziny v grupé a
automorfismy soucinu grup

Doporucené znalosti: centrum grupy — po str. 57 v pfednésce.
Zadani: Definice centralizéru a normalizéru jsou uvedeny v komentari. Pfipomenme, ze
Aut(K) zna¢i grupu automorfismu grupy K.
a) (4 body) Necht G a H jsou grupy.
(i) Dokazte, ze grupa Aut(G x H) obsahuje podgrupu, ktera je izomorfni grupé Aut(G) x
Aut(H).
(ii) Ukazte na piikladu, ze grupa Aut(G x H) nemusi byt grupé Aut(G) x Aut(H) izomorfni.
(iii) Jestlize navic G a H jsou konecné a (|G|, |H|) = 1, dokazte, ze Aut(G x H) = Aut(G) x
Aut(H).
b) (3 body) Necht G je grupa a H < G je jeji podgrupa.

(i) Dokazte, ze H C Ng(H).
(ii) Dokazte, ze H je normalni podgrupa grupy G, pravé kdyz Ng(H) = G.
(iii) Na vhodném piikladu ukazte, ze je-li A pouze podmnozinou G, pak A C Ng(A) platit

nemusi.

¢) (3 body) Necht G je grupa a H < G je jeji podgrupa. Dokazte, Ze centralizér Cq(H)
je normalni podgrupa normalizéru Ng(H) a ze faktorgrupa Ng(H)/Cq(H) je izomorfni
vhodné podgrupé grupy Aut(H).

Komentdr: Necht (G,-) je grupa, A C G podmnozina mnoziny G. Centralizérem mnoziny A
v grupé G rozumime mnozinu

Ca(A)={g€G; Vac A: g-a-gflza}.

1 1

Pro libovolné g € G definujeme g - A - g~
grupé G rozumime mnozinu

={g-a-g"; a € A}. Normalizérem mnoziny A v

No(A)={geG; g-A-g ' =A}
Uvédomte si, ze ihned z definice plyne:
e Ca(A) C Na(A);
e Cg(A) i Ng(A) jsou podgrupy grupy G;
e pro centrum Z(G) grupy G plati Z(G) = Cq(G);

e je-li G komutativni, pak C(A) = Ng(A) = G.
Resend — str. 27.
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9. kolo — Jednoduchost alternujicich grup

Doporucené znalosti: vnitini automofismy — po str. 56 v prednasce.

Zadani:
a) (3 body)

(i) Dokazte, ze pro kazdé n € N mnozina vsech cyklu v A,, délky 3 generuje celou grupu
A,
(ii) Popiste tiidy konjugace grupy Ajs (definice viz nize).

b) (7 bodu) Cilem tohoto piikladu je dokézat, ze pro kazdé n > 5 je grupa A,, jednoducha
(definice viz nize). Budeme postupovat indukei vzhledem k n.

(i) Dokazte, ze A5 je jednoduché grupa.

Nyni predpoklddejme, ze n > 6 a ze grupa A,,_; je jednoducha. Pro kazdé i € {1,...,n}
oznacme H; = {o € A,,: o(i) = i}. Necht ddle H je libovolna netrividlni normdln{ podgrupa
grupy A,,. Potfebujeme ukazat, ze H = A,,.

(ii) Dokazte, ze pro kazdé ¢ € {1,...,n} je H; podgrupa grupy A,, izomorfni grupé A, .
Daéle dokazte, ze H N H; je normalni podgrupa grupy H;.

(iii) Dokazte, zZe existuje i € {1,...,n} takové, ze H N H; # {id}.
[Navod: Vezméte si libovolné o € H, o # id. Ukazte, ze existuje o/ € H takové, ze
o # o ao(i) = 0'(i) pro ngjaké i (muzete rozlisit piipady, kdy o obsahuje cyklus
délky aspon 3 a kdy nikoliv).]

(iv) Dokazte, ze H = A,,.

Komentdr: Prvky g, h grupy (G, -) se nazyvaji konjugované, jestlize existuje prvek a € G tak,
7e g = a-h-a"!. Snadno se vidi, Ze relace ,byt konjugované“ je relaci ekvivalence na mnoziné
G; tiidy rozkladu podle této ekvivalence se nazyvaji tridy konjugace grupy G.

Tridy konjugace grupy G muzeme popsat také jinak. Necht p : G — S(G) je akce grupy G
na sobé vnitfnimi automorfismy, tedy pro libovolny prvek a € G je p(a) = pq, kde p, : G — G je
vnitini automorfismus grupy G definovany predpisem py(g) = a-g-a~! pro libovolné g € G. Pak
pro libovolné prvky g, h grupy G plati, ze jsou konjugované, pravé kdyz patii v akci p do stejné
orbity; tiidy konjugace grupy G jsou tedy pravé orbity v této akci.

Dale si ukéZeme, jak funguje konjugace v grupé S,. Necht o € S,, je permutace, jejiz rozklad
na nezavislé cykly je

(a1717. .. 70’1,51) (e] (a271, e ,ag,b) o...0 (akJ,. .. ,ak,gk).

Zvolme libovolné 7 € S,,. Pro kazdé i € {1,...,k}, j € {1,...4;} plati o(a;;) = a; j+1 (pFicemz
druhy index chdpeme cyklicky modulo ¢;, tedy a; s,+1 = a; 1), z ¢ehoz vyplyva (rooor 1) (1(a; ;) =
T(o(t7 (7 (ai;)))) = 7(c(aij)) = 7(a; j+1). Odtud je snadno vidét, Ze rozklad permutace Tooor 1
na nezavislé cykly je

(t(a1,1),...,7(a1e)) o (t(az1),...,7(aze,))o...o(T(ar1), ., 7(ake,))-
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Zejména tedy plati, ze konjugované permutace v S,, maji stejné délky cykla v rozkladu na nezavislé
cykly (permutace, jez maji stejné délky cyklu v rozkladu na nezavislé cykly, se nékdy strucné
nazyvaji permutace stejného typu). Naopak necht o’ € S, m4 stejné délky cyklu v rozkladu na
nezdvislé cykly jako o. Z predchoziho vypoétu je potom snadno vidét, ze existuje (pro n > 1 ne
jediné) 7 € S, takové, ze plati ¢/ = 700 o 77!, Celkem jsme tedy dokazali, Ze permutace v S,,
jsou konjugované pravé tehdy, kdyz jsou stejného typu.

Zkoumejme nyni stejnou otdazku v grupé A,. Stejnym vypoctem jako vyse se ukaze, ze kon-
jugované permutace v A,, jsou stejného typu. Opacnd implikace ovSem obecné neplati (duvod je
ten, ze zadné piislusné 7 nemusi byt sudé). Napiiklad permutace (1,2,3) a (1,3,2) jsou stejného
typu, ale nejsou v grupé Az konjugované, nebot As je komutativni grupa, tedy kazdy jeji prvek
je konjugovany pouze sam se sebou.

Grupa se nazyva jednoduchd, pokud je netrivialni a nemd zadnou vlastni netrivialni normalni
podgrupu. Jednoduché grupy hraji dulezitou roli v teorii grup, vyznamnym hlubokym vysledkem
je klasifikace kone¢nych jednoduchych grup, jejiz kompletni dukaz mé nékolik tisic stran a samotna
formulace tvrzeni této klasifikace je velmi netrividlni.

Snadno se ale odvodi, jak vypadaji vSechny komutativni jednoduché grupy. Ziejmé pro kazdé
prvocislo p je grupa Z, jednoduchd, nebot dokonce nemd zadné vlastni netrividlni podgrupy.
Naopak zfejmé pro kazdou komutativni jednoduchou grupu plati, Ze nemuze mit zddnou vlastni
netrividlni podgrupu (nebot v komutativni grupé je kazdd podgrupa normalni), proto kazdy
nenulovy prvek takové grupy musi generovat celou tuto grupu. Tudiz jde o cyklickou grupu.
Kazd4 cyklickd grupa je izomorfni bud’ Z nebo Z,, pro néjaké n € N; snadno se uvidi, Ze Z neni
jednoduchéa a Z,, je jednoduché pravé pro prvociselné n.

Resend — str. 28.
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10. kolo — Nastin pojmu prezentace grup

Doporucené znalosti: predchozi kola soutéze.
Zadani:

a) (7 bodit) Necht jsou dany konstanty k, ¢, € N. Rekneme, ze grupa (G, -) spliiuje prezentaci

(ry |2 =1,y = Lay=y"2), (%

jestlize existuji v grupé G prvky a,b takové, ze grupa G je jimi generovana a plati a® =
Ltt=1,a-b="b"-a.
i) Dokazte, ze kazda grupa G spliujici prezentaci (%) je kone¢nd a plati pro ni |G| < k- L.

ii) Dokazte, ze pokud existuje grupa G velikosti k - £ spliiujici prezentaci (*), potom plat{
r* = 1(mod /).

iii) Dokazte, ze pokud plati r* = 1(mod ¢), pak existuje grupa G velikosti k - ¢, ktera
spliiuje prezentaci (x).

iv) Ukazte, ze pro libovolné dvé grupy G a H spliujici prezentaci (%) existuje grupa K
spliujici prezentaci (%) a surjektivni homomorfismy grup a: K — G a §: K — H.

v) Ukazte, ze existuje grupa K spliujici prezentaci (x) takova, ze pro libovolnou grupu
G spliiujici prezentaci (%) existuje surjektivni homomorfismus grup a : K — G.

b) (3 body) Necht je pevné zvoleno &islo m € N. Rekneme, Ze grupa (G, -) spliuje prezentaci
(wyla® =Ly =1@y)" =1), (%)

jestlize existuji v grupé G prvky a,b takové, ze grupa G je jimi generovana a plati a? =
L, =1,(a-b)" = 1.

i) Dokazte, ze kazda grupa G spliujici prezentaci (xx) je kone¢nd a plati pro ni |G| < 2m.

ii) Dokazte, ze existuje grupa G velikosti 2m spliujici prezentaci (xx).

Komentdr: Pii fedeni ¢asti a)-iii) miize byt uzitecné si véimnout, ze z predpokladu 7* = 1(mod )
plyne nesoudélnost ¢isel r a £.

V castech a)-iii) a b)-ii) samoziejmé dokazujte existenci prislusné grupy tak, ze déte piiklad
vSeobecné znamé grupy, kterd mé pozadované vlastnosti. Za vSeobecné znamé meéjte grupy, s
kterymi jste se seznamili ve vyuce nebo v nasi soutézi.

Poznamenejme, ze grupa K, jejiz existenci mate za tkol dokdzat v ¢dsti a)-v), je déna jed-
noznaéné az na izomorfismus. Skuteéné, pokud Kj a K jsou grupy spliujici podminku z a)-v),
pak mame k dispozici dva surjektivni homomorfismy « : K1 — Ky a 8 : K9 — K, jejichz exis-
tence implikuje |K;| = |K3| a jednd se tedy o izomorfismy grup. Podobné by se stejné tvrzeni
dokédzalo i v pripadé prezentace (k). Rikdme potom, ze grupa K mé prezentaci (%) resp. (xx). V
obou pripadech ovsem argumentace dokazujici existenci a jednoznacnost grupy K vhodné vyuziva
kone¢nosti uvazovanych grup a obecné se pojem prezentace grup musi zavést jinym zpusobem.
Stejné jako v zadani se prezentaci grupy rozumi seznam generatoru grupy a seznam relaci, které
maji byt v grupé splnény. (Relace vyjadiuje, Ze prvek, zapsany pomoci generdtoru v jistém tvaru,
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lze zapsat pomoci generdtoru i dalsim zpusobem.) Grupa K s touto prezentaci se konstruuje za
pomoci abstraktni grupy sestavajici ze vSech moznych vyrazu vytvorenych z generatoru, kterd se
vhodné faktorizuje. Takto zkonstruovand grupa K ma potom vlastnosti popsané v bodé a)-v),
tj. libovolnd grupa G, ktera spliiuje stejnou prezentaci, je homomorfnim obrazem K. Nicméné v
této obecné podobé se s prezentacemi grup seznamime az v kurzu Algebra II.

Regeni — str. 32.
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Cast IT — Reseni
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1. kolo — reSeni

Za ucelem zjednodusSeni formulaci v nasledujicim feSeni budeme pevné body permutace po-
vazovat za cykly délky jedna, ¢emuz jsme se v zadani vyhnuli (viz komentar k zadani). Pii tomto
pojeti 1ze také modifikovat definici rozkladu na nezavislé cykly, tak, ze cykly délky jedna jsou
jeho soucasti. Véta o jednoznacnosti rozkladu (véta 2.5 ve skriptech, resp. str. 7 na slajdech) pak
zustava v platnosti a navic je ji mozné rozsitit i na piipad identické permutace. Presnéji, rozklad
na nezavislé cykly identické permutace id je soucin n cyklu délky jedna. Zejména charakteristiky
definované v zadéani nabyvaji hodnot: ri(id) = n, rx(id) = 0 pro vSechna k > 1 a nésledné r(id) = n.

a) Bud o € S,. Cislo n na pravé strané dokazované rovnosti znaéi pocet prvki mnoziny
X, = {1,...,n}, kterou permutujeme. Pro zadanou permutaci o : X,, — X, je kazdy prvek
mnoziny X, prvkem pravé jednoho cyklu v rozkladu na soucin nezavislych cykla. Pro kazdé k,
véetné piipadu k = 1, je soucin k - ri(o) roven poc¢tu prvku mnoziny X,, které jsou soucdsti
nékterého cyklu délky k, nebot k jako délka cyklu je pocet prvka vyskytujicich se v daném cyklu,
a rp(o) je pocet cyklu délky k. Leva strana rovnosti je proto pocet prvku mnoziny X,,, které jsou
souéasti nékterého cyklu v rozkladu na souéin nezdvislych cykli. Tento pocet je oviem n, nebot
jiz vime, ze kazdy prvek mnoziny X,, je prvkem pravé jednoho cyklu.

b) Podle druhého dusledku na strané 9 slajdu z prednésky je parita permutace o rovna
(—=1)%(9), kde s(o) je pocet cykli sudé délky v rozkladu permutace o na soucin nezévislych cykliL.
Tedy dle nami zavedeného znaceni mame s(o) = ;. roe(c). Vsimnéme si, ze pokud 2¢ > n, pak
dle definice plati ryg(c) = 0. Pokusme se tedy vyraz v zadani (—1)*"(@) upravit do tvaru (—1)%(),
Nejdiive upravime exponent n—r(o), kde n nahradime vztahem z ¢ésti a) a r(o) nahradime definici
r(o0) = > p_i re(0). Dostaneme tak n —r(o) = ) (k — 1) - rp(o) a tedy

(=)@ = ﬁ(_l)(k—l)-rk(o) ) (%)
k=1

Protoze pro lich4 k jsou &isla k—1 sud4, dostavame (—1)*=1(@) = 1, Mnzeme tedy v soucinu ()
nasobit jen pres sudé indexy k. Navic pro tato sudd k je k—1 liché ¢islo a tedy parita (k—1)-rg(o)
je stejnd jako parita r (o). Tudiz pro suda k mizeme v soucinu (x) ¢initel (—1)*=1"(@) nahradit
vyrazem (—1)*(?). Celkem tedy

n n

(_1)n—r(0) - H(_l)(k—l)*k(a) — H(_l)rze(o) - (_1)23:1 rae(o) — (_1)5(0) = p(o) .
k=1 =1

Alternativni reseni: Permutace o se napise jako soucin nezdvisljch cykli o = 010090+ -00(4)
a parita o se uréi jako soucin parit jednotliviich permutaci o;, které jsou p(o;) = (—=1)%~1, kde
k; je délka cyklu o;. Potom

T
o
Q
N~—
I
~—~
—
~—
\g
Y4
X
=
ko
|
L
=
I

(_1)n—r(a) ,

nebot dle ¢dsti a) vime, Ze Z;(:Ul) k; =n.

c) Hledana ekvivalence pro zadanou permutaci o je tato:
Ir €Sy o=72 = WLEN: 2|ry0).

“—" : Nechf tedy o = 72. Pokud pouzijeme rozklad permutace 7 na nezavislé cykly, tj. 7 =
Ti 0Ty 0+ 0Tj, tak z nezdvislosti jednotlivych cykli plyne, ze 0 = 7> = 7071500 7]2. Pokud
je 7; cyklus liché délky, pak 77 je cyklus stejné liché délky. Pokud je 7; cyklus sudé délky, pak 72
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m4& rozklad na nezavislé cykly ve tvaru souc¢inu dvou cyklu téze sudé délky, kterd je polovinou
délky cyklu 7;. Nas zajimaji cykly sudé délky v rozkladu permutace ¢ na nezavislé cykly. Pro
libovolné ¢ je tedy rop(o) rovno dvojnasobku poctu cyklu délky 4¢ v rozkladu permutace 7, tj.
rgg(O') =2- r4g(7'), tudiz 2 ‘ I’Qg(O').

“«<=" Nejdiive vytesime piipad, kdy o je souc¢inem dvou nezdvislych cyklu stejné sudé délky.
Tedy bud o = (z1,22,...,22)(y1,Y2, - .-, y2¢). Pokud vytvoiime cyklus 7 délky 4/, kde se pravi-
delné a pritom postupné stiidaji ¢isla z dané dvojice cyklu, tj. cyklus 7 = (1, y1, €2, Y2, - - - , T2z, Y20),
pak plati 72 = o. Této konstrukce pozdéji jesté vyuzijeme.

Necht je nyni ddna permutace o splitujici predpoklad V¢ € N : 2 | roy(0). Mizeme prepoklddat,
ze o neni identickd permutace, pro niz je hledana permutace 7 ona sama. Uvazujme rozklad o na
nezavislé cykly

0 =01000,0p10p10pr0ph0 - 0p0p,
kde pro ¢ = 1,...,m je o; cyklus liché délky p;, a pro j = 1,...,r jsou oba cykly p; i p;»
i+l
cyklem stejné sudé délky ¢;. Oznacime-li pro ¢ = 1,...,m permutaci 7; = O':Q

2 = of itl o;. Pro libovolné j = 1,...,r, dle ivodni pozndmky v dikazu, existuje cyklus 9,

délky 2¢; s vlastnosti 5? =pjo p;». Uvazme nyni permutaci

, pak plati

T=T{0++0T;; 0010 00, .

Protoze cykly v rozkladu o jsou nezavislé, tak také cykly v predchozim soucinu jsou nezavislé a
jednd se tedy o rozklad permutace 7 na nezavislé cykly. Z toho duvodu

?=7l0--- 072080002 =0 .

d) Protoze pro libovolnou permutaci 7 je permutace 72 sud4, je ziejmé kazd4 permutace tvaru
7200? sudou permutaci. Tim dostavame hypotézu, ze takova dvojice permutaci 7, o existuje pravé
pro sudou permutaci o. Pritom je tfeba dokazat opacnou implikaci, tedy, ze pro kazdou sudou
permutaci o existuji vhodné permutace 7, p spliujici o = 72 o p?.

Bud tedy o sudd permutace. Uvazujme rozklad o na nezévislé cykly

0 =010---00,0p10P20+-0pp,

kde pro ¢ = 1,...,m je o; cyklus liché délky p;, a pro j = 1,...,7 je p; cyklus sudé délky g;.

Pritom r je sudé ¢islo, nebot o je sudd permutace. Cyklus (21, x,...,z4) sudé délky ¢ lze psat
jako (x1,...,zq-1)0(xg—1,x4), tedy jako soucin cyklu liché délky a transpozice. Tedy pro libovolné
Jj=1,...,r mame p; = 0pyq4; © p;-, kde 0,4 ; je cyklus liché délky p,;; a p;- je transpozice. Navic

jsou vSechny tyto cykly po dvou nezavislé s vyjimkou dvojic oy, , p;». Proto muzeme psat
O =01000m4r0p)0py0---0p .

Polozme 4 = 010+ 004, a0 = pjopho---0pl.. Vime, ze v rozkladu na nezévislé cykly obsahuje
v pouze cykly liché délky a § pouze r transpozic. Protoze r je sudé ¢islo, dle ¢dsti c) existuji
permutace T, p € S,, takové, ze 72 = v a p? = §. Tudiz 72p?> =yo0 6 = 0.

Semindr: 1. Rozhodnéte, kdy pro permutaci o plati ndsledujici podminka

JreS,: o=1°.

2. Urcete, pro které permutace o € S, existuji T,p € S, spliujici o = 13 o p3.
3. Pro dané n, k wvaZujme zobrazeni pp i, : Sp — Sy, dané predpisem ¢, (o) = o. Uréete pro
které dvogice cisel n,k je zobrazeni ,, ). bijekce.
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2. kolo — resSeni

Na piednasce jsme definovali mnozinu C* jako mnozinu vSech nenulovych komplexnich ¢isel,
tedy (C*,-) je grupa na této mnoziné vzhledem k operaci ndsobeni komplexnich ¢isel.
a-b) Uzijeme Moivreovu vétu: Kazdé nenulové komplexni ¢islo a 1ze psét ve tvaru

a=1-(cosy+isinvy)

pro vhodnd r € R, r > 0, v € R, pficemz r = |a| je ddno jednoznaéné a 7 je dédno jednoznacné
az na pricteni celoc¢iselného nasobku 27. Pak pro libovolné celé ¢islo n plati

o™ =7r" - (cosny + isinny).

Jestlize mé o € C* konecny 7ad v grupé (C*,-), existuje n € N tak,ze plati o’ = 1. To pak
znamend, ze r’* = 1 a 7e existuje k € Z spliujici ny = 2kw. Odtud r = 1, nebof r je kladné redlné
¢islo, a v = 2—/:7‘(' je soucinem racionalniho ¢éisla % a Cisla 27. Tedy kazdé cislo a € C*, které ma
kone¢ny tad v grupé (C*,-), je tvaru a = cos(u - 2m) + isin(u - 27) pro vhodné u € Q. Protoze
jsou funkce cos a sin periodické s periodou 2w, je mozné jesté pridat pozadavek 0 < u < 1.

Naopak, libovolné racionalni ¢islo u lze jednoznaéné zapsat ve tvaru u = g, kdepe Z,qeN
a ¢isla p, ¢ jsou nesoudélnd. Oznaéme [ = Cos(g <27) + isin(g - 27). Pro kazdé t € N pak podle
Moivreovy véty plati

Bt = cos(%t - 2m) + isin(%t - 27).

Plati tedy ¢ = 1, pravée kdyz %t € 7, coz je ekvavalentni s ¢ | pt. Protoze jsou ¢isla p, ¢ nesoudéln4,
je posledni podminka ekvivalentni s ¢ | t. Dokazali jsme, zZe ¢islo 5 mé fad ¢ v grupé (C*,-).
Dostali jsme tedy feSeni tlohy a): Mnozinou vSech komplexnich ¢isel, které maji koneény rad
v grupé (C*,+), je
{cos(u-2m) +isin(u-27); u e Q,0<u <1}

Rovnéz odvodime feseni tlohy b): ¢islo 5 ma Fad n, pravé kdyz

B = cos(£ - 2m) + isin(£ - 27),
kde p € Z, (p,n) = 1. Piiddme-li podminku 0 < p < n, dostaneme tak kazdé takové f jedno-
znacné. V grupé (C*,-) tedy existuje prvku fadu n praveé tolik, kolik je takovych p, tj. pravé ¢(n),
kde ¢ je Eulerova funkce.

c) Oznacme m,, nejvétsi z fadu vsech prvku grupy (S, o). Probirkou vSech moznych permutaci
snadno dostaneme, ze pro n < 4 plati m,, = n, pricemz nejvétsi fad ma cyklus (1,2,...,n). Pro
n > 5 maji grupy ptilis mnoho prvkiu, nebudeme tedy prochazet vSechny mozné prvky, ale budeme
postupovat jinak:

Libovolnd neidentickd permutace o € S, je slozenim nezavislych cyklu délky alespon 2,
pricemz soucet jejich délek je nejvyse n. Je-li mezi nimi cyklus délky k, ptricemz k = rs pro
nesoudélnd ¢isla r > 2, s > 3, je k nejmensi spolecny néasobek ¢isel 7, s a plati r 4+ s < rs = k,
nebot 1 < (r—1)(s—1) =1—r—s+rs. Jeli tedy k = p7* -- - p{*, kde p; < -+ < p; jsou prvocisla
aey,...,e; € N, lze cyklus délky k nahradit nezdvislymi cykly délek pi', ..., pi*, pficemz na
to ani nevyuzijeme vSech k prvka zminovaného cyklu. Tim ziskdme permutaci 7 € S,,, 7 # o,
pricemz 7 a ¢ maji stejny fad. Provedeme-li to se vSemi cykly permutace o, jejichz délka neni
mocnina prvocisla, dostaneme nakonec permutaci, jejiz kazdy nezavisly cyklus ma délku, kterd
je mocninou prvocisla, pricemz tato permutace ma stale stejny rad jako permutace o. Ziejmé se
jeji Tdd nezmeéni, pokud pro kazdé prvocislo p ponechame jen ten z nejdelsi z cykla, jejichz délka
je mocninou prvocisla p. Tim jsme dostali, Ze m,, je nejvétsi mozny soucin cinitelu, které jsou
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mocninami ruznych prvocisel, pricemz soucet téchto mocnin prvocisel neptrevysi n. V nésledujici
tabulce je uveden vzdy takovy nejvétsi soucin, spolu spitkladem permutace fadu my,:

ms=2-3=6, (1,2) o (3,4,5);

me=2-3 =6, (1,2) o (3,4,5);

my; =2%.3=12, (1,2,3,4) o (5,6,7);

mg=3-5=15, (1,2,3) o (4,5,6,7,8);

mg =225 = 20, (1,2,3,4) 0 (5,6,7,8,9);
mig=2-3-5=30, (1,2) 0 (3,4,5) o (6,7,8,9,10);

mi =2-3-5=30, (1,2) 0 (3,4,5) o (6,7,8,9,10);

mis = 22-3-5 =60, (1,2,3,4) 0 (5,6,7) 0 (8,9,10,11,12).

Exponenty grup S,, pro n < 12 spocitame odvozenym vzorcem v nasledujici ¢asti.

d) Protoze grupa S,, obsahuje cykly vsech délek 2, 3, ..., n a cyklus délky k£ ma ad k v grupé
Sy, je hledany exponent délitelny kazdym z Gisel 2, 3, ..., n, a tedy je délitelny i jejich nejmensim
spoleénym néasobkem.

Na druhou stranu je libovolnd neidenticka permutace z S,, slozenim nezavislych cykld, z nichz
kazdy ma délku nejvyse n. Rad této permutace je pak nejmensf spoleény nasobek délek pouzitych
cyklu, a tedy délitelem nejmensiho spoleéného nasobku éisel 2, 3, ..., n.

Dostali jsme, ze hledany exponent e, je nejmensi spoleény nasobek cisel 2, 3, ..., n. Zbyva
jesté nalézt vzorec popisujici rozklad éfsla e, na soucin prvoéisel. Cislo e, je délitelné jen prvocisly
délicimi nékteré z ¢isel 2, 3, ..., n, tedy prvocisly p < n. Navic z jednozna¢ného rozkladu na
soucin prvocisel plyne, ze pro libovolné k € N plati p* | e, prave kdyz p* je délitelem nékterého
z ¢isel 2, 3, ..., n, tedy pravé kdyz p* < n. Plati tedy

_ k
€n = H D,
prvocislo p<n

kde k, je nejvétsf celé &fslo splitujici p*» < n, tedy k, < ll?l—g. Je tedy k, = [112—;], kde [z] je celd
¢ast realného ¢isla z, tj. [z] € Z, [z] <z < [z] + 1.

Specialné
€1 = 1,
€9 = 2,
e3=2-3=06,

e =2%.3=12,

e5s =22-3.5 =60,

e =2%-3-5 =060,

er =22.3.5.7 =420,

eg =23-3-5-7 =840,

eg =2%.32.5.7=2520,
e10=2%-3%.5.7= 2520,

e =2%-32.5.7.11 = 27720,
e1g =2%-3%.5.7-11 = 27720.

Semindr: 1. Naleznéte exponent grupy D, pro kazdé n € N, n > 3.
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2. Naleznete exponent grupy vsech rotaci ctyrstenu, resp. krychle.
3. Naleznéte exponent grupy vsech shodnosti ¢tyrsténu, resp. krychle.

3. kolo — reSeni

a) Vezméme si libovolné b € H. Jelikoz je homomorfismus ¢ surjektivni, existuje a € G
takové, ze b = @(a). Dale vime, Ze grupa G ma exponent 2, a tak plati a> = 1. Odtud plyne
b2 = p(a)? = p(a®) = (1) =1, a tak ma b ¥ad 1 nebo 2. Toto plati pro véechny prvky H, a tedy
H ma& exponent 1 nebo 2.

b) Vezméme si libovolné prvky a,b zadané grupy. Pak plati a®> = b = (ab)? = 1, a tak
ab = a(ab)?b = a?bab® = ba a tedy zadana grupa je komutativni.

c) Predpokladejme nejprve, Ze predpis korektné zadava zobrazeni. Plati [1],,, = [m+1],, € Z.5,
a tak musi byt [1], = ¢([1]m) = @([m + 1]n) = [m + 1],, coz ziejmé plati pravé tehdy, kdyz
n | m. Nyni naopak predpokladejme, ze n | m. Pokud pro a,b € Z plati [a],, = [b]m, pak ziejmé
[a], = [b]n, a tak pFedepsand hodnota nezalezi na volbé reprezentanta dané zbytkové tiidy. Déle
(a,m) = 1 implikuje (a,n) = 1, a tedy pro kazdé [al,, € Z,, plati [a], € Z,), pfedpis tedy skutecné
zadavd korektné definované zobrazeni Z);, — Z,:.

Odted tedy predpoklddejme, Zze n | m. Nejprve ukdzeme, Ze je ¢ homomorfismus grup. To
plyne z toho, ze pro libovolné [a]n,, [b]m € Z), plati ¢([a]m - [blm) = ¢([ablm) = [abln, = [a]n - [b]n =
o([alm) - ¢([a]m). Zbyva ukézat, ze je ¢ surjektivni. Necht

m= Hpap
plm

je prvociselny rozklad ¢éisla m, kde «y, € N pro vSechna prvocisla p délici m. Oznaé¢me P mnozinu
vSech prvocisel, které deli m a zaroven nedéli n, a @ mnozinu vSech prvocisel délicich n. Daéle

r= Hpap,s: Hpa”.

pEP peEQ

oznacme

Potom zfejmé m = rs, (r,s) = (r,n) = 1, a tak n | s. Vezméme si libovolné [a},, € Z)*. Potom
(a,n) =1, a tak (a,s) = 1, nebot n a s jsou délitelné stejnymi prvocisly. Podle éinské zbytkové
véty existuje x € Z takové, ze © = 1 (mod r) a z = a (mod s). Potom (z,7) = 1 a (x,s) =
(a,s) =1, atak (x,m) = 1. Navic plati = a (mod n). Tudiz [z}, € Z), a ¢([x]m) = [], = [a]n,
a tedy ¢ je surjektivni.

d) Predpoklddejme nejprve, ze p > 5. Potom (3] € Z;k ale [3]; # (1], (nebot p* 1 8) a tak
Z;k nemsé exponent 2.

Nynf predpoklddejme, ze p = 3. PHimym ovéfenim se snadno zjisti, ze Z; ma exponent 2, ale
Z§ mé exponent vétsi nez 2, a tak z tvrzeni v ¢édstech a) a c) plyne, ze Z;k nema exponent 2 ani
pro zadné k > 2.

Nakonec predpoklddejme, ze p = 2. Opét pifimym ovéfenim snadno zjistime, ze Z; mé expo-
nent 1, Z; a Z§ maji exponent 2 a Zj; méa exponent vétsi nez 2, z ¢ehoz stejné jako vyse plyne,
7e Z;k nema exponent 2 pro zadné k > 4.

Celkem jsme tedy dostali, Ze Z;k mé exponent 2 pro p* € {3,4,8}.

e) Necht

n= Hpap
pln
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je prvociselny rozklad ¢isla n, kde a;, € N pro vsechna prvocisla p délici n. Z ¢inské zbytkové véty

potom plyne
pln

Snadno se uvidi, ze exponent souc¢inu koneéné mnoha koneénych grup je roven nejmensimu
spole¢nému ndsobku exponentu téchto grup, a tak (Z),-) bude mit exponent 1 nebo 2 préve
tehdy, kdyz grupy (Z;ap, -) budou mit exponent 1 nebo 2 pro viechna prvocisla p délici n. Grupa
(Z;k,-) mé exponent 1 (tj. je trividlni) pouze pro p = 2 a k = 1, nebot ve vSech ostatnich
piipadech je |Z;k| = o(p*) = (p — 1)p*~! > 1, a md exponent 2 pro p* € {3,4,8} podle césti d).

X,+) ma exponent 1 nebo 2 prévé tehdy, kdyz n | 24. Pron =1 a
n=2je (Z),-) trividlni, tedy ma exponent 1, v ostatnich pfipadech, tj. pron € {3,4,6,8,12,24},
ma exponent 2.

Z toho je snadno vidét, ze (Z)

Pozndmka: Na zavér zminime jednu aplikaci predchoziho vysledku. Dirichletova véta o prvo-
¢islech v aritmetickych posloupnostech #ikd, ze pro kazdé a € Z, n € N takové, ze (a,n) = 1, exis-
tuje nekoneéné mnoho prvocisel p takovych, ze p = a (mod n). Dukaz tohoto tvrzeni v plné obec-
nosti je relativné obtizny, v nékterych specidlnich pripadech jej ale lze dokazat elementarnéjsim
zpusobem. Konkrétné plati, ze pro danou dvojici a,n existuje elementarni (ve smyslu, ktery lze
exaktné definovat) dikaz tvrzeni pravé tehdy, kdyz a? = 1 (mod n). Zejména pro dané n lze
tvrzeni dokdzat elementédrné pro vsechna a s nim nesoudélna pravé tehdy, kdyz mé grupa (Z), )
exponent 1 nebo 2, coz jak jsme ukézali je pravé tehdy, kdyz n | 24.

4. kolo — reSeni

a) Ukézeme nejprve, ze f(H) # Go. Predpokladejme sporem, ze tomu tak neni. Vezméme si
libovolné g € Gy \ H. Jelikoz f(H) = Ga, existuje h € H takové, ze f(h) = f(g). Potom f(gh~!) =
1, tedy gh™! € ker f, a tudiz gh~! € H. Pak g = (gh~')h € H, coz je spor. Predpoklddejme
nyni, ze existuje podgrupa M < Gy takova, ze f(H) C M a f(H) # M # Gs. Pak ziejmé
f7Yf(H)) € f~Y(M). Plati H C f~Yf(H)), a tak H C f~Y(M). Ze surjektivity f snadno
plyne, 7e f(f~1(M)) = M. Kdyby bylo H = f(M), pak f(H) = f(f~'(M)) = M, co7 je
spor. Kdyby bylo f~Y(M) = Gy, pak M = f(f~Y(M)) = f(G1) = Ga, opét spor. Celkem tedy
H # f~Y{(M) # G1, coz je spor s maximalitou H v Gj. Z4dné takova podgrupa M tedy neexistuje,
a tedy f(H) je maximdlni podgrupa Gs.

b) Ze surjektivity f snadno plyne, ze f(f '(K)) = K. Kdyby bylo f~}(K) = G1, pak
K = f(f~YK)) = f(G1) = Ga, coz je spor. Piedpoklddejme nyni, Ze existuje podgrupa M < G
takovd, ze fU(K) C M a f"Y(K) # M # Gy1. Pak K = f(f 1(K)) C f(M). Kdyby bylo
K = f(M), pak si vezméme libovolné m € M \ f~'(K). Potom ze surjektivity f plyne, zZe
existuje k € f~Y(K) takové, ze f(k) = f(m). Pak f(mk™') =1 € K, a tedy mk~! € f~1(K).
Pak m = (mk~Yk € f~1(K), spor. Analogicky kdyby f(M) = Ga, pak si vezméme libovolné
g € G1\ M. Potom existuje n € M takové, ze f(n) = f(g). Pak f(gn™') =1 ¢€ K, a tedy gn~' €
fHK), tudiz gn=! € M. Pak g = (gn~')n € M, opét spor. Celkem tedy K # f(M) # Gbo,
coz je spor s maximalitou K v Gy. Zadné takovd podgrupa M tedy neexistuje, a tedy f~1(K) je
maximalni podgrupa Gj.

¢) Necht o je lichd permutace obsazend v dané podgrupé. Uvazme homomorfismus parity
p: S, — {£1}. Permutaci o lichd, tedy p(c) = —1. Rad p(o) musi délit fad o. Zfejmé Fad prvku
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—1 v grupé {£1} je 2, a tak je fdd o sudy. Podle Lagrangeovy véty je pak i fad dané podgrupy
sudy.

d) Pokud dand maximdalni podgrupa grupy S,, obsahuje néjakou lichou permutaci, pak je jeji
fad sudy podle ¢ésti c). Jedind maximalni podgrupa grupy S,, obsahujici pouze sudé permutace
je evidentné podgrupa A, jejiz ad je n!/2, coz je sudé ¢islo pro n > 4.

e) 1. Pro n = 2 hra¢ A vyhraje, pokud v prvnim tahu vybere identitu. Pro n = 3 si muze
hra¢ A zarucit vyhru nésledujicim zpusobem. V prvnim tahu vybere (1,2,3). Potom hra¢c B
musi vybrat sudou permutaci, jinak by prohrédl. V néasledujicim tahu vybere A zbyvajici sudou
permutaci (grupa Sz obsahuje 3 sudé permutace) a B v nésledujicim tahu nutné prohraje.

2. Predpokladejme nyni, ze n > 4. Potom ma& hra¢ B nasledujici vitéznou strategii. Pokazdé,
kdyz je B na tahu, vybere si néjakou maximalni podgrupu M < S,, kterd obsahuje vsechny jiz
vybrané prvky (takova ziejmé existuje). Jelikoz podle ¢dsti d) mé M sudy Fad a pocet vybranych
prvkl v dany moment musi byt lichy, existuje prvek podgrupy M, ktery jesté nebyl vybran.
Pokud hri¢ B vybere libovolny takovy prvek, tak mé zaruéeno, Ze neprohraje, nebot i po jeho
tahu budou vsechny vybrané prvky obsazeny v M, a tak nemuzou generovat celou S,,. Jelikoz
hra muze trvat jenom konecény pocet tahti, hra¢ B musi pfi této strategii po dostatetné velkém
poctu taht vyhrat.

5. kolo — reSeni

a) Jsou-li A, B libovolné podmnoziny nosné mnoziny G grupy (G, ), pak z inkluze A C B
plyne (A) C (B), vzdyt (A) je nejmensi podgrupa grupy G obsahujici mnozinu A a (B) je
(nejmensi) podgrupa grupy G obsahujici mnozinu B, a tedy (B) obsahuje i mnozinu A.

(i) Inkluze (X) N (Y) C (X NY) neplati. Protipiikladem jsou napfiklad mnoziny X = {1} a
Y ={-1} v grupé (Z,+), kdy (X)N(Y)=ZNZ=Z a (X NY) = (D) = {0}.

Z inkluze X NY C X plyne (X NY) C (X). Podobné z X NY C Y plyne (X NY) C (V).
Dohromady (X NY) C (X) N(Y).

(ii) Z inkluze X € X UY plyne (X) C (X UY). Podobné zY C X UY plyne (Y) C (X UY).
Dohromady (X)U(Y) C (X UY). Odtud ((X)U(Y)) C ((XUY)). Protoze (X UY’) je podgrupa
grupy G, je ((X UY)) = (X UY).

Z inkluzi X C (X) aY C(Y) plyne X UY C (X) U(Y), odtud (X UY) C ((X)U(Y)).

b) Uvazme grupu ({1, —1},) a zobrazeni f : G — {1, —1} urcené predpisem

fz) =

1 jestlize x € H,
—1 jestlize x € G — H.

Ukazeme, ze f je homomorfismus. Zvolme libovolné a,b € G a rozliSme ¢tyii pripady:

o Jestlize a € H, b€ H, pakia-be€ H, protoze H je podgrupa. Pak f(a)- f(b)=1-1=1=
fla-b).

o Jestlizea € H,b¢ H,pak a-b¢ H,nebot za-b€ H by plynulob=a"1-(a-b) € H. Je
tedy f(a)- f(b) =1-(=1)=—-1= f(a-b).

o Jestlizea ¢ H,be H,pak a-b¢ H, nebotf z a-b € H by plynulo a = (a-b)- b~ € H. Je
tedy f(a) - f(b) = (=1)-1=—1= f(a-b).
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o Jestlize a ¢ H,b¢ H, pak a~! ¢ H, nebot z a~! € H by plynulo a € H. Proto obé levé
tifdy a='- H a b- H jsou riizné od H. Protoze je index podgrupy H v grupé G roven dvéma,
existuji jen dveé levé tiidy, proto a=' - H = b- H, coz je ekvivalentni s a - b € H. Je tedy

fla)-f(b) = (=1)- (=) =1 = f(a-b).

Je tedy f homomorfismus. Jeho jadro ker f = H je normalni podgrupa grupy G.

¢) Ozna¢me h generator podgrupy H, tj. H = (h) = {h";n € Z}. Necht g € G a k € K
jsou libovolné, existuje tedy n € Z tak, ze k = h™. Protoze H je normalni podgrupa grupy G, je
g-h-g~' € H, aproto existuje m € Z tak, ze g-h- g~ ' = ™
(g-h-g )" =g-h" g~ ! dostavame

. Pouzitim nize dokazané rovnosti

gk-gt=g b g = (g hogT) = ()" = (W) = KT € K.

Dokazme nyn{ slibovanou rovnost (g-h-g= )" = g-h"™ - g~! pro kazdé n € Z. Pro n = 0 ziejmé
plati, staci tedy dokazat pro libovolné prirozené cislo n, ze

(g‘h‘g—l)n:g‘hn‘g—l’ (g-h-g_l)_":g-h_"-g_l.

To udélame indukci. Pro n = 1 je prvni rovnost zfejma a druhd plyne z odvozeného vzorce pro
inverzni prvek k soucinu. Predpokladejme tedy, ze rovnosti plati pro libovolné dané ptirozené n
a dokazme jej pro n + 1. Uzitim indukéniho predpokladu

(g-h-ghH™ =g h-g"H-(g-h-gt)y=g-h"g'ghglt=g-htt.g?
(g-h-g)y " =(g-hg )" (g-hg ) =g g g kg =g T g

d) Necht H € R je ta tfida rozkladu R, kterd obsahuje neutrdlni prvek 1 grupy G. Dokdzeme,
ze H je podgrupa grupy G.

Pro libovolny prvek a € H je A = {a-h; h € H} € R. Protoze 1 € H, plati a € A. Tedy
a € AN H a z toho, Zze R je rozklad, plyne A = H. Proto a-h € H pro kazdé a,h € H. Podobné
pro libovolny prvek b € H je B={b"'-h; h€ H} € R.Pak 1 =b"'-b € B, tedy B = H, odkud
b-!=b"1.1€ B=H. Je tedy H podgrupa grupy G.

Ze zadani je kazda leva tiida grupy G podle podgrupy H prvkem R. Ukazme také, ze kazda
tiida T € R je levou tiidou grupy G podle podgrupy H. Ttidy rozkladu jsou podle definice
neprazdné, existuje tedy ¢t € T. Pak leva tiidat- H e Raplatit € TN(t-H), tedy T =t - H.

6. kolo — resSeni

a) (i) Je ziejmé, ze operace na G je korektné definovand. Nejprve ovéiime, ze je tato operace
asociativni. Necht hq, ho, hs € H, k1, ks, k3 € K. Potom plati

h3’k )
k1k2) - (hs, ks3)

)’
)(p(kika)(h3)), (k1k2)ks)
)(o(k1)(p(k2)(h3))), k1kaks) (¢ je homomorfismus K — Aut(H))

k1) (he
(ho

(
)
)
(hz)

—

>
[\

—

©(k2)(h3)))), k1(keks)) (p(k1) je automorfismus H)
+ (ha(p(k2)(h3)), kaks)
ha, k2) - (hs, k3)),
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skutecné tedy jde o asociativni operaci. Déle pro kazdé h € H, k € K plati (h,k) - (1g,1x) =
(Wp(k)(1p)), k1) = (h-1g,k) = (h, k) (nebot p(k) je automorfismus H, a tak ¢(k)(1g) = 1x)
a(lg,1x) - (h,k) =1 -o(1x)(h),1x - k) = (h,k) (protoze ¢ je homomorfismus K — Aut(H),
a tedy ¢(1x) = Idg), takze (1g,1x) je neutrdlni prvek této operace. Navic ukézeme, ze prvek
(o(E~1)(h™1), k1) je inverzni prvek k prvku (h, k) (to, Ze inverzi mame hledat zrovna v tomto
tvaru, se snadno nahlédne ze vzorce pro operaci -). Skute¢né plati

(h,k) - (p(k~ ") (R
h(p(k

k)
(™ )(h1)), k™)
h(p(kk~ ) (A1), 1x) (¢ je homomorfismus K — Aut(H))

)
= ( )

= (

= (h(e(1x)(h™1)), 1x)
= (

= (

hh™Y 1k) (¢ je homomorfismus K — Aut(H), tudiz p(1x) = Idy)
Ly, 1K),

)W)k ) (h)), k™ k)

(h7Yh), 1K) (p(k™Y) je automorfismus H)
(

)

(p(k™Y) je automorfismus H, a tedy (k™) (1) = 1x).

(G,-) je tedy grupa.

Oznacme H' = {(h,1x): h € H} a K' = {(1y,k): k € K}. Uvazme zobrazen{ i: H — G
a j: K — G dané predpisy i(h) = (h,1x) a j(k) = (1g,k). Pro kazdé hy,hy € H, ki, ko € K
platf Z(hl) . Z(hg) = (hl,lK) . (hg,lK) = (hl( ( K)(hg)),l[( . 1K) = (hlhg,lK) = i(hlhg) a
J(k1) - j(ko) = (L k1) - (L ko) = (L - (k) (La ), kike) = (1, kike) = j(kiks), takze i a j jsou
homomorfismy. Navic jsou oba zfejmé injektivni a jejich obrazy jsou H' resp. K’, takze H' a K’
jsou podgrupy G izomorfni H resp. K.

Ukazeme jesté, ze H' je normalni podgrupa G. Necht h € H. Pro kazdé x € H, y € K plat{
(z,y) = (=, 1K) ’ (1Hay)7 a tak (z,y) - (h, 1K) : ('%y)il = (.%',1[() : (1H7y) ’ (h71K) : ((.%',1[() ’
(1H’y))_1 = (x’ 1K) : (1H’y) : (h’ 1K) : (1H’y)_1 : (x’ 1K)_1 = (x’ 1K) : (1H’y) : (h’ 1K) : (1H’y_1) :
(271 1K) = (2,1k) - ((Le,y) - (B 1) - Ly ™) - (271 k) = (2, 1k) - ((0(y)(B),y) - (Liy ™) -
(27, 1k0) = (&, 150) - (o) (B), 1) - (51, 1) = (2lp()(R))z 1, 1) € B, tudiz podgrupa H' je
opravdu normdlni (vSimnéte si, ze z tohoto vypoctu je vidét, ze vnitini automorfismy grupy G
indukované prvky podgrupy K’ ptusobi na podgrupé H' jako automofismy uréené homomorfismem
).

Alternativné lze normalitu podgrupy H' ukdzat tak, zZe ovérime, ze projekce z G do K je ho-
momorfismus, jehoz jadro je H'. Uvazme tedy zobrazeni p: G — K dané predpisem p((h, k)) = k.
Potom pro kazdé hq,hs € H, ki,ky € K plati p((hl,kl) . (hg,kg)) = p((hl(tp(kl)(hg)),klkg)) =
k1ka = p((hi,k1))p((he,k2)). Zobrazeni p je tedy skutetné homomorfismus (navic evidentné
surjektivni) a ziejmé plati Kerp = H', opét tedy dostdvame, ze H' je normdlni podgrupa (rozmys-
lete si, ze projekce z G do H je homomorfismus pouze tehdy, kdyz je ¢ trivialni homomorfismus,
v tom piipadé je zfejmé G piimy souéin grup H a K).

(ii) Snadno se uvidi, ze predpis pro ¢ zadavé korektné definovany homomorfismus Zs —
Aut(Z,,). Oznac¢me r rotaci pravidelného n-thelniku o ihel 27 /n proti sméru hodinovych rucicek a
s jeho libovolnou (ale pevné Zvolenou) osovou soumeérnost. Definujme zobrazeni f: Z, x,Zy — Dy,
predpisem f(([a],, [D]2)) = r% o s*. Rad r je n a fad s je 2, f je proto korektné deﬁnovane
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Navic prvky D, jsou pravé r* a rfo s, kde i € {0,...,n — 1}, z éehoz je snadno vidét, ze f
je bijekce. Ukdzeme, 7ze f je také homomorfismus. Snadno se nahlédne, 7e plati sor = r~tos
(nakreslete si obrazek), a tak pro vSechna a1, a2,b1,b2 € Z je f(([ai]n,[01]2)) © f(([a2]n, [b2]2)) =
riogblorazoghs = paiop(=1)"azggbigghe = part(=1)"1az g gbi+be — f(([a1+(=1)" ag]n, [b1+bo)2)) =
f(([ar]n + @([b1]2)([az]n), [b1]2 + [b2]2)) = f(([ailn, [b1]2) - ([a2]n, [b2]2)). Tudiz f je izomorfismus,
a proto Dy, = Zy, X, Zs.

(iii) Opét se snadno zkontroluje, ze predpis pro ¢ zadava korektné definovany homomorfismus
Zo — Aut(Z). Stejné tak se snadno ovéri, ze zobrazeni f je korektné definované. Ukdzeme, ze f
je homomorfismus. Plati, ze pro kazdé b € Z maji ¢isla b a (1 — (—1)?)/2 stejnou paritu, proto
pro kazdé a1, as,b1,by € Z plati f((a1,[b1]2)) o f((az,[b2]2)) = (2a1 + (1 — (=1)"1)/2) o (2a2 +
(1= (—1)%2)/2) = 2a1 + (1 — (—1)"1)/2 + (—1)20H0=CD/2(2, 4+ (1 — (—1)%)/2) = 2a; + (1 -
(= 1)) /24 (— 1) (az+ (1= (—1)%2)/2) = 2(a + (—1)az)+ (1 — (~1)P1 4 (— 1)1 — (—1)Hee) /2 =
2(a1 + (=1)"az) + (1 = (=1)" 1) /2 = f((a1 + (=1)"az, [b1 +ba]2)) = f((a1 +¢([b1]2)(az), [b1]2 +
[b2]2)) = f((a1,[b1]2) - (az,[b2]2)). Zobrazeni f je tedy skutetné homomorfismus, navic je snadno
vidét, ze mé trividlni jaddro (neutralni prvek grupy (Z,o) je 0), a tudiz je injektivni. Pro kazdé
a € Z plati f((a,[0]2)) = 2a a f((a,[1]2)) = 2a + 1, a tak je f taky surjektivni, a celkem je to
tedy izomorfismus.

b) Pro kazdé g € G ozna¢me X, = {z € X: ¢(g)(z) = x} mnozinu pevnych bodi permutace
mnoziny X indukované prvkem g. Pfedpoklddejme sporem, ze pro vSechna g € G plati X, # 0,
tedy | X4| > 1. Podle Burnsidova lemmatu je pocet orbit dané akce roven aritmetickému prumeéru
¢isel |X,| (pies viechna g € G). Tato akce je ale tranzitivni, tudiz orbita je jenom jedna. Cisla
| Xg4| jsou tedy vSechna vétsi nebo rovny nez 1 a jejich aritmeticky prumeér je 1. To je mozné jediné
tak, ze | X,| = 1 pro vechna g € G. Plat{ ale X; = X, a tak |X;| = |X| > 2, spor.

Pozndmka: V situaci z piikladu b) si muzeme vsimnout toho, ze pokud jsou dva prvky grupy
G konjugované, potom permutace mnoziny X indukované témito prvky maji stejné délky cykli v
rozkladu na nezavislé cykly. Z dokazaného tvrzeni tedy plyne, Ze nejenom existuje g € G takové,
ze Xy = (), ale dokonce existuje tiida konjugace v G takovd, ze vSechny jeji prvky maji tuto
vlastnost.

Ukazme si jesté jednu aplikaci tohoto tvrzeni, jejiz formulace je zcela elementdrni, nicméné
jeji dikaz je hlubsi. Necht f(x) € Z[z] je polynom s celo¢iselnymi koeficienty stupné n > 2, ktery
je ireducibilni (tj. nejde napsat jako sou¢in dvou polynomu kladného stupné s koeficienty v 7).
Potom existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze kongruence f(z) = 0 (mod p) nemd
feseni (jinymi slovy pro kazdé x € Z je p 1 f(x)). NaSe tvrzeni se zde vyuzije tak, ze za X vezmeme
mnozinu vSech kofenu polynomu f(z) (ten ma v télese C komplexnich ¢isel pravé n ruznych
kofent) a za G tzv. Galoisovu grupu polynomu f(z), kterou lze v tomto piipadé definovat jako
grupu automorfismu nejmensiho podtélesa télesa C, kterd obsahuje vSechny kofeny f(x). Snadno
tranzitivni. Z naseho tvrzeni potom plyne existence automorfismu z této Galoisovy grupy, ktery
nezobrazuje zadny kofen polynomu f(z) sém na sebe. Zbytek dukazu ale vyuziva véci, které jsou
piflis nad rémec tohoto predmétu, zejména je potieba tzv. Cebotarevova véta o hustoté.

7. kolo — reSeni

a) (i) Poznamenejme, ze ze zadéni ihned plyne, ze k déli n. Protoze prvek a € G je fadu k,
jsou prvky a® = 1,a,a?,...,a*"! po dvou razné. Pro libovolné ¢ € G jsou po dvou rizné tedy i
prvky g =1-g,a-g,a®-g,...,a*"!-g. Dale pro libovolné i € {0, ...,k — 1} plati r,(a’g) = a''yg,
kde v pifpadé i = k—1 dostdavame 7,(a*1g) = a*g = g. Tudiz uvazujeme-li rozklad permutace 7,
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na nezavislé cykly, pak libovolny prvek g € G je soucésti cyklu (g, ag,...,a*"1g) délky k. Proto
je rozklad 7, tvofen 7 nezdvislymi cykly délky k.

Parita cyklu délky k je (—1)*~! a tudiz je parita permutace 7, je rovna

=3

(-1t = (1)

(ii) Uvazujme opét injektivni homomorfismus 7: G — S(G) z Cayleyho véty a oznacme H =
r(G) podgrupu grupy S(G) izomorfni s grupou G. Necht a € G je prvek faddu 2, jehoz existence
je zarucena dle Cauchyho véty (slajdy str. 62, ucebnice véta 10.9). Dle predchoziho piikladu

je parita permutace r, € H rovna (—1)™ = —1 a jednd se tedy o lichou permutaci. Stejné
jako v feseni piikladu c¢) z 4. kola, uvazujeme piirazeni parity ¢ : S(G) — {1, —1} o nemz vime,
ze je homomorfismus grup. Protoze p(r,) = —1, je zizZeni zobrazeni ¢ na podmnozinu H, tj.

olg: H — {1, —1}, surjektivni homomorfismus grup. Jeho jadro K = ker(¢|g) = H N A(G) je
normalni podgrupou grupy H. Protoze |ker(¢|m)| - |¢(H)| = |H|, vidime, ze K je podgrupou
grupy H indexu 2. Grupa G tedy obsahuje podgrupu indexu 2, kterou je r~1(K).

Argumentaci lze vést i tak, Ze misto ¢ uvazujeme homomorfismus por: G — {1,—1}.

b) (i) Za dokdzané méjme Inn(G) < Aut(G) < S(G) — viz komentér k zadani a str. 57 slajdu.

Zbyvé tedy dokdzat, ze podgrupa Inn(G) grupy Aut(G) je normdlni podgrupou. Necht tedy
a € Aut(G) je libovolny automorfismus grupy G a a € G je libovolny prvek G, ktery zadéva
vnitini automorfismus p,. Potiebujeme dokézat, ze 8 = a0 p, o @~ ! je vnitini automorfismus
grupy GG. Musime tedy najit vhodny prvek b € G tak, aby 5 = pp. Z toho duvodu pro libovolny
prvek z € G ur¢ime S(z). Plati

B(a) = (a0 paoa™)(z) = alpa(a™ (2))) = ala-a™ (z) -a™).
Protoze « je automorfismus, je predchozi vyraz déale roven
ala-aHz)-a™) =ala) -ala™(z)-ala™!) =ala) - z-a(a™?).
Zde a(a™!) = (afa))~!, nebot a € Aut(G). Proto oznacme b = a(a) a plati

B(z) = ala) -z (ala)) " =b-z-b7" = pya) .

Protoze x byl libovolné zvoleny prvek z G, dostavame 5 = p, € Inn(G).

(ii) Pro libovolnou grupu G plati, Ze jadro homomorfismu p : G — Inn(G) je rovno centru
grupy G — podrobnosti na str. 57 slajdu. V piipadé grupy G = Sz vime, ze Z(S3) = {id}, nebot
(1,2) 0 (1,2,3) = (2,3) # (1,3) = (1,2,3) o (1,2) atd. Homomorfismus p : S3 — Aut(S3) je tedy
injektivni a obraz homomorfismu p, tj. podgrupa Inn(S3), ma 6 prvku.

Ukézeme, ze Aut(S3) ma nejvyse 6 prvku, ¢imz bude, diky Inn(S3) < Aut(S3), rovnost
Aut(S3) = Inn(S3) dokazéna. Plati S3 = ((1,2),(1,2,3)), a proto je libovolny automorfismus
a grupy S3 jednoznacné zadan hodnotami a((1,2)) a «((1,2,3)). Pritom «((1,2)) musi byt prvek
fadu 2, tj. cyklus délky 2, a podobné «((1,2,3)) musi byt cyklus délky 3. Pro vybér hodnoty
a((1,2)) médme 3 moznosti a pro vybér hodnoty «((1,2,3)) 2 moznosti. Skutecné tedy existuje
nejvyse 6 automorfismu grupy Ss.

Pro zduvodneéni | Aut(S3)| < 6 lze misto generdtoru vzit trojici transpozic, kterd v kazdém au-
tomorfismu musi byt néjak zpermutovana a tudiz je automorfismu nejvyse tolik, kolik je permutact
této triprvkové mnoziny.

Semindr: Dokazte Aut(S,) = Inn(S,) pro vsechna n # 6.
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8. kolo — reSeni

a) (i) Staci sestrojit vnoreni 6 : Aut(G) x Aut(H) — Aut(G x H). Je tedy tieba libovolné
dvojici (o, p) € Aut(G) x Aut(H) prifadit automorfismus 6((o, p)) grupy G x H. Na libovolny
prvek (g, h) € G x H nechame dvojici automorfismu pusobit po slozkach, tedy 0((c, p))((g,h)) =
(o(g), p(h)). Pro struénost oznaéme o = 0((c, p)). Snadno se ukaze, ze « je homomorfismus grup:
pro libovolné (g1, h1), (g2,he) € G x H je g1,92 € G, h1,hy € H, a tedy

(g1, h1) - (g2, h2)) = (g1 - g2, b1 - ha)) = (0(g1 - g2), p(h1 - h2)) =
= (0(g1) - 0(g2), p(h1) - p(h2)) = ((91), p(h1)) - (0(g2), p(h2)) =
= a((g1,m)) - a((g2, h2)).

Tuto konstrukei lze snadnéji popsat komutativnim diagramem: o = 6((o, p)) je jediny homomor-
fismus, pro ktery komutuje néasledujici diagram

G Gx H-25H

|
la o JP
1 + ™2
G+——GxH—H

Odtud je také ihned vidét, ze 6((idg,idy)) = idgxm a ze pro libovolné dvojice automorfismu
(01,p1), (02, p2) € Aut(G) x Aut(H) plati 6((o2, p2)) 0 0((01, p1)) = 0((02 0 01, p2 0 p1)):

G GxH-2.H

|
lal 16((o1,p1)) Jpl
4

™ KIS
02001 G %1 G x H %2 H P2001

|
J‘U 10((02,02)) lPQ
4

G GxH-25H

Odtud plyne, 7ze 0((c=1, p~1)) je inverzni zobrazeni k 6((a, p)), a tedy 6((a, p)) je bijekee, proto
0((o,p)) € Aut(G x H). Rovnost

0((02,p2)) 0 0((01,p1)) = 0((02 0 01, p2 0 p1)) = O((02, p2) © (01, p1))

znamend, ze 0 : Aut(G) x Aut(H) — Aut(G x H) je homomorfismus grup. Jestlize 6((o,p)) =
idgxm, pak pro kazdé (g,h) € G x H plati (o(g), p(h)) = (g,h), a tedy o(g) = g a p(h) = h, je
tedy o = idg, p = idg. Dokdzali jsme, ze jadro ker § = {(idg,idg)} je jednoprvkové, a proto je
6 vnoreni.

(ii) Protoze kazdy automorfismus dvojprvkové grupy (Ze,+) musi zobrazit neutralni prvek
[0]2 opét na [0]z, jedinym automorfismem této grupy je identita, tedy Aut(Zs) = {idz,}. Odtud
plyne, ze soucin Aut(Zs) x Aut(Zs) je také jednoprvkovy. Ovsem grupa Aut(Zs x Zsy) obsahuje
i neidenticky automorfismus, napiiklad zdménu prvni a druhé slozky, tj. (u,v) — (v,u). (Pro
uplnost dodejme, ze Zo X Zs je dvourozmérny vektorovy prostor nad télesem Zo, a tedy metodami
linedrn{ algebry snadno dostaneme, ze Aut(Zg x Zs) = GLa(Z2) = Ss.)

(iii) Zobrazeni i; : G — G x H a iy : H — G x H definovand pro libovolnd g € G, h € H
predpisem i1(g9) = (g, 1), i2(h) = (1g,h), kde 1 a 1x znaci neutrdlni prvky piislusnych grup,
jsou jisté vnoteni. Pro libovolné o € Aut(G x H) mame komutativni diagram

GL)GXH(LH
[ O
G+ GxH-25H
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kde 0 = myoqoiy a p = myoaoiy. Protoze my ooy je homomorfismus grup, pro libovolné g € G
je tdd prvku me(a(i1(g))) délitelem rddu prvku g, tedy i fddu |G| grupy G. Soucasné je to prvek
grupy H, a tedy jeho 7ad je délitelem tadu |H| grupy H. Z piedpokladu (|G|, |H|) = 1 plyne, zZe
timto fddem musi byt 1, tedy ma(a(i1(g))) = 1g. Analogicky m (a(iz(h))) = 1¢ pro kazdé h € H.

Z definice je ker 0 mnozina vsech prvku grupy G, které splni o(g) = 1. Protoze 0 = moa0iy
a mo(a(i1(g9))) = 1, z 0(g9) = 1¢ plyne a(i1(g9)) = (1g, 1x). OvSsem « je automorfismus, a tedy
dostavame i1(g9) = (1g, 1g), tj. g = 1g. Proto kero = {15} a o je vnoreni G — G. Protoze G je
kone¢na grupa, je o € Aut(G). Analogicky p € Aut(H).

Prolibovolna g € G, h € H plati (g9,h) = (g,1)-(1,h) = i1(g)-i2(h). Proto a((g,h)) = a(i1(g)-
ia(h)) = (@oir)(g) - (a0iz) (h). Piitom (aoi1)(g) = (m((@oi1)(9)), ma((@oin)(9))) = (7(g), L)
protoze m o oi; = o a (myoaoiy)(g) = ly. Podobné (a0 is)(h) = (1g,p(h)), dohromady
a((g.h)) = (o(9),1u) - (g, p(h)) = (o(g),p(h)). To znamend, ze a = 6((0,p)), a tedy 0 je
surjektivni. Dokazali jsme, ze Aut(G x H) = Aut(G) x Aut(H).

b) (i) Protoze H je podgrupa grupy G, pro kazdé g,h € H plati g-h-g~' € H, a tedy

-H- g*1 C H.Rovnéz g-'-h-g€ H,aprotoh€ g-H-g~ !, tedy H C g-H-g'. To znamena

- H - = H, tedy H C Ng(H).

(11) Jestlize Ng(H) = G, pak pro kazdé g € G plati g- H-g~! = H, a proto pro kazdé h € H
je g-h-g~' € H, coz znamend, ze podgrupa H grupy G je normalni.

Je-li naopak H normélni podgrupa grupy G, pak pro kazdé g € G je g- H -g~' C H. To
musi oviem platit i pro ¢g7! € G, tedy rovnéz g7t -H-g C H, tedy H C g- H - g~!, dohromady
H=g-H-g ! odkud g € Ng(H), tedy G C Ng(H). Opaénd inkluze plat{ z definice.

(iii) Zvolme G = S3, A = {(1,2),(1,3)}. Pak plati (1,2) o (1,2) o (1,2)"! = (1,2) a (1,2) o
(1,3) 0 (1,2)"1 = (2,3) , a tedy (1,2) 0 Ao (1,2)1 = {(1,2),(2,3)} # A. Proto (1,2) ¢ Ng(A).

c) Pro libovolné g € N¢(H) definujme zobrazen{ p, : H — H predpisem ¢g4(h) = g-h-g*, coz
je skutecné prvek podgrupy H diky predpokladu g € Ng(H). Protoze pro kazdé hy, he € H plati
©q(h1)pg(h2) = g-h1-g~t-gha-g™t = g-h1-ha-g1 = g(hi-h2), je ¢, homomorfismus grup. Pfitom
pro libovolné g1, go € G alibovolné h € H plati ¢g, .4, (h) = g1-g2-h-(g1-g2) 7' = 91'gz-h-ggl-gf1 =
g1 (Pgy(R)), a tedy pg,.g, = ©g; © ©g,. Odtud plyne jednak to, Ze wg 0 @, -1 = idy = p -1 0@y, a
proto ¢4 je bijekce, tedy ¢, € Aut(H), jednak to, ze predpis ¢(g) = ¢4 zaddva homomorfismus
grup ¢ : Ng(H) — Aut(H).

Jadro ker ¢ je mnozina vSech téch g € Ng(H), které spliuji ¢(g) = idy, tj. takovych g €
N¢(H), 7e pro kazdé h € H plati py4(h) = h, coz znamend g-h-g~! = h. Takové g je podle definice
prvkem Cg(H). Na druhou stranu kazdy prvek Cq(H) je prvkem Ng(H), a tedy ker ¢ = Cq(H).
Proto je centralizér C(H) normélni podgrupa normalizéru Ng(H) a podle dusledku hlavni véty
o faktorovych grupéach je Ng(H)/Cq(H) = ¢(Ng(H)), coz je podgrupa grupy Aut(H).

9. kolo — reSeni

a) (i) Kazd4 sudd permutace je slozenim sudého poctu transpozic, staci tedy ukazat, ze
podgrupa A,, generovand vsemi cykly délky 3 obsahuje vSechna slozeni dvou transpozic. Pokud
prvky a,b,c € {1,...,n} jsou po dvou ruzné, pak plati (a,b) o (b,c) = (a,b,c), takze (a,b) o (b, c)
patii do této podgrupy. Analogicky pokud prvky a,b,c,d € {1,...,n} jsou po dvou ruzné, pak
plati (a,b) o (¢,d) = (a,c,d) o (a,b,d), takze (a,b) o (c,d) rovnéz patii do této podgrupy.

(ii) Zrejme {id} je jedna tiida konjugace. Uvazme libovolny cyklus (a,b,c) délky 3 v As.
Snadno se uvidi, ze existuje 7 € Aj takové, ze 7(1) = a, 7(2) = b, 7(3) = ¢, z textu v komentéii po-
tom plyne, ze vSechny cykly délky 3 tvoii jednu t¥idu konjugace v As. Déle pro libovolnou permu-
taci (a,b)o(c,d) € As, kterd je slozenfm dvou nezdvislych transpozic, existuji permutace 7,7 € Sj
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takové, ze 7(1) = a, 7(2) = b, 7(3) = ¢, 7(4) =d a7/ (1) =a, 7(2) = b, 7(3) = d, 7'(4) = c. Tyto
dvé permutace maji opacna znaménka, takze jedna z nich je sudd, proto vSechny permutace, které
jsou slozenim dvou nezavislych transpozic, tvori jednu tiidu konjugace v A5. Déle tiida konjugace
prvku (1,2,3,4,5) obsahuje vSechny permutace tvaru (7(1),7(2),7(3),7(4),7(5)), kde 7 € As.
Ziejmé pokud 7 nahradime permutaci 7o (1,2,3,4,5)F, k € Z, pak se vysledek nezméni, miizeme
se tedy napiiklad omezit pouze na ta 7, pro které 7(1) = 1. Naopak pro ruzné takova 7 dosta-
neme ruzné vysledky, takze tato tiida konjugace obsahuje 4!/2 = 12 cyklu délky 5. Analogicky se
ukaze, ze tiida konjugace prvku (1, 2,3, 5,4) obsahuje zbylych 12 cykla délky 5. Celkem tedy t¥idy
konjugace v As jsou {id}, {(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,3,4),(1,3,5),(1,4,5),(2,3,4),(2,3,5),

(2, 4 .5),(3,4,5),(3,2,1),(4,2,1), (5,2, 1), (4,3,1), (5,3,1), (5,4, 1), (4,3,2), (5,3, 2),
(5,4,2),(5,4,3)}, {(1,2) 0 (3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4) 0 (2,3),(1,2) o (3,5),(1,3) 0 (2,5),(1,5) o
(2, ) (1,2) 0 (4,5),(1,4) ©(2,5),(1,5) 0 (2,4),(1,3) o (4,5),(1,4) o (3,5),(1,5) 0 (3,4),(2,3) o
( ? ) ( ) ( ) ( ) (3 4)} {(17273 4 5) ( 73747275)7( 3757472)7(174737572)7
(1,2,4,5,3),(1,4,2,3,5), (1,5,2,4,3), (1,5,3,2,4), (1,2,5,3,4), (1,3,2,5,4), (1,4,5,2,3),
(1,5,4,3,2)}, {(1,2,3,5,4),(1,3,4,5,2), (1,3,5,2,4), (1,4,3,2,5), (1,2,4,3,5), (1,4,2,5,3),
(1,5,2,3,4),(1,5,3,4,2),(1,2,5,4,3), (1,3,2,4,5), (1,4,5,3,2),(1,5,4,2,3)}.

Pozn.: To, jak vypadaji tfidy konjugace v A,,, 1ze popsat pro libovolné n € N. Pro libovolné
permutace o,0’ € S, stejného typu je mnozina viech 7 € S, takovych, ze ¢/ = 707!, rovna
néjaké levé tiideé rozkladu S,, podle centralizeru Cs, (o). Odtud se snadno nahlédne, ze pro o € A,
plati, ze pokud Cs, (o) obsahuje né&jakou lichou permutaci, potom vSechny permutace stejného
typu jako o tvori jednu tiidu konjugace v A,, v opa¢ném pfipadé permutace tohoto typu tvoii
dveé (stejné velké) tiidy konjugace. Necht o obsahuje k; cyklu délky i pro kazdé i € {1,...,n}
v rozkladu na nezavislé cykly, pficemz tyto cykly oznacme ¢;;, 1 < i < n, 1 < j < k;, kde
¢ij = (aij1,--.,ai;;). Potom lze ukdzat, ze

n

. (o) = H (Zfz Xpi Ski) )

=1

Cs, (

kde homomorfismy ¢;: S, — Aut <Zfl> jsou dany vztahy

i) (([t1]is - -+ [tr]i)) = (Eo-1)lis - - -5 [to1 ) )i,

pficemz izomorfismus f: [, (Zfl X, Sk,’) — Cs, (0) je dan vztahem

STt k1), 01)s s ((Bnadns - -+ [Enknln) 0n)) =

t1,1 L1k tn (2.
—c11 o...0¢ oTig O. ocn1 ©...0¢," 1" 0 Tng,,
kde 7,9 € Sy, je ddno vztahy 7; g(a; k) = a;0(j)k a Tip(ai j k) = @i jr PTO i’ # i. Odtud se snadno
nahlédne (nebot sgn(c; ;) = (—1)2*1 a sgn(r;9) = sgn(f)’), ze pokud o obsahuje v rozkladu
na nezavislé cykly bud’ cyklus sudé délky nebo dva stejné dlouhé cykly liché délky, pak Cs, (o)
obsahuje néjakou lichou permutaci, v opaéném piipadé Cs, (o) obsahuje pouze sudé permutace.

b) (i) Necht H < Aj je normdlni podgrupa grupy As. Z ¢dsti a)(ii) vime, Ze t¥idy konjugace
grupy As maji velikosti 1, 20, 15,12, 12. Jelikoz H je normalni podgrupa Ay, musi byt sjednocenim
nekterych z téchto t¥id, priemz musi urcité obsahovat tiidu {id}. Snadno se ovéri, ze takové
sjednoceni bude mit pocet prvki délici [As| = 5!/2 = 60 pouze pokud bud’ vezmeme pouze tiidu
{id} nebo kdyz vezmeme vsechny tiidy, a tak z Lagrangeovy véty plyne, ze H = {id} nebo
H = Aj, a tudiz Ay je jednoducha grupa.
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(ii) Grupa H,, je ziejmé izomorfni A,,_; a grupy Hj, ..., H, jsou navzajem izomorfni, nebot
pro kazdé o € A, vnitini automorfismus p, zobrazuje H; na H, ;). Déle ukdzeme, ze H N H; je
norméalni podgrupa H;. Necht ¢ € HN H; a7 € H;. Ziejmé o7~ € H;, a jelikoz je H normalni
podgrupa A,,, tak o7~ € H. Celkem tedy 7o' € HNH;, a tedy HN H; je normalni podgrupa
H;.

(iii) Vezméme si libovolné o € H, o # id.

Pokud o obsahuje v rozkladu na nezavislé cykly cyklus délky aspon 3, pak ho mtizeme napsat
jako o = (a1,a2,as,...) o 6, kde cyklus (ai,as,as,...) je disjunktni s permutaci 6. Oznacme
T = (a3, aq,a5) € A, kde ay, as jsou libovolné navzajem ruzné prvky ruzné od aq, a9, as (takové
prvky existuji, nebot n > 6). Potom o/ = Too o7 ! € H. Plati ¢/(a1) = 7(o(77 (ay))) =
7(o(a1)) = 1(az) = as = o(a1) a o'(az) = 7(o(77 (a2))) = 7(0(az)) = 7(a3) = a4 # o(as), takze
o'loc € Hy, NH, o'~ lo #id.

Pokud o obsahuje v rozkladu na nezavislé cykly pouze cykly délky nejvyse 2, pak musi ob-
sahovat aspon dva cykly délky 2, takze ho muzeme napsat jako o = (a1, as) o (as,aq) o 0, kde
prvky ai,as,as,as jsou navzajem ruzné a permutace (ai,as) o (as,as) je disjunktni s permu-
taci 0. Oznacme 7 = (ay4,a5,a6) € A, kde as,ag jsou libovolné navzajem ruzné prvky ruzné
od ay,as,as,as (opét vyuzivame toho, ze n > 6). Potom opét o/ = T oo o7 ! € H. Plati
o'(a1) = ro(rH(@))) = 7(o(ar)) = T(az) = a3 = 7(a) a o'(as) = 7(o(r(a3))) = T(o(as)) =
7(ag) = as # o(az), takie o'~lo € Hy, N H, o'~ to #id.

Dokézali jsme tedy, ze existuje i € {1,...,n} takové, ze H N H; # {id}.

(iv) Vezméme si i z predchozi ¢dsti. Podle ¢asti (i) a indukéniho predpokladu je H; jedno-
duchd grupa. Vime, ze H N H; je jeji netrividlni normalni podgrupa, tudiz H N H; = H;, a tak
H; C H. Jelikoz H; obsahuje cyklus délky 3, a stejné jako v ¢dsti a)(ii) se ukéze, ze vsechny cykly
délky 3 v A, jsou v A,, konjugované, tak H obsahuje vSechny cykly délky 3 v A,,. Z tvrzeni ¢ésti
a)(i) potom plyne, ze H = A,,.

n > 5 a H je netrividlni normaln{ podgrupa A,,. Ukdzeme, ze H obsahuje cyklus délky 3. Opét si
vezméme libovolné o € H, o # id.

Pokud o obsahuje v rozkladu na nezavislé cykly cyklus délky aspon 4, pak ho muzeme napsat
jako ¢ = (ay,a9,...,a,) 00, kde r > 4 a cyklus (ay,aq,...,a,) je disjunktni s permutaci 6.
Oznaéme 7 = (a1, as,a3). Potom je Tooco7 ! € Hyatak Tooco7r oo™l € H. Jelikoz 7
je disjunktni s @, tak plati 7 oo o7 oo™t = (a1,a9,a3) o (ay,as,...,a,) 0 0 o (a3,az,ay) o
0t o (ar,ar_1...,a1) = (a1,as,a3) o (a1,as,...,a,) o (az,az,a1) o (ap,ar_1...,a1) 00 o' =
(a1,a2,a3) o (a,az,...,a,) o (as,az,a1) o (ar,ar_1...,a1) = (a1, as,a4).

Pokud o obsahuje v rozkladu na nezavislé cykly aspon dva cykly délky 3, pak ho muzeme
napsat jako o = (a1, as,a3) o (ayq,as,as) o 6, kde prvky ai,as,as, aq,as, ag jsou navzajem ruzné
a permutace (a1, as,as) o (aq,as,a6) je disjunktni s permutaci 6. Ozna¢me 7 = (a1, ag, ag). Opét
plati Toc o7 oo™l € H, piicemz Too o7 L oo™ = (ay,as,a4) o (ay,asz,a3) o (a4, as,ag) o
0o (a4, as, al) o 971 o (aﬁ, as, a4) (¢} (ag, as, al) = (al, as, a4) e} (al, as, ag) o (a4, as, (J,G) o (a4, as, al) o
(aﬁ, as, a4) o (ag, as, al) 0fofh ! = (al, as, a4) o (al, as, ag) o (a4, as, (J,G) o (a4, as, al) o (GG, as, a4) o
(as,az,a1) = (a1, a2, as,as,as). Na tento cyklus potom aplikujeme postup z predchoziho odstavce
a tim dostaneme cyklus délky 3 patiici do H.

Pokud ¢ obsahuje v rozkladu na nezavislé cykly jeden cyklus délky 3 a jinak pouze cykly
délky 1 a 2, pak ho muzeme napsat jako o = (a1, as, as) o0, kde cyklus (a1, as,as) je disjunktni s
permutaci 6 a navic 2 = id. Pak plati 0® = ((a1, az,a3)00)? = (a1, az,a3)?06? = (a1, a3,as) € H.

Pokud o obsahuje v rozkladu na nezévislé cykly pouze cykly délky 1 a 2, pak musi obsahovat
asponn dva cykly délky 2, takze ho muzeme napsat jako o = (a1, a2) o (a3, a4) o 0, kde prvky
ay,ag,as,aq jsou navzajem ruzné a permutace (ai,az) o (as,aq) je disjunktni s permutaci 6.
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Oznaéme 7 = (a1, as,as). Opét plati Toocor too™! € H, piicemz Toocor oo™ = (ay,az,a3)o
(al, ag) (ag, a4)090(a3, as, al)oaflo(cm, ag)o(ag, a1) = (al, as, ag)o(al, ag)o(ag, a4)o(a3, as, al)o
(ag,a3) o (az,a1) 0 0 0 1 = (ay,as,a3) o (a1,a2) o (a3,as) o (a3,az,a1) o (as,a3) o (az,a1) =
(a1,as3) o (az,aq). Dale oznac¢me ¢ = (ay, a3, as), kde as je libovolny prvek ruzny od aj, as,as, as
(zde vyuzivame toho, ze n > 5). Potom plati 1 o (a1, a3) o (az,as) op~' o ((ar,a3) o (az,as))™' =
(al, as, a5) (al, ag) (ag, a4) (a5, as, al) o (a4, a2) o (ag, al) = (al, as, ag) € H.

Ukézali jsme tedy, ze H obsahuje cyklus délky 3, z ¢ehoz stejné jako v ¢asti b)(iv) plyne, zZe
H=A,.

V ¢éasti b)(iii) i v tomto druhém dukazu jsme nékolikrat nasli permutaci s pozadovanymi
vlastnostmi jako prvek tvaru afa~!'37!, kde a, 8 byly néjaké vhodné permutace. Prvky tohoto
tvaru hraji obecné v teorii grup dulezitou roli, nyni si o nich fekneme néco vice.

Méjme grupu G. Pro prvky z,y € G definujeme komutdtor prvki x,y jako prvek xyz 'y~
a zna¢ime [z,y]. Snadno se nahlédne, ze = a y spolu komutuji pravé tehdy, kdyz [z,y] = 1 (coz
vysvétluje ten nézev). Potom definujeme komutdtorovou podgrupu grupy G (anglicky se nékdy
pouziva nazev derived subgroup) jako podgrupu grupy G generovanou vsemi komutdtory prvku
grupy G. Znacéime ji [G, G] (nékdy se taky pouzivé znaceni G’ nebo G()). Tedy

G.G] = ({[z,y]: 2,y € G}) = ({aya ™'y " 2,y € G}).
1

1

(Nékteré zdroje definuji komutédtor z,y jako x~ 'y lzy. To sice obecné nemusi byt stejny
prvek jako zyx~ly~!, ale i pii této definici bude platit, ze = a y spolu komutuji pravé tehdy,
kdyz je jejich komutdtor roven 1, a navic podgrupa |G, G] bude pfi obou definicich stejnd, nebot
komutétor x,y v tomto smyslu je roven komutdtoru z =1,y ! ve smyslu definovaném vyse. Pro
tyto ucely je tedy jedno, kterou z definic pouzivame.)

Znaceni [G,G] vyvolava (bohuzel) dojem, ze prvky komutdtorové podgrupy grupy G jsou
pravé vsechny komutdtory v G. Ukazuje se ale, Ze tomu tak obecné neni, nebot souéin dvou
komutatoru nemusi byt komutdtorem. Nicméné plati to pro koneéné grupy malych fadu, nejmensi
kone¢n4 grupa, ve které to neplati, méa 96 prvku (pfesnéji existuji dvé takové navzajem neizomorfni
grupy fadu 96).

Neni tézké ovérit, ze [G, G] je normalni podgrupa G a ze mé nésledujici vlastnost: pro kazdou
normalni podgrupu H grupy G plati, Ze grupa G/H je komutativni prave tehdy, kdyz [G,G] C H.
Grupa [G, G] je tedy nejmensi normélni podgrupa grupy G takova, ze prislusnd faktorgrupa je
komutativni. Zejména tedy [G, G] = {1} prave tehdy, kdyz je G komutativni (coz je vidét rovnou
z definice). Grupa G/[G, G] se potom nazyvé abelizace grupy G a znaci se G2P,

Ukazme si par piikladu. Pron € {1,2,3} je A,, komutativni, takze jeji komutétorové podgrupa
je trividlnf a A2P = A,. Pro n = 4 nen{ tézké pifmo spocitat, ze [Ay, Ay] = V3, kde Vy = {id, (1,2)o
(3,4),(1,3) 0(2,4),(1,4) 0 (2,3)}, a tak A3> = Ay/V) = Z3. Pro n > 5 je A, jednoduchd grupa,
takze jeji jediné normélni podgrupy jsou {id} a A,,. Jelikoz neni komutativni, tak [A,,A,] = A,
(grupa G takové, ze [G, G| = G se nazyvé perfekini grupa) a A2> = {1}. Pro symetrické grupy S,,
kde n € {1,2,3,4} se snadno spo¢itd, ze [S,,S,] = A,. Pro n > 5 neni tézké dokdzat (s vyuzitim
toho, ze A, je jednoduchd), ze jediné normalni podgrupy S,, jsou {id}, A, a S,, z ¢ehoz snadno
plyne, Ze opét [S,,S,] = A,. Pro véechna n € N tedy plati S = S,,/A,, a tedy S = {1} a
S;‘}Lb > Zs pro n > 2. S trochou usili Ize navic dokazat, ze pro vSechny grupy S,, a A, plati, ze
kazdy prvek jejich komutdtorovych podgrup je ptimo komutator.

Komutatorové podgrupy se rovnéz pouzivaji k definici tzv. feSitelnych grup. Méjme grupu
G. Potom mtizeme sestrojit posloupnost grup G0, GM G@) | . rekurentné tak, ze GO = G a
GHHD =[G G (coz vysvétluje, pro¢ se [G,G] nékdy znaci jako G()). Potom fekneme, ze
G je feditelnd grupa, pokud existuje k € Ny takové, ze G¥) je trividlni grupa.

Opét si ukdzeme nékolik pifkladii. Pro kazdou komutativni grupu G plati G = {1}, a tak je
kazda komutativni grupa fesitelna. Grupy A; a Ao jsou trividlni, takze Ago) = {id}, Ago) = {id}.
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Grupa Az je komutativni, takze Agl) = {id}. Pro n = 4 plati Ag}) =V, a Af) = [V, V4] = {id}
(nebot Vj je komutativn{). Tudiz pro n < 4 je A, je fesitelnd grupa. Pro n > 5 plati Agﬂ) =A,
pro vsechna k € Ny, takze A, neni feSitelna. Daéle Sgo) = {id}, Sgl) = Ay = {id}, Sgl) = Ag,
Sg) = {id}, Sé(ll) = Ay, SEE) = Vi, Sé(f’) = {id}. Tudiz pro n < 4 je S, fesitelnd grupa. Pron > 5
je S,(f) = A, pro vSechna k € N, takze S, neni fesitelna grupa.

Resitelné grupy se vyuzivaji napf. v tzv. Galoisové teorii, napiiklad to, ze pro n > 5 grupa
S, neni fesitelna tzce souvisi s tim, pro¢ pro polynomy nad C stupné vétstho nebo rovno nez 5
nelze obecné vyjadrit jeho kofeny z jeho koeficientu pouzitim aritmetickych operaci a odmocnin
(obecnéji plati, ze to jde pravé tehdy, kdyz je tzv. Galoisova grupa tohoto polynomu fesitelnd,
odtud taky pochézi ten nazev).

10. kolo — reSeni

a) (i) Nechf grupa G spliuje prezentaci (x) a a,b € G jsou jeji prvky vyhovujici pozadovanym
rovnostem. Staci dokdzat, ze podgrupa GG generovana prvky a,b je ddana vztahem

Ha,b})y ={v"-d’ |i€{0,....,0—1},5€{0,....k—1}},

protoze z predpokladu ({a,b}) = G pak dostaneme pozadované tvrzeni ohledné fadu grupy G.
Oznaéme tedy X = {b'-a’ | i € {0,...,4—1},7 € {0,...,k—1}} podmnozinu grupy G a dokazme,
ze 1) X obsahuje prvky a,b, 2) X je podgrupa grupy G a 3) X je nejmensi podgrupa grupy G
obsahujici prvky a, b.

Nejdifve poznamenejme, Ze ze vztahu a = 1 plyne, Ze pro libovolné p € Z je prvek a? roven a?,
kde d € {0,...,k — 1} je zbytek po déleni ¢isla p ¢islem k. Podobné lze psét libovolnou mocninu
prvku b jako b?, kde d € {0,...,¢ — 1}. Zejména tedy plati rovnost X = {b* - a | i,j € Z}.
Piistupme nyni k dukazu jednotlivych tvrzeni 1-3).

1) Snadno vidime, ze a = t°-a' € X ab=b'-a’ € X.

2) Ziejmé 1 = b°-a" € X. Abychom ukézali, Ze X je uzaviend vzhledem k nisobeni, ukazeme
nejdrive, pro libovolné p € Ny plati a-0 € X. Skuteéné, indukci lze dokézat rovnost a-bP = b'P-a:
pro p = 0 je rovnost ziejma a pokud predpokladame platnost tohoto vztahu pro p, pak pro p+ 1
dostaneme

a- P =a P b=bP a-b=b? b a=0"".q.

Ukazeme dale, ze pro libovolnd j,p € Ny plati
P =b"P (1)

Platnost rovnosti (1) dokazujeme indukci vzhledem k j: pro j = 0 rovnost (f) zfejmé plati a
pokud predpokladame platnost tohoto vztahu pro j, pak pro j 4+ 1 dostaneme

AP =gl WP =a- bl =P g af =P gL
Pouzitim rovnosti (f) dostdvame, Ze pro libovolna pfirozena ¢isla i, j, p, ¢ € Ny plati
(b'-a?) - (P -a?) = b - RN Al PR

a dokézali jsme, ze X je uzaviend na nasobeni. Zbyvé ukézat, ze pro libovolny prvek b’ - a/ € X,
kde i € {0,...,0 —1},5 € {0,...,k — 1}, plati (b°-a/)~! € X. To plyne z nasledujicich rovnosti:
(b -a?)t =a7-b7" = a¥7 . b, kde posledni prvek ziejmé nalezi do mnoziny X, protoze X je
podmnozina uzaviend na nasobeni. Tim je dokon¢en dukaz bodu 2).
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3) Necht H je libovolnéd podgrupa grupy G, kterd obsahuje prvky a,b. Pak vzhledem k
uzavienosti H na nésobeni, obsahuje podgrupa H i prvky tvaru &’ -a’, kde i, j € N. Zejména tedy
X C H a dukaz bodu 3), a tim i ¢asti i), je dokoncen.

(ii) Vzhledem k predchozi ¢sti znamena piedpoklad |G| = k - £, ze jsou prvky b° - o/, kde
i€{0,...,0—1},57 €{0,...,k—1}, po dvou rizné. Zejména je prvek b fadu £. Prvek b' - a® =
b = a* - b vyjadifme pomoci odvozeného vztahu pro nésobeni (1) jako a* - b = bt gk =t = b,
kde d je zbytek po déleni &fsla r* ¢islem ¢. Tudiz b%~! = 1 a protoze b mé tad ¢, tak dostdvame
¢|d—1,tj.d=1. Odtud 7* = 1(mod ¢).

(iii) Za¢néme neformdalné: pokud budeme libovolny prvek b’ -a/ € G uvazovat jako piislusnou
uspofadanou dvojici exponentii pak vzhledem ke vztahtim a* = 1 a b* = 1 lze hledanou grupu G
reprezentovat jako mnozinu Zy x Zy,, kde prvek b’a’ bude reprezentovan jako ([i]e, [j]x). Podle éasti
i) pro operaci - plati ([i]¢, [i]x) - ([ples [g]k) = ([i + r7ple, [5 + qlk). Misto toho, abychom dokazovali,
ze (Zg x Zy, ) je grupa, popiseme tuto grupu jako polopfimy soucin grup Zy a Zjg, ktery zname
z piikladu a)-i) z 6. kola soutéze.

Nyni tedy jiz formélné: nechf k,¢,7 € N jsou takovd, ze plati r* = 1(mod ¢). Nejdifve
uvazujme grupu Aut(Z,). Vime, ze kazdy homomorfismus z grupy Z,; do sebe je dén jako ndsobeni
pevné zvolenym prvkem. Presnéji, pro libovolné x € Zy je zobrazeni w, : Zy — Zy, dané predpisem
wz(g) = x - g, homomorfismus grup. Lze pfitom dokézat, ze jiné homomorfismy z grupy Z, do
sebe neexistuji, protoze kazdy homorfismus z grupy Zy je jednoznaéné dan obrazem prvku [1],.
Daéle pro libovolné x,y € Z; plati w, o wy = way, wpj, = id a w, je izomorfismus pravé tehdy,
kdyz x je invertibilni prvek monoidu (Zy, -), tj. = € Z; . Proto je grupa Aut(Z) izomorfni grupé
(Z? ) )

Z piedpokladu r* = 1(mod ¢) vime, ze (r,f) = 1 a tedy [r]; € Z). Pro x = [r]; je proto w,
automorfismus grupy (Zy, +). Navic pro libovolné m € N plati (w;)™ = wym. Pro m = k méame
o = [r¥], = [1]y a tedy (we)* = wyr = id. Definujme nyni zobrazeni ¢ : Zy — Aut(Z) predpisem
©([h]r) = (wz)" pro libovolné h € Z. Toto zobrazeni je korektné definovéno, protoze (w,)* = id.
Snadno se také nahlédne, ze ¢ je homomorfismus grup. Podle jiz zminéného piikladu a)-i) z 6.
kola soutéze tak mame definovanu grupu (G, -), pro niz plati G = Zy X Zj a operace - je ddna
vztahem

([ile: )1 - (Ip)es lalw) = ([ie + (W) (o), Uik + [alw) = (i + 77p)e, [F + ali) » pro i, j,p,q € Z.

Pokud nyni zvolime v G dva prvky b = ([1]¢,[0]x) a a = ([0]¢, [1]x), pak se snadno ovéfi, ze G
spliiuje prezentaci (*). Skute¢né, pro libovolné m € Z plati b = ([m]y, [0]x), protoze Z, x {[0]x}
je podgrupa grupy G izomorfni grupé Zy, kde izomorfismem je projekce na prvni slozku. Tedy
v* = ([0]¢,[0]%) a podobné a* = ([0, [0]x), protoze podgrupa {[0];} x Zs grupy G je izomorfni s
grupou Zj. Kone¢né

a-b=([0], [1x) - (e, [0]x) = ([0 + " - g, [1x) = ([r]e, [0]k) - ([0]¢, [1]i) = b" - a.

Celkem je G = Zy 1, Zj, grupa fadu k - ¢, kterd spliiuje prezentaci (x).

Poznamenejme, Ze v pripadé k = 1 je Zj trividini grupa a je zbytecné uvaZovat poloprimy
soucin, protoze ten je izomorfni grupé Zy a lze tedy za grupy G vzit rovnou Zy. Podobné v pripadé
¢ = 1. Také je dobré si wvédomit, Ze v pripadé r = 1 je kaZdd grupa spliujici prezentaci (x)
komutationd. 'V tomto pripadé je w, = id, ¢imz pddem homomorfismus @ zobrazuje kazZdy prvek
Zy, na id € Aut(Zy) a tedy poloprimy soucin Zy Xy, Zy, je primy soucin Ly X ZLy,.

(iv) Budte G a H dvé grupy spliujici prezentaci (x) a v nich ozna¢me prislusné prvky
a,b € G ad,b € H. Uvazujeme-li pifimy soucin grup G x H, pak projekce na prvni a druhou
slozku m : G x H — G, resp. my : G Xx H — H, jsou homomorfismy grup. Oznacme v grupé

33



G x H prvky A = (a,d’) a B = (b,b). Vzhledem k tomu, ze operace ndsobeni je v grupé G x H
definovana po slozkéch, snadno se nahlédne, ze

Ak = (a’k7 (a/)k) = (1G7 1H) = 1G><I{7

a podobné B = 1gxg a A- B = B - A. Oznacime-li K podgrupu grupy G x H generovanou
prvky A a B, pak K spliuje prezentaci (). Navic {a,b} C m1(K) a tudiz m; je surjektivni
homomorfismus z K na G. Stejné se ukaze, ze i mo je surjektivni homomorfismus.

(v) Oznaéme K nékterou grupu, kterd ma nejvétsi fad ze vSech grup spliujicich prezentaci
(x). Jeji existence plyne z ¢dsti i). Bud nyni G libovolnd grupa spliujici (). Podle ¢dsti iv) existuje
grupa N spliujici prezentaci (x) a surjektivni homomorfismy grup a : N - K a f: N — G.
Protoze K byla nejvétsi moznd grupa spliujici prezentaci (x), plati pro velikosti grup K a N
nerovnost |K| > |N|. Zaroven |N| > |K|, protoze « je surjektivni zobrazeni koneénych mnozin.
Tudiz |K| = |[N] a a : N — K je bijekee, tj. izomorfismus grup. Proto foa™! : K — G je
surjektivni homomorfismus z grupy K na grupu G.

Poznamenejme, Ze v ¢dsti ii) jsme ukdzali, Ze vidy b = brk, 1. b1 = 1. Vzhledem kb¢ = 1 tak
mdme b% = 1 pro nejuétsi spolecny délitel d céisel v* — 1 a (. Lze dokdzat, Ze jako nejvétsi grupu
splriujici prezentaci (x), jejiz existenci jsme dokdzali v ¢dsti v), a kterd je urcena jednoznacné
aZ na izomorfismus, jak jsme si povsimli v komentdri zaddni, lze vzit polopTimy soucin grup Zg
a Zi. Z popsaného totiz plyne, Ze kaZdd grupa spliujici prezentaci (x) pro trojici k,C,r spliuje
prezentaci (x) i pro trojici k,d,r, pFitom pro tuto trojici je predpoklad v* = 1(mod d) jiz splnén.

b) (i) Necht G spliiuje prezentaci (x*) a a,b € G jsou pifslusné prvky. Uvédomme si, ze prvek
a je inverzni sdm k sobé a totéz plati pro prvek b. Z rovnosti (ab)” = 1 prondsobenim prvkem a
zleva a prvkem b zprava dostaneme a-b=a - (a-b)"-b= (b-a)™ L.

Staci dokéazat, ze podgrupa G generovana prvky a, b je dana vztahem

Ha,b}) ={(a-b)"-d’ |i€{0,...,m—1},j € {0,1}},

protoze dle predpokladu ({a,b}) = G pak dostavdme pozadované. Postupujme podobné jako v
¢asti a)-i): oznaéme X = {(a-b)"-a’ | i€ {0,...,m —1},7 € {0,1}} podmnozinu grupy G.

1) Ziejmé a = (a-b)?-a' € X aplati b= (a-b)™-b= (a-b)™ ! -a.

2) Ziejmé 1 = (a-b)?-a" € X. Déle pro libovolné i € {0,...,m—1} plati ((a-b)")~! = (a-b)™*
a lze vidét, Ze prvek (a - b)a je inverzni sam k sobé. Mnozina X tak obsahuje s kazdym prvkem
i prvek k nému inverzni. Potiebujeme jesté ukdzat, Ze X je uzaviend na nasobeni. Bud nyni
(a-b)f-a’ € X a(a-b)P-a? € X libovolné — zde predpokldddme i,p € {0,...,m — 1} a
4,q € {0,1}. Pokud j = 0 pak (a-b)'-a’ - (a-b)P-a? = (a-b)"*P.a? € X, protoze v piipadé
i+p>m plati (a-b)*P-a? = (a-b)"*P~™.q% Pokud j = 1, pak pouzijeme v tivodu dokdzanou
rovnost a - b = (b-a)™ ! a dostaneme

(a-b)-al-(a-bP-a?=(a-b)-a-(b-a)" Y- -a?=(a-b)-a-(b-a)Pm D .q0=
= (a-b)(a-b)P™m Y . q. a7 = (a-b)PmD o170 = (¢ p)?. 0l e X,

kde d je zbytek po déleni ¢éisla i + p(m — 1) ¢islem m.

3) Dokéze se naprosto stejné jako v ¢asti a)-i).

(ii) Vhodnou grupou, pro pevné zvolené m > 3, kterd ma fad 2m, je (D,,,o), tj. grupa
symetrii pravidelného m-ihelniku. V grupé D, ozna¢me a nékterou osovou soumeérnost. Plati
a? = id. Déle oznaéme 7 rotaci kolem stiedu o thel 2X. Plat{ |({r})| = m. Protoze fdd podgrupy
({a,r}) je vétsi nez [({r})| = m a déli 2m = |Dy,|, plati ({a,7}) = Dy,. Oznacme nyni b =aor.
Zjevné se jedné o néjakou osovou soumérnost, a proto b? = id. Navic aob =aoaor = r, a proto
(aob)™ = id. Kone¢né z rovnosti aob = r plyne ({a,b}) = ({a,r}) = D,,. Celkem dostédvame, ze
grupa (D,,, o) spliuje prezentaci (k).
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Pro m = 1 mé platit a - b = 1, tj. a = b= = b. Jako grupu fadu 2m = 2 lze vzit cyklickou
grupu (Zg,+) a v ni prvky a = b = [1]s.

Pro m = 2 mé platit (a-b)?> =1,tj. b-a = (a-b)"" ! =a-b (viz éast i)). Uvazovana grupa
je tedy komutativni (pokud komutuji generatory, pak komutuji vsechny prvky). Jako grupu rddu
2m = 4 lze vzit komutativni grupu (Zsg, +) X (Z2,+) a v ni prvky a = ([1]2,[0]2) a b = ([0]2, [1]2).

Poznamenejme, Ze ilohu b) lze Tesit také prevedenim na tlohu a). Necht G je grupa splriujici
prezentaci () a a,b jeji vhodné proky. Oznacime-li c = a-b, pak platib=a"'-c=a-c a tedy
G je generovdna dvojici prvki a a c. Navic a®> =1, ¢™ = 1 a protoze pro b= a - ¢ mdme b*> = 1,
dostdvdme a - c-a-c = 1. Odkud plyne, prondsobenim ¢™~ ' - a zleva, rovnost a-c = ¢! - a.
Tedy G spliiuje prezentaci (x) pro trojici éisel k = 2, £ = m, r = m — 1. Cdst a)-i) tak ihned
ddvd b)-i) a édst a-iii) implikuje b-ii), nebot predpoklad v* = 1(mod £) je splnén. V Fesent Cdsti
a)-iii) popsany poloprimy soucin grup L., a ZLe je samozrejmé izomorfni grupé Dy, (pro m > 3)
popsané v fesent b-ii), coZ bylo dokdzdno v prikladu a)-ii) v 6. kole.

Semindr: Urcete grupy symetrii pravidelnijch téles (krychle, ctyrsténu, dvandctisténu, atd.).
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