Polynomy vice proménnych

Poznamka. V Algebre | jsme k libovolnému okruhu R sestrojili
okruh polynomi R[x] nad okruhem R. Tuto konstrukci mizeme
opakovat pro okruh R[x] a sestrojit okruh polynomi nad nim, jen
musime odlisit pivodni a nové zavadénou proménnou.

Definice. Necht R je okruh. Okruhem polynomi dvou proménnych
nad okruhem R rozumime okruh R[x1, xo] = (R[x1])[x2]. Dale
postupujeme indukci: pro libovolné prirozené Cislo n je okruhem
polynomi n proménnych nad okruhem R okruh

Rix1,....xn) = (R[x1, ..., Xn—1]) [xn].

Prvky okruhu R[xi, ..., x,] nazyvdme polynomy n proménnych nad
okruhem R, zfejmé je kazdy takovy polynom mozné zapsat jako
konecny soudet scitancl tvaru axk1 kz .. .x,.’fnm, kde a € R,

0<m<nl<ih<h<-: <1m§nak1,.. km € N.
Pro usnadnéni zapisu defmUJeme x =1 pro kazde i=1...,n,
pak je tedy tento s¢itanec mozno psat ve tvaru axj'x;’ .. , kde

aceRan,...,meNy=NU{0}.



Stupen polynomu vice proménnych

Kazdy polynom f € R[x1,...,x,] Ize tedy zapsat jako kone¢ny
soulet s¢itanch tvaru ax;’x;?...x/", kdea€ Rari,...,r, € Np.

Souéinu x{lxzr2 ... x;r tikdme ¢len, prvku a koeficient tohoto ¢lenu.

Je-li f # 0, Ize pfi zapisu f navic pozadovat, aby se zadny ¢len
neopakoval a koeficienty byly nenulové. V tom pfipadé Cleny

v tomto souctu pouzité nazyvame Cleny polynomu f, o pouzitém
koeficientu takového ¢lenu mluvime jako o koeficientu polynomu f
u tohoto ¢lenu.

Stupném €lenu x;*x3? ... x/" rozumime soudet r + -+ + rp.

Stupném st f nenulového polynomu f rozumime nejvétsi ze stupnu
jeho Clend, stupen nulového polynomu klademe roven —oc.

Maji-li véechny ¢leny polynomu f stejny stupen, hovorime
o homogennim polynomu (¢asto se homogennim polynomdm také
fika forma, napriklad linedrni forma, kvadratickd forma, ...).



Okruh polynomi vice proménnych

Kazdy nenulovy polynom f € R[xi, ..., x,] je tedy souétem
nékolika ¢lend vybavenych koeficienty z okruhu R. Soudet f + g
dvou takovych polynomil provedeme sectenim téchto souctd,
pokud néjaky clen je ¢lenem obou polynomd, Gpravou

ax'xy? .. x4 bxytxg? . .xfr = (a+ b)x{*x3t ... X"

seCteme prislusné koeficienty v okruhu R. V pripadé a4+ b =10
prislusny ¢len v zapisu polynomu f + g neuvedeme.

PFi nasobeni polynom( roznasobujeme soucty uzitim distributivniho
zdkona, je tedy pouze treba si rozmyslet, jak upravit soucin

axy'xy? ... xp - bxk1 2k2 ... xkn Uvédomme si, 7e i v pfipadé, kdy
okruh R neni komutatlvni, tak v okruhu R[x] plati a-x = ax = x-a
pro kazdé a € R. Kazd4 proménnd tedy komutuje s kazdou

konstantou, tedy v okruhu R[xi,..., x| plati a- x; = x; - a,
Xj - Xj = xj - xj pro kazdé a € R, i,j € {1,...,n}. Proto
axy'xy? ... xpm bxf1 ke xkn = (a- b)x, e+ r2+k2 . xtkn

Soucinem homogennich polynom( je homogenni polynom.



Vedouci ¢len, vedouci koeficient
Na mnoziné Nj mame legikografické usporadani definované takto:
pro libovolné n-tice [r1,..., ], [ki,..., kn) € N klademe
[r,...,r] <[ki,..., kn], pravé kdyz existuje j € {1,..., n} tak,
Ze pro kazdé i, 1 < i < j plati r; = kj a soucasné r; < k;.
Pak [r1,...,m] < [ki,...,kn] znamena [ri,..., ra] < [ki,..., kn]
nebo [ri, ..., rm] = [ki,. .., kn].

Zrejmé (N7, <) je fetézec.

2 o X ki ko Kn 5o n¥ed & . r r
Rekneme, Ze Clen x;'x,% ... x," je pred Clenem x;'xy* ... x/",
jestlize [, ..., rp) < [ki,..., kn].

Clen nenulového polynomu f € R[x1,...,xn], ktery je pred vsemi

ostatnimi ¢leny polynomu f, se nazyva vedouci ¢len polynomu f,
jeho koeficientu fikdme vedouci koeficient polynomu f.

Vedouci ¢len ani vedouci koeficient nulového polynomu
nedefinujeme.

Miize se stat, Ze stuperi vedouciho ¢lene polynomu f je mensi nez
stuperi polynomu f.



Vedouci ¢len, vedouci koeficient

Véta. Necht [ri,... . ra] <[ki,....knl, [r],---. 0] <[ki,.... kp]
Pak [rn+ri,....rn+ 1] <[ki+ki,..., kn+ k]

Dikaz. Existuji j,j' € {1,...,n} tak, Ze

I’j<kj7 Vi:1§/<j = r = k;,

M<K, Viil<i<j = r=K.

Ozname ¢ = min{j, '}, pak

re+r <ki+ky, Vi:l<i<tl = ri+r =k+Kk,
coz bylo tfeba dokazat.

Disledek. Necht f,g € R[x1, ..., xp] jsou nenulové polynomy. Je-li
soucin vedoucich koeficient polynomd f a g nenulovy, je vedouci
¢len soucinu f - g soucinem vedoucich ¢leni polynomi f a g.

Poznamka. Pokud alesponi jeden z vedoucich koeficientid neni
délitel nuly, je predpoklad o nenulovosti soucinu vedoucich
koeficientl splnén. Je-li R obor integrity, pak tento predpoklad
bude splnén vzdy.



Vlastnosti okruhu polynom{ vice proménnych

Okruh polynomu vice proménnych vznikl iterovdnim konstrukce
okruhu polynom( jedné proménné. Proto nékteré vysledky

o okruzich polynom( jedné proménné nam davaji disledky pro
okruhy polynomi vice proménnych:

Je-li R obor integrity, pak i R[xi, ..., x| je oborem integrity.

Mame posloupnost do sebe vnorenych podokruhti:
R —»C«— R[Xl] g R[X17X2] g e g R[X17X27 s 7Xn]'

Vime, ze je-li R okruh s jednoznaénym rozkladem, pak i R[x] je
okruh s jednoznaénym rozkladem, a proto i R[xi,..., x| je okruh
s jednoznaénym rozkladem.

Specidlné pro kazdé téleso T je okruh T[xi,..., x| okruhem
s jednoznaénym rozkladem.



Hodnoty polynomi vice proménnych
Je-li R podokruh okruhu K, pak pro libovolné prvky ci,...,cp, € K

a libovolny polynom f € R[xi, ..., x,] mdme hodnotu
f(ci,...,¢cn) € K polynomu f v ¢y, ..., cn.

Je-li K komutativni okruh, pak pro libovolné ci,...,c, € K je
zobrazeni ¢ : R[x1,...,xn] — K uréené predpisem

o(f) =f(ci,...,cn) homomorfismus okruh.

Predpoklad, ze K je komutativni okruh, Ize zeslabit:

Véta. Necht R je podokruh okruhu K, necht c1,...,c, € K spliuji

> pro kazdé a € R a kazdé i € {1,...,n} platia-ci=c¢;- a,
> pro kazdé i,j € {1,...,n} platic;-¢; = ¢ - c;.
Pak zobrazeni ¢ : R[xi,...,x,] — K urené predpisem
o(f) = f(ct,...,cn) je homomorfismus okruhd.
Dikaz. Stadi pro libovolné a, b€ R, n, ..., ki, ..., ky € Ny si
uvédomit, Zze za téchto predpokladi
aci'c?...clr- bcf1 céQ ...ckn=(a- b)c] n-th 2r2+k2 ... chtkn,



Dalsi teorie okruhu polynomi vice proménnych

Studium ireducibilnich polynomd ¢&i ideald okruhu R[xy, ..., x,] je
Prestoze je tato teorie potreba v algebraické geometrii pri studiu
ploch (tedy mnozin kofenl polynomi vice proménnych), nebudeme
ji nyni budovat.

Zaméfrime se pouze na jeden aspekt teorie polynomu vice
proménnych: budeme studovat tzv. symetrické polynomy.



Symetrické polynomy

Definice. Necht R je okruh. Polynom f € R[x,...,x,] nazyvdme
symetricky polynom (n proménnych), jestlize pro libovolnou
permutaci o mnoziny {1,..., n} plati

F(x15- -5 Xn) = F(Xa@)s - - - 5 Xa(n))-

Pozndmka. V predchozi definici znamend f(xq(1), - - -, Xa(n))
hodnotu polynomu f v prvcich x,(1), .., Xo(n) € R[x1; .., Xa].
Vzhledem k tomu, Ze R je podokruhem okruhu R[xi,...,x,], ma
tato hodnota smysl. Poznamenejme, ze f(x1,...,x,) = f.

Priklad. Kazdy konstantni polynom f € R je symetricky.
Polynom xZ + x3 je symetricky polynom dvou proménnych, neni
vSak symetricky jako polynom tfi proménnych.

Véta. Necht R je okruh, f € R[x1,...,xs]. Polynom f je
symetricky, pravé kdyz pro kazdé i € {2,...,n} plati
f(X,',XQ, ey Xi—1y X1y Xj41y - - - ,Xn) =f.

Dikaz. Plyne z toho, Ze mnozina transpozic
{(1,2),(1,3),...,(1,n)} generuje grupu S,,.



Elementdrni symetrické polynomy
Definice. Necht R je okruh. Nasledujici polynomy
Siy...,5n € R[x1,...,x,] nazyvame elementarni symetrické
polynomy n proménnych:
S1=x1txe+ -+ X,
So = X1Xo + X1X3 + -+ + X1Xp + XoX3 + -+ + Xp—1Xp,

Sk = E Xig Xy + o« Xy s

1<h<ip<-<ix<n

Sp = X1X2...Xp.

Pozndmka. Ztejmé jsou elementdrni symetrické polynomy n
proménnych skutecné symetrické polynomy n proménnych.
Ukazeme, Ze naopak jakykoli symetricky polynom n proménnych
Ize vyjadrit pomoci nich.



Podokruh symetrickych polynomd

Véta. Necht R je okruh, n € N. Pak mnoZina S vsech symetrickych
polynomi n proménnych tvori podokruh okruhu R[xy, ..., x,| a
plati R C S.

Diikaz. Konstantni polynomy a € R jsou symetrické, tedy R C S.
Necht f, g € S jsou symetrické polynomy. Protoze proménné
komutuji s libovolnym prvkem okruhu R i mezi sebou, pro
libovolné o € S, plati

(f - 8)(Xaq) - -+ > Xa(n) = F(Xa@)s - -+ » Xa(n)) - 8(Xa(), - - -+ Xa(n) =
=f(x1,. s Xn) - &(X1, -y xn) = (F-g)(X1,y. .., Xn),

atedy f-g € S. Proto take —f =(-1)-f € S. Podobné
(f+g)(x Xa(1)s++ s Xau(n )) = f(x Xa(1)s -+ -3 Xa(n ))+g(xa(1)a s 7Xo<(n)) =
(X1, xn) +8(X15 v xn) = (F+8)(x1, .., Xn),

atedy f+ge€S.

Ddsledek. Pro libovolny h € R[x,...,x,] plati, Ze hodnota
h(si,...,sn) polynomu h v elementdrnich symetrickych
polynomech s1,...,s, je symetricky polynom.



Vedouci ¢len symetrického polynomu

Pozndmka. Elementarni symetrické polynomy komutuji

s konstantnimi polynomy i mezi sebou. Proto je zobrazeni

®: R[x1,...,xn] — S uréené predpisem ®(f) = f(s1,...,sp)
homomorfismus okruh.

Nasim cilem je ukazat, ze ® je izomorfismus.

Ekvivalentné: kazdy symetricky polynom je hodnotou pravé
jednoho polynomu v elementarnich symetrickych polynomech.
Lemma 1. Necht R je okruh a f € R[x1,...,xa], f #0, je
symetricky polynom n proménnych. Pak vedouci &len x{*xy* ... x}"
polynomu f spliiuje i > rp > -+ > .

Dikaz. Piedpoklddejme, Ze x;x32 ... X/ je €len polynomu f,

priemz plati r; < riy1 pro néjaké i € {1,...,n—1}. Protoze f je
symetricky, aplikaci transpozice (i, + 1) dostaneme, ze f ma také
¢len
rn ri—1 rit1 ri riq2 rn
Xpt XX xS )

s rn_rn

ktery je pred &lenem x;*x? ... x/r. Clen x{*x3? ... x}" neni vedouci.



Zobrazeni @ je surjektivni

Lemma 2. Homomorfismus ® je surjekce, tj. pro kazdy symetricky
polynom f € R[xi, ..., xp] existuje polynom h € R[xy,..., x| tak,
Ze ®(h) ="f.

Diikaz. Je-li f = 0, véta plati pro h = 0. Predpokladejme, ze f # 0.
Podle lemmatu 1 vedouci ¢len x{*x5* ... x/" polynomu f spliiuje
rn>r>->r, Oznalme t = s 2s227" s st
Protoze vedouci ¢len polynomu sk je xi ... Xk, je vedouci Clen
polynomu t roven x;'x,? ... x/, tedy stejny jako polynomu f.
Oznacdime-li a vedouci koeficient polynomu f, je g = f — at
symetricky polynom. Pokud g # 0, je vedouci ¢len polynomu f
pred vedoucim ¢lenem polynomu g. Protoze

at = ®(ax]' x2 " ... x" " "x!"), z platnosti véty pro polynom
g plyne jeji platnost pro polynom f.

Protoze za vedoucim ¢lenem polynomu t podle lemmatu 1 mize
byt jen konecné mnoho vedoucich ¢lenl symetrickych polynomi,

po konecné mnoha téchto redukcich dostaneme nulovy polynom.



Zobrazeni @ je injektivni

Lemma 3. Homomorfismus ® je injekce.

Dikaz. Ukazeme, ze ker ® = {0}, a to tak, ze pro libovolny
nenulovy h € R[x1,...,x,] dokdzeme, Ze plati ®(h) # 0.

Sy & . n o i . n o) — oM
Pro kazdy ¢len x;*x? ... x7" je ®(x{* x> ... x") = s;'s? ... s

Vedouci ¢len tohoto polynomu je

rn+rnttrn 4ttt -1+t _r,
X, X3 XX
Pro rizné n-tice [ry,...,ry] a [k17 . ,,] tedy plati, Ze vedouci
&leny polynomii Cl:'(xlr1x2r2 ...x/") a ¢'(X1 X2 ... xknY jsou riizné.

Necht xfl 52 ...x! je ten &len polynomu h, jehoZ obraz

v homomorfismu ® ma vedouci ¢len pred vedoucimi ¢leny obrazi
ostatnich ¢&lend. Pak vedouci &len polynomu ®(x'x;? ... xt) je
vedoucim ¢lenem polynomu ®(h). Je proto ®(h) # 0.



Hlavni véta o symetrickych polynomech

Véta. Necht R je okruh a f € R[xi, ..., x| je symetricky polynom
n proménnych. Pak existuje pravé jeden polynom h € R[xi, ..., Xp]
spliiujici ®(h) = f, tj. f = h(s1,...,sn).

Diikaz. Plyne z lemmat 2 a 3.

Protoze diikaz lemmatu 2 je konstruktivni, dostavame algoritmus
na vyjadfovani symetrického polynomu pomoci elementarnich
symetrickych polynomdi. Vyuzijeme pfi ném i nasledujici vétu.

Véta. Kazdy symetricky polynom je souctem nékolika homogennich
symetrickych polynomii.

Dikaz. Plyne z toho, ze pro kazdou permutaci « stupen ¢lenu
ty 2 th o t ) th s H N

X[ Xy X a cIenu.xa(l)xaQ) S Xyt Je stejny. Proto soucet

¢lend daného symetrického polynomu pevné zvoleného stupné tvori

symetricky polynom.



Algoritmus

Je dan nenulovy symetricky polynom f € R[x, ..., xy].

Lze predpokladat, Ze f je homogenni stupné s = st f

(jinak f napiSeme jako soucet nékolika homogennich symetrickych
polynom( a kazdy scitanec vyjadfujeme zvlast).

Necht x;*x3? ... x/" je vedouci ¢len polynomu f.

Vime,zern >n>--->r,n+n+---+rn=s.

VypiSeme viechny n-tice [ki, ..., ks| € N{, které jsou
lexikograficky mensi nez [ry, ..., r,]| a které spliuji
ki>ky>--->kn ki +ko+---+ kp=s.

Necht a je vedouci koeficient polynomu f. Pak pro kazdou
vypsanou n-tici [y, ..., kn] existuje ajx, . x,] € R tak, Ze plati

_ n—r» rn—1—"rn _r, ki—ka kn—1—kn _k,
f=as' ?...5"7] s+ E Aky,....kn] S1 .8, s
[k17~--7kn]

Koeficienty a, ...k, ur¢ime metodou neurcitych koeficientd: obé
strany rovnosti jsou polynomy. Kazdym dosazenim za proménné
dostaneme linearni rovnici pro neznamé koeficienty.



