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Predmluva

Tento CDROM je ucebnim textem nového typu vyuZivajici moznosti souCasné
vypocetni techniky. Jde o moderni zplisob vyuky matematicke analyzy, kdy pro-
stfedni ctvim pocitacovych technologii se student uci matematickou anayzu anao-
pak. Podnétem k vytvoreni vytvofeni CDROMu byla potfeba zvySit geometrickou
predstavivost studentti a zmodernizovat vyuku vyuzitim modernich technologii.

Jako prvni partie zmatematickéanalyzy byl vybran , Diferencidni poCet funkci
vice proménnych“ ato z téchto dlivodl: problemy zde feSené jsou vhodné pro
poCitatove zpracovani, vybrané téma vyzaduje dobrou geometrickou predstavi-
vost v prostoru a nedostatek zahraniénich materialli k tomuto tématu. Zakladem
CDROMu byl ucebni text [D], prace a zkuSenosti s pripravou CDROM{I na
Masarykoveé univerzité v Brné ([DKV|, Sa]).

K pocitacove redlizaci byl vybran program Maple V pro svoje snadné ovla
dani a &roké roz&ifeni na vysokych 3kolach v Ceske republice. Vlastni text je
ulozen ve formatu PDF (Portable Document Format), ktery se stava standardem
pro elektronickou publikacni ¢innost a je nezavidly na platformé. Krome jiného
umoziuije prostiednictvim kiizovych odkazili rychle vyhledavat souvislosti napric
celym textem.

CDROM je urcen pro posluchate odborného studia matematiky, fyziky, in-
formatiky a pro posluchate ucitelského studia matematiky a dale véem zgemclim
0 vyuku matematické analyzy s vyuzitim pocitate a uzivatelim CAS systému
Maple. Materialy zde uvedené jsou koncipovany tak, aby uzivatele vedly k sa-
mostatnému pouziti vypoCetni techniky pfi studiu diferencialniho poCtu funkci
vice proménnych ¢ k pripravé daSich materiali pro podporu vyuky. Spojeni
textu, grafiky, poCitatovych vstupll a vystupli by mélo vytvorit prostfedi slouZici
k maximalné efektivnimu zvladnuti probirané problematiky.

CDROM je rozdélen do dvou zékladnich Casti — na Cast teoretickou a Cast
praktickou. Teoreticka Cast je rozdélena do deviti kapitol, v Uvodu kazdé kapitoly
jsou pripomenuty prisludné pojmy z diferencianiho poctu funkci jedné proménné.
Nove pojmy atvrzeni z diferencia niho poctu funkci vice proménnych jsou nejprve
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formulovany pro funkce dvou proménnych a teprve potom obecné pro funkce
n proménnych. Pouze v pripadech, kdy je situace zcela stejna pro dvé a vice
proménng, uvadime primo definice atvrzeni pron > 2. Nakonci kazdé kapitoly
jsou uvedena cviceni, jgichz vysledky Ize ngjit nakonci textu.

Prakticka Cast ilustruje vyuziti programu Maple V v diferencidnim poctu
funkci vice proménnych. K probirane problematice je zde systemem Maple vy-
tvorena ilustraéni grafika a ukazky pocGitatového FeSeni prikladll. Teoreticka i
prakticka ¢ast jsou Uzce svazany prostiednictvim kFizovych odkazli (po sezna-
meni steoretickym pojmem si pouhym stiskem tlagitka mySi miizeme prohlédnout
jeho geometrickou interpretaci a mitizeme se seznamit i se zplisobem, jakym byla
ilustratni grafika vygenerovana). VSechny pocitacove materidly jsou ulozeny na
CDROMu. Tedy uzivatel CDROMu miize snadno generovat podobné obrazky bez
nutnosti studovani syntaxe prikazti Maplu.

Zavérem bychom chtéli podékovat doc. RNDr. J. Kubenovi, CSc. za vypraco-
vani obrazkli v prvni Easti textu, za pomoc pfi psani v systému IATEX a prevod
prvni Casti textu do forméatu PDF.

Tento CDROM vznikl za podpory Fondu rozvoje VS v ramci feeni projektu
C. 448/1999.

Brno, prosinec 1999 Autori



Vyuziti pocCitaCe ve vyuce
matematicke analyzy

Rychly rozvoj vypocetni techniky v souCasnosti ovliviuje téméf vSechny ob-
lasti lidského Zivota. Stranou nezlistava ani proces vyuky na vysokych Skolach.
V naSich podminkach bylo zatim pouZziti poCitace ve vyuce spis nahodilé a bylo
vyuky zaCina zabyvat vetSi pocet vyucujich, ktefi si své zkuSenosti sdéluji na
konferencich poradanych Ceskym sdruzenim uZivateltl Maplu a na celostatnich
seminéfich kateder matematiky fakult pfipravujicich ucitele matematiky (napr.
Pocitatem podporovana vyuka matematiky a priprava didaktickéeho experimentu,
Rybnik u Pobézovic, 8.—11. zafi 1998).

Otazky tohoto zplisobu vyuky vSak nejsou zatim souhrnné zpracovany a zod-
povézeny. Tato kapitolaje proto vénovanaproblematice vyuziti vypocetni techniky
ve vyuce matematické analyzy. Jegjim cilem je ukazat moznosti tohoto zplisobu
vyuky a ngjit odpovéd na otazky: ,Kde, pro€ ajak pouZivat po€itat pfi vyuce
matematické analyzy” a zaroven upozornit i na tskali pouzivani pocitacovych
systémll ve vyuce.

Vyuziti poCitate ve vyuce matematické analyzy muize byt na zakladé naSich
zkuSenosti rozdéleno nasledujicim zplisobem:

e pocitaCova grafika
e pocitaCové feSeni Uloh

PocitaCova grafika — pod timto terminem budeme v dalSim rozumét jakykoliv
graficky vystup pofizeny poCitatem (obrazovka, tiskarna, ploter, ... ). Grafika
mUize byt staticka (graf funkce) nebo dynamicka (animace v CAS systémech).
PocitaCovéreSeni Uloh—pod poCitatovym feSenim Uloh rozumimevyuziti pocitate
pri FeSeni zadaného matematického problémul.

Ulohy, pri kterych ziskavame FeSeni pouze pouzitim standardniho prikazu sys-
temu, nebudeme uvazovat. V takovem pripadé je pro nas pocitac jakousi ,,cernou
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skiinkou®, ktera nam dava vysledek bez naseho prispéni a bez pochopeni, co se
dge,, uvnitr*. NaSe pozornost bude soustfedénananetriviani asmysluplné pouziti
pocitate pfi FeSeni matematickych problémd, tj. tam, kde:

e pocitat pomaha pri rutinnich a zdlouhavych vypoCtech (pfedpoklada se, ze
danatechnika vypoctu bylajiz dfive probrana)

e pocitat pomaha pfi opakovani a prohloubeni probirané latky jinym, netradic-
nim postupem (Uloha je formulovana tak, ze bez znalosti nezbytné teorie je
pocCitaCove nefeSitelnd)

e pocitat pomahapfi vysvétleni, objasnéni daného teoretického pojmu Ci zavis-
losti (Casto v Uzkéem spojeni s poCitatovou grafikou)
Vedl e téchto dvou zakl adnich zplisobll vyuziti pocitate ve vyuce matematicke ana-
lyzy nékdy pouzivanei programti k testovani znalosti. Tyto slouzi k mechanickému
procviCovani a provéfovani ziskanych védomosti a dovednosti. Protoze program
MapleV neni uréen k tvorbétakovych testll, uvadime pouze v kapitol e[15.2odkazy
natestovaci programy na Internetu.

Pokusme se nyni nalézt odpoveédi na otazky polozené v predchazejicim od-
stavci.

Kde

Kde, presngji ve které fazi aforme vyuky avzdélavani v matematické analyze, 1ze
efektivné vyuZivat vypoCetni techniku?
Ze Ziskanych zkuenosti plyne, Ze vypocetni techniku |ze pouzivat pri

e prednaskach

e cviCenich

e samostatné priprave studentd.

P¥i prednaskach vyuzZivame nejCastgji pocCitacove grafiky. Méné Casteje pouziti
pocCitatovéeho feSeni Uloh, alei to nachazi pfi prednaskach uplatnéni ato zefména
pri usnadnéni zdlouhavych vypoctl a pfi Upravach vyrazi. Testovacich programl
pri prednaskach nevyuzivame.

PFi cviCenich hragje klicovou roli poCitatove feSeni Gloh, které doplnuji poCi-
taCova grafika a testovaci programy (my3lenajsou speciani cviceni v pocitatovée
laboratori).

To samé plati i pro samostatnou pripravu, pouze roste Uloha testovacich pro-
gramu.
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Proc

Pro¢ vypocetni techniku, presngji vyse uvedenych zplisobll, ve vyuce matematickée
analyzy vyuzivat?

Geometricka predstavivost hrgje v matematické analyze vyznamnou Glohu (stu-
denti nékdy nemaji s danym matematickym pojmem spojenu konkrétni geomet-
rickou predstavu). K jgimu vytvareni vyznamnou meérou prispiva i poCitatova
grafika. Ta nam umoznuje tuto geometrickou predstavu vytvaret i v pfipadech,
které jsou bez pouziti pocitace jen tézko realizovatelné (viz napr. obr. [11.6). F¥i
feSeni prikladll si pak student miize vytvorit geometrickou predstavu o tom co ma
pocitat a mlize ziskané vysledky s pocitatovou grafikou konfrontovat (viz napr.
priklad[14.4).

Zjednodueni rutinnich vypo&tll umozni studentlim vénovat vice ¢asu vybéru
metody FeSeni ainterpretaci vysledkd. V diisledku toho miizeme obohatit riiznoro-
dost typll, zvysit pocet a prohloubit naroénost problémd, které studenti samostatné
fesi. Ilustraci takového pristupu je napriklad urCovani limity funkce dvou pro-
meénnych (kapitola[11.2). Nezanedbatelny jei prispévek pocitatového FeSeni Gloh
k opakovani a prohloubeni uciva. llustrujme tento pristup na hledani stacionarnich
bod{ funkce dvou proménnych (pfiklad[I4.1). Student musi nejdrive sam sestavit
soustavu rovnic pro nalezeni stacionarnich bodil. PoGitate pak vyuZzije k vypoctu
odpovidajich parcianich derivaci ak vypoCtu soustavy rovnic (pfi feSeni postupuje
stejnéjako pri FeSeni pomoci ,, tuzky a papiru”, pouze vlastni zapis provadi formou
prikazll zvoleného potitatoveého systému). DalSim stupném je pak automatizace
tohoto postupu pomoci programovaciho jazyka zvoleného systému. PoCitacove fe-
Seni Uloh prispivai k objasnéni teoretickych pojmil a prohloubeni jejich pochopeni
(napf. znazornéni geometrického vyznamu smérovych derivaci, kapitola[12.1). Ve
v&ech uvedenych pFipadech umoziuje studentlim pouZiti pocitate soustiedit se na
podstatu problému vice nez na mechanické zvladnuti vypoctu.

Pouziti pocitate ve vyuce ma vsak i sva Uskali. Ne vzdy totiz pocitatovym
programem ziskame vysledek, ktery odpovida skutecnosti. Pfi vyuce studentl
u pocitace je proto tirebaklast diiraz nainterpretaci akontrolu ziskanych vysledkdl.
Studenti maji Casto tendenci pouZivat poCitatovy program mechanicky, bez uva-
zovani. Uvedme si jeden ilustragni priklad:

Priklad. Pomoci pocitate nakreslete graf funkce f(x) = € + In|(4 — X)| pro
x € (0, 5).
K FeSeni byl pouZit systém Maple.

> f:=x->E**x+l n(abs(4-x));

fi=x—=E*+In(14—-X|)
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> plot(f(x),x=0..5, labels=[x,y]);

Rada student se zde soustiedi predev&im na syntaxi prikazu aje se ziskanym
vysledkem spokojena (obr. [I). Podrobnégsi analyzou zadané funkce ae zjistime,
Ze tato funkce f je v bodé 4 nespojita alimy_, 4 f(X) = —oo. Graficky vystup
proto poté upravime pfidanim parametru di scont =t r ue a zvySenim poctu
referencnich bodl (tj. bodl, které Maple pouziva k aproximaci zadané funkce).
Pro vétsi nazornost volime x z intervalu (3.9, 4.1) (obr.[2).

> plot(f(x), x=3.9..4.1, y=47..58, nunpoi nt s=500,
> di scont=true, |abels=[x,Yy]);

50
8 ﬂ

T 3 4 379 355 4 4.05
x x

obr. 1 obr. 2

V dalSich ¢astech prace priibézné upozoriiujeme nanebezpeti bezmys enkovi-
teho pouziti poCitate. Budou uvedeny priklady, kdy poCitat dava nespravné nebo
ne(plnevysledky (obr.[I0.5, priklad[I4.4, . . . ). Tytojsou nadruhou stranu dillezité
z hlediska motivace. Ukazuji, Zze pocitaC neni ,, vSemocny* a teprve porozumeni
probirané latce déla z pocitace skutetné ,, mocného” pomaocnika.

Jak

Jak, presngi sjakym technickym vybavenim a pfi jaké organizaci vyuky (Casovée
i obsahové), poCitatem podporovanou vyuku realizovat?

Zabyvejmesenejdfive podrobnéji technickou realizaci uvedenych zplisobll pouZziti
poCitaCe ve vyuce matematické analyzy. Pro vyuZziti pocitaCe pri pfednaskéach je
nejvyhodngsi trvale instalovat v poslucharné pocitaC s projektorem, pfipadné
L CD panelem a promitacim platnem. Pfi tomto usporadani miize projekéni platno
slouzit jako ,inteligentni tabule®, kdy napf. miizeme zménou parametrll zadani
jiz vyFeSeneho prikladu okamzité vyfesit priklad modifikovany. Vyhodou tohoto
usporadani je tedy moznost dynamické zmény parametrli (napf. oproti grafickym
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vystuplim pfipravenym natiskarné) a prime interakce vyucujiciho s poCitatovym
programem. Pfiklady poCitacového FeSeni Gloh by bez tohoto usporadani bylo
jen obtizné mozno na prednaskéach realizovat. Pokusy s konanim prednasek pfimo
v poCitatove utebné koncily vétSinou nezdarem. Studenti v tomto pFipadé vénovali
VEtSi pozornost interakci s poCitatem nez vykladu vyucujiciho. Dalsi nevyhodou
pak bylo rlizné tempo postupu. Studenti s mensi znalosti prace s potitatem nebyli
schopni po urcité dobé vyklad sledovat.

Dale se ukazalo, ze cviceni je optimani provadét naproti tomu v pocitacove
ucebné a to tak, aby kazdy student pracoval u svého pocitaCe Ci termindu. Vy-
hodou je moznost individuaniho postupu u kazdeho studenta. Nezbytnou je také
podminka volného pristupu studentti do pocitatove ucebny, protoze fada Ukoll je
urCena k samostatnému feSeni béhem tydne.

Kromé nezbytného hardwaru je zapotiebi i vhodny software. Pro matema-
tickou analyzu je nejvyhodngsi zajisténi néktereého z CAS systémil, vyuku je
vSak mozno realizovat i pomoci specializovangSich public domain programdl,
které jsou volné pristupné na pocitatove siti Internet. K vyuce nékterych partii je
mozno vyuzivat take interaktivnich programi, pfistupnych na Internetu. O téchto
moznostech bude podrobngi pojednano v casti [15.2.

Druha otézka — zaflenéni pocitatem podporované vyuky do osnov zavisi
zeména na typu (zamé&eni) Skoly. Idealni by bylo k sou€asnym ,klasickym*
cviCenim pridat jesté dalSi hodiny poCitacove vyuky.

V USA v ramci projektu CALC (Calculus As a Laboratory Course) byla
klasicka cviCeni zruSena Uplné, vypocetni operace a metody jsou procviCovany
v ramci pocitatové vyuky. Dosavadni vysledky a hodnoceni projektu ukazuiji,
Ze studenti zahrnuti do projektu dosahuji u zkousek lepsich vysledkl a hlubsiho
pochopeni latky nez studenti v tradi¢nich tfidach, v téchto tfidach je de na vysSi
Urovni pocetni zrucnost. Informace o projektu je mozno nalézt na

http://ww. mat h. duke. edu/ educati on/ proj cal c/.

ro~r

Zavedeni vyuky podobné projektu CAL C vSak v nasich podminkach naraézi na
temé’ nulovou moznost zvySeni poctu hodin vénovanych vyuce matematicke ana-
lyzy. Stavajici sylabus je dimenzovan tak, Ze zavedeni pocitacove vyuky by bylo
na Ukor souCasného obsahu uciva. Snizeni poctu hodin klasickych cviceni na Ukor
pocCitatovych laboratofi by mohlo mit za nasledek snizeni pocetnich schopnosti
studentll, coz je zejména u studentil ucitel skeho studiajevem nezadoucim. Tézisteé
vyuziti poCitaCe je zde tedy predevsim pfi pfednaskéach ajako doplnéni klasickych
cviceni (zggmeéna priklady ilustracni grafiky). Ukazkami ve vyuce a pfi cvicenich
by méli byt studenti motivovani k samostatné praci a k experimentovani v poci-
taCové laboratori. (Pfedpokladem je opét volny pristup do poCitacove laboratore
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vybavene vhodnym softwarem).

Snazsi je zavedeni vyuky v poCitatovych laboratorich na Skolach, kde je
matematika aplikovanou védou, tj. zefména na vysokych 3kolach technického
sméru. Zdemuizemerozdélit cviceni nacast klasickou apocitatovou (napr. stfidave
po 14 dnech jako na strojni fakulté VUT v Brné). U téchto oborll je vyhodné, aby
po analyze problému vlastni vypocet provedl pocitaC. (Neni zde kladen takovy
dliraz na pocetni zrucnost student).

Technické poznamky

V pocatecnich kapitolach pocitatového zpracovani tématu je v textu feSeni pri-
kladli uvadén zapis ve dvoji podobé. Nejdiive je uveden obvykly matematicky
zapis (sazba je provedena systémem IATEX) a nasledné je uveden zapis vypoctu
v Maplu. Poté, co si Ctenaf postupné zvykne nazapisv Maplu, je matematicky za-
pis vynechavan a uvadeny jsou jiz pouze prikazy Maplu. Mapleovskée vstupy jsou
v textu oznaCovany > a zménou typu pisma na st r oj opi sne. Vstup (zadani
prikazu) je v Maplu ukonovan pomoci znakli ; nebo: . Pokud je vstup zakonéen
znakem ; , nasleduji ihned Fadky s vystupem, pfi ukonCeni pomoci : se fadky
s vystupem nevypisuji na obrazovku a nejsou tedy uvedeny ani v textu. Vstupy a
vystupy byly ziskany exportem (automatickym prevedenim) Mapleovskych zapis-
nikl do TEXu (v textu je vzdy uvedena Uplna posloupnost prikazill). VSechny pro
UCely této prace naprogramované procedury jsou ulozeny v knihovné mvcal p.
Pri programovani procedur byl kladen dlraz na jednoduchost a matematickou
spravnost vice nez na programatorskou efektivnost a Uplnost tak, aby procedury
nebyly zbyteCné slozite a aby je byli schopni vytvaret i studenti bez hlubsi zna-
losti programovacich jazykl. Knihovnanmvcal p avsechny Mapleovské zapisniky
silustratnimi priklady jsou takté€z ulozeny na CDROMu. VSechny obrazky jsou
uloZeny v postscriptu a jsou pFistupné take prostrednictvim Internetu na:

http://ww. mat h. muni . cz/ "plch/difer/difer.htn.

Maple V R3 byl zvolen pro svoje snadné ovladani a pro svou dostupnost.
Béhem tvorby prace doSlo k dalSimu vyvoji programu, proto sev praci vyskytuji i
odkazy naverzi Maple V R4 (verze Maple V R5 byl k dispozici teprve az v dobé
zavéretneho zpracovani, proto na ni v textu neodkazujeme). Maple byl provozo-
van na pocitaCi s operatnim systemem Linux. Pfechodem k jinemu operaCnimu
systému (Windows 95) mlize dojit ke zvySeni doby, potfebné k vypottu (zejména
u generovani grafiky).

1Jeden z nejpouzivangjgich jazykl pro popis stranky (PDL), vyvinuty spolenosti Adobe Sys-
tems.



Kapitola 1

Pojem funkce vice promeénnych

Redlna funkce jedné reané proménng, strucné funkce jedné promeénnég, je zobra-
zeni z R do R. Zobecnénim tohoto pojmu je zobrazeni z R" (n > 2) do R, které
se nazyva funkce vice promeénnych.

Cilem této kapitoly je naucit se urCovat pro funkci dvou a vice proménnych
jeji definicni obor a graf. Prestoze tato kapitola, jako jeding, neobsahuje zadnou
matematickou vétu, je svym zaméenim na geometrii v R? a R3 fundamentalni.

Definice1.1. Necht M C R",n> 1, M # (. Zobrazeni f : M — R senazyva
realna funkce n redlnych promeénnych amnozina M se nazyva definicni obor této
funkce aznali se D(f).

Z predchozi definice vyplyva, Ze po formani strance funkce f : M — R jemnozina
usporadanych dvojic [X, y] € M x R, X = [X1, ..., Xn] (tj. relace naM x R), ktera ma
nasledujici vlastnosti:

lL.xeM,yeR.

2. Kekazdému bodu x = [X1, ..., Xn] € M existuje pravéjedno Cislo y (bod prostoru
R) tak, ze[x, y] € f.

Obraz bodu x = [X1,...,Xn] € M v zobrazeni f, tj. redlné Ciso y takove, ze
[X, y] € f,o0znaCujeme f (X) nebo f (X1, ..., Xn) anazyvase hodnotafunkce f nebo také
funkéni hodnota v bodé x = [X1, ..., Xn].

Z definice funkce vice proménnych vyplyva, Ze tato funkce je jednoznatné
urena udanim jejiho definicniho oboru D ( f) a predpisem, kterym je kazdemu
bodu X = [Xg, ..., Xn] € D( ) pfifazenafunktni hodnota f (x). Pokud je pfedpis
dan vzorcem aneni udany definicni obor funkce, pak defini¢nim oborem rozumime
mnozinu vech bodl x € R", pro néz matento vzorec smysl.
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Pron = 2budememisto f (X1, X) psat f (X, y) apron = 3misto f (X1, X2, X3)
piseme f (X, Yy, 2).

Priklad 1.1. i) Zobrazte v roviné definicni obor funkce

_ 22
f(X’y):\/<X2+u_l) (X2—|—y2—6X>.

4

Redeni. Vyraz pod odmocninou musi byt nezaporny, tj. musi byt splnénapodminka

((y— 2)?
4

+x2—1) (x> + y* — 6x) > 0.
To nastane prave kdyz

92
()/2)+

7 x2—1>0 a (xX*4+y?>—6x)>0

nebo )
%4—%—150 a (x>+y?>—6x)<0.
Rovnice % + x2 = 1jerovnici elipsy A
se stfedem v bodé [0, 2] a poloosami délek N
a=1ab =2 rovnicex?+y?>—6x =0 \
je rovnici kruznice se stfedem v bodé [3, 0] 34
a polomérem r = 3, nebot’ tuto rovnici Ize 1
prevést natvar (x — 3)? + y? = 9. Mnozina N
vechbodli[x, y] € R? splijici vyZeuvedené
nerovnosti, tj. definicni obor funkce f, je zna-
zornéna na vedlgSim obrazku. Je to uzaviena
mnozinav R2.

ii) Zobrazte v roviné definicni obor funkce

f (X, y) =arccos(x®>+y?—1) + \/|x| + |yl — V2.

Redeni. Definiénim oborem funkce arccos je
interval [—1, 1], prvni sCitanec je tedy definovan pro [X, y] splfujici nerovnosti

—l<x’+y’-1<1,
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. A
0<x?+y?*<2 V2

coz je vnitfek a hranice kruhu se stfe-

dem v potatku a polomérem r = /2.
Definicnim oborem druhého sCitance je Nz
mnozina bodl [x, y] spliujici nerovnost W

Y

IX] + |y| — ~/2 > 0. Natrtnéme v ro-
viné k¥ivku danou rovnici |X| + |y| = v/2.
V prvnim kvadrantu jetato rovnice ekviva-
lentni rovnici x + y = /2, coz je rovnice 7
primky. Ve zbyvagjicich kvadrantech postu-

pujeme obdobné a obdrZime kosoCtverec natrtnuty na vedlejSim obrazku. Defi-
ni¢nim oborem funkce f je mnozinavysrafovananatomto obrazku. Tato mnozina
je uzavienav R2.

N,
\N

iii) Zobrazte v roviné definicni obor funkce f (x, y) = In(yIn(y — x)).

ReSeni. Logaritmovany vyraz musi byt kladny, musi byt tedy splnéna nerovnost
yIn(y — x) > 0, kteraje ekvivalentni dvojici nerovnosti

In(y —x) >0, y>0; In(y —x) <0, y <0,
které jsou dale ekvivalentni systemlim nerovnosti
y>0,y—x>1 a y<0,y—x<1l y—x>0

(posledni nerovnost plyne z definiéniho oboru funkce In(y — x)). ReZenim téchto
dvou systémil nerovnosti je mnozina nacrtnuta na obr. [L.11. Je to oteviena mnozina
v R?.

iv) Zobrazte definicni obor funkce f (X, y) = arcsin % + arcsin(l —y).
ReSeni. Definiénim oborem funkce arcsin jeinterval [—1, 1]. Proto musi byt spl-
neny podminky:

<1 . y*>-X y’=X, y#£0

X

_15 ?

azaroven —1<1-—y <1, tj.y € [0, 2]. Celkem tedy
D(F)={[x. yl: y*= —x, Y= x, ye (0,2]},

tato mnozina je nacrtnuta na obr. [1.2l Je to mnoZzina, ktera neni ani oteviena ani
uzavienav R? (nebot [0, 0] ¢ D(f)).
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H
H o
N >

N
x
I
|
<
N
<
X
I
<

y y=x+1
7 //y = X
7/
7 Ve
7/ A
V4 2 2
_——7. / —
1 .
’:/ X > %/
5 e
—7
= 5
; _al
obr. 1.1: z = In(y In(y — X)) obr. 1.2: z = arcsin % +arcsin(l —y)

Definice 1.2. Necht f jefunkcen proménnych definovananamnozine M C R",
n > 2. Grafem funkce f nazyvame mnozinu bodl

G(f)y={[x,yle R"™ : x =[xq,...., %] € M, y= f(X)}.

Pyz

Pxy

X

obr. 1.3 Souradné Stény PxXy, Pxz, Pyz

Pro funkci dvou proménnych, tj. n = 2, je grafem funkce mnoZzina bodi
v tfirozmérnem prostoru. V prikladech, se kterymi se zde setkame, to bude vzdy
ngaka tfirozmérna plocha. Pro ziskani nazorné predstavy, jaky je tvar a pribéh
teto plochy, nam pomohou fezy rovinami z = 0, y = 0, x = 0 (coZ jsou rovnice
souradnych stén pyy, pxz, Pyz Viz obr.[L3) arovinami s nimi rovnobéznymi.
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Definice 1.3. Necht M € R?a f : M — R je funkce dvou proménnych
definovanana M, ¢ € R. Mnozinu

fC:{[va]e M : f(va):C}

nazyvame vrstevnice funkce f na Grovni c.

Pojem vrstevnice funkcelze samoziejme anal ogicky definovat i pro funkce n promen-
nych, n > 3, zde v&ak ztracime nazorny , geograficky” vyznam. Chapeme-li graf funkce
dvou promeénnych jako reliéf krajiny, pak vrstevnice funkce nadrovni ¢ je mnozinavsech
bodl s nadmorskou vyskou rovnou c, tj. nas pojem vrstevnice je totozny s geografickym
vyznamem tohoto slova.

Priklad 1.2. i) Pomoci vrstevnic a fezll rovinami py, pyz zobrazte graf funkce
f(x,y) = y/x2+y2

Redeni. Vrstevnice funkce na Grovni k > 0 jsou dany rovnicemi
k=vx2+Vy2 tj. k?®=x%>+y?

coz jsou kruznice se stfedem na ose z a polomérem k, viz obr. [L.4.

Rez rovinou py, tj. x = 0 dava z = /y2 = |y|. Rezem je lomena &ara
s vrcholem v poCatku dana rovnici z = |y|. Podobné fez rovinou y = 0 dava
z = |Xx|. V obou pripadech je fezem lomena Cara s vrcholem v poCatku o rovnici
z = |y|, resp. z = |x|, viz obr. .5, 1.6l (V terminologii technického kresleni a
zobrazovacich metod se vlastné jedna o primét do svislych soufadnych narysen,
tj. narys a bokorys).

z=1\, _ =0 A x=0 A
/f\ z=2 Y z 2= 2 z=ly|
> y

obr. 1.4: Pldorys obr. 1.5: Bokorys obr. 1.6: Narys

Y

Na zakladeé ziskanych vysledkl jiz mizeme fici, ze grafem funkce z =
VX2 4+ y2 je rotaéni kuzel s vrcholem v pocatku a hlavni osou z, nachazejici
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se v poloprostoru z > 0, viz obr. Na tomto obrazku je znazornén i dolni
kuzel, ktery je grafem funkce z = —/x2 + y2.

ii) Zobrazte v R® graf funkce f (x, y) = ;—2 + %’—2, a,b>0.

Reseni. Podobné jako v predchozim pFikladu vrstevnice jsou dany rovnicemi
X2 y? _ X2 y2

==+=, t. —S+-—==1
2 v k@t
coZ jsou rovnice elipsy se stredem v potatku apoloosami av/’k, bk, viz obr.[L7
Rezy rovinami y = 0, X = 0 davgji
X2 y2
Z= g’ Z= F’
coz jsou rovnice parabol s vrcholem v poCatku soufadnych sténach py; a py,,
viz obr. 1.8, Celkem vidime, ze grafem je plocha, ktera se nazyva dlipticky
paraboloid. Tato plochaje prostorové v okoli pocatku znadzornéna na obr. [L111

A
blY z=1
y=0 4 X2 y_0 A
a Z Z= ) Z y2
b2
x y”
obr. 1.7: Pldorys obr. 1.8: Bokorys obr. 1.9: Narys

iii) Zobrazte v IR® defini¢ni obor funkce f (X, y, z) = In(—z2 — x? — y? + 1).
Redeni. Logaritmicka funkce je definovan jen pro kladna &isla. Proto musi byt
—Z2— x> -y’ +1>0,t. x>+ y>+ 72 < 1l atedy

D(f)y={[x,y,z] e R®: x>+ y* + 2% < 1.

V Fezech rovinami z = 0,y = 0,x = O postupné dostavame x> + y? < 1,
x2 4+ 72 < 1, y?> + 7% < 1, coz jsou body uvniti kruznice se stiedem v potatku
apolomé&rur = 1, celkem je tedy definicnim oborem vnitfek koule se stfedem
v bodé [0, 0, 0] apoloméemr = 1, jeto otevienamnozinav R3.
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obr. 1.10: z = +/x2 4+ y2 obr. 1.11: z = ;—2 + L

2X
Priklad 1.3. i) NaCrtnéte v roviné vrstevnice funkce z = e+,
2x

ReZeni. Vrstevnice funkce maji rovnici ¢ = e®+? a odtud Inc = 2

o o . . x2ty?”
OznaCime-li nyni Inc = k, postupnymi Upravami dostavame
2X 2
k= —— k(X% + y?) = 2x X2 —=x+y*=0
NNy — (X°+y9) — K +y
atedy prok #0(tj.c # 1),
X — — = —.
(x= P4y =15
Z posledni rovnice je iz vidét, A
ze vrstevnicemi dané funkce o1 k= _15 =1k=0" c—ek=1
proc # 1jsou kruznice se stre- e o
dem S = [£,0] = [%.0] a —32 /21N 12\ 32

= 1 1 t t }
polomé&remr = & = Thg Pro- C— X
chazejici pocatkem, avsak bez

pocatku (nebot pro bod [0, 0]
neni funkce definovana). Pro
¢ = 1 dostavame 0 = ﬁxyz tj. x = 0, vrstevnici dané funkce jeproc = 1

tedy osa y (bez pocatku).
ii) NaCrtnéte vrstevnice funkce z = |X| — |y| + |X — VY.

Reseni. Nejprve se zbavime ve vyjadreni funkéni zavislosti absolutnich hodnot.
Provedeme diskusi v jednotlivych kvadrantech.
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[@X>0,y>0,XxX>y — Z=X—-Yy+X—-Yy=2(X—Y).

Ib) x>0,y>0x<y = z=x—-y—x+y=0.

M Xx <0, y>0,(zdevidyx <y) = z=—-X—-Yy—X+Yy=-2X.

Obdobnym zplisobem ziskame vyjadreni funkéni zavislosti bez absolutnich
hodnot ve zbyvagjicich dvou kvadrantech a jako vysledek obdrzime situaci zna
zornénou na obr. Protoze pro libovolna [x,y] € R? plati nerovnost
IX—y| > |y|—|X| (zdlvodnéte prog), jevzdy f (x,y) > 0,tj.proc < Oje f. = #.
Pro ¢ > 0 natrtneme v jednotlivych sektorech kfivku |X| — |y| + |[X —y] =ca
proc =0, 1, 2, 3jevysledek znazornén naobr. [1.13

A =X
y y
Z=—2X z=0

z=2(x—y)
x c=
z=2(y—X) c=
z=0 z=2X —

c=0
obr.1.12: z=|x — y| + |X] — |Y| obr. 1.13: vrstevnice
Cviteni. X

1.1. Zobrazte v roviné definicni obory funkci:

24 y2_
&)z = /I X2~ dy? 9 z= /0%
b)z:\/1—<x—92+y72> h)z:arccos%y

¢)z=In(x +y) )z=/1— (X2 + y)2
Dz=JCrY-DE—x2—y0)  jlz= YoV

€) z=arcsin’} 1 k) z=In[xIn(y — X)]

Tyl=IX

flz=v1-x2+1-y? I)Z=\/(1—x2—y2)(§+y2—2y)

1.2. Nafrtnéte vrstevnice funkci:
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a)z=x>+y? c)z=xY,kdex >0

b) z= x? — y? dz= /Xy
1.3. Pomoci vrstevnic atezll rovinami pyg, pyz N&Crtnéte v prostoru grafy funkci:

Az=2-x-Y Qz=,1-—x2—y2 d)z=3(x*—y?
2= 5o b) z = X2+ y? flz=2-x2+y?

1.4. Urcete definicni obory funkci:

AUu=14+x2—y2—22 fyu=In(xy2
bu=v1-x+.y+3+z g)u:\/l_g_g_g_s_i_i
Qu=14+x24+y2—22 h)u:\/l—g—i—g—i—z—i
B . N X : z
d)u_arccos—m |)u_arcsmy+arcsmy+arccos3
e)u=\/1+g—§+g—§—§—§ Ju=In(—x*—y?+ 2z
k

VEtSina ucitelli ztraci Cas tim, Ze klade otazky, jejichz cilem je Zistit, co zak
neumi, zatimco pravé umeni tazat se spociva v tom, ze ma odhalit, co zak umi
nebo je schopen umeét. (A. Einstein)

*



Kapitola 2

Limita a spojitost funkce

Pojem limity funkce patfi k zakladnim pojmim diferencia niho poctu. Jeto lokalni
vlastnost funkce, popisujici chovani funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu
uréujeme. (Ryzim okolim bodu rozumime okoli kromé tohoto bodu.) Skutecnost,
Ze jde o ryzi okoli znameng, Ze limita nezavisi nafunkcni hodnoté funkce v tomto
bodé — funkéni hodnota se miize lisit od limity v tomto bodé nebo funkce nemusi
byt v daném bodé viibec definovana.

Rovnéz pojem spojitosti funkce vice proménnych | ze podobné jako pro funkce
jedné promeénné definovat pomoci limity funkce, proto zde najdeme fadu tvrzeni
podobnych tém, se kterymi jsme sejiz setkali v diferencialnim poctu funkci jedné
promeénné.

K definici limity, spojitosti a vSech dalSich pojmu diferencialniho pottu je
tfebanaR" zavést metriku. Proto pripomenime nékolik zakladnich pojmli z teorie
metrickych prostoru.

2.1. Metrickévlastnosti R"

Pfipomenme, Ze e-okoli vlastniho bodu a € R |ze zapsat jako interval |[x —al < ¢,
¢ > 0. Okoli @(a) bodu a € R" je definovano pomoci metriky p v R" jako
mnozina

O.(a) ={xeR": p(x,a) < &}
Neni-li polomér okoli podstatny, budeme index ¢ vynechavat.

Podle vybéru metriky dostavame rlizné typy okoli. Napf. v R? dostaneme
kruhoveé okoli, zvolime-li euklidovskou metriku

p2([X1, Y11, [X2, Y2I) = v/ (X1 — X2)2 + (1 — Y2)%,

16
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Ctvercové okoli dostaneme volbou maximové metriky

Poo([X1, Y11, [X2, Y21) = maXx{|Xy — X[, |Y1 — Yo},
Ci kosoCtvercove okoli, zvolime-li souctovou metriku
p1([X1, Y1l, [X2, Y2I) = [X1 — Xo| + Y1 — Yol

Podstatna je ekvivalentnost téchto metrik, ktera znamena, ze existence (neexis-
tence) limity nezalezi na tom, kterou z téchto ekvivalentnich metrik zvolime

(viz [D-DJ).

Z diivodu formalni jednoduchosti zvolme v této kapitole maximalni metriku,
ve které je okoli bodu a = [ay, . .., a,] € R" kartézskym soucinem okoli jednot-
livych soufadnic ay, . . ., an, tj.

O.(a) ={X=[X1,..., %] e R": 1m.ax X —ai| < ¢e).
<i<n

Ryzim okolim bodu a rozumime mnozinu O (a)\{a}.

Okoli nevlastnich bodll v R? jsou definovana v souladu s maximalni me-
trikou takto: Okolim nevlastniho bodu [oco, co] rozumime libovolnou mnozinu
typu (a,o0) x (b,o0), a,b € R. Anaogicky definujeme okoli nevlastniho bodu
[—o00, o0], [00, —00], [—o0, —oo] ai okoli bodli typu [a, £o0], [0, a]. Okoli nevlast-
nich bodl v prostorech vy&Sich dimenzi jsou definovana analogicky. MnoZinu R" spolu
s nevlastnimi body budeme oznatovat (R*)".

V definici limity vystupuji funkéni hodnoty funkce v ryzim (libovolné malém) okoli
bodu, v némz limitu definujeme. Z tohoto diivodu I ze limitu funkce vy3etfovat jen v hro-
madnych bodech defini¢niho oboru. Proto, aniz bychom tento fakt stdle zdlraziiovali,
budeme ve vSech kapitolach, kde se vyskytuje limitafunkce v daném bodé, pfedpokladat,
Ze tento bod je hromadnym bodem mnoziny D ( f) (pfipomenme, ze bod x € D(f) je
hromadnym bodem mnoziny D ( f), jestlize kazdé jeho ryzi okoli obsahuje alespon jeden
bod této mnoziny).

2.2. Limitafunkce

Definice 2.1. Rekneme, Ze funkce f : R” — R (n > 1) mav bodé a € (R*)"
limitu L, L € R*, jestlize ke kazdému okoli @ (L) bodu L existuje ryzi okoli
O (a) bodu a takove, ze pro kazdy bod x € @(a) N D(f) plati f(x) € O(L).
PiSeme

Iimf(x)=1L.

X—a
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Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opatném pfipadé (L = +o00) se
nazyva nevliastni limita. Bod a € (R™)* se nazyva limitni bod.

Uvedena definice limity je univerzani definici pro funkci jedné &i vice pro-
meénnych, pro vlastni ¢i nevlastni limitu a pro vlastni i nevlastni limitni body.
Specifikaci okoli pro vlastni limitni bod i limitua € R", L € R dostavame tzv.
¢ — & definici vlastni limity ve vlastnim bodé. Tuto definici zde zformulujeme pro
funkci dvou proménnych.

Definice 2.2. Rekneme, Ze funkce f : R2 — R mav bodé [Xo, Yo] € R? limitu
L € R, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdy bod
[X,y] € D(F) splhyjici X — Xl < &, |Y — Yol < 8, [X, Y] # [Xo, Yol, plati
| f(X,y) — L| < e.PiSeme

lim f(x,y)=1L.
(X,y)— (X0, Y0)

Zasadni rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
a vice proménnych spociva v ,,dimenzi“ okoli limitniho bodu — u funkce jednée
proménné se k tomuto bodu miizeme blizit jen po prfimce, tj. ze dvou stran (coz
znamena, ze funkce ma limitu v bodé, méali obé jednostranné limity a tyto se
sobé rovngji), zatimco u funkce vice proménnych je téchto moznosti nekonetné
mnoho; miizeme se bliZit k danému bodu po pfimkach, po parabolach ¢ obecnych
mnozinach. Existence limity v daném bodé znamend, ze nezaleZi nacesté, po které
se k danému bodu blizime. Naopak, dostaneme-li riizné hodnoty limity pro rtizné
cesty, znamena to, ze limita v danem bodé nemtlize existovat.

Priklad 2.1. i) Pomoci konkrétni specifikace okoli limitniho bodu a limity defi-
nujte
Iim f(Xx,y) = oo.

X.y)—(L,0) (X.y) =00
ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze okoli bodu oo jetvaru (A, co) aryzi §-okoli bodu
[1,0] je {(1 — 8,1+ &) x (=6, 8)}\{[1, 0]}, dostavame tuto specifikaci obecné
Definice 2.1 limita limy y)— a0 f(X,y) = oo, jestlize ke kazdému A € R
existujes > Otakove, Zzeprovsechnalx, y] € D(f) splhyjici [x—1] < 3§, |y| < 4,
[x, yI # [1, 0] plati f(x,y) > A.
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ii) Dokazte, ze funkce f (x, y) = lez ma v bodé [0, 0]
nevlastni limitu ococ.

Regeni. Necht A € R je libovolné. Polozme § = —- Pro
x| < & |yl < & plati x* + y* < 26* = . Odtud pro
[X,y] # [0, 0] plati lez > |Al > A Tedy k A e R

libovolnému jsme nadli § > 0 takove, ze pro [X, y] # [0, O]
spliujici x| < 8, |y| < & plati lez > A tj. podle definice
limity Iivm(x,y)_>(o,o)_vx,2}ry2 = oo. Graf funkce z = iy Je
znazornen na vedlgSim obrazku.

Podobnéjako ufunkce jedné proménné plati nasledujici véty o limitach funkci.
ProtoZe definice limity funkce vice proménnych pomaoci okoli bodu je stejnajako
pro funkci jedné proménnég, jsou i dilkazy téchto tvrzeni stejné jako pro funkce
jedné proménné a Ctenafi doporucujeme si je provést jako cviceni.

Véta 2.1. Funkce f ma v bodeé [xo, Yol Negvy3e jednu limitu.

Véta 2.2. Necht' limey y)— .y T (X, Y) = 0afunkce g je ohranicena v ngakém
ryzZim okoli bodu [Xo, Yol (1j. existuje konstanta K > 0 takova, Ze |g(X, ¥)| < K
v tomto ryzim okoli). Pak
lim f(x,y)g(x,y) =0.
(X,y)— (X0, Yo)
Véta2.3. Necht'h(x,y) < f(X,y) < g(X, y) vngakémryzimokoli bodu [Xo, Yol
a plati

[im h(x,y) = [im X,y)=L.

(X,¥)— (X0, Yo) ( y) (X,Y)—>(X0,yo)g( y)

Pak
lim f(x,y)=1L.
(X,¥)— (X0, Yo)

Véta 2.4. Necht'

[im f(x,y) =Ly, lim X,y) =1L

(X,¥)— (X0, Yo) ( y) ! (x,y)—>(xo,y0)g( y) 2

aljy, L, e R.Pakprokazdéc, ci, c; € R plati

lim cf(x,y) =cL,
(X, )= (X0, Y0)

lim  [cf(X,y) +Ccg(X, y)] =ciL1+ colo,
(X,¥)— (X0, Yo)

lim  [f(X, y)9(x, y)] = LiLo.
(X,y)— (X0, Yo)
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Je-li Lo # 0, pak
f(X’ y) _ I—l

xy)—0oyo g(X,y) Lo

Véta 2.5. Ma-li funkce f v bodé [Xo, Yol € (R*)? viastni limitu, pak existuje ryz
okoli bodu [Xp, Yol, v némz je funkce f ohranicena.

PR 24

nez v prlpade funkC| jedné proménng, nebot k pocitani tzv. neurcitych vyrazll
(limity typu,, 8“ 'm0 ) Nemamek dispozici zadnou anal ogii I" Hospitalovapravidla.

Proto pfi vypoctu limit tohoto typu pouzivame riiznych Uprav funkce, jgjiz limitu
poCitame. NejCastgji pouZzivané Upravy jsou ukazany v nasledujicich prikladech.

Priklad 2.2. Vypoctéte limity nasledujicich funkci

i) f(x,y) = ﬁﬁ; v bodg [1, 0].

Redeni. Pokud méizeme soufadnice limitniho bodu do prisludného vyrazu dosadit
(tj. po dosazeni neobdrzime neurCity vyraz), je hodnota limity dané funkce rovna
funk¢ni hodnoté v tomto bodé. Plati tedy

X+y+1 1

im =—.
xy-1LoX+y+3 2

i) f(x,y) = \/%%H_lvbodé [0, O].

Redeni. Protoze bychom dosazenim soufadnic limitniho bodu ziskali neurgity
vyraz typu g najdeme hodnotu limity obratem typickym i pro funkce jedné pro-
ménné. Citatele i jmenovatele zlomku vynasobime vyrazem /x2 + y2 + 1 + 1.
Po této Upraveé dostavame

X2 +y? im GV Y +1+D
(x, y)—>(00) UX2+y2+1 -1 = (xy)—(00) X24+y24+1-1 N
= lim ((/x2+y2+1+1) =2.
(xy>—><00>( y )

i) f(x,y) = (x+ y)sin%sin% v bodé [0, 0].

ReZeni. Protoze limy.y) - 0.0(X +Y) = 0 a|sin%sin)—1/| < 1 pro kazdé [0, 0] #
[X, y] € R?, jepodle Véty 22 1im.y) 0.0 (X + y)sin%sin% = 0.

iv) f(x,y) = f(oj;’ v bodé (1, co)
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ReZeni. Nejprve ukazeme, e liMx,y)— (1,00 Fly = 0. Necht ¢ > O je libovolné.
Musime ngjit 8 > 0a A € Rtakovg zeprox € (1—-6,1+8) ay > A

plati Fly < . Necht § > 0 je libovolné a polozme A = 1 +§ — 1. Pak pro
x€(1=81+8), y>Aplaix+y>1-56+8—1+=; odud iy <e.

Protoze funkce cosy je ohranicend, plati lim y)— (1,00 % =0.
v) f(x,y) = xyIn(x? + y?) v bodg [0, 0].

Reseni. Z diferencialniho pottu funkci jedné proménné vime, ze

[imtint=0
t—0+

(to Ize snadno spotist pomoci I’ Hospitalovd] pravidla). ProtoZe plati nerovnost
2 2
Ixy| < X5 (kteraje ekvivalentni nerovnosti (x & y)? > 0), plati

1
0 < |xyIn(x* + y?)| < E(Xz + yA) In(x? + y?).

Polozmet = x? + y2. Je-li (X, y) — (0, 0), jet — 0+ atedy

lim (X% + yd)Inx2 + vy = limtInt = 0.
(x,y)—>(0,0)( T y ) ( T y ) t—0

Nyni z nerovnosti (2.1) a Véty 2.1 plyne

lim xyln(x?+ y?) = 0.
(X,y)—(0,0) yin( Yo

vi) f(x,y,2) = %ﬁ v bodé[d, 1, 1].

Reseni. Priklad vyfesime metodou substituce. Polozmet = x — y + z — 1. Pro
(X,y,2) - (1,1,1) jet — 0. Protoze lim_.o 3™ = 1, k libovolnému & > 0
existuje 8; > Otakové, Zepro0 < |t| < 61 je|S — 1| < . Polozme§ = %. Pak
pro[x, y, z] e R3splijici [x — 1| < 8,|y—1| < §,|z—1 <8, Xx—y+z—1#0
je0 < |x—y+z—1| < §; atedy

sin(x — z—1 i — 1
( Yy + )_1 —¢ N lim Sn(x—y+z ):
X—y+z—1 xy.2—>11) X—-y+z-—1

1.

Rekli jsme, Ze existence limity v daném bodé znamena, Ze nezaleZi na ceste,
po které se k danemu bodu bliZime. Naopak, dostaneme-li rlizné hodnoty limity

1Guillaume de I’ Hospital (1661-1704), francouzsky matematik.
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pro rlizné cesty, znamena to, ze limita v daném bodé nemiize existovat. Tohoto
faktu uzivame pri diikazu neexistence limity funkce dvou proménnych ve vlastnim
bodé [Xo, Yol zavedenim polarnich soufadnicr, ¢ definovanych vztahy

X—Xg=Tr COSp, Y—VYo=TI Sng,

kder > 0 udavavzdaenost bodli [Xo, Yol a[X, Y1, ¢ € [0, 2n) je Uhel, ktery svira
spoj nice téchto bodl s kladnym smérem osy X.

Jestlize hodnota limity funkce zavisi na Uhlu ¢, znamenato, ze zavisi na ceste,
po které se blizime k danému bodu, a proto funkce nema v tomto bodé limitu.

Priklad 2.3. Rozhodnéte, zda existuje limita
2X
im y .
*x.y)—(0,0) X2 + y?2

Redeni. Zavedenim polarnich soufadnic dostavame
r’sngcosey 1

Xy _ .
im ——=I|lim ——— = —sin2¢.
x.y)—>©0,0 X2 +y2  r—0+ r2 2 v
Protozevysledek zavisi nag, tj. nacesté, po které seblizZimek bodu [0, 0], uvedena

limita neexistuje. Graf této funkce viz obrazky [11.4 a[11.5

Poznamka 2.2. Zavedenim polarnich soufadnic pfi vypoctu limity vySetfujeme
chovani funkce f v okoli limitniho bodu [Xg, Yo] na primkach se smérovym
vektorem (cosg, sing). Pokud limita vyjde nezavise na Ghlu ¢, je to pouze
nutna podminka pro existenci limity v bodé [xo, Yol, protoze pro jiny zplisob
,blizeni“, napf. po parabolach, miizeme obdrzet zcela odlisny vysledek. Jako
priklad uvazujme funkci f : R? — R definovanou takto

X%y
foxy) = | e oy1#10.0]
0, [x,y] =10, 0].

Po transformaci do poléarnich soufadnic dostavame

r3cos’ g sing . r cos’ g sing
lim . = lim .
r-0r2(r2costp +sin?g) r—-0r2costy + sing

y

presto véak limita funkce v bodé [0, 0] neexistuje. Vskutku, poloZzime-li y = kx?,
tj. k limitnimu bodu [0, 0] se bliZime po parabolach, dostavame
. kx* Kk
lim = ,
x—0 X4+ k2x4 14 k?
coz je vysledek zavisgici na konstanté k, viz obrazek [I1.6.
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Nasledujici véta udava podminku, za které je nezavislost limity na ¢ po prechodu
k polarnim soufadnicim i postacujici pro existenci limity.

Véta2.6. Funkce f mav bodé [xo, Yol limitu rovnu L, jestliZe existuje nezaporna funkce
g: [0, co) — [0, oco) splnujict limy .04 g(r) = 0 takova, ze

| f (Xo+Tr cose, Yo+ sing) —L| <g(r)
pro kazdé ¢ € [0, 2n] ar > 0 dostatetné mala.
Soecialng, plati-li po transformaci do polarnich souradnic

[im f(x,y)= lim h(r
oy (X, y) Jm (rg(e)

kdelim;_, o+ h(r) = 0 afunkce g(¢) jeohraniCena pro ¢ € [0, 27), pak

lim f(x,y)=0.
(X,y)— (X0, Yo)
Dilkaz. Protozelim; o4 g(r) = 0, kekazdemu s > Oexistujes > Otak, ZeproO <r < §
jeg(r) < e, tj.
[f(Xo+Trcose,Yo+rsing)—L| <g(r) <e.
TovSak znamena, Zepro X, Y] zryziho kruhového §-okoli bodu [Xo, Yol je| f (X, y)—L| <
e, coZ je prave definice vztahu limy, y)— (xo,yo) F (X, y) = L. O

Priklad 2.4. Rozhodnéte, zda existuji limity nasledujicich funkci, a v pfipadg, ze ano,
vypocitejte je

i) f(x,y) = izigi v bodé [0, 0].

Redeni. Vyuzijeme transformace do polarnich soufadnic a tvrzeni Véty 8. Polozme
X =rcosp,y=rsng.Jeli(x,y) — (0,0),jer — 0+ atedy

3.3 3(qin3 3
r3(sin Cco .
XY i (. vt ) _ lim r(sin®¢ + cos®¢) = 0,
xy)—>(0.0 X2+ y2 >0+ r2(sin?g 4+ co? )  r—0+
nebot funkce g(¢) = sin® ¢ + cos® ¢ je ohraniena.
i _ X+y=D% 5
i) f(x,y) = iy D)2 v bodé [0, 1].
Reseni. Postupujeme podobng jako v predchazejicim prikladé. Plati

2 2
X -1 ) .
xy)—01) X2+ (y—12 -0+
¢imz je splnéna nutna podminka pro existenci dané limity. Dae plati
(L4+rsindg)—1 =|rsindg| <r,

takZe podle Véty [2.8 je splnéna také postacujici podminka a hodnota limity je rovna 1.
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Poznamka 2.3. Podobné jako transformaci do poléarnich soufadnic pfi vypoctu limity
funkce dvou proménnych, pouzivame pfi vypoctu limity funkce tfi proménnych transfor-
maci do sférickych soufadnic

X —Xo=rcosgsing, y—Yo=rsngsinyg, z—Zzy=r COSV,

kder udavavzdaenost bodli [Xg, Yo, Zo] a[X, Y, z], ? je Uhel, ktery svirapriivodic (=spoj-
nice téchto bodd) s kladnym smérem osy z a ¢ je Uhel, ktery svira priimét priivodice do
podstavné roviny pxy s kladnym smérem osy x. Zejména, jestlize po zavedeni sférickych
souradnic vyjdevyraz zavisgjici nag nebo 9, limitaneexistuje (toto odpovidaskutecnosti,
Zepri ,blizeni“ po rliznych primkach k limitnimu bodu dostaneme rtizné hodnoty).

V nékterych specianich pripadech je vhodnak vySetfovani existence limity nasledu-
jici véta, kterase nékdy v literature bere zadefinici limity (tzv. Heinehd] definice). Dilkaz
této véty neuvadime, nebot’ je v podstaté stejny jako pro analogicke tvrzeni tykajici se
funkce jedné proménng, viz , Strana 189.

Véta 2.7. Necht' [Xo, Yol je hromadny bod defini¢niho oboru D ( f) funkce f : R2 - R.
Funkce f mavtomto bodélimitu L pravékdyz pro kazdou posloupnost bodl {[Xn, yn1}, kde
[Xn, Yn] # [Xo, Yol pro velka n, konvergujici k bodu [xo, Yo] méa posloupnost { f (Xn, Yn)}
limitu L.

2.3. Spojitost funkce

Definice 2.3. Rekneme, zefunkce f jespojitavbodé [Xo, Yol, jestlizemav tomto
bodé vlastni limitu a plati

l[im f(x,y) = f(Xo, Yo).
(X,¥)— (X0, Yo)

Pro funkci n proménnych dostavame zcela stejnou definici spojitosti:
Necht f je funkce n proménnych, n > 2. Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé
X* = [X], ..., X3], jestlize mav tomto bodeé vlastni limitu a plati

Iim* f(x) = f(x").

Porovneime tuto definici s definici spojitosti zobrazeni mezi metrickymi prostory.
Zobrazeni f z prostoru (P, p) do prostoru (Q, o) je spojité v bodé x* € P, jestlize ke
kazdemu okoli 'V bodu f (x*) € Q existujeokoli U bodu x* takové, ze pro kazdé x* € U
je f(x*) e V.Jeli (P, p) prostor R" s nékterou z vySe uvedenych ekvivalentnich metrik

IHeinrich Heine (1821-1881), némecky matematik
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p1, P2, Poo (Vizodstavec 2.1.) a(Q, o) jeRY smetrikou o (X, y) = |x — Y|, pak je definice
spojiteho zobrazeni stejna s definici spojitée funkce n proménnych v bodé x*.

Vzhledem k tomu, Ze spojitost funkce dvou a vice proménnych se definuje
pomaci pojmu limity funkce stejné jako pro funkci jedné proménng, obdobné plati
VEéta, Ze soucet, soucin a podil spojitych funkci je spojita funkce a dale plati véta
0 spojitosti slozene funkce.

Véta 2.8. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé [Xo, Yol € R?, pak jsou v tomto bodé
spojitéi funkce f + g, fgajeli g(xo, Yo) # 0, jevtomto bodé spojita také funkce
f/g.

Véta 2.9. Necht funkce g, h jsou spojité v bodeé [Xq, Yol, Uo = g(Xo, Yo), vo =
h(Xo, Yo) a funkce f je spojita v bodé [ug, vg]. Pak je v bodé [xo, Yol Spojita
slozena funkce F (X, y) = f(g(X, y), h(x, y)).

Prikladem funkci spojitych v celé roviné jsou napf. polynomy ve dvou promen-
nych, funkce sinu, cosu, €', kde u je polynom ve dvou proménnych.

Priklad 2.5. UrcCete body, v nichz nejsou nasledujici funkce spojité

2X — 5y sSin(x%y + xy?)
—_ f = .
X2+y>—1 b) 1(x,y) Cos(X — Y)

a) f(x,y) =

ReSeni. a) Funkce f1(X, y) = 2x — 5y, fo(x, y) = X2 + y2 — 1 jsou polynomy ve
dvou proménnych aty jsou spojite v celé roviné. Funkce f neni spojita v bodech,
ve kterych neni definovana, tj. kde x? 4 y? = 1. Body, v nichZ funkce neni spojita
tvori kruznici se stfredem v pocatku a s polomérem 1.

b) Funkce f1(X,y) = X2y + Xxy?, fo(X, y) = X — y asinu, cosu jsou spojité
v celéroviné. Podle Véty 29 o podilu neni funkce f spojitav bodech, kde

cos(x —y) =0, {. y:x+(2k—|—1)g keZ.

Priklad 2.6. Zjistéte zda funkce f(x, y) definovana nasledujicim zplisobem je
spojitav bode [0, OF:

X3
fy) = |7ne POyl #£[0.0]
0 pro [x, y] = [0, 0].

Reseni. Nejprve ovéfme, zda existuje lim,y)—©,0 f(X,y). Zvolimeli y =
kx, snadno vidime, Ze vysledna hodnota zal ezi nak, neboli Ze zalezi napfimce, po
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které se k pocatku bliZime. Proto uvedena limita neexistuje a dana funkce nemiize
byt v pocatku spojita.

Poznamka 2.4. Je-li funkce f spojitav bod&[xo, yo] € R?, pak jsou spojitéi funkcejedné
proménné g(x) = f (X, yo) v bodé xg ah(y) = f(Xo, y) v bodé yp. Spojitafunkce dvou
proménnych je tedy spojitou funkci proménné x pfi konstantnim y a spojitou funkci y pfi
konstantnim x. Opacné tvrzeni neplati! Ze spojitosti vzhledem k jednotlivym proménnym
neplyne spojitost jakozto funkce dvou promennych.

Uvazujme funkci z predchoziho prikladu. Neni obtizné ové&it, Ze pro libovolnapevna
X0, Yo € R jsou funkce f (X, yo), f (X0, y) spojitev R, aviak funkce dvou proménnych f
neni spojitav bodeé [0, 0], nebot' v tomto bode limita neexistuje.

2.4. Véty o spojitych funkcich

Stejné jako pro funkci jedné proménng, plati pro funkci n proménnych Weier-
strassovdl a Bolzanovad véta. Uvedeme obé véty pro funkci dvou proménnych.

Pfipomenme, Ze Wel erstrassovavétapro funkcejedné proménné setykafunkci
spojitych nauzavienem a ohraniceném intervalu, pfiCemz spojitost na uzavieném
intervalu znamena spojitost zleva (zprava) v pravem (levem) krajnim bodé a
normalni spojitost ve vnitfnich bodech. Pro funkci dvou proménnych definujeme
spojitost na mnozineé takto.

Definice 2.4. Rekneme, Zefunkce f je spojitanamnozing M C R2, jestlize pro
kazdy bod [Xo, Yo] € M plati

lim  f(x,y) = f(Xo, Yo)-
(X,y)— (X0, Yo)
x,y)eM

Limitni vztah chapeme takto: Ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takovg, ze
pro kazde [x, y] € Os([xo0, Yol) N M plati | f (X, y) — f (X0, Yo)| < e.

Véta 2.10. (Weierstrassova) Necht' funkce f je spojita na kompaktni mnoziné
M c R2. Pak nabyva na M své ngmensi a nejvétsi hodnoty.

Dikaz. Uvedena véta je diisledkem obecné véty z metrickych prostorli: Je-li f
spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory, pak obrazem kompaktni mnoziny
je kompaktni mnozina. V Eukleidovskych prostorech je kompaktni mnozinou

IKarl T.W. Weierstrass (1815-1897), némecky matematik
2Bernard Bolzano (1781-1848), &esky matematik a filosof
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kazda ohraniCena uzaviena mnozina. Odtud okamzité plyne ohraniCenost mnoziny
f (M). Protoze kazdaneprazdnashoraohrani cenamnozinamasupremum, existuje

K= sup f(x,Yy).
(X, y)eM

Zbyva dokazat, ze existuje bod [Xg, Yol € M takovy, ze f(Xg, Vo) = K.
Podle definice suprema existuje pro libovolné n € N bod [Xn, Yn] € M tak,
ze f(Xn,Yn) > K — % Posloupnost {[Xn, Yn]} je ohraniCend, proto existuje
vybrana podposloupnost {[Xn,, Yn 1} konvergujici k bodu [Xo, Yo]. Vzhledem
k uzavienosti mnoziny M je [Xo, Yol € M a ze spojitosti funkce f plyne, ze
{f Xne»> Yn)} — (X0, Yo). Ponévadz f (Xp,, Yn,) > K — n—lk pro vsechna k, je
limMs oo T (Xn, Vo) = f(Xo, Yo) > K. Z definice suprema plyne f (Xo, Yo) < K,
aproto f(Xg, Yo) = K.

Podobné se dokéze tvrzeni o nggmensi hodnoté funkce f . a

Poznamka 2.5. D{isledkem této véty je ohranicenost spojité funkce nakompaktni
mnozing, coz byva nékdy spolu s Vétou 210 formulovano ve dvou vétach jako
prvni a druha Weierstrassova véta.

V nasledujici véte je tfeba predpokladat, Ze mnozina M je souvisla Pfipomenme
Z teorie metrickych prostorll, Ze otevienamnoZina M C E? se nazgva souvisla,” jestlize
pro kazdé dva body X,Y € M existuje koneCna posloupnost bodu Xi, ..., Xn € M,
X1 = X, Xj =Y takova, Zze vdechny Usecky X; X1 jsou podmnozinami M.

Véta 2.11. (Bolzanova) Necht' funkce f je spojita na oteviené souvislé mnoziné
M C R? Necht pro A, B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kazdému &islu ¢
leZzicim mezi hodnotami f (A) a f (B) existuje C € M tak, ze f (C) = c.

Dikaz. Polozmeg(x, y) = f (X, y)—c. Zesouvislosti mnoziny M plyne existence
konetné posloupnosti bodll X1,..., Xp € M, X1 = X, X, = Y takove, ze
vSechny (UseCky X X1 jsou podmnozinami M. Uvazujeme-li hodnoty g(X;),
pak bud existujeindex i takovy, ze g(X;) = 0 nebo existuje j takove, ze g(X;) <
0, (> 0), 9(Xjt1) > 0 (< 0). Ozna€ime-li X; = [X1, Yal, Xj+1 = [X2, Y2, jsou
parametricke rovnice tsecky X; Xji1

X=X+ X —X)t, y=y1+(y2—y)t, tel01].

Polozme G(t) = f (X1 + (X2 — X)t, y1 + (Y2 — ypb), t € [0, 1]. Pak G(0) =
9(Xj) <0(> 0),G(1) = g(Xj;1) > 0(< 0) aG jespojitafunkce nauzavieném



28 Limita a spojitost funkce

intervalu. Podle Bolzanovy véty pro funkci jedné proménné existuje to € (0, 1)
tak, ze G(tg) = 0. Zvolime-li C = [X1 + (X2 — X)to, Y1 + (Y2 — Y1)to], dostaneme
g(C) =0,t. f(C)=c. O

Poznamka 2.6. Dlisledkem této véty je nasledujici tvrzeni: Necht funkce f je
spojita na oteviené souvislé mnozing M C R?. Existuji-li A, B € M takovg, ze
f(A) <0, f(B) > 0, pak existujeC € M tak, ze f (C) = O (tzv. prvni Bolzanova
VEta).

g
Cviceni.

=

2.1. Pomoci konkrétni specifikace okoli limitniho bodu alimity definujte

a [im f(x,y) = b lim f(x,y) =—
)(x,y)—>(—1,2> (X, y) =0 )(x,y)—>(oo,1) (*.¥) o

2.2. Vlypoctéte limity nasledujicich funkci:

a lim Y 4 lim @ @»e
(x.y)—(L1) | X2+y? <x,y)+<—4,—1)2 X +V1
b lim X e [im xy°cos—5
)<x,y>e(e2,1> y } ) x,y)—(0,0 y xy>
: In (x+€Y)
C lim /==
) (X,y)—>(L0) o/x24y?
2.3. Vypoctéte limity nasledujicich funkci:
x24y? . X—y
a RS e lim S
) (x,y)—(0,0) Xty ) (X,y)— (00,00) X2—xy+y?
2 2 H
b lim X=Y f [im 30X
)<x,y)e(o,0) X2ty? )(x,y>+<o,2> X
. 2 2+1_1 . 2 2
c) lim MYt lim XX
) x.y)—>00) X+Y 9 (X.y)—> (00,00) X*+Y*
d)  lim 2+ y3Y h) lim €21
) (x,y)—(0,0) y ) xy—-02 X
2.4. Vlypoctéte limity nasledujicich funkci:
2
a lim X2 4+ y2)g=x+y) d lim Xy )
) (x,y)e(oo,o@( ¥ ) (x,y)e(oo,o@(xzﬂz)
X
X2 T 24y2
b) lim (14 1) e lim &,
)<x,y>e(oo,1>( ) )<x,y>e(o,0> iyt
1
. _ 2 2 . T Y22
) lim i gsuety) f) lim (14 x2y?)

(*.y)—(0,0) OCHYIXY? (X.y)—(0.0)
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2.5. Dokazte, e funkce f (x, y) = Xf—iy nemav bodé [0,0] limitu.

2.6. UrCete body nespojitosti funkci:

— 1 —gnt
az= e d)z_smxy
_ Xty _ 1
b) Z= x34+y3 e) Z= snx-siny X X
— Xy — —x2 _
c)z_xij f)z=1In|1l—x*— y?|

2.7. Urcete body nespojitosti funkci:

2 5
a)z:%j;‘f‘ d) z = arccos
x2+3 1
b)Z: X2—3§ e)Z:X—yZ
1 1
C)z=—— fz=1In
) ey-1 ) / (x—a)2+(y—b)2+(z—0)2

2.8. Zjistéte, zdafunkce f je spojitav bodé [0,0]:

xy?

a fx,y) = {X2+y2 pro [X, y] # [0, O]
0  pro[x yl=1[0,0]

pro [X, y] # [0, 0]
pro [x, y] = [0, 0]

X2y2

b) f(x,y)={gﬁ

*k

Ucitel by mél plisobit tak, Ze to, co nabidne, je pfijimano jako cenny dar, ne jako

Umorna povinnost.

*

(A. Einstein)



Kapitola 3

Parcialni derivace

Derivace funkce je druhym zakladnim pojmem diferenciadniho poctu. Cilem této
kapitoly je zavest tento pojem pro funkci vice promennych a ukazat souvislost
slimitou a spojitosti funkce.

Pfipomenme definici ageometricky vyznam derivace funkce jedné promeénné:
derivace funkce f : R — R v bodeé xq je limita

f'(Xo) = lim M.

31
X—Xo X — XO ( )

Derivace funkce v bodé udava smérnici tetny ke kfivce y = f(x) v bodé
[Xo, f(X0)]. M&li funkce derivaci v bodé xo, je v tomto bodé spojita a tudiz
zde existuje take limita funkce.

Jak jsmejiz ukazali v predchazejici kapitole, je limitafunkce dvou avice pro-
meénnych komplikovang Sim pojmem nez v pripadeé funkce jedné promeénng, nebot
k bodu [Xo, Yol (v pripadé dvou proménnych) se miizeme bliZit mnoha zplisoby.
Zcela prirozené je zaCit zkoumat situaci, blizime-li se k bodu [Xg, Yo] ve sméru
soufadnych os x a'y. Tim se dostavame k pojmu parcialni derivace funkce dvou
proménnych. Pfi , parcianim“f] derivovani se vzdy na jednu z proménnych x, y
divame jako na konstantu a podle druhé derivujeme. BliZime-li se k bodu [Xo, Vo]
ve sméru predem daného vektoru u = (ug, Uy), jde o smérovou derivaci, ktera
je pfirozenym zobecnénim pojmu parciani derivace. Pro funkci n proménnych je
situace analogicka.

1Doslovny Eesky preklad slova parciani je , Sastecny*.

30
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3.1. Parcialni derivace 1. radu

Definice 3.1. Necht funkce f : R? — R jedefinovanav bodé[xo, Yol angakéem
jeho okoli. Polozme ¢(x) = f(X, o). M&li funkce ¢ derivaci v bodé Xo,
nazyvame tuto derivaci parcialni derivaci funkce f podle proménné x v bodé

[Xo, Yol @aoznatujeme fy(Xo, Yo), event. o (xo, Yo), f(Xo, Yo)-
To znamena, ze

fx(X0, Yo) = lim 90 =900 _ . FO Y0 — T (X0, Yo)

X0 X — Xp X—Xo X — Xo

Podobné, méa-li funkce ¥ (y) = f (X, y) derivaci v bodé yp, nazyvame tuto deri-
vaci parcialni derivaci funkce f podle proménnéy v bodé [Xg, Yo] aoznatujeme

fy (%0, Yo) (55 (X0, Yo), T, (X0, Y0)).

Poznamka 3.1. i) M&li funkce z = f (X, y) parcidni derivace ve vSech bodech
mnoziny N C D(f), jsou tyto derivace funkcemi proménnych x, y. Oznatujeme
je fx(x, y), fy(x, y), popf. 3 (X, ¥), 35 F O, y), fe(x, ), (X, ¥), 2, 2y, 2., 2,

i) Zcela anaogicky se definuji parciani derivace funkce n proménnych. Je-li

z= f (X1, ..., Xn) funkce n proménnych, x* =[x}, ..., X}] € R", definujeme
75 &) =!|_)n3f[f(xl,...,xi_l,xi XX — FOXL L xD]
|

iii) Z definice parciani derivace plyne, Ze pfi jegim vypoCtu postupujeme
tak, ze vsechny argumenty krome toho, podle néhoz derivujeme, povazujeme za
konstanty.

Protoze parciani derivace fy, funkce n proménnych je definovana jako , oby-
¢gind’ derivace podle proménné x; , plati pro pocitani parcianich derivaci obvykla
pravidla pro derivovani. Uvedeme je primo pro funkci n proménnych.

Véta 3.1. Necht funkce f, g : R" — R maji parcialni derivaci podle promeénné
Xi, i € {1,...,n}, naoteviené mnoziné M. Pak jgich soucet, rozdil, soucin a
podil mana M parcialni derivaci podle x; a plati

9

9 )
% [fX) £9(X)] = ax f(x) £ a—xig(X),



32 Parcialni derivace

0 0 0
a—xi[f(x)g(x)] = 9% f(x) g(x) + Q(X)a—xi f(x),

9

d (f(x)) B %f(x)g(x) - f(x)%g(x)
ax \gx) /) g%(x)

pricemz tvrzeni o podilu derivaci plati za pfedpokladu, ze g(x) # 0.
Priklad 3.1. i) Vypoctéte parcialni derivace funkce dvou proménnych
a) z = arctg 2 b)yz=xY, x > 0.

Redeni. a) Pri vypottu parciani derivace podle proménné x povaZzujeme promeén-
nou y za konstantu, tj.

Analogicky,

S, 1 1\ X
b) Parciani derivaci podle x urCime jako derivaci mocninné funkce a derivaci
podle y jako derivaci exponencidni funkce se zakladem X, tj.

z =yxt  zy=xYInx.

ii) Vypoctéte parciani derivace 1. fadu funkce

f(Xe, ..., %) = \/m&f““'“%_

Redeni. PYi vypottu parcialni derivace podle proménné x; povazujeme vechny
ostatni promenné za konstanty:

ad > 2 2
S x2eit R | =
8xi |: 1 + + n ]
_ X ettt 40w /X2 4 ... 4 x2 et td =

X2+ -+ X2

== [1+2xF+ -+ xD)] .
X+ -4 x2
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Geometricky vyznam par cialnich derivaci.

Necht je dana funkce f : R? — R
a G je jgi graf. Necht 7t je ro-
vina dana rovnici y = Yp. Za ro-
zumnych predpokladll (napr. spoji-
tost funkce f) jeprliseCikem Gt N
kfivka y v roviné =t a parciani
derivace fy(Xo, Yo) udava smérnici
teCny t k této kfivce v bodé Qg =
[Xo, Yo, T (X0, Yo)1, Viz vedlgiSi ob-
razek. (Pfipomefime, Ze smérnice
teCny t jetga).

Podobng, derivace fy(Xo, Yo) U-
davasmernici tecny kekfivcev bodé
Qo, ktera vznikne prusecikem plo-
chy Gt srovinou x = Xo.

Zatimco u funkci jedné proménné plyne z existence derivace v daném bodé
jei spojitost, u funkci vice proménnych toto tvrzeni neplati.

Ma-li funkce f : R? — R parcialni derivace v bodé [Xo, Yol, nemusi byt
v tomto bodeé spojita, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 3.2. Funkce definovana predpisem

1 rox=0neboy =0
f(x.y) = b Y

0 jinak
ma v bodé [0, 0] obé parcidni derivace (rovny nule) a neni zde spojita, nebot
v tomto bodé neexistuje limita (grafem funkce je podstavnarovina, z niz je , vy-
zdvizen" osovy kfiZ).

SkuteCnost, Ze z existence parcianich derivaci neplyne spojitost, je zcela
prirozenda, nebot parciani derivace udavaji informaci pouze o chovani funkce ve
smérech rovnobéznych se soufadnymi osami, pficemz v jinych smérech se funkce
mlize chovat ,, velmi divoce".
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3.2. Derivace vySSich rad(

Definice 3.2. Necht' [Xg, Yo] € D(fy). Existuje-li parcidni derivace funkce
fx(X, y) podle proménné x v bodeé [Xo, Yo], hazyvame tuto derivaci parcialni
derivaci 2. fadu podle x funkce f v bodeé [Xg, Yol a znaCime fyy(Xg, Yo) Nebo
, a2

take 27 (xo, o).

Existuje-li parcidni derivace funkce fy(x, y) podle proménnéy v bodé [Xo, Yol,
nazyvame tuto derivaci smiSenou parcialni derivaci 2. radu funkce f v bodé

o , a2
[Xo, Yol @aznaCime fyy(Xo, Yo) Nebo také %(Xo, Yo).

Obdobné definujeme parciani derivace 2. fadu fyx(Xo, Yo) a fyy(Xo, Yo)-
Parcialni derivace n-tého fadu (n > 3) definujeme jako parcidni derivace
derivaci (n — 1)-tého Fadu.
Priklad 3.3. i) Vypottéte derivace 2. fadu obou funkci z Prikladu 3.1i).
Reseni. a) V pripadé funkce z = arctg Y jsme vypotetli z, = —
Odtud
y Xy

Yy 5o _X
221 Y T ey

z —i(z)—i
KA T ax

Podobné

( y ) x2+y2—2y2 y2_X2
ny— = — ==

0
gy \ x24y2 (X2 +y2)2 (X2 +y2)2’
0
T ox
0

] X x2+y2—2x2_ y2 — x2
yx— X2 + 2 (X2+y2)2 — (x2+y?)2’

s X B 22Xy
Wy \x2+y2) T (@ y)?
Pro funkci z = xY z asti b) je z = yx¥~%, z, = x¥ Inx. Odtud
Zox =y(y — DXV 2, Zyy = x4 yx¥tinx,

1
Zyx =YX tInx + xy; = x4+ yxtnx,  zy=xVIn?x.

ii) UkaZte, e pro funkci u = plati uxx + Uyy + U,z = Of

-1
N X2+y2 472

LUvedeny priklad hraje dilleZitou roli ve fyzice; podrobngi viz priklad5.3i)
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Regeni. PFi vypottu parcidnich derivaci vyuZijeme skutetnost, ze funkce u zavisi
na promennych x, y, z symetricky. Plati
X
a (X2 4+ y2 + 72)3
(X2 4+ y? + Zz)g — 3x2(X2 4+ y2 + Zz)%(xz +y2+ Zz)g

UX=

1 N 3x2

Ze symetrické zavidosti na zbyvajicich proménnych pak dostavame

Uyy = L + 3
W7o x4 y2 422 (24 y2+ 22?2

1 N 372
Odtud nyni snadno ové&fime platnost rovnice uyy + uUyy + Uz, = 0.

Uzz = —

Va&mnémesi, Ze uobou funkci v ¢asti i) pfedchazejiciho pfikladu vySlarovnost
Zyy = Zyx. Nasledujici véta ukazuje, Ze tyto rovnosti nejsou nahodné.

Véta 3.2. (Schwarzoval) Necht funkce f ma spojité parcialni derivace fxy: Tyx
v bodé [ X, Yol. Pak jsou tyto derivace zaménné, tj. plati

fxy(Xo, Yo) = fyx(Xo, Yo). (3.2

Dikaz. Ze spojitosti funkci fyy, a fyx v bodé [Xo, Yol plyne existence §-okoli
U = (Xg— 8,%X0+ 8) x (Yo — 6, Yo+ ) bodu [Xg, Yol, vV némz jsou parciani
derivace fyy a fyy definovany. Pro0 < h < § polozme

f(Xo+h, yo+ h)—f(Xo + h, yo)— f (X0, Yo + h)+ f (X0, Yo

F(h) = -

(3.3)

adaeoznatmeg(y) = f(Xo+h,y) — f(Xo, ¥), ¥ (X) = (X, Yo+ h) — f(X, Yo).
Pak funkci F miizeme psat ve tvaru

1 1
F(h) =S5 [e(Yo+h) —e(Yo)] = 5 [¥ (% +h) — ¥ (X)].
h h

1K arl Schwarz (1843-1921), némecky matematik, 7ak K. Weierstrasse
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Podle Lagrangeovy véty existuje ¢, € (0, 1) takove, Ze

@Yo+ h) — ¢(Yo) = h¢'(yo + v1h) =
= h[fy(Xo+ h, yo+ 91h) — fy(Xo, Yo + 91h)].

Oznalme jeste g(x) = fy(X, Yo + v1h). Pak g'(x) = fyx(X, Yo + ¥1h) arozdil
v posledni hranaté zavorce je (opét podlie Lagrangeovy Véty) g(Xo + h) — g(Xg) =
g (X0 + 92h) = fyx(Xo + ¥2h, Yo + 91h), kde 9, € (0, 1). Dosadime-li odtud do
(3.3), dostavame

F(h) = fyx(Xo + B2h, Yo + ¥1h), 91, 92 € (O, 1).
Aplikujeme-li nyni Gplné stejné Uvahy nafunkci v, dostavame
F(h) = fxy(Xo + 93h, yo + 94h), 3,94 € (0, 1).
Posledni dvavztahy a spojitost funkci fyy, fyx v bode [Xo, Yol implikuji
M‘% F(h) = fyx(Xo, Yo) ~asouCasne M‘% F(h) = fxy(Xo. Yo),
tedy plati (3.2). d

Nasledujici priklad ukazuje, Ze bez predpokladu spojitosti smiSenych parcial-
nich derivaci rovnost (3.2) obecné neplati (viz priklad[12.4).

Priklad 3.4. Necht funkce f je dana predpisem

X ro x| > 1yl,
focy) = XY prolxi =z 1yl
0 pro x| <yl
Pak proy # 0Oje f4 (0, y) = Oapro y = 0je podle definice parcialni derivace
. fh,O-f0O0 . 0-h—-0
W00 = i TS = i =0

Pro x # 0 ah v absolutni hodnoté dostatecné malaje f (x, h) = xh, tedy

) - fx,00 . xh—-0
fy(x, 0 = im h =AM =X
akonecné £0.h) — £(0.0) 0
7y(0.0) = lim h =R =0
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Vyuzitim téchto vysledkl plyne z definice parcianich derivaci 2. fadu
fx (0, h) — (0, 0)

ny(Ov O) = lLLrR) h = PI]L%O =0,
o fy(h,0)— (0,00 . h—0
f0.0) = Jim 2222 i e -

Matematickou indukci miizeme tvrzeni Schwarzovy véty rozsifit pro derivace
vySSich radi.

Véta 3.3. Ma-li funkce f v bodé [Xg, Yo] a ngakém jeho okoli spojité parcialni
derivace az do radu n, pak hodnota parcialni derivace fadu n v libovolném bodé
z tohoto okoli zavisi pouze na tom, kolikréat se derivovalo podle proménné x a
kolikréat podle proménné y, nikoliv na pofadi, v jakém se podl e téchto proménnych
derivovalo.

3.3. Smérovéderivace

Parciani derivacefunkce f v bodéx € R" jsou obytenéderivace, které ziskame z(zenim
definicniho oboru funkce f naprimku jdouci bodem x arovnobéznou si -tou souradnico-
vou 0sou. Zobecnénim parcianich derivaci jsou smérove derivace, které ziskame zUzenim
definicniho oboru funkce na pfimku jdouci bodem x amajici smér daného vektoruu € V",
To znamena, Ze vySetfujemefunkci ¢ (t) = f (x+tu), kterajejiz funkci jedné proménng,
apro ni je pojem derivace jiZ dobfe znam.

Poznamengjme, ze V" je standardni oznateni pro zaméfeni n-rozmérného euklidov-
ského prostoru.

Definice 3.3. Necht f je funkce n proménnych, x je vnitini bod D(f), u € V"
Polozme ¢(t) = f (x + tu). M&li funkce ¢ derivaci v bodé 0, nazyvame ji smérovou
derivaci funkce f v bodé x (derivaci f ve sméru vektoru u) a oznaCujeme f,(x). To
Znamena, ze

—lim f(x +tu) — f(x).
t—0 t

fu(X) = !i%w

Poznamka 3.2. i) Necht' (e, ..., &) je standardni baze v V" (vektor g ma nai-tem
misté jedniCku a na ostatnich mistech nuly). Pak fg (X) = fx (X), tj. sSmérova derivace
podle vektoru g jetotoznas parcidni derivaci podle proménne x; .

ii) Jelikoz je smérova derivace obyCejnou derivaci funkce ¢, plati pro poCitani tato
pravidla: Necht existuje fy, gy v bodé x € R". Pak

a) pro vSechnac € R existuje fou(x) aplati fou(x) = cfy(x)
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b) (f £g)u(X) = fu(X) £ gu(X)
) (f@ux) = fu(x)gx) + F(X)gu(x)
d) Je-li g(x) # 0, pak

f fug(x) = F(X)g9u(X)
— ] X)= 5 .
9/u g°(x)

iii) Naopak neplati aditivitasmérovych derivaci vzhledem ke smérlim. Jestlize existuji

fu, fy, nemusi existovat f,,, a pokud existuje fy,,, mize byt f, + f, £ fu.,, viz
nasledujici pfiklad, ¢ast ii).

iv) V PrikladuB.2jsme ukazali, Ze z existence parcianich derivaci funkce f v bodé
[Xo, Yo] neplyne spojitost funkce. V Casti iii) nasedujiciho pfikladu ukézeme, Ze ani
existence smérove derivace v bodeé [Xg, Yo] ve sméru libovolného vektoru u e V2 neni
postaCujici pro spojitost. Toto je na prvni pohled pfekvapujici skutecnost, uvédomime-li
s v&ak, Zze smérové derivace popisuji chovani funkce f, blizime-li se k bodu [xo, Yo] po
primkach, adefinice limity (pomoci niz je definovana spojitost v bodeé [xo, Yol) zachycuje
vdechny zplisoby ,, pribliZzeni“ (napf. po parabolach), je toto zcela prirozene.

Priklad 3.5. i) Viypottéte smérovou derivaci funkce f(x, y) = arctg (x? + y?) v bodé
[1, —1] ve sSméru vektoruu = (1, 2).

Reseni. Primym dosazenim do definice a vyuZitim I’ Hospital ova pravidla dostavame

arctg[(1+ t)2 + (—1 + 2t)?] — arctg 2
t
o ACtg2 — 2t + 5t%) —arctg 2 ' —2+ 10t 2

li = lim S—
t—0 t t-01+ (2— 2t + 5t2)2 5

f 1,1 =Ilim
2@, 1 fim

i) Ukazte, ze pro funkci

fooyy = | EE PoeLy) # (0.0
0 pro (X, y) = [0, 0]

avektoryu = (1, 0),v = (0, 1) existuji f,(0, 0), f,(0, 0), fu+,(0, 0),avsak fy+,(0, 0) #
fu(0,0) + 1,(0, 0).

Regeni. Plati f, = fy, f, = fy. Protoze f(t,0) = 0 = f(0,1), je fy(0,0) = 0 =
f,(0, 0). Pro derivaci ve sméru vektoru u + v = (1, 1) dostavame z definice smérové
derivace

t2. 2t
T

1
fu+v(0,0) = tli_)n?)?[f(Oth, 0+t)— f(0,0]= t“_)“?)

Tedy 1 = fu1,(0,0) # fu(0,0) + f,(0,0) = 0.
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iii) Ukazte, Ze funkce f definovana predpisem

(o y) = | PO y) # (0.0l
0, pro (x, y) = [0, 0]

ma v bodé [0, 0] smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru u € V2 a presto neni
v tomto bodeé spojita
Regeni. Je-li 0  u = (U1, Up) € V2 libovolny, podle definice smérové derivace plati
0.0y = lim L[£(0+ tus, 0+ tuz) — 1(0,0)] = lim .13 T2 _
VT S0t b ? T ot (t8ud 4+ thud)
tufu

t—0t4u 4 ug
BliZzime-li sek bodu [0, O] po parabolach y = kx?2, dostavame

x4 . k2x4 k2
[im = .
x—0 X8 + k4x8 1+ k4

To v&ak znamena, ze ( I)im(0 0 f (X, y) neexistuje, tedy funkce f neni v bodé [0, O]
X,y)— (U,

spojita
Definujeme-li sméroveé derivace 2. fadu vztahem

fu(X* + tv) — fu(x*)
t

fuu (X*) = t”l%

plati anal ogickeé tvrzeni jako véta o zaménnosti smiSenych parcidnich derivaci.

Véta3.4. Necht'u,v € V", funkce f : R" — R ma v bodé x* spojité smérové derivace
fuy @ fyu. Pak jsou si tyto derivace rovny, tj.

fuv (X*) = fvu (X*)

Poznamka 3.3. Predpokladejme, Ze funkce f ma v bodé x* spojité parciani derivace
2.faduaoznatme f”(x*) = (fxx),i, ] =1,...,n, matici parcianich derivaci druhého
fadu funkce f v bodé x* (tato matice se nékdy nazyva Hessova matice funkce f v bodé
x*), pak pro libovolnau, v € V" existuje smiSena smérovaderivace fy, (x*) aplati

fuy (X) = fou(X*) = (" (x")u, v) = (F"(x")v, u),

kde (, ) je obvykly skalarni soucin v R".
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3.4. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté

Jednim z diileZitych tvrzeni diferencianiho pottu funkci jedné proménnéje Lagrangeoval
véta o stfedni hodnoté. Tato vétatika, Ze pro diferencovatelnoufunkci f : [a, b] — R 1ze
rozdil f(b) — f(a) vyjadfit vetvaru

f(b)y— f(a) = f'(¢€)(b—a), kde & € (a, b).

Jgji analogii pro funkce dvou proménnych jsou nasledujici dveétvrzeni; prvni pro parciani
derivace, kdy ,,body stfedni hodnoty* lezi na hranici obdé niku ureného danymi dvéma
body, a druhé tvrzeni pro smérovou derivaci.

Véta 3.5. Predpokladejme, Ze funkce f ma parcialni derivace fy a fy ve vSech bodech
ngakého obdélniku M € R? a necht’ [Xo, Yo, [X1, y1] € M. Pak existuji ¢isla &, n |eici
mezi Xg, X1 resp. Yo, y1 takova, ze

f (X1, y1) — f(Xo, Yo) = fx(&, y1) (X1 — Xo) + fy(Xo, m) (Y1 — Yo).
Dllkaz. Plati
f (X1, y1) — f(Xo, Yo) = f (X1, y1) — f(Xo, y1) + f (X0, y1) — f (X0, Yo) =
= fx(&, yr) (X1 — Xo) + fy(Xo, n) (Y1 — Yo).

V posledni Gpravéjsmeaplikovali Lagrangeovu vétu pro funkcejedné promeénnénafunkce
p(x) = f(X,yD) ay(y) = f(xo, y). O

Poznamka 3.4. Body [&, y1], [Xo, 1] 1€Zi na sousednich stranach obdélniku se stranami
rovnobéznymi se soufadnymi osami, uréeného body [Xo, Yol a[X1, y1] (naCrtnéte si obra
zek). Upravime-li s rozdil f (x1, y1) — f (Xo, Yo) ponékud odliSng, ato

f(x1, y1) — f (X0, Yo) = f (X1, y») — f(x1, Yo) + (X1, yo) — f(Xo. Yo),
dostavame nepatrné odlisné vyjadreni
f(x1, y1) — f (X0, Yo) = fx(&1, Yo) (X1 — Xo) + fy(X1, n1)(y1 — Yo).
V tomto vyjadfeni body [£1, Yol a[X1, n1] |€Zl nazbyvajicich dvou stranach obdél niku.

Projdeme-li diikaz Véty B.5, snadno zformulujeme anal ogickou vétu pro funkce n promeén-
nych. Jsou-li x* = [X}, ..., X3], X = [X1,..., Xn] € R", existuji body z1, ...,zn € R"
lezici na hranach n-rozmérného kvadru ureného body x* ax takove, ze

n
of
f(x)— f(x*) = —(ZK) (X — XF).
) — f(x) kZlan(k)(k )
1Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francouzsky matematik
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Aplikujeme-li Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné na

funkci ¢(t) = f(x + tu), dostavame vétu o prirtistku v nasledujicim tvaru.

Véta3.6. Necht' f : R" — R ma derivaci ve sméru vektoru u € V" ve vdech bodech

UseCky {x + tu; t € [0, 1]}. Pak existuje takové ¢isdo 9 € (0, 1), Ze plati

f(x4+u — f(X) = fu(X+ u).

Cviceni.

3.1. Vypoctéte parcidni derivace 1. fadu funkci:

=

a) z = x3 4 2x2y + 3xy? + 4x — 5y + 100 h) z=arctg {7
_ X3 y-3y i) 7 — cosx?
b) z= — i)z= y
C) z=Xxsin(x + 2y) )z=In(x+ /X2 + y?)
d)z=sin3 - cos; K)u=e*1-y-2
QU=X/1-y2+yJ1-x2—2z/1—x2—y2 I)z:arctg§
=€ — arcsin VX2V
flz=ey m) z = arcsin ey
= In (X% _ |n vy
9 z=In(57) mu=in L+4/X2+y2+ 22
3.2. Vypoctéte parcidni derivace 1. fadu funkci:
a)Z:XXy g)szy~eSi””Xy
b)z=2 %\g h)u = x?
0z=() i) 2= arctg (x — y)?
d)z=xy-In(x+Yy) u=snx?+y>+ 7%
e) z= (2x + y)&*Y k)u = xY*

fz=,/1-(52)" +arcsin X

3.3. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu nasledujicich funkci v danych bodech:

Az=Y>+y-VJ1+x2  Vv[25
b) z=In(x + 3%) v[L12]

_ X-COSY—Y-COSX
©) Z= Tianxrany v[0.0]
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3.4. a) Vypottéte u, v bode [0,0,2], jeli u = /S X + SRy + sin? z.

b) Vypottéte uy + Uy + U, v bod&[1,1,1], je-li u = In(L + x + y? + Z3).
3.5. Ovéfterovnost z,y = zyy U funkci:

a) z=x?> — 2xy — 3y?

b) z= arccos\/%

3.6. Najdéte parciani derivace 1. a 2. fadu funkci:

a) z = x*+ y* — 4x?y? g) z = X+

_XyHX 1 A/ XPHY2—X
b)z= y h)z_lnimﬂ
0z=1 i) z=In(x + y?)

_ X B 7 — 2 1 \2
d)z_m Nz=Inyx?>+y

— i — 1 X
€) z= Xsin(X +Y) k)z_arcsmm
f)z= o )z = (14 x3)?

k
Moudrost neni produktem vzdéani, ale celozivotnim Gsilim. (A. Einstein)

*



Kapitola4

Diferencial funkce

Diferencidlem funkce f jedné proménné v bodé xo rozumime prirlistek funkce
na tecné vedené ke grafu funkce v bodé [Xg, f(Xp)]. V tomto pfipadé existence
diferencidlu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentni existenci derivace
v bodé xo. Pfipomenme, ze f : R — R je diferencovatelna v bodé xo, jestlize
existuje reané Cislo A takovg, ze

lim f(Xo+h) — f(Xo) — Ah _0
h—0 h

U funkce n proménnych (n > 2) je totani diferencia definovan analogicky:
je to prirlistek funkce na tetné nadroviné vedené ke grafu funkce bodem %o €
R". Pfesnou definici pojmu teCna nadrovina uvedeme pozdgi; v podstaté je to
nadrovina (tj. afinni podprostor dimenze n — 1), kterama s grafem funkce lokané
(tj. v okoli bodu, kde teCnou nadrovinu sestrojujeme) spolecny prave jeden bod.

Se zavedenim téchto pojmi okamZité vznikaji tyto otazky: Kdy v daném bodé
existuje tetna nadrovina ke grafu funkce neboli kdy je funkce diferencovatelna?
Saci k tomu pouha existence parcialnich derivaci jako u funkce jedné promenné?

Odpovédi natyto adalsi podobné otazky jsou obsahem této kapitoly.

4.1. Diferencovatelna funkce, diferencial

Nejdfive definujme pojem diferencovatelnosti a diferenciadlu pro funkce dvou
promeénnych.
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Definice 4.1. Rekneme, Zefunkce f : R?2 — R definovanav okoli bodu [Xo, Yo
je v tomto bodé diferencovatelng, jestlize existuji redna Cisla A, B takova, ze
plati

lim f(Xo+h,Yo+Kk — f(X,Yo) — (Ah+ Bk
(h.k)—(0,0) vhz 4+ k2 B

Lineérni funkce Ah + Bk proménnych h, k se nazyva diferencial funkce v bodé
[Xo0, Yol @znafi sed f(Xo, Yo) (h, k), prip. d f(Xo, Yo).

0. (41

Poznamka 4.1. i) Ekvivalentni zapis definice diferencovatelnosti funkce dvou
proménnych je tento: existuji A, B € R afunkce t : R? — R tak, ze plati

f(Xo +h, yo+K) — f (X0, Yo) = Ah+ Bk + (h, k) (4.2)

kde
im ko
(h.k)—(0.0) ,/h2 + K2

i) Jmenovatel limity ve vyrazu (4.J) je velikost vektoru (h, k) v euklidovskée
metrice. V odstavci 2.1 jsme zdlraznili ekvivalentnost metrik p1, p2 a poo. Proto
nahradime-li vyraz +/h2 + k2 vyrazem |h| + |k| (velikost (h, k) v metrice p,)
nebo vyrazem max{|h|, |K|} (velikost (h, k) v metrice p,), dostaneme definici
ekvivaentni s Definici[4.1l

(4.3)

V predchozi kapitole jsme ukazali, ze pro funkce dvou a vice proménnych
z existence parcianich derivaci ani smérovych derivaci neplyne spojitost. Nasle-
dujici dvé véty ukazuji, ze diferencovatelnost funkce jetou ,, spravnou” vlastnosti,
kteraimplikuje spojitost a néktera dalSi vlastnosti funkce.

Véta4.1. Jeli funkce f diferencovatelna v bodeé [Xg, Yol, pak je v tomto bodé
spojita.
Dikaz. Z diferencovatelnosti funkce f v bodé [Xo, Yol plyne

lim  [f(Xo+h, Yo+ k) — f(Xo, Yo)| = "

m [Ah+ Bk+ t(h, k)] =0,
(h,k)—(0,0) (0,0)

li
K-
nebot’ podle Poznamky 4.1.i) je limgn k- 0.0) T (h, k) = 0. Odtud

(h,kl)ffo,m f(Xo+h, Yo+ k) = f(Xo, Yo),
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jetedy funkce f spojitav bodeé [Xo, Yol. O

Poznamka 4.2. Opak této véty neplati. Je-li funkce spojita, nemusi byt diferen-
covatelng, napr. f (X, y) = /X2 + y2v bodé [0, 0].

Véta 4.2. Je-li funkce f diferencovatelna v bodeé [Xo, Yol, pak ma v tomto bodé
parcialni derivace a plati A = fy(Xo, Yo), B = fy(Xo, Yo), 1.

df(Xo, Yo) = fx(Xo, Yo)h + fy(Xo, Yo)k. (4.4)

Dulikaz. Polozme v (1) k = 0. Pak limy_, o f(Xo+hyo>|—hf| X0.y9=AN _ 3 proto

fxo+h, yo) = f(X0, Yo)

im f (Xo+h, yo) — f(Xo, Yo) — Ah

i h =m h A=
== fX(X09 yO) - A == O,
tj. A= fy(Xo, Yo). Stejnym obratem dokazeme rovnost fy(xo, Yo) = B. d

Poznamka 4.3. i) Prirlistky h, k nezavideproménnych x, y v definici diferencialu
se Casto znaCi dx, dy (pfedevSim ve starSi literatufe a v literatufe s fyzikanim
zamérenim).

ii) Je-li funkce f diferencovatelna v kazdem bodé mnoziny M, ma v kaz-
dem bodé této mnoziny diferencid, ktery je funkci Ctyf promennych: x, y, h, k.
OznaCime-li dx = X — Xp = h, dy = y — yp = k, dostavame, ze diferencid
funkce f je

df(x,y) = fx(X, y)ydx+ fy(x, y)dy.

iii) Diferencid se pouzivak pfibliznému vypoctu funkcnich hodnot. Zanedba-

me-li funkci 7, z (4.2) plyne

f(X,y) = f(Xo, Yo) + df(xo, Yo). (4.5)

Geometricky vyznam totalniho diferencialu. Rovinav R3 o rovnici z = Ax +
By + C se nazyva teCnou rovinou ke grafu funkce z = f(x,y) v bode T =

[X07 y09 f(XO, yO)], plat,l'“

f(x,y)— Ax—By—-C _0

lim
*Y)=X0.Y0) /(X — X0)2 + (Y — Yo)?
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Mali tato rovina prochazet bodem T, musi tento bod vyhovovat rovnici roviny,
tj. f (X0, Yo) = Axo + Byo+ C, odkud z = A(X — Xo) + B(Y — Yo) + f (X0, Yo).
Tato rovinaje teCnou rovinou, jestlize existuje diferencid funkce v bodeé [Xg, Yo,
tj. podle Véty [4.2 je A = fx(Xo, Yo). B = fy(Xo, Yo). Rovnice tetné roviny ma
tvar

z = f(Xo, Yo) + fx(Xo, Yo) (X — Xo) + fy(Xo, Yo) (Y — Yo)- (4.6)

Odtud je vidét, Ze diferencial funkce v daném bodg je prirlistek funkce na tecné
roviné. Funkce 7 (h, k) z Poznamky [4.7] uréuje rozdil mezi skutecnym prirlistkem
aprirtistkem natetné roviné. Rovnice tetné roviny je nejlepsi linearni aproximaci
funkce f (x, y) v okoli bodu [Xo, Yol.

Priklad 4.1. Z definice diferencidlu urCete df afunkci r pro f(x, y) = x2 + y?
v obecném bodeé [x, vy].

Reeni. Plati

f(x+h, y+k) — f(x, y) = (x+h)?+ (y+k)?—x%— y? = 2xh+ 2yk+h? + K>.
Jetedy df(x, y)(h, k) = 2xh+ 2ykat(h, k) = h? + k2.

Priklad 4.2. i) Pomoci totalniho diferencidlu priblizné vypoctéte

a) 1,042  p),/(2, 982+ (4,052

Reseni. @) K vypottu pouzijeme diferencia funkce f(x,y) = x¥ v bodé [1, 2]
sdiferencemi dx = 0, 04, dy = 0, 02. Plati

df(x,y) = yx¥"tdx+x¥Inxdy, tj. df(1,2) = 2dx +0dy = 2dx
atedy podle (4.5)
1,04%92 = (1,04;2,02) = f(1,2) +df(1,2) = 1,08.

b) K vypoctu pouzijeme diferencial funkce f (X, y) = v/x2 + y2v bodé [3, 4]
sdiferencemi dx = —0, 02, dy = 0, 05. Pati

X dx ydy

df(x,y) = N + Ny

adosazenim do (4.5) dostavame

1
J(2,98)2 + (4,05)2 =5+ £(~3-0,02+4-0,05 = 5,028.
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ii) Napidte rovnici tetné roviny grafu funkce z = x? + y? v bodé [1, 1, ?I.

Reseni. Dosazenim do funkéniho predpisu najdeme z-ovou soufadnici dotykového
bodu z = 12 + 1% = 2. Nyni pfimym dosazenim do vzorce pro tetnou rovinu
dostavamejgirovniciz=2+2x—-1) +2(y —1),tj.2x+ 2y —z—2=0.

Jak jiz vime, ze samotné existence parcidnich derivaci funkce v bodé [Xo, Yol
neplyne diferencovatelnost (viz priklad [3.2). Jsou-li vSak tyto derivace v tomto
bodé spojité, je diferencovatelnost zaruCena, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.3. Ma-li funkce f v bodeé [Xq, Yol Spojité parcialni derivace 1. Fadu, pak
ma v tomto bodeé také diferencial.

Dlikaz. Ze spojitosti parcidnich derivaci fy, fy v bodé [xo, Yol plyne jejich exis-
tence v jistém okoli tohoto bodu. Podle Véty [3.3 plati

fFo+h, yo+k — (X0, Yo) = Fx(%0, Yo)h — fy(xo, Yok _

[im
(h,k)—(0,0) vh? 4+ k2
i fx(Xo+01h, Yo+K)h+1y (X0, Yo+ 2k K—TFx (X0, Yo)h—fy(Xo, Yok
e Im e
(h,k)—(0,0) 2 4 k2
= (h7k|)'_r)r(1070) [ fx(Xo + U1h, Yo + k) — fx(Xo, Yo)] - m +
. k
(h’kl)ir(loyo) [ fy (X0, Yo+ 92K) — fy(Xo, Yo)] - N 0,

nebot’ ze spojitosti parcianich derivaci plyne, Ze limity vyrazli v hranatych zavor-
kach jsou nulove, aplati

h k
- | <1 - ,
'«/h2+k2 B '«/h2+k2 B
tj. podle Véty 22 je vysledna limita nulova. Dokazali jsme platnost (4.1). O

Priklady funkci, které jsou, resp. nejsou diferencovatelné v daném bodé — viz
priklady[13.4, [13.5,

Obecng, funkce n proménnych f : R" — R je diferencovatelna v bodé x* < R",
jestlizeexistujea = (ay, . . ., an) € V" takove, zeproh = (hy, ..., hp) € V" plati

m f(x*+h) — f(x*) —(a, h)

=0,
h—0 I1h]|




48 Diferencial funkce

kde ||h|| = ,/h% +---+hZ2 a(ahy = Y, ahi jeobvykly skalani soutin v R",
Diferencidlem funkce f v bodé x* pak rozumime linearni funkci definovanou pfedpisem

df(x*
4160

(a, h),
tj. df(x*)(h) = (a, h). Stgjnéjako ve Vétach[4.1 a[4.2, z existence diferencialu v bodé x*
plyne spojitost funkce a existence parcianich derivaci v tomto bodé a pro vektor téchto
parcidnich derivaci f'(x*) plati f'(x*) = a, tj. %(x*) =ag,i=1...,n

Na zavér tohoto odstavce ukazme, Ze z diferencovatelnosti funkce plyne — kromé
spojitosti a existence parcianich derivaci — také existence smérové derivace ve sméru
libovolného vektoru. Ukazeme také, jak |ze pomoci diferencidlu tyto smeérové derivace
spoditat.

Véta4.4. Predpokiadegme, ze funkce f : R" — R je diferencovatelna v bodé x* € R" a
necht'u € V". Pak existuje smérova derivace f,(x*) a plati
n

of
() = (FO) ) = ) 5= (<.

k=1

Dikaz. Necht f jediferencovatelnav bodé x*. Z definice smérove derivace dostavame

f(x* +tu) — f(x* —lim df(x*)(tu) + t(tu) _

fo(x*) = li
u(x?) t|—>n(]) t t—0 t
t
— df o)) + [lull Tim 22— g ey = (£, ),
t—0 |[tu]]
nebot lim;_,o 2 — 0 O

[ltulp — =

Ve fyzikani terminologii se vektor f’(x*) nazyva gradient funkce f v bodé x* a
znaCi se grad f (x*). Z linearni algebry vime, ze skalarni soucin (grad f (x*), u) nabyva
pro vektory u dané konstantni delky nejvétsi hodnotu, jestlize jsou vektory grad f (x*)
a u linearné zavislé. Protoze smeérova derivace f,(x*) udava rychlost zmeény funkce f
ve sméru vektoru u, je grad f (x*) smér, v nemz funkce f v bodé x* ngrychlgi roste.
Podobné, — grad f (x*) je smér, v némz funkce ngjrychlgi klesa.

Poznamka 4.4. Diferencid definovany v Definici [4.1] se nazyva také totalni nebo také
Fréchetliv a |ze je definovat i pro zobrazeni mezi linearnimi normovanymi prostory,
COZ jsou VEtSinou nekonetné dimenzionani prostory. Kromeé toho existuji jing, obecngjsi
diferencidly, pouZivané Casto v diferencia nim poctu v normovanych linearnich prostorech,
napr. slaby (Gateaux(v) diferencial. Podrobngjsi informace o této problematice |ze nalézt

ve skriptu [[N2].
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4.2. Diferencialy vy&ich radi

V tomto odstavci zavedemediferencidy vySSich radli pro funkce vice proménnych.
Pfipomenme, Ze diferencid m-tého fadu funkce jedné proménnév bodé x € R je
mocninna funkce m-tého stupné prirlistku h

d™f (x)(h) = f™x)h™.

Prirlistek h se Casto oznaCuje take dx, tj. d™f (x) = ™ (x)(dx)™, pfitemZ exis-
tence diferencidlu m-tého fadu je ekvivalentni existenci derivace f ™ (x).

Pojem diferencialu m-tého Fadu funkce n proménnych bychom mohli definovat
pomoci jistelimity jako v Definici[4.d pro diferencid prvniho fadu apak ukazat, ze
z existence m-tého diferencialu plyne existence parcianich derivaci m-tého fadu,
které jsou rovny jistym konstantam vystupujicim v limitnim vztahu definujicim
m-ty diferencial (srovngj s Vétould.Iprom = 1). Podrobnéje tento postup uveden
ve skriptu [[N2]. Zde pro jednoduchost uvedeme pouze konetny vysledek, ktery
nejprve zformulujeme pro funkci dvou proménnych.

Definice 4.2. Necht funkce f : R?2 — R ma v bodé [Xo, Yol Spojité parciani
derivace az do fadu m vcetné. Diferencidlem m-tého fadu funkce f v bodé
[Xo, Yol rozumime homogenni funkci m-tého stupné

o /m\  omf o
d™ f (xo, Yo)(h, k) = Z (J )W(Xo, yo)h!'k™™J.
j=0

Poznamka 4.5. Pro pfipad m = 1 je vzorec pro d™f samozigmeé totozny se
vztahem (4.4). Prom = 2, 3 dostavame diferencidly 2. a 3. fadu

d? f (X0, Yo) = fax(X0, Yo)h? + 2 fxy (X0, Yo)hk 4 fyy(Xo, Yo)K?
d3f (o, Yo) =
= fyxx(Xo, yo)h3 + 3 fxxy(Xo, YO)hzk + 3 fyyy(Xo, yo)hk2 + fyyy(Xo, YO)kg-

Pro pfipad n proménnych jediferencial m-tého fadu homogenni funkce n proménnych
h=(hy,..., hn)

d™f (x*)(h) = Z m

i1!. .. jn! gyt in
j1+"'+jn=m Jl Jn 8X1 ...8Xn

mf

oxcHhlthl,
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Tento vztah se Casto zapisuje pomoci forma niho umocnéni takto:
dMf(x*) = ih + +ih ) f(x*)
o 8 Xl 1 8 Xn : ’

pric¢emz po ,,normanim“ umocneéni nahradime souciny

9 ) 1 9 ) n

allf . 8Jnf
8le(x )...
1

Napr. diferencidl 2. fadu funkce dvou proménnych |ze pomoci formaniho umocnéni
zapsat takto:

Cleny

(X*).

XA

0

5 \2
h+ —k| f .
X + By ) (X0, Yo)

d?f (xo, Yo) = (

4.3. Kmenovafunkce

V tomto odstavci FeSime nasledujici Ulohu: Je dana dvojice funkci dvou promén-
nych P(X, y), Q(X, y) amame rozhodnout, zda existuje funkce H (x, y) takova,
ze

Hy=P, Hy=0Q.
V kladném pripadé mame tuto funkci urcit.

Funkce H se nazyva kmenova funkce funkci P, Q. Odpovéd na otazku exis-
tence kmenove funkce dava nasledujici véta.

Véta 4.5. Necht' P, Q jsou spojitéfunkce proménnych x, y definované na otevi ené
jednoduze souvisld] mnozing 2 c R2, které maji na této mnoziné spojité parcialni
derivace Py, Qx. Pakvyraz P (x, y)dx+Q(X, y)dyjediferencialemngakéfunkce,
prave kdyz plati

Py(X,y) = Qx(X,y) prokazde [x,y] € Q. 4.7)

Dlkaz. ,<": Necht plati (Z7) a[xo, Yo] € €2 je libovolné. Polozme

X y
H(X,y)=/ P(t, y)dt + Q(Xo, t) dt.

0 Yo

10Oblast © se nazyva jednoduge souvisla, jestlize libovolnou uzavienou kfivku leZici v Q Ize
spojité deformovat v 2 do bodu.
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Pak HX(X’ y) = P(Xv y) a

Hy (X, ¥) = Q(Xo, Y) + / Py(t, y) dt = Q(xo, y) + f Qu(t, y) dt =

Xo

= Q(xo, V) + QL. Y)II=X, = Q(x, Y.

,=" Jeli vyraz P dx + Q dy diferencidlem ngaké kmenové funkce H,
pak P = Hy, Q = Hy. Ze spojitosti parcidnich derivaci Py, Qx plyne spojitost
smiSenych derivaci Hyy a Hyx, kteréjsou si rovny (Schwarzova vétal3.2) arovnost
Hxy = Hyx je ekvivalentni rovnosti (4.7). O

Pfiklad 4.3. Rozhodnéte, zdavyraz (x> — y?)dx + (5 — 2xy)dyjediferencidlem
ngake funkce; v pripadg, Ze ano, urcete tuto (kmenovou) funkci.

Reseni. Nejprve ovéfime, zda je uvedeny vyraz opravdu diferencidlem. Plati
d 0
—(B—2xy) = -2y, —(X®—y? =-2y,
aX( Xy) Y, ay(X y9) y

tj. podle Véty [45 je zadany vyraz diferencidlem jiste kmenové funkce H. Dale
plati

3
Hx, y) = f(x2 ~ yAdx =" — X+ o),

kde ¢(y) hrge roli integracni konstanty, nebot’ jeji derivace podle x je nulova
Derivovanim podle y a dosazenim do vztahu Hy = Q dostavame

Hy = —2xy+ ¢'(y) = 5 — 2xy,

odkud ¢’(y) =5, tj. ¢(y) = 5y + c. VypoCitali jsme, Zze zadany vyraz je diferen-

cialem funkce .

H(x,y)=%—yZX+5y+c, ceR.

Poznamka 4.6. Pojem kmenové funkce také Uzce souvisi stzv. exaktni diferenci-
alni rovnici. Uvazujme diferencialni rovnici (tj. rovnici, kde neznamou je funkce
y = y(X), kterav rovnici vystupuje spolu se svymi derivacemi)

,_ A%,y
b(x,y)

(4.8)
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Dosadime-li y' = %’ avynasobime-li jmenovateli zlomkd, dostavame rovnici

a(x, y)dx — b(x, y)dy = 0.

Tato rovnice se nazyvaexaktni, je-li —ay (X, y) = by(X, y), tj. pravékdyz je vyraz
nalevé strané rovnice diferencidem. Je-li H prislusna kmenova funkce, je feSeni
y = f(x) rovnice (48) zadano rovnosti H(x, y) = c, kde c € R (fikame, ze
funkcey = f(x) je zadanaimplicitng, viz Kapitolal8).

Zcela anaogicky problem miizeme feSit pro funkce n proménnych. Podobné jako
v diikazu Véty AR ze ukazat, zev pripadén-ticefunkci Py, . .., P, : R" — R sespojitymi
parcianimi derivacemi prvniho fadu je vyraz Py (X)dx1 + - - - + Ph(X)d X, diferencidlem

jisté kmenove funkce n proménnych v bodé x = [Xq, ..., Xnl, pravé kdyz
8 8 M H . .
a—XIPJ(X):WH(X)’ |,J:1’...’n’ I#J-

j
Prakticky postup pfi ur€ovani kmenové funkce v pripadé tfi proménnych je ilustrovan
v nasledujicim prikladu.

Priklad 4.4. Rozhodnéte, zdajevyraz (y + z)dx+ (X + z2)dy+ (x + y)d zdiferencidlem
jisteé funkce H (X, y, z). Pokud ano, tuto funkci urCete.

Reseni. Nejprve ovéfime, zda je dany vyraz opravdu diferencialem:

0 0 0 0
@(Y+Z)=1= &(X—I—Z), &(X‘I‘Y):l:a—Z(Y‘I‘Z),

0 0
Xt ay(X +Y)

Kmenovou funkci uréime takto:
H(x,y,2) = /(y—i- z)dx = yx+ zx+ C(y, 2),

kde funkce C(y, z) opét hrge roli integratni konstanty. Derivovanim podle y a z a
porovnanim s funkcemi u dy, dzdostavame

0 :
WH(X, Y,2)) =X+Cy(y,2)=x+2 t. Cy(y,2)=2

a .
a_ZH(X’ y’ Z) = X+C2(y’ Z) = X+y’ tJ CZ(y’ Z) - y

Tim jsme dostai stejny problém jako v Prikladu [4.3, kdy je tfeba urcit funkci C(z, y),
jestlize zname obé jgi parcidni derivace. Stejnym postupem jako v Prikladu[4.3 snadno
zZjistime, ze C(y, z) = yz+ ¢, ¢ € R. Zadany vyraz je diferencidlem funkce

H(X,y,2) =xy+yz+xz+c, ceR.
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Poznamka 4.7. SkuteCnost, zda je vyraz
P(x,y,2dx+ Q(X,y,2dy+ R(X, y, 2dz (4.9)

diferencidem jisté funkce, hraje fundamentalni roli v teorii kfivkovych integraliav je-
jich fyzikanich aplikacich. Funkce P, Q, R mlizeme chapat jako soufadnice ngakého
silového pole v prostoru — vektor F(X, y, z) = (P(X, Y, 2), Q(X, Y, 2), R(X, Y, 2)) udava
smér a velikost sily plsobici v bodé [x, y, z]. Toto pole se nazyva konzervativni nebo
také potencial ové, jestlize se pfi pohybu v tomto poli po libovolné uzaviené kfivce nevy-
kona Zadna prace (tuto vlastnost ma napriklad pole gravitatni). Lze ukéazat, Ze pole F je
konzervativni, pravé kdyz je vyraz (4.9) diferencidlem jisté funkce H. Tato funkce se ve
fyzikani terminologii nazyva potenciél silového pole.

<
Cviceni.

=

4.1. UrcCetediferencia funkce v danem bodg, popr. v obecném bodé tam, kde neni
konkrétni bod specifikovan:

&) z=xy+ 3, X, Yol = [1, 1] €) Z= /X2 + ¥?, [Xo, Yol = [3, 4]
b) z=arctg £, [xo, Yol = [1, —1] f) z=arcsin \/% [Xo, Yol = [1, /3]
Xe+y

o) z=arctg 70, [%o. Yol = [V3,1] Q) u= i, [Xo. Yo, 20] =[1.0,1]

1

du=x%,D0y0. 2l =211 hu=(%)"

4.2. Pomoci diferencidlu vypoctéte priblizné:

dacgi® /(L0 + (L9 @ LB

b) arcsin2¥  d) In(0, 972 + 0, 05?) f) g0.05*~0.02

g) Okolik cm? sezmeni priblizné objem kuzele spolomérem podstavy r = 10cm
a vyskou h=10cm zvé&tSime-li polomér podstavy 0 5mm a vy3ku o 5mm
zmensime.

h) O kalik pfiblizné musime zménit vySku komolého jehlanu se Ctvercovou z&
kladnou s délkami hran a = 2m, b =1mavyskou v =1m, jestlize a zvétSime
0 7cm ab zmensime o 7cm chceme-li, aby objem zlistal nezménén.
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4.3. Rozhodnéte, zdafunkce f je diferencovatelna v bodé [0, O]:

A~ [x,yl#10,0]
a) f(X,Y)=v|Xy| b) f(X,y): [ Xe+y

0 [x, y] =0, 0]

9 fixy) - {(T*y“ [X, Y1 # [0, 0]
1 X, y] =10, 0].
4.4. Urcete rovnici tetne roviny ke grafu funkce v danem bodé:
3 (X, ) =v1-x2—y2 [Xo. Yo. 20l = [ 5. 75 75!
b) f(X,y) = x>+ xy+2y? [X, Yo, 20] =[1,1, 4]
0) f(x,y) =arctg £, [Xo, Yo. 20l = [1, -1, 7]
d) f(x.y) = e, [X. Yo. 2] = [0,0,72].
4.5. Nagrafufunkce f ngjdétebod, v némz jeteCnarovina(nadrovina) rovnobézna
s danou rovinou (nadrovinou):
afx,y)=x34+vy% p=12x4+3y—z=0
b) f(x,y)=y/1-%x2—y2 p=ax+by—z=0
O f(X,y)=x2—Vy% p=x+y+z=0
dfx,yy=xY, p=x—-2=0
e) f(X,y,2) =xyZ2+Vy% p=x+y—-z—u=0
f) f) =X+ +x2 p=aXs+ -+ anXn + Xnt1 = 0.
4.6. Pomoci diferencidu vypoctéte smérove derivace funkce f ve sméru vektoru
u v daném bodé:
a f(x,y) =xy, u=(12), [X. Yol =[1,1]
b) f(X,y,2) = /x2+Yy2+ 272, u=(1,0,1), [Xo0, Yo, Z0] = [0, 1, O].
4.7. Vypottéte diferencialy vySSich fadl zadanych funkci (v obecném bodé):

a) z = xIn(xy), d?z =" dz=Inx+y), dz="?
b) z=x3+y3—3xy(x —y), d?z=" e)z:%, d"z =?
Q) z= (X*>+ y?)ety, d"z="? fyu = xyz*ty+z d'u =2

4.8. Zjistéte, zda dané vyrazy jsou totalnimi diferencialy ngjaké funkce, a pokud
ano, ngjdéte je:

X 4 g x dxty dy
a X+ Iny)dx+ (§ +siny) dy © N

b) x sin2y dx + x?cos2y dy d) (y? — 1) dx+ (2xy + 3y) dy

4.9. Zjistéte, zda dane vyrazy jsou totanimi diferencialy ngaké funkce, a pokud
ano, ngjdéte je:
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a) (3x% — 3xyz+ 2)dx + (3y?> — 3xz+ Iny + 1)dy + (322 — 3xy + 1)dz

yz dx xzdy xy dz
b) 1+x2y2722 + 1+x2y2z2 + 1+x2y2z2

*k

Nikdy nepovazujte své studium za povinnost, ale za zavidenihodnou prileztost

naucit se poznavat osvobozujici Ucinky krasy ve sféfe ducha, abyste z toho vy

Ziskali osobni potéSeni, a spoleCenstvi, k némuz budete pozdgji patfit, vyhody.
(A. Einstein)

*



Kapitola 5

Derivace dozené funkce,
Taylor v vzorec

Stejné jako u funkce jedné proménné potfebujeme u funkci vice proménnych
urcit parciani derivace sloZzené funkce. To je obsahem prvniho odstavce, kde také
ukazeme pouziti odvozenych vzorcli. Druhy odstavec této kapitoly je vénovan
Taylorovu vzorci pro funkci vice proménnych. Podrobngsi srovnani s funkci
jedné proménné provedeme v kazdém odstavci zvIast.

5.1. Parcialni derivace dozenych funkci

NN

nastrojll feSeni rovnic matematické fyziky. Tyto rovnice jsou tzv. parcialni di-
ferencialni rovnice — to jsou rovnice, které obsahuji parcidni derivace neznamé
funkce a jgjichz FeSeni jsou funkce dvou Ci vice proménnych. Odvozené vzorce
umoznuji transformovat tyto rovnice na jednodussi tvar, z néhoz bud jiz umime
ngjit feSeni nebo alespoin miizeme vyvodit fadu dileZitych vlastnosti feSeni rov-
nice.

Na Uvod pfipomenme, jak se derivuje sloZzena funkce jedné proménnée. Necht
funkce u = g(x) ma derivaci v bodé xg. Oznatme ug = g(Xg). M&li funkce
y = f(u) derivaci v bodé ug, pak slozena funkce y = F(x) = f(g(x)) ma
derivaci v bodeé xp aplati: y'(Xo) = f'(Uo)g’'(Xo).

Nyni odvodime podobné vztahy pro parcidni derivace slozené funkce dvou
proménnych. Bude nés pfedevsim zajimat pfipad, kdy vngsi funkce f neni expli-
citné zadana (obvykle je to hledané feSeni parcialni diferencialni rovnice).

56
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Véta 5.1. Necht'funkceu = u(x, y), v = v(X, y) maji parciani derivace prvniho
fadu v bodeé [Xp, Yol, 0znacme ug = U(Xo, Yo), vo = v(Xo, Yo). Je-li funkce z =
f (u, v) diferencovatelna v bodé [ug, vo], pak slozena funkce z = F(X,y) =
f(u(x, y), v(x, y)) maparciani derivace 1. fadu v bodeé [xo, Yo] a plati:

al:(X ) 0 (u )au(X )+af(u )aU(X )
R [ v J— J— v J—
Ix 0, Yo U 0> Vo Ix 0, Yo 90 0> Vo Ix 0, Yo

E(Xo, Yo) = ﬂ(Uo, vo)a—u(Xo, Yo) + ﬂ(uo, vo)a—v(xo, Yo). &3
ay au ay v y
Zkraceneé piseme
Zy = ZyUx + Z, vy, Zy =ZyUy+Z, vy (5.2
nebo také
dz 9zou = 9z dv 0z  9zdu aza_v (53)

ax _uox dvox’ ay audy vy
Dikaz. Dokazeme pouze prvni vzorec v (5.1)), druhy se dokaze zcela anal ogicky.

Vyjdeme pfimo z definice parciani derivace.

F e e
I oo yo) = lim P00+ 1 Y0) = PO, ¥o) _
s o t (5.9

_lim f(U(Xo + 1, Yo), v(Xo + 1, Yo)) — T (U(Xo, Yo), v(Xo, Y0))
t—0 t )

OznaCime-li u(t) = u(xp +1t, Yo), v(t) = v(Xg + t, Yo), Z diferencovatel nosti
funkce f plyne existence funkce t spliujici (4.3) takove, ze

f(u(t), v(t)) — f(Uo, vo) =
= fu(Uo, vo) (U(t) — Ug) + f,(Ug, vo)(v(t) — vo) + T(U(t) — Ug, V(1) — Vo).

Dosazenim tohoto vztahu do (5.4) dostavame

oF =1 ! f t f t
8—X(XO’ Yo) = tl_[%f[ u(Uo, vo) (U(t) — Up) + T, (Ug, vo)(v(t) — vo)+

U(Xo +t, Yo) — U(Xo, Yo)
T +
v(Xo + 1, yoi — v(Xo, Yo) n !ing T(u(t) — Uc;, v(t) — vo) _
T(U(t) — Uo, v(t) — vo)
: .

+7(u(t) — Ug, v(t) — vo)] = fu(Uo, vo) t“—[%

+ fU(Uo, Vo) lim
t—0

= fu(Uo, vo)Ux(Xo, Yo) + f,(Uo, vo)vx(Xo, Yo) + t“_)”(}
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K dokonceni diikazu nyni stati ukazat, ze posledni limita je nulova:

iy TUM —Uo, v() —vo) _ . T(U®) — Uo, v(t) —wo)
t=0 t =0 /(u(t) — Ug)2 + (v(t) — vg)?

u® —uo\* (v —w\>
() () -

. (u(t) — Up, v(t) — vo)
= 2 , —+ )% s - ‘ =
Y1500, + 1000, 30« VU® = Uo)2 + (v(t) — vo)2

V poslednim vypoCtu jsme vyuZili faktu, ze lim;_.o u(t) = ug, lim_ov(t) = vo,
nebot funkce u(t) = u(Xg+t, Yo), v(t) = v(Xo+t, Yo) jSou spojitev bodét = 0—
to plyne z existenci parcianich derivaci funkci u, v v bodét = 0 a pro funkci
jedné proménné plyne z existence derivace spojitost. a

0.

Priklad 5.1. i) Je danafunkce z = € sinv, kdeu = xyav = X + y. Vypoctéte
Zy azy.

Regeni. Protoze vnitfni i vngj& slozky maji spojité parcialni derivace v celem R,
ma slozena funkce parciani derivace v kazdém bodeé tohoto prostoru. Dosazenim
do (5.2) dostavame

Zy = ZyUy + Z,vx = (€' Sinv)y + (" cosv),
Zy = ZyUy + z,vy = (" sinv)X + (" cosv).

Zbyvadosadit zau av, u = Xy av = X + y adostaneme

zy = €Y(ysin(x +y) +cos(x +y)), zy=e€eY(xsin(X+y)+ cos(X + Y)).

i) Pomoci transformace do novych nezavisle proménnychu = X +y, v =
X — y najdéte vdechny diferencovatelné funkce f : R — R spliiujici rovnost

fx(X,y) + fy(x,y) =0. (5.5

ReSeni. Oznabme z = f (X, y). Pak zx = z,Ux + 2,0 = 2y + 2, Zy = ZyUy +
z,vy = z, — z,. Dosazenim dostavame z, + z, + z, — z, = 2z, = 0, tedy z, = 0.
To znamena, Zze funkce z = z(u, v) nezavisi naproménnéu atedy z(u, v) = g(v),
kde g je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné. Dosazenim za v
vidime, Ze vSechny diferencovatel né funkce dvou proménnych, které splfiuji (5.5)
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jsoutvaru f(x,y) = g(x — y), kde g je libovolna diferencovatelna funkce jedné
promenné.

iii) Provedte totéz jako v predchozim prikladé zavedenim polarnich soufadnic
¢ =arctg¥, r = /x?+ y? dorovnice

yh(X, y) = xfy(x,y) =0. (5.6)

Redeni. Viypottéme nejprve parcialni derivace funkei r ao.

X y
= —, fy=—=,
ey T xEry2
y X
=Ty T ey

Oznatime-li opét z = f(x, y) a dosadime-li do vzoreckll pro derivace slozené
funkce prvniho fadu, dostavame

_ X y
=4 /X2_|_y2 ZWX2+y2’
_ y X

Zy =%y

+ 9
SEry Xy

coz po dosazeni do (5.6) a Upravé dava rovnici z, = 0, a tedy z(r,¢) =
h(r). Vechny funkce dvou proménnych splfujici rovnici (5.6) jsou tedy tvaru
f(x,y) = h(y/x2+ y?), kde h je libovolna diferencovatelna funkce jedné pro-
menneé.

Na predchozich prikladech vidime, Zze zavedenim novych nezavisle promeén-
nych miizeme dosahnou znatného zjednoduSeni dané parcialni diferencialni rov-
nice, coz se velmi Casto vyuziva predevsim pri feSeni diferencidnich rovnic po-
pisujicich rlizné fyzikani dge. ProtoZe tyto rovnice jsou vétSinou druhého fadu
(obsahuji parcidni derivace druhého fadu neznamé funkce), zvlasté dlileZité jsou
vzorce pro parciani derivace 2. fadu sloZzenych funkci.

Dfive nez si tyto vzorce pro parcidni derivace 2. fadu uvedeme, pfipomefime
Opét pro srovnani vzorec pro derivace 2. fadu slozené funkce jedné proménne.
Derivovanim rovnosti y' = f’(u(x))g’(x) dostavame

y' = (f'(wg x) = f"(Wg?x) + f'ug"(x).
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Véta 5.2. Necht' funkceu = u(x, y), v = v(X, y) maji parcialni derivace 2. radu
v bodé [xo, Yol, 0zname up = u(Xg, Yo), vo = v(Xo, Yo). Ma-li funkce z =
f(u, v) spojité parcialni derivace 2. Ffadu v bodé [ug, vg], pak slozena funkce
z=F(X,y) = f(ux,y), v(x, y)) maparcialni derivace 2. fadu v bodeé [Xg, Yo]
aplati:

2 2

Zyx =ZyyUy + 227, Uy Vx + Z,y Uy + ZyUxx + Zy Uxx

Zyy =ZyuUxUy + Zyy VyUy + ZyyUyUx + Zyy UyUx + ZyUxy + Z, Uxy (5.7)
2 2

Zyy :Zuuuy + ZZUUvay + Zvay + Zquy + Zvay.

Funkce z a jgi parcialni derivace maji argument (ug, vo), funkce u, v a jgich
parcialni derivace maji argument (Xo, Yo)-

Dikaz. Dokazeme pouze rovnost pro zyy, dilkaz zbyvajicich dvou vzorcli je zcela
analogicky. Plati

0 ad ad 0
Zyx :a_X(ZX) = a_X(Zqu + Z,vx) = a_X(ZUUX) + a_X(ZUUX) =

0 0
=—(ZWUx + ZyUyxx + — (Z))vx + Zyvxx =
X aX

=(ZyuUx + ZyyUx)Ux + ZyUxy + (ZyuUx + ZyyUx) vy +

2 2
+Z,Uxx = ZyyUy + ZyyUxUx + Zyp Uy + ZyyUxUx + ZyUxx + ZyUxx =

:Zuuui + 27, Uxvx + Zvvvi + ZyUyxx + Zy Uxx.

K vypottu 2z, a 2z, jsme vyuzili skuteCnosti, ze z, = z,(U(X, y), v(X, ¥))
az, = z,(ux,y), v(x,y)) jsou opét slozené funkce proménnych x, y a proto
mUzemek vypoctu jgjich derivaci vyuZzit vztahtl (5.1, ve kterych misto z dosadime
Z, resp. z,. L]

Poznamka5.1. K zapamatovani vzorcli (5.7) mUizeme pouZit formani umocnéni, o kte-
rém jsme se jiz zminili u vypoctu diferencia i vySSich fadll (Poznamkal4.5). Napriklad,
pro vypocet zyx formalné umocnime pravou stranu rovnosti zy = zyUx + 2z, vx. Dostaneme
Z2u2 + 2z,z,uxvx + Z2v2 a nahradime-li druhé mocniny resp. sougin prvnich derivaci
funkce z odpovidajicimi druhymi derivacemi, obdrzime zyyu2 4 22y, Uxvx + Zyy 02, COZ
jsou prave prvni tfi cleny v (B.17).

Priklad 5.2. i) Pomoci transformace do novych nezavisle proménnych u = x +
ay, v = X — ay ngdéte obecné feSeni tzv. vinové rovnice

aZZXX — Zyy = 0



Parcialni derivace slozenych funkci 61

(tato rovnice popisuje napf. chvéni struny na hudebnim nastroji, z(x, y) udava
velikost vychylky struny ve vzdalenosti x od jednoho z bodl upevnéni struny
v Caset = ).

Redeni. Vyuzitim vzoretkd pro parcialni derivace 1. a 2. fadu dostavame

ZX - Zqu + Zvvx - Zu + Zl)’ Zy - Zqu + Zvvy - aZu - aZU,

2 2 2
Zyx = Zuyu + 2Zyy + Zyy, Zyy = AZyy — 282y, + A°Zyy.

Dosazenim a Upravou obdrZzime rovnici z,, = 0, kterou feSime takto: Oznaime-li
Z,(U, v) = w(u, v), pak feSenim rovnice w, = 0 je libovolna funkce nezavisgjici
nav, tedy w = w(u). ReSeni rovnice z, = w(u) jetvaru z(u,v) = [w(u)du+
g(v) (podobné jako pri hledani kmenové funkceje, integratni konstantou* funkce
g(v) proménnév, vizodst. 4.3). Ozna¢ime-li f (u) = [ w(u) du, dostavameFeSeni
rovnice vetvaru z(u, v) = f (u) + g(v) apo dosazeni zau av,

z(x,y) = f(x+ay) +g(x —ay),

kde f, g jsou libovolné funkce jedné proménné majici derivaci 2. Fadu.

Je-li jesté zadana pocatecni poloha a rychlost chvgici se struny, tj. je dana
dvojice funkci ¢, ¥ jedné proménné popisujici pocatecni stav struny, pak dvojice
pocatecnich podminek

2(x,0) = ¢(x),  zy(X,0) = ¥ (x),

urcuje jednoznatne funkci z(x, y) popisujici chvéni struny, viz napr. [T-S].

i) Pomoci transformace nezavisle proménnych u = Xy, v = § najdéte
vSechny funkce dvou proménnych splfujici rovnici

X*Zxx + Y22Zyy — 2XYZy + XZ + Yz, = 0.

Reseni. Podobné jako v predchozim prikladu

1
ZX:ZUUX—'_ZUUX:ZUy—'_ZU;’ Zy:Zuuy—'—Zva:ZuX_Zv?,

1 X
2
Zyx = Y Zyu + 2Zuz) + Zvvﬁ, ny = XYZ4u — szv + 2z, — Zy,

y2
2 2
X X X
2
Zyy = X“Zyy — 2—zzuv + —Zp + sz—s.
y y y
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Dosadime do rovnice a po Upravé dostavame

X2  x?2 NG

Zu(XPY? + X2y% — 2X2Y?) + 7, (2X* — 2X°) + zvv(w Tt ZW) +

B YV S L DL S S L P SR SR
y y vy y y

odtud z,, + 2—1vzv — 0. ReZenim této rovnicejez,(u, v) = % kde f jelibovolna

(diferencovatelnd) funkce jedné proménné a odtud z(u, v) = 2f (u)/v + g(u),
kde g je libovolna funkce jedné proménné se spojitou druhou derivaci, coz po
dosazeni za u, v dava

z(x, y) = 2f (XY)\/§+ g(xy).

PresvédCete se zkouskou, Ze tato funkce je opravdu FeSenim dané rovnice.
iii) Transformuijte tzv. Laplaceovu rovnicil] v R?
ZXX + Zyy = O
do polarnich soufadnic X = r cos¢, y =r sing, za predpokladu, ze funkce z ma
spojité parciani derivace 2. fadu.
ReSeni. Podle (5.2) plati
Zo =2y X + 2y Yr = 2x C0Sp + Zy Sing,
Z, = Zx Xy + Zy Yy = —Zx I SN + Zy I COS.
Pro derivace 2. fadu dostavame
4y = ZxxXr2 + 2Zey X Yr + Zyy yrz + Zx Xir + Zy Yir =
= Zyx COS” ¢ + Zyy SN2 + 2,y SIN* @,
Zyp = ZXXXg% + 22y Xy Yy + Zyyyﬁ T Zx Zpp + Zy Yypp =
= Zl 2SN ¢ — 24y r 2 SiN2¢p + 2,yr 2C0S* ¢ — (I COS@ — Zyr Sing.
Vynasobime-li vzorec pro z, vyrazemr 2 asetteme sevzorcem pro z,,,,, dostavame
(22 + 2,, = 1?24 (COS* @ + SIN? @) + 1?2y, (COS @ + SIN? @) +
+ Zxy(SiN2¢ — SiN2¢) — [z, COS@ + zySing] =

2

Lpierre Simon Laplace (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom
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L aplaceova rovnice v polarnich soufadnicich matedy tvar
(%2 + Zyy + 12 =0.

Poznamka 5.2. Ve v3ech feSenych prikladech, které jsme zde uvedli, byla transformace
do novych proménnych danajiz v zadani. V rovnicich matematické fyziky se vySetfuji
rovnicetypu

a(x, Y)zZxx + 2b(X, Y)zxy + ¢(X, Y)zyy + f(X, Y, Z, Z«, zy) = 0.

Chceme-li ngjit FeSeni této rovnice, je tfebatuto rovnici vhodnou transformaci do novych
nezavisle proménnych zjednodusit — pfevést na tzv. kanonicky tvar. Tuto ,vhodnou*
transformaci najdeme prostrednictvim feSeni obycené diferenciani rovnice

acx, y)y'? — 2b(x, y)y +c(x, y) = 0.

Podrobngji informace o tomto postupu Ize nalézt napfiklad v [T-S]

Doposud jsme uvazovali pouze funkce dvou proménnych, ale situace pro funkce vice
proménnych je zcela anal ogicka, véetné dilkazu nasledujiciho tvrzeni.

Véta5.3. Necht' je dana funkce f : R™ — R a m-tice funkci g : R" — R, které maji

spojité parcialni derivace 2. fadu. OznaCme ux = gk(X1, ..., Xn), k = 1,..., m, Pak
slozena funkce F (X1, ..., Xn) = f(g1(X1..., Xn), ..., Om(X1, ..., Xn) plati
8F(x x)—Xm:8 f(u u)8 (X Xn) (5.8)
8X| 1---54n _k_lale 1y -0 maxlgk 1, --+5An .
32 M 92 9 9
F(Xq, ..., = f(u)y— —
T PO X0 le_jl Tuc | Wy FX 500 +
T (5.9)
19 32
f ’
+)° g | (W KO
k=1
kdei, j =1,2,...,navevzorci B9) jeu = (U1...,Upn), X = (X1, ..., Xn).

Poznamka 5.3. i) Jsou-li funkce g ve Vété 5.3 linearni, pak vechny ¢leny v druhé
sumé v (5.9) jsou nulové (nebot druha derivace linearni funkce je nulova). Pak metoda
formalniho vynasobeni derivaci prvniho fadu anasledna nahrada soucindi prvnich derivaci
odpovidajicimi druhymi derivacemi davaprimo vztahy pro druhou derivaci. Takto jetomu
napr. v PrikladuB.2i).

i) Uvedli jsme si zde pouze vzorce pro parciani derivace slozené funkce 1. a 2. fadu,
kteréjsou potfebav rovnicich matematickefyziky. Metodou stejnou jako v diikazu Véty[5.2]
|ze odvodit vztahy pro tfeti avySSi derivace, nebudeme je zde v3ak jiZz uvadét, nebot jsou
forma né pomérné sozité.
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Priklad 5.3. i) Transformujte Laplaceovu rovnici v R3
Uxx +Uyy +Uzz=0

do sférickych soufadnic x =r cosg Sin®, y =r sing Sint, Z=r cos?.

Reseni. Mohli bychom postupovat podobné jako pfi feseni PrikladuG.2liii), zde viak pro
ilustraci rliznych moznych metod postupujeme odlisné. Vyjadiime ngjprver, ¢, ¢ pomoci
X, Y, Z. Jednoduchymi Upravami dostavame

/X2 4 V2
r=.,/x24+y2+ 2722 go:arctg¥, ﬁ:arctg%.

Nyni vypoctéme vSechny potfebné parciani derivace funkcir, ¢, 9. Plati

X X y z
X = —F—F——==—,y=>, Iz=—,
. 1 x? : 1 y? o1 z
XX — r r3 P yy - r r P 77 — r r 9
y X 0
X =Ty YT iy 2T
—2Xy —2Xy 0
(pXX (X2 + y2)2 (Pyy (XZ + y2)2 ) ¢ZZ 5
o 1 X XZ XZ
X = = = )
5 yz s 1 —yx2+y2 VX2 +y2
y = o Vz = 2,2 2 = 2
r2y/x2+ y2 1+ X5 z r
o z ) x2z X2z
v 2y Tra /X2y y2 r2(x2 + y2)3
yzz yzz

z
19 - _2 - )
e h2rye Tra/x2 42 r2(x2 + y2)3
22,/x2 + y?

 ——
zz r4
Podle vzorcli pro derivace slozené funkce

X y Xz
Ux = Ufl u Uptdxy = Ur—+ U u ;
X rfx + Up@x + Uy Ux r + ‘”x2+y2+ z?r\/m

Y Xy yz
== 9 :
ro o Yx24y2 /X2 + y2

Uz=U- —Uy——,
r r

UyZUr
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. y2 272
s Upp s + 2Ur XYT(XZ + YP) +
(X2 + y?)2 r4x2 +y?) ‘
X2z Xyz 1 x2
T U st U | - 5 )
r2,/x2 +y2 r(x%+y?>3 ror

+ 2Uryp

2Xxy

z X%z X%z
“Wrryvr T\ D e i e g 3]
(X=+y2) r2y/x2+y r4y/x2+y2  r2(x2+y2)3

2 x2
Uyy = Ur =5 +U
yy r2 27 (X2 + yz)z
2

y xyz 1 y?
r2/x2+y2 2U<p19r(X2 + y2)3/2 M (F - r_3) -

y2z? Xy

u —2Up, ——————
T asE Yy T ey

+ 2Uryp

2xy

z y?z yz
—Uy———— + U ’
Toe+y?2 T (rz,/x2+y2 riy/x2 +y? (x2+y2)%)

72

Odtud

Uxx + Uyy + Uzz =~ (2 4 Y2 + 22) + uwi
r ( X2 + y2)2

Uy X272 y2z2 Ury
((x2 22 T+ yD? 2+ y?)

2 2
Ur o X<z yz Ugs
+2— + —z/x2+y? )|+ 2——F——(xyz—xy2 +
re (Jx2+y2 NCERY g

+ (X% + yz)) +2 (Xy — Xy) +

3 xX24y?24 72 Uy,
+Ur (F_ 3 >+(X2 2)2( 2Xy + 2Xy) +

+Uy \/x2+y2+—\/x2+y2 =
<r2 x2-|-y2 r2 x2+y2

2 1 1 cotg ¥
:Urr+FUr+ 19 ga(p+ Uﬁ1}+ r2 Uy .
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ii) Urete feBeni Laplaceovy rovnice v R3, které je sféricky symetrické, tj. zavisi
pouze navzdaenosti od poCatku.

Reseni. Necht funkce u zavisi pouze na proménné r = /x2 + y2 + 72 a nikoliv na
proménnych ¢ a v, tj. u = u(r) (tento pfedpoklad je , rozumny* vzhledem k fyzikalnimu
vyznamu Laplaceovy rovnice). Pak vSechny parcidni derivace podle ¢, ¢ jsou rovny nule
adostavame rovnici

2
Urr + FUr == O
PoloZime-li uy = v, dostavame dale rovnici vy + er = 0apo l’Jpratvérzvr +2rv =0,
coz je ekvivalentni rovnici 2 (r 2v) = 0. ReSenim této rovniceje napr. v(r) = —% atedy
u=1,t.
u(x,y,z = fl

jejednim z feSeni Laplaceovy rovnice (srov. Priklad B.3lii) ).

5.2. Taylorovavéta

Nejprve pfipomeiime, co to je Taylorfiv polynom a Taylorova vétad pro funkci
jedné proménné. Necht f : R — R, Xo, X € R ah = x — Xo. Taylorliv polynom
(mnohoclen) stupnén € N funkce f se stfedem v bodeé xg je polynom

f 4 (xo)
ki

Tn(X; Xo) = @+ @1(X — Xo) + - -+ + @ (X — Xo)", & =

k=0,...,n. Koeficienty ax ur€ime z pozadavku, aby polynom T, mél v bodé Xq
stejnou funkcni hodnotu a hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f.

Taylorlv polynom pouzivamek pfibliznému vypottu funkénich hodnot funkce
f v okoli bodu xo. Taylorova véta udava velikost chyby, které se dopustime,
aproximujeme-li funkci Taylorovym polynomem.

Obdobné je tomu u funkce vice proménnych. Taylorliv polynom funkce f :
R" — R je polynom vice proménnych, ktery mas funkci f v daném bodé x* =
[X], ..., %] € R" stggnou funkcni hodnotu a stejnou hodnotu vSech parcialnich
derivaci az do fadu n, kde n je stupei polynomu. Pro funkce dvou proménnych
dostavame toto tvrzeni.

Véta 5.4. (Taylorova) Necht funkce f : R? — R ma v bodé [xo, Yol a n&akém
jeho okoli spojité parcialni derivace az do fadu n + 1 vCetné. Pak pro kazdy bod

1Brook Taylor (1685-1731), anglicky matematik
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[X, y] ztohoto okoli plati
fX, y) =Ta(X, ¥) + Ra(X, y) (5.10)

kde

of of
Ta(X,y) = f(Xo, Yo) + a—X(Xo, Yo)h + @y(xo, Yok +

1 [0?f 92 f 52§
T (W(XO’ yo)h? + 2 (X0, Yo)hk + — (%o, yo)kz) R

Xy dy
1 /n\ af o
— _— h"~ k!
+ 2 <j)8x”—18yl (Xo, Yo) :

1 ng1y antf .

Ra(X, y) = (n+1)'2( j )m(xo+ﬁh, Yo + ok)hM =ikl

j=0
akdeh=x—Xo,k=y—yo, € (0,1).

Poznamka 5.4. Vzorec (5.10) se nazyva Taylorliv vzorec, polynom T, Taylorliv
polynom a R, zbytek v Taylorove vzorci.
Taylorliv vzorec |ze zapsat pomoci diferencialli takto

1
f(x,y) = f(Xo, Yo) + df (X0, Yo)(h, k) + éd2 f (X0, Yo) (N, K) + - +

1. 1
—d"f h, k) + ————d" h k)(h, k).
+n!d (Xo, Yo)(h, )+(n+1)!d (Xo + 7N, yo + k) (h, k)

Dikaz Véty 5.4 Zavedme pomocnou funkci jedné proménné F(t) = f(xo +
th, yo + tk). Plati F(1) = F(Xo + h, yo + k) = F(X,y), F(0) = f(Xo, Yo).
Pomoci Taylorova vzorce pro funkci jedné proménné dostavame

1 1
HD:F@H4W®+Eme~~+HWW®+ FMH @),

(n+1)
kde ¢ € (0, 1). Pro vypocet derivaci funkce F vyuzijeme vztahli pro parcialni
derivace slozenych funkci. Dostavame

d d 0
F'(0)=—f h K)ieg= — f h+ —f k
(0) gt (Xo 4+ th, yo + tK)|t=0 ™ (X0, Yo)h + By (Xo, Yok,
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d? d?
F”(0) =3e F(li=0 = a2 f (X0 +th, yo +tk) 1o =
= fxx(Xo, Yo)h? + 2f,y (X0, Yohk + fyy(Xo, Yo)k?
aanalogicky obdrZzime

FMO =) (m) (o yoh™ K.

= j ) oxm-iyi

Stejné postupujeme i pri vypoctu zbytku R,. O

Priklad 5.4. i) Uréete Taylorliv polynom 2. stupné se stredem v bodé [Xo, Yol =
[1, 1] pro funkci f(x,y) = §

Redeni. Viypotteme nejprve véechny potiebné parciani derivace
1 X 1 2X

fu=2=, f,=

y _?, fXX:O’ fxy:_F, fyy:_

y®
Podle Véty 5.4
X y) =1+ K@ DX -1+ (L, DH(y-1) +
2oL D~ D)7 4 261 DX~ DY~ D+ fyy(L Dy — 171 =
=1+ X-D-(y-D-x-Dy-D-(y-D°=
= —y? - xy+2x+2y—1
if) Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoCtéte priblizné
a) /(2,982 + (4,052  b) 1,042,

Vysledek porovnegjte s hodnotou ziskanou pomoci diferencidu z Prikladu[4.2ii).

Redeni. a) P¥ibliznou hodnotu vypo&teme pomoci Taylorova polynomu 2. stupné
funkce z = f(Xx,y) = /X2 4+ y2 v bodé [Xo, Yol = [3, 4] a diferencemi h =
—0, 02, k = 0, 05. Parcidni derivace funkce z jsou

y2

X y
= — 7y — _— V4 = —u",
Seryr T eyt T ()3
Xy X2
2T T ey W T 2y g2y

Zy
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Taylorliv polynom je roven
(X, y) =GB, 4+ k3B, Hx-3) + {3, H(y—4) +
1
51 (3 Hx — 3)% + 2fy (3, H(X — 3(y — 4 + fyy(3, D(y — 4?] =

= 54 g130¢~ 3 +A(y — 1+ g5 (16—~ 24(x~3(y— 4+ 9y~ 47

Odtud

1
V(2,98)2 + (4,052 =5+ £(-0.06+0.2) +

1
+ﬁ)(16 -0,0004 — 24 -0,001 + 9-0,0025) = 5, 0281332.

V prikladu@ii) jsme pomoci diferencialu dostali vysledek /(2, 98)2+ (4, 05)2 =
5, 028.

b) V Taylorovévzorci profunkci z = xY polozme[Xo, Yol = [1,2],h =0, 04, k =
0, 02. Nejprve vypoctéme viechny potiebné parcialni derivace. Plati z, = yxY~1,
Zx(l, 2) - 2, Zy - xylnx, Zy(la 2) = Oa Zyx = y(y - 1)Xy_2, Zxx(l, 2) - 2,
Zyy = XYL+ yx¥tinx = X711 + yInx), (1, 2) = 1, zyy = XY InxInx =
xYIn? X, zyy(1, 2) = 0. Pak

To(X,y) =14+2(x—1) + (X — 12+ (x — D)(y — 1)).

Odtud
1,04%% = 14+ 2.0,04+0,0016 + 0, 0008 = 1, 0824.

V Pfikladul4.Tii) jsme pomoci diferencialu obdrzeli priblizny vysledek 1, 04202 =
1, 08.

iii) Mnohotlen P(x, y) = x3 4+ 3y3 4+ xy? + 2x? + xy + x — 2y napi&te jako
polynomv proménnychu =x — 1, v =y + 2.

Regeni. Necht Tz(x, y) Taylorliv polynom 3. stupné funkce P se stfedem xo =
1, yo = —2. Pak ve zbytku R3(X, y) vystupuji 4. derivace funkce P, které jsou
vSak vSechny nulové, nebot P je polynom 3. stupné. Tedy Ts(X,y) = P(X,Y)
a staci nalézt urcit koeficienty v Tz(X, y). Postupné dostavame P (1, —2) = —20
Py = 3x2+y24+4x+y+1, Py(1, —2) = 10, Py = 9y?+2xy+x—2, Py(1, —2) =
31, Pox = 6X + 4, Pyx(1, —2) = 10, Pyy = 2y 4+ 1, Pyy(1, —2) = =3, P,y =
18y + 2x, Pyy(1, —2) = —34, Pyxx = 6, Pxxy = 0, Pxyy = 2, Pyyy = 18, Odtud

Ta(X,y) = =14+ 10(x — 1) + 3L(y + 2) + 5(x — 1)? = 3(x — 1)(y + 2) —
—17(y+ 22+ (x— 13+ (x — (Y + 22+ 3(y + 2)°.
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Jestlize ve vysledku provedeme umocnéni, po Upravé samozigimé dostavame
polynom P. Tuto kontrolu vysledku nechavame ¢tenéfi jako cviceni.

Zformulujme na zavér kapitoly jesté Taylorliv vzorec pro obecny pripad funkci n
proménnych. Dllkaz tohoto tvrzeni neuvadime, nebot je v podstaté stejny jako pro dvé
promenné.

Vé&ta5.5. Necht' funkce f : R" — R mav bodé x* = [X], ..., %3] a ngakém jeho okoli
spojité parcialni derivace az do fadu m + 1. Pak proh = [hy, ..., hp] plati

f(x*+h)=f(x*) +df(x*)(h) + %dz f(x*(h)+---+ %dm f (x*)(h) + Rm(x),

kde

_ ; m+1 *
Rm(xX) = mr 1)!d f(x*+9h)yh), 9 €(@1

je zbytek v Taylorove vzorci a

! k . _
droym= Y P el

lio! | J1 In
Jl++]n=k 11'12 A Jn‘ 8X1 .. .Xn

je k-ty diferencial funkce f v bodé x*.

Cviceni. X

5.1. Wyuzitim uvedené substituce najdéte vSechny funkce splhujici danou rovnost:

ayz —xz,=0, u=Xx, v=/xX2+Yy2
b) xz +yz, =0, u=x, v =%

COUx+Uy+Uu,=0 &E=X4+yYy—-2Z n=X—-2Y+2 x =1

5.2. Diferencidni rovnicetransformujte do novych proménnychu, v. V pfipadech,
kdy po transformaci vyjde jednoduchy vysledek, pokuste se ngjit jgjich FeSeni:

) Zix — YZyy — 32y, =0, U= X — 2/Y, v = X + 2 /Y.

b) Y2Zxx + X22Zyy — 2XYZy — XZ« — Y2y = 0, U = /X2 + y2, v = XY.

0) X°Zxx — (¥ + Y)Zxy + Y?Zyy =0, U= X+ Yy, v =+

d) Zx — 22y + 2y =0, U= X+ Yy, v = %

&) XYZx — (X + YA)Zyy + XYZy + Y2 + X2z = 0, U = 3(x* + y?), v = Xy.

f) Xz — yz,y =0, u_f+f,v_f—f

0) XZx + Yoy + 2 =0, U =X + Y, v = 5.

h) X?Zyx — 2XYZy + y? Zyy+ X2z + Yz, =0, u=Xy,v =Y.
i) X?Zx — Y?Zyy = 0,u = xy, v = £,



Taylorova véta 71

5.3. Ukazte, ze dana transformace do novych proménnych nemeéni tvar rovnice
Zyx+2zyy =0, X = ¢(u, v), y = ¥ (u, v), kdeg, ¥ jsou funkce dvou proménnych
splnhujict identity oy = ¥y, @, = — Y.

5.4. UrCete TaylorQiv polynom 2. stupné se stiedem [Xo, Yol néasledujicich funkci:

av1-—x2—y2 [Xo. Yol =I[3. 3] e)arcs:anﬁTyz, [Xo0, Yol = [0, 1]
b) arctg 12, [x0.¥ol =10.01  H)InyX+y2  [X. Yol = [1, 1]

0) 2%, [x0, Yol =10, 0] 9) X7, [Xo, Yo, 20l = [1, 1, 1]
d)arctgZ, [Xo, Yol = [1. 1] h) sinxsiny, [Xo, Yol = [0, 0] .

5.5. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné vypoctéte priblizné funkeni hodnoty:

a) arctg 553, b) sin29° tg 46°.

*

ZkuSenost neni to, co Clovik potka, ale co clovék udéla s tim, co ho potkalo.
(A. Huxley)

*



Kapitola 6

L okalni a absolutni extremy

VySetfovani extréml funkci je jednou z nejdiilezitéSich ¢asti diferencianiho po-
Ctu. Jetomu tak proto, ze v kazdodennim zivoteé se setkavame s feSenim extremal -
nich Gloh. Napr. kazdée ekonomické rozhodovani se fidi pravidlem minimalizace
nakladll a maximalizace zisku. Rovnéz prirodovédnée dge probihgji tak, Ze jista
velic¢ina nabyva ngimensi nebo nejvétsi hodnoty (spotfebovana energie, vykonana
préace).

Ngprve studujeme lokalni extremy. Zde vySetfujeme danou funkci pouze
lokalng, tj. v okoli ngakého bodu. To je pfedmétem prvniho odstavce. Pokud je
predepsanamnozinaamamengjit bod této mnoziny, v nemz funkce nabyvanej vétsi
resp. nejmensi hodnoty, mluvime o absol utnich extrémech. O nich pojednavadruha
Cast této kapitoly.

6.1. Lokalni extremy

Definice 6.1. Rekneme, Ze funkce f : R" — R nabyva v bodé x* € R" lo-
kalniho maxima (minima), jestlize existuje okoli @ (x*) bodu x* takové, ze pro
kazde x € @ (x*) plati f(x) < f(x*) (f(x) > f(x*)).

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro x # x* ostre, mluvime o ostrych lo-
kalnich maximech a minimech. Pro (ostrd) lokani minima a maxima budeme
pozivat spolecny termin (ostré) lokalni extrémy.

Priklad 6.1. i) Funkce f(x,y) = /x2+ y2 mav bodé [x,y] = [0, O] ostre
lokalni minimum, nebot’ f (0, 0) = 0 apro kazde [x, y] # [0, 0] je f(x,y) > 0.
(Grafem funkce je kuzelova plocha, viz obr.[13.2))

72
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ii) Funkce f : R? — R definovana piedpisem

X2 +y2 pro[x,y] #[0,0],

f =
ey {1, pro [x, y] = [0, 0],

ma v bodé [0, 0] ostré lokalni maximum, nebot pro [X, y] # [0, 0] dostatecné
blizko pocatku plati f (x,y) < f(0,0) = 1.

Uvedené priklady ilustruji skutenost, Ze pro existenci lokalniho extremu v né-
jakém bodé funkce nemusi mit v tomto bodé parcialni derivace, nemusi zde byt
dokonce ani spojita.

V nasledujicim odvodimenutnéapostacujici podminky pro existenci lokaniho
extremu v pripadé, Ze mafunkce v daném bodé parciani derivace. Podobné jako
u funkce jedné promeénnég, je nutna podminka formulovana pomoci stacionarniho
bodu a postaCujici podminka pomaci parcialnich derivaci 2. fadu.

Definice 6.2. Necht f : R" — R. Rekneme, Ze bod x* € R" je stacionarni bod
funkce f, jestlize v bodé x* existuji vsechny parciani derivace funkce f aplati

of
— (x=0, i=1....n 6.1
axi(x) , U (6.1)

Nasledujici véta, ktera prezentuje nutnou podminku existence lokaniho ex-
trému, byvav nékteré literatufe citovana jako Fermatova vétall

Véta6.1. Necht funkce f : R" — R méa v bodé x* € R" lokalni extrém a
v tomto bodeé existuji vsechny parcialni derivace funkce f. Pak je bod x* jgjim
stacionarnim bodem, tj. plati (6.1).

Dikaz. Pfedpokladeime, Ze néktera z parcianich derivaci funkce f v bodé x* je
nenulova, tj. plati fy, (x*) # 0. Tovzhledem k definici parcialni derivace znamena,
ze funkce p(t) = f(x* +tg), kdeg = (0,...,0,1,0,...,0), jednicka je na
i -tém mist&, ma nenulovou derivaci v bodét = 0 atedy zde nemiize mit lokalni
extrem. To v3ak znamen3, Ze ani funkce f nemulize mit v bodé x* lokani extrém.

O

Poznamka 6.1. Funkce f : R" — R miize mit lokalni extrem pouze ve svém
stacionarnim bodénebo v bodg, kde alespon jednaz parcid nich derivaci neexistuje.

Ipierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik.
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Zduraznéme, Ze stacionarni bod nemusi byt bodem lokaniho extrému, jak
ukazuje obrazek, kde je znazornén graf funkce f (X, y) = f (Xo, Yo) + (Y — Yo)? —
(X — Xg)?, ktera ma stacionarni bod [xo, Yol, avéak v tomto bodé nema lokalni
extrem (takovy bod se nazyva sedlo, viz obr. [6.7)).

obr. 6.1

V nasledujici vété odvodime postacujici podminku, aby funkce mélave staci-
onarnim bode lokalni extrém.

Pfipomeinme situaci pro funkci jedné proménné g : R — R. Necht t € R
je stacionarni bod této funkce. O tom, zda v tomto bodé je nebo neni extrem,
rozhodneme podle hodnot vy3Sich derivaci funkce g v to. Speciang, je-li g”(tg) >
0(< 0), mafunkce g v bodeé ty ostré lokani minimum (maximum).

Toto tvrzeni se dokaze pomoci Taylorovarozvoje funkce g v to. Plati

1 1
g(t) = g(to) + g'(to) (t — to) + Eg//(S)(t —t0)* = g(to) + Eg//(f)(t — )%,

kde & je Cido lezici mezi t aty. Je-li nyni funkce g” spojita, pak g’(tg) > 0
(9”(to) < 0) implikuje g”(¢) > 0 (g”"(¢) < 0) pro & dostateCné blizka ty. Pak
g"(§)(t —1t0)* > 0(g"(§)(t —to)* < 0) atedy g(t) > g(to) (9(t) < g(to)) prot
dostatecné blizko to, tj. funkce g nabyvav tg ostrého lokaniho minima (maxima).
Analogicky postupujeme u funkci vice promeénnych.

Zformulujme nejprve postacujici podminku pro existenci lokaniho extremu
pro funkci dvou proménnych.
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Véta 6.2. Necht funkce f : R? — R ma v bodé [xo, Yol a ngakém jeho okoli
spojité parcialni derivace druhého fadu a necht’ [Xo, Yol je jgi1 stacionarni bod.
Jestlize

D (X0, Yo) = fxx(Xo, Yo) fyy(Xo, Yo) — [ fxy(Xo, Yo)1? > O, (6.2)

pak ma funkce f v [Xo, Yo] ostry lokalni extrem. Je-li fyx(Xo, Yo) > O, jde o mini-
mum, je-li fxx(Xo, Yo) < 0, jde o maximum.
Jestlize D(Xo, Yo) < 0, pak v bodé [xo, Yo] lokalni extrém nenastava.

Dikaz. Necht D(Xo, Yo) # 0. Ze spojitosti parcialnich derivaci 2. fadu funkce f
plyne spojitost funkce D(X, y) = fxx(X, ) fyy(X, y) — [ fxy(X, y)1? afunkce fyy
v bodé [Xg, Yol. Odtud plyne, Ze pro [X, y] dostatecné blizka bodu [ X, Yo] plati
sgn D(X, y) = sgn D(Xo, Yo), SN fxx(X, y) = sgn fxx(Xo, Yo)-
Taylorliv vzorec pro n = 1 se stfedem [Xo, Yo] dava

f(x. V) = f(x 1f C1. C2) (X — Xo)?
(6, Y) = (X0, Yo) + 5 Fex(C1, ) (x — %0)? + (6.3)

+2 fyy(C1, C2) (X — Xo) (Y — Yo) + Fyy(C1, C2)(Y — Yo)?]

kde [c1, C,] leZi na UiseCce spojujici [Xo, Yol a[X, Y.
Oznalme A = fx(C1, C2), B = fyy(C1, ), C = fyy(C1, C2), h =X — Xy,
k =y — Yo auvazujme kvadraticky polynom dvou proménnych

P(h,k) = Ah® + 2Bhk+ CK°.
Pak vztah ([6.3) mlizeme psat ve tvaru

f(Xo+h, Yo+ K) = f (X0, Yo) + P(h, k). (6.4)

Vy&etfeme nyni znaménko polynomu P (h, k). Uvazujme dva pripady.
|. D(Xo, Yo) > 0. Prok = 0je P(h, 0) = Ah?, pficemz A # 0 (plyne ze vztahu

AC — B? > 0). Proto P(h,0) > Opro A> 0, P(h,0) < Opro A < 0.
Prok # 0lze P(h, k) psét vetvaru P(h, k) = k?A(l)?+2B! + C. Oznatme

Q(t) = At?+2Bt+C kde t = E

Jelikoz AC — B? > 0, tj. Q mazaporny diskriminant, je pro A > 0 polynom
Q) > 0 provsechnat € R aodtud P(h,k) > 0 pro vsechna h, k € R.
Podobné v pfipadé A < 0je P(h,k) < 0. To podle (6.4) znamena, Ze pro
A > 0mafunkce f v [Xo, Yol ostrélokani minimumapro A < 0 ostrélokani
maximum.
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1. D(Xo, Yo) < O, tj. diskriminant polynomu Q(t) je kladny. To znamena, ze
existuji ty, t, € R takova, ze Q(t;) > 0 a Q(ty) < 0. Polozme [hy, ki] =
[aty, o], [h2, ko] = [aty, @], kde o # 0. Pak

P(hi, k) = a?Q(ty), P(hy ko) = a?Q(ty),

tj. pro [xi, Yal = [Xo + h1, Yo + Kil, [X2, Y2l = [Xo + hz, Yo + ko] plati
f (X1, y1) > (X0, Yo), f(X2, ¥2) < f(Xo, Yo). ProtoZze « # 0 bylo libovolnég,
tj. [X1, Y11, [X2, Y2] mohou byt libovolné blizko [Xo, Yo, v tomto bodé extrem
nenastava. 0

Priklad 6.2. Urcete lokani extremy funkce z = x3 + y® — 3xy.

Redeni. Funkce, jeiiz extrémy hledame, je polynomem proménnych x, y, a proto
jsoujeji parciani derivace spojité v celém IR2. Proto lokalni extrémy mohou nastat
pouze ve stacionarnich bodech, které ngjdeme jako feSeni soustavy rovnic

zy=3x*-3y=0, z,=3y*-3x=0.
Z prvni rovnice plyne y = x? adosazenim do druhé rovnice dostavame
X —Xx=x(X—=1D(X*+x+1) =0,

odtud x; = 0, X, = 1 (kvadraticky troj¢len x* 4+ x 4+ 1 mazaporny diskriminant a
jeproto vzdy kladny). Existuji tedy dvastacionarni body P, = [0, 0], P, = [1, 1].
Déaeplati zyx = 6X, zyy = 6y, zxy = —3. Odtud dostavame

D(x,y) =36xy—9, tj. D(P))=-9<0, D(P,) =36—9=27>0.

Podle Véty v bodé P; extrém nenastava a v bodé P, nastava ostré lokani
minimum, nebot zx(P;) = 6 > 0.

Poznamka 6.2. V pfipadé, Ze ve stacionarnim bodeé [Xo, Yo] plati D (X, Yo) = O,
0 existenci extremu v tomto bodé nelze na zakladé druhych derivaci rozhodnout.
Pro funkce jedné proménné mame k dispozici tvrzeni, které fika, ze funkce f ma
ve stacionarnim bodé xg, v némz f”(xg) = 0, lokalni extrém nebo inflexni bod
podle toho, je-li prvni nenulovaderivace v Xy sudeho nebo licheho Fadu. U funkci
vice proménnych neni v3ak aparéat vysSich derivaci v praktickych pfipadech prilis
vhodny. V nékterych prFikladech 1ze o existenci lokaniho extrému rozhodnout
vySetienim lokalniho chovani funkce v okoli bodu [Xg, Yo], bez pocCitani druhych
derivaci. Tento postup je ilustrovan na nasledujicich dvou prikladech.
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Piiklad 6.3. i) UrCetelokalni extrémy funkce f (x, y) = x*+y*—x?—2xy—y2.

Redeni. Stacionarni body ur&ime jako FeSeni soustavy rovnic
Zy =43 —2x -2y =0, z,=4y>—-2x—-2y=0. (6.5)

Odettenim rovnic dostavame x3 — y3 = 0, odtud x = y a dosazenim do jedné
z rovnic v (6.5) dostavame tfi stacionarni body P; = [0, 0], P, = [1, 1], P; =
[—1, —1].

Dae

D(X, Y) = fyx fyy — [ fxyl? = (12 — 2)(12y? — 2) — 4.

Protoze D(P,) = D(P3) = 96 > O a f(1,1) = fu(—1,-1) = 10 > 0,
ma funkce f v obou téchto stacionarnich bodech ostré lokani minimum. Ve
stacionarnim bodé P; je vSak D(P;) = O, proto o existenci extremu v tomto bodé
nelze takto rozhodnout.

Zde postupujeme nasledujicim zplisobem: Funkci f mlizeme upravit na tvar
f(x,y) = x*+ y* — (x + y)2 Odtud f(x,—x) = 2x* > 0 pro x # 0. Na
druhé strang f(x,0) = x* —x% = x?(1 = x? < 0prox € (—1,0) U (0, 1).
Tedy v libovolném okoli bodu [0, 0] funkce f nabyvajak kladnych tak zapornych
hodnot, coz spolu s faktem, Zze f(0,0) = 0 znameng, Zze v tomto bodé lokani
extrem nenastava.

ii) UrCete lokani extremy funkce z = f (x, y) = xyIn(x? + y?).

Redeni. Stacionarni body ur&ime jako FeSeni soustavy rovnic

e = yIn(x* + y?) + xy =y|Inx*+y* + 2¢ 1 0
X X2 + 2 X2 + y2 ’
2y 2y?
= xIn(x? + y? ——— =x|In(x* + y? =0.
zy = xIn(x +y)+xyx2+y2 X[n(x +y)+x2+y2

Jsou mozné Ctyfi pripady:
a) [x,y] =[O0, 0], vtomto bodé vSak neni funkce definovana.
b) x =0, pak Iny? =0, tj. y = £1. Oznatme Py, = [0, £1].

c) y=0,Inx?>=0,tj.x = £1. Oznalme P34 = [£1, O].

2 2
d) NG +y?) + 25 =0, INOE+y?) + 25 =0,
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odtud x? = y* a soustavé rovnic vyhovuje &tvefice bodll Ps g = [+, i%%].

O tom, v kterém z téchto stacionarnich bodl nastava extrém, rozhodneme vysetre-
nim znameénka funkce f. Funkce f nabyva nulové hodnoty na soufadnych osach
(v potatku malimitu rovnu 0 —viz priklad2:2v) av bodech kruznice x2 + y? = 1.
Uvnitf jednotkové kruznice je funkce v I. alll. kvadrantu zaporna, ve ll. alV. je
kladna. V né jednotkové kruznice je tomu naopak (naCrtnéte si obrazek).

Odtud jezigmé, zev bodech Py » = [0, 1], P54 = [£1, 0] extrém nenastava,
nebot’ funkeni hodnota je zde nulova a v libovolnem okoli tohoto bodu nabyva
funkce jak kladnych tak zapornych hodnot.

Déle je vidét, Ze v bodé [\/%, —L ] (leZicim uvnitf jednotkové kruznice) je
loka@ ni minimum, nebot’ na hranici mnoziny, ktera je tvofena soufadnymi osami a
jednotkovou kruznici a kde leZi tento bod, je funkce nulova a uvnitf teto mnoziny
jefunkce f zaporna. Pak nutné v jediném stacionarnim bodeé uvnitf této mnoziny
musi byt lokani minimum. Stejnou Gvahou Zzjistime, ze lokani minimum je i

v bodé _J%Ta , _J%Ta] a ve zbyvajicich dvou bodech je lokalni maximum. Graf

funkce z = xyIn(x? + y?) ajgi vrstevnice jsou znazorngny na obrazku
a[14.10. Natomto znazornéni je dobre vidét charakter jednotlivych stacionarnich
bodt.

Poznamka 6.3. Je-li funkce f diferencovatelna v bodeé [xp, Yol a fx(Xo, Yo) = 0 =
fy(Xo, Yo), pak tetna rovina ke grafu funkce f v bodeé [xo, Yol je vodorovna. Je-li vy-
raz D(Xp, Yo) > 0 a fyx(Xo, Yo) > 0 (< 0), pak je v bodé [Xp, Yo] lokani minimum
(maximum), tj. v okoli tohoto bodu leZi graf funkce nad (pod) teCnou rovinou.

Projdeme-li dilkaz Véty[6.2, snadno zjistime, Zei v pFipadé, kdy [Xo, Yo] neni stacio-
narni bod, jsou podminky D(Xo, Yo) > 0, fxx(Xo, Yo) > 0 (< 0) dostatetné pro to, aby
graf funkce f v okoli bodu lezel nad (pod) teGnou rovinou v tomto bodé.

Priklad 6.4. Rozhodnéte, zda graf funkce f (x, y) = x3 + y3 — 2xy leZi v okoli bodu
[1, 1] nad nebo pod teCnou rovinou sestrojenou v tomto bode.

Redeni. Primym vypodtem uréime parciani derivace funkce f v bodg [1, 1]: fx = 1,
fy =1, fxx = 6, fxy = —2, fyy = 6. Podle (4.6) matecnarovinake grafu funkce v bodé
[1, 1] rovnici z = X +y — 2. Vzhledem k tomu, Ze D(1,1) = 34— 4 = 32 > 0, leZi
podle pfedchozi poznamky graf funkce v okoli bodu [1, 1] nad tetnou rovinou sestrojenou
v tomto bodeé.

Pro funkce tfi avice proménnych je situace podobnajako pro dvé proménné. O exis-
tenci extrému ve stacionarnim bodé ,rozhoduje’ kvadraticky polynom n proménnych
v Taylorové rozvoji. Pouze rozhodnout, kdy tento polynom neméni své znaménko, je

AR 24
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Definice 6.3. Necht A= (&j),i, j = 1...,n,jesymetrickamatice, h € R". Rekneme,
Ze kvadraticka forma P(h) = (Ah, h) = Z{jjzlaij hihj urCena matici A je pozitivné
(negativné) semidefinitni, jestlize

P() >0, (P(h)<0), prokazdeheR". (6.6)
Jestlize v (6.6) nastane rovnost pouze pro h = 0, Fekneme, Ze forma P je poztivné (ne-
gativné) definitni. Jestlize existuji h, h € R" takova, ze P(h) < 0aP(h) > 0, fekneme,

7e kvadraticka forma P je indefinitni. Casto misto o definitnosti resp. indefinitnosti
kvadratické formy P mluvime o definitnosti resp. indefinitnosti matice A.

V nasledujicich Gvahach profunkci f : R" — R symbolem f’ zna€ime n—rozmérny
vektor, jehoz komponenty jsou parciani derivace % asymbol f” znafi n x n matici,

92f ..
axax ) =1...,n

j€jiz prvky jsou parcialni derivace 2. fadu funkee f, tj. (f”)ij =
Véta 6.3. Necht'x* € R" je stacionarni bod funkce f a predpokladejme, ze f ma v bodé
x* a ngakém jeho okoli spojité parcialni derivace druhého Fadu. Polozme A = (&jj) =
f7(x*), 4. ajj = inXj (X*).

i) Je-li kvadraticka forma P(h) = (Ah, h) poztivné (negativné) definitni, ma funkce
f v bodé x* ostré lokalni minimum (maximum).

ii) Je-li kvadraticka forma P indefinitni, v bodé x* extrém nenastava.

iii) Mé-li funkce f v bodé x* lokalni minimum (maximum), je kvadraticka forma P
pozitivne (negativné) semidefinitni.

Dillkaz. Vzhledem k tomu, Ze diikaz prvnich dvou tvrzeni je zcela stejny jako pro dvé
proménng, dokaZzeme pouze tvrzeni iii). Pfedpokladgme, Ze funkce f ma v x* napfr.
loka&lni minimum a kvadratickaforma P neni pozitivné semidefinitni, tj. existujeh € R"
takové, ze P(h) < 0. Protoze pro pevné h € R" je kvadraticka forma P spojitou funkci
koeficientli této formy a;j, existujee > O takové, Zeje-li |aj — bij| <&, i,j=1,...,n
aB = (bjj), plati (Bh, h) < 0. To vzhledem ke spojitosti derivaci druného Fadu funkce f
znamena, ze (f”(x)h, h) < 0, je-li x dostatetné blizko x*, tj. pro x splfujici x € O5(x*),
kde § > 0 je vhodné redlné ¢islo. Nyni necht {«n} je libovolna posloupnost kladnych
realnych &isel konvergujicich k nule a polozme x, = x* + aph. Pak xn — Xx*, tedy pro
dostatecnévelkan je x, € O5(x*) az Taylorovavzorce pro n = 1 dostavame

f(xn) — F(X*) = (£/(xX*), anh, ) + (£"(yn)anh, anh) = a2(f"(yn)h, h) < 0,

kde yn 1ezi na GseCce spojujici X* ax. Proto yn € Os(x*) pro n dostatecné velka a odtud
f(xn) < f(x*), cozjespor stim, ze funkce f mav x* lokani minimum. O

Poznamka 6.4. Podle pfedchozi véty neumime o existenci lokalniho extrému v daném
stacionarnim bodé x* rozhodnout v pripadé, kdy je matice f”(x*) pouze semidefinitni.
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Anaogicky jako u funkce jedné proménné (i kdyZ podstatné komplikovangji), Ize urcit
postatujici podminky pomoci definitnosti kubickych a vySSich forem, které odpovidaji
diferencialim vySich fadi, viz [[NZ], str. 70.

O tom, jak rozhodnout o definitnosti kvadratické formy uréené danou symetrickou
matici A, vypovidanasedujici véta.

Véta 6.4. i) Kvadraticka forma P urcena symetrickou matici A = (ajj),

n
P(h) = (Ah.h) = > ajhih;

je poztivné (negativné) definitni, prave ké[)]/i_ %/éechna vlastni Cisla matice A jsou
kladna (zapornd). Forma P je poztivné (negativné) semidefinitni, pravé kdyz vsechna
vlastni Cisla jsou nezaporna (nekladna).

ii) Kvadraticka forma P je poztivné definitni, prave kdyz jsou viechny hlavni minory
matice A, tj. determinanty

ailz aiz ain
a1l a1z a1 812 a3 a1 axp az
|laga |, . |a ax ax|,..., " = detA
15 b I > ) I I N PO N
az1 az2 as3 an an an
n

kladné. Kvadraticka forma P je negativné definitni, prave kdyz hlavni minory stfidaji
znaménko, po€inajic zapornym.

Priklad 6.5. UrCeteloka ni extrémy funkceu = x + }1’—)2( + Z—; + % lezici v prvnim oktantu,
tf.x>0,y>0,z>0.

Redeni. Nejprve uréime stacionarni body, tj. derivujeme a feZime soustavu rovnic
2

y
2
/_y z _ 3 _
Uy—g—?—o :>y—2X22—0,
2z 2
u;=7—§=0 — 22 —-y=0.

Z prvnirovniceplyney = =+ 2x, aprotoze hledame pouze kladnéfeSeni, uvazujeme pouze
pfipad y = 2x. Dosazenim do druhé rovnice dostavame 2x(4x2 — z2) = 0, odtud z = 2x
(pFipad z = —2x opét neuvazujeme). Dosazenim do tFeti rovnice obdrzime 8x3 — 2x = 0
atato rovnice makladnéreseni x = % tedy namnozinéx > 0,y > 0, z > 0 masoustava
rovnic jedinéfeseni B = [3, 1, 1]. Vypotteme druhé derivace

y? 1 27 2 4
Uxx=ﬁ, Uyy=5+W, Uzz=§+§,
2z

ny:ﬁ, Uxz =0, Uyz:—?
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av bodé B = [%, 1, 1] CUxx = 4, Uyy = 3, Uzyz = 6, qu = 2, Uxz = 0, Uyz = —2. Déae
pouzijeme V&uB3 Probod B = [, 1, 1] je

du® = 4dx® + 3dy? + 6dZ + 2dxdy— 2dydz

Tato forma je pozitivné definitni, nebot’ matice této formy je

4 1 O
1 3 -1
0 -1 6

ajgi vechny tfi hlavni minory jsou kladng, jak zjistime snadnym vypoctem. Celkové ma
danafunkce u v prvnim oktantu jediny lokani extrém v bodé B = [%, 1, 1], kde nastéava
ostré lokani minimum.

6.2. Absolutni extrémy

Definice 6.4. Necht f : R” — R, M C D(f). Rekneme, Ze bod x* € M je
bodem absolutniho minima (maxima) funkce f na M, jestlize f (x*) < f(x)
(f(x*) > f(x)) prokazdéx € M. Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mluvime
0 ostrych absolutnich extremech. Misto terminu absolutni extrém se pouziva
Casto pojem globalni extrém.

Pfipomenme, Ze spojita funkce jedné proménné na uzavieném a ohranicenem
intervalu nabyva své ngjvétsi angmensi hodnoty bud v bodé lokal niho extremu le-
Zicim uvnitf intervalu nebo v jednom z krajnich bodt. Pro funkce vice proménnych
je situace podobna.

Véta 6.5. Necht M c R" je kompaktni mnoZina (tj. uzaviena a ohranicena) a
funkce f : M — R jespojitana M. Pak f nabyva svych absolutnich extrémi bud
v bodech lokalniho extrému |eZicich uvnitf M nebo v nékterém hranicnim bodeé.

Dikaz. Tvrzeni o existenci absolutnich extrémt plyne ihned z Wei erstrassovy véty
(VetalZ10). Zbyvajici tvrzeni jetrividni, nebot jestlize bod absolutniho extremu
neni hrani¢nim bodem (tj. je vnitinim bodem M), musi byt i lokalnim extrémem.

O

Predchozi véta dava prakticky navod, jak hledat absolutni extrémy diferenco-
vatelnych funkci (s takovymi se v praktickych situacich setkavame negjCastgi) na
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kompaktnich mnozinach. Ngjdeme stacionarni body lezici uvnitf mnoziny a pak
vySetiime danou funkci na hranici mnoziny. VySetfeni funkce na hranici mnoziny
M C R" je obecné pomérné slozity problém a pojednava o ném devéata kapitola.
Pro funkce dvou proménnych je vSak situace pomérné jednoducha. V tomto pfi-
padé jsou velmi Casto hranice nebo jeji Casti tvoreny grafy funkci jedné proménnée.
Vy&etfit funkci nahranici pak znamena dosadit rovnici kfivky, kteratvori ¢ast hra-
nice do funkce, jgiz extrémy hledame a vySetfovat extremy vzniklé funkce jedné
proménné. Tento postup je nejlépe srozumitelny na nasledujicich prikladech.

Priklad 6.6. i) UrCete nggmensi a ngvetSi hodnotu funkce z = f(X,y) = Xy —
x? — y? + x 4 y v trojuhelniku tvofeném soufadnymi osami a tetnou ke grafu
funkce y = 2 v bodé [2, 2].

Redeni. Nejprve uréeme rovnici teény ke grafu funkce y = ‘;‘. Plati y = —Xiz, .
rovniceteCny jey —2 = —j—}(x —2) = —X+ 2. Tedy mnozinou M, naniz hledame
absolutni extrémy je mnozina

M={xyleR?: x>0y>0y<4—x}.
UrCime stacionarni body funkce z

Zy=y—2Xx+1=0, zy=x-2y+1=0,

odkud dostavame stacionarni bod [x, y] = [1, 1] € M.
Nyni vySetfeme funkci f nahranici mnoziny M, ktera se sklada z tseCek

l.y=0,xe€[0,4 Il.x=0,y€[0,4] lll.y=4—Xx,x¢€[0,4].

I.y = 0, x € [0,4]. Dosazenim dostavame u = f(x,0) = —x>+ x a
hledame absolutni extremy této funkce jedné proménné pro x € [0, 4]. Plati
U(X) = —2x+ 1 = 0, odtud x = % Funk¢ni hodnoty ve stacionarnim bodé a

v krajnich bodech intervalu jsou u(3) = 1, u(0) = 0, u(4) = 12.

II.x =0, y e [0, 4]. Dosazenim dostavame v = f (0, y) = —y? + y astginé
jakov Easti 1 v(0) = 0, v(4) = —12,v(3) = 3.

.y = 4—x, x € [0,4]. Dosazenim dostavame w = f(x,4 — xX) =
X(4—X)—X?—(4—y)°+X+4—Xx = —3x°4+12x—12. Plati w’'(x) = —6x+12 = 0,
odtud x = 2, w(2) = 0. V krgjnich bodech w(0) = —12, w(4) = —12.

Porovnanim funkcnich hodnot funkce f nahranici (tj. hodnot funkci u, v, w
Vv jgich stacionarnich bodech a v krajnich bodech intervalll, kde tyto funkce
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vySetfujeme) s funkeni hodnotou funkce f v jedinem stacionarnim bodeé [1, 1]
vidime, ze

fmin - _12 pro [Xv y] = [Oa 4] a[X’ y] == [4a O],
1:max =1 pro [X, y] = [1,1].

Zavérem poznamenejme, zeal gebraické Upravy spojenésvyjadienimfunkce f
nahranici byvaji ngCastgSim zdrojem numerickych chyb. Mame vSak k dispozici
pomeérnédobrou priibéznou kontrolu. V bodé[x, y] = [4, 0] sestykaji €asti hranice
| alll atedy funkce u z | musi pro x = 4 nabyvat stegjné funkéni hodnoty jako
funkcew z 11l v x = 4.V naSem pripadéjeu(4) = —12 = w(4). Podobné v bodé
[0, O] se stykaji Casti | all av bodé [0, 4] ¢asti Il alll. Také v téchto bodech
pribézna kontrola vychazi, nebot u(0) = 0 = v(0) aw(0) = v(4) = —12
Doporucujeme Ctenafi tuto kontrolu vzdy provéest, nebot znatné minimalizuje
moznost Sifeni numericke chyby ve vypoctu.

i) UrGete neimendi a nejvétd hodnotu funkee z = (2x2 + 3y2)e XY na
mnozing M = {[x, y] € R? : x?> + y? < 4}.

Regeni. Nejprve uréime stacionarni body leZici uvnitf mnoziny M, kterou je kruh
0 poloméru 2. Vypocteme parciani derivace

7, =axe XV — 2x(2x? + 3ye XV = —2xe Y [2x% 4 3y? - 2],
zy :6ye‘x2‘y2 — 2y(2x2 + 3y2)e"‘2—y2 — _2ye—><2—y2 [2x2 + 3y2 _ 3] _
apoloZime jerovny nule:

xe XY [2x* +3y* — 2] =0,
ye XV [2x2 +3y? - 3] = 0.

Odtud dostavame 4 moznosti:
A)x=0=y — f(0,0)=0.
B)x=0, 3y?’=3 = y=41, f(0,+1) =3e..
Oy=0 2x?=2 = x =41, f(£1,0) =21
D) 2x? 4+ 3y? — 2 = 0 a2x? + 3y? — 3 = 0 —tento systém nema FeSeni.

Nyni vySetfeme funkci f nahranici mnoziny M. Tu si rozdélime na dvé Casti,
horni adolni pllkruznici.
Ly =+v4—x2, xe[-22,u= f(X,vV4—x2) = (2x* +3(4 — x))e* =
(12— x?)e~*. Ngjdeme nejvetsi angmendi hodnotu funkce u naintervalu [—2, 2].
Téchto extremalnich hodnot je dosazeno bud v lokalnim extrému uvnitf intervalu
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[—2, 2] nebo v nékterém z kragjnich bodl x = +2. Plati U’ = —2xe™* =0 —
x = 0. Odtud u(0) = e 4, u(+£2) = 8e 4.
.y = —v/4—x%2, x € [-2,2]. Zde je situace zcela stejna jako pro |, nebot
f(x,—y) = f(x y).

Porovnanim vech vypoctenych hodnot vidime, ze

foax = 3¢ L, pro[x,y] = [0, +1],
fmin = 0, pro [x, y] =[O, Q.

Graf vySetfované funkce je znazornén na obr. [14.13 a[14.14} zde |ze ov&it, ze
vSechny stacionarni body lezi uvnitf kruhu M.

iii) Je dan drat délky I, tento dréat je rozdélen na tfi Casti. Z jedné je vy-
tvofen kruh, z druhé Ctverec a ze zbylé rovnostranny trojuhelnik. UrCete délky
jednotlivych Casti tak, aby plocha omezena témito obrazci byla minimalni resp.
maximalni.

Redeni. Oznatime-li x délku strany &tverce, y polomér kruhu a z délku strany
trojuhelnika, plati 4x + 2wy + 3z = |, odtud z = =2 Pro souget obsahl
Ctverce, kruhu atrojuhelnika plati

3 1
P:x2+ny2+%22=x2+ny2+—3(l — 4X — 27my)?

12/3

a hledame absolutni extremy této funkce namnozine M = {[x,y] : X,y > 0,
4x 4+ 2ny <1, }. Negjprve vypocteme parciani derivace a stacionarni body:

8 47
Pik=2Xx——=(1—-4x—-2ny) =0, Py=2ny— ——(—-4x—-2ny) =0.
| |

T 447433 Y= 8+ 21 + 64/3
afunkZni hodnota v tomto stacionarnim bodé je

Odtud
X

2

44+ 7+3V3)

Nyni vySetfeme funkci P na hranici mnoziny M.

l.y = 0,x € [0, 1], ozname ¢(x) = P(x,0) = x? + Ti/é(l — 4x)2.
|2

Pak p(0) = 12, 0(h) = L5, 0’00 = 2x — 2220 - 4%) = 0, . x=717,
12

(p(X) = 4(4+3V3)

P(X,y) =




Absolutni extrémy 85

Il.x =0,y € [0, =1, oznakme ¥ (y) = P(0,y) = ny? + Tlﬁ(l — 2ny)2.
|2

Plati y(0) = g7 ¥(35) = 4 V() = 2ny — 2 —2ny) =0 =

_ 1 _ 2
Y= 2i3vm vy = 4(3V/3+m)
.y =52 x €0, 1], ozname w(x) = P(x, 52) = x2 + 2 (I — 4x)2.
00 =L o) =5 o0 =2x-21-40 =0 = x =,
|2
@) = zasm- , o .
Porovnanim vSech vypoctenych hodnot zjistime, ze nejvétSi obsah dostaneme,

jestlize cely drét stocime do kruznice, tj.

12 [
I:)max - E pro [X, y] - [07 Ei|

I 2

angmensl obsah Pnin = P(X,y) = , jestlize jg rozd&ime takto:

4(4+7+3V3)

Cast naGtverec. .. 4xX = 4
T 441433

Tl
Castnakruh...2ny = ——M —— |
Y 4+ 7433

., , 3/3l
Cast natrojuhenik . .. 3z = L
44 7m+3/3

Na zavér této kapitoly s jesté ukazme metodu, jak Ize fesit Glohy na absolutni
extrémy v nékterych specialnich pripadech, napf. umime-li sestrojit vrstevnice
funkce, jgjiz extremy hledame, a pokud mnoZina, kde tyto extrémy hledame, je
,dostatecné jednoduch&@‘. Cely postup je nejlépe srozumitelny na prikladech.

Piiklad 6.7. i) Najd&te ngjmensi a ngjvétsi hodnotu funkce f (x, y) = X% — 4x +
y? — 4y 4+ 10namnoziné M : x2 +y? < 1.

Redeni. Plati f (x, y) = (x — 2)2+ (y — 2)2 + 2. Protoze konstanta 2 nemavliv na
to, v kterém bodé nastavava abs. minimum amaximum (mavliv pouze na hodnotu
téchto extrémtl), stati najit absolutni extrémy funkce g(x, y) = (x—2)2+(y—2)°.
Tato funkce vSak udava druhou mocninu vzdalenosti bodu [x, y] od bodu [2, 2].
Ulohu proto miizeme preformulovat takto:

V jednotkovém kruhu najdéte bod, ktery je ngiblize angjdale od bodu [2, 2].

Geometricky je nyni feSeni Ulohy zigimé. Sestrojime pfimku y = x spojujici
potatek sbodem [2, 2]. Priisetiky této piimky skruznici x? 4 y? = 1 jsoufesenim

nasi Glohy, tj. 2x2 = 1, odkud x = i\/%. Minimu nastava v bodé [\/ii, %] a
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maximumvbodé[—%, —%] aextremalni hodnoty jsou fmin = 11—4v/2, frmax =
11 + 4/2. VEmnéme si take, Ze prisetiky pfimky y = x s jednotkovou kruznici
jsou body, kde maji jednotkova kruznice a vrstevnice funkce f — soustfedné
Kruznice se stfedem [2, 2] — spolecnou tecnu.

i) Najdéte nggmensi a ngjvétsi hodnotu funkce f (x, y) = X — y hamnoziné
M: x2+y?<1.

Ay X_y:_ﬁ Ay

v
v

X—y=+2

obr. 6.2 obr. 6.3

Regeni. Vrstevnice funkce f jsou pfimky naértnuté na obrazku[6.2. Nutnou pod-
minkou (azdei dostatecnou) pro to, aby hodnotac € R bylahodnotou absolutniho
maxima resp. minima funkce f je, Ze pfimka X — y = c¢ je teCnhou ke kruznici
x2 + y? = 1. Vskutku, pokud pfimka x — y = ¢ kruznici protne, znamena to, ze
pro € dostatecné blizka c protne kruznici i pfimkax — y = €. To v&ak znamena,
Ze funkce x — y nabyva na M hodnot jak vétSich nez ¢ (pro € > ¢) i menSich
(pro ¢ < c). Jestlize pfimka x — y = ¢ kruznici vlibec neprotne, znamena to, ze
tyto body neleZi v M atedy nepfipadaji v Gvahu. Zbyva tedy pouze moznost, Zze
pfimkax — y = cje tecnou.

Z obrazku je nyni zfgjmé, Ze maximum nastane v bodé [%, —%], jeho hod-
notaje /2 aminimum je v bodé [—%, %], jeho hodnotaje —+/2.

iii) Najdéte nggmensi a nejvétsi hodnotu funkce f (X, y) = xy na mnoziné
M: x|+ ]y < 1.
Redeni. Mnozina M avrstevnicefunkce f jsou nagrtnuty naobrazkulB3 (vrstevni-
cemi jsougrafy funkci xy = ¢, tj. rovnoosehyperboly y = 2). Stejnou Gvahoujako
v predchozim prikladu zjistime, Ze funkce nabyva absolutniho maxima fpa = %1
v bodech [+3, +1] aabsolutniho minima fyin = —% v bodech [+3, 3.
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for

Cviceni. £
6.1. Najdéte lokani extrémy funkci:
Q) z=x24+y? —Xy—2x+y f) z=x—2y+Iny/x2 + y2+3arctg ¥
b) z=xy4—-x—y) 9) z=Yy/1+x+xJ/1+y
C) z=4(x—y) —x2—y? h) u=x3+y?+ 2724 12xy+ 2z

. 2 2
d)z:xy+570+%) I)UZX+Z—X+27+§,X,y,Z>O

. 3 3
€ z=x>+xy+y>—Inx—Iny ) z:x2+xy+y2+a7+a7

K) u=xyz12—-x—2y — 3z
) u=x3x5----- XP(L— X1 —2X2 — ... — NX), X1, X1, ..., Xn > 0

X X X 2
m) u:x1+x—i+X—2+---+le+%,x1,...,xn>O.

6.2. Udgjte priklad funkce f : R? — R? splfjici uvedené podminky:
a) fx(1,1) =0= fy(1, 1), dev bodé[1, 1] nenastava lokalni extrem,

b) f mav bodé [0, 1] ostré lokalni minimum av bodé [1, 0] ostré lokani maxi-
mum.

c) f mav bodé[—1, 0] ostrélokani minimum, v bodé [0, 0] sedlo av bodé[1, O]
ostré lokani maximum.

6.3. Pomoci vrstevnic funkce f urCete jgji nggmensi a ngjvétsi hodnotu na mno-
Ziné M:

a fx,yy=x+yM: x| <1 Jyl=1,

b) f(X,y) =x2—2x+y?—2y+3,M: x>0,y>0,x+y<1,
o) f,y) =IXI+lyL,M: x=D*+(y—D*=<1,

d fX,y,2=x+y+zM:x+y?<1,0<z<1,

e fT(X,y,2) =x>+y>, M:xX>+y>+2°2<1
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6.4. UrCete nggmensi a ngvetsi hodnotu funkce f namnoziné M:

a) f(x,y) = x2+2xy+2y?—3x—>5y, M jetrojuhelnik uréeny body A = [0, 2],
B=130],C=]0,-1].

b) f(x,y) =x?+ y?+3xy+ 2, M jeomezenagrafy funkci y = |x| ay = 2.

o) f(x,y) =x24+y?>—xy—x—y, M jetrojuhelnik uréeny body A = [—1, 0],
B=1[12],C=[30].

d fx,y)=x+y*=xy—2M={x,yl: xX*+y><1 y=>I[x| -1}
e f(x,y) =2x2+4y’naM : {[x,y]: x>+ y? <09,

f) f(X,y) =x2+y?>—2x+2y+2naM = (x> +y? < 1).

6.5. UrcCete absolutni extremy funkce f namnoziné M:

a f(x,y)=snxsnysinx+y),M: 0<Xx,y <,

b) f(x,¥) =x*—xy+y*, M: x| +]yl <1,

) f(X,y,2) =x+2y+3z,M: x2+y><z<1,

d) f(Xg,...,Xn) = X1X2..- X M: a<Xg,...,.<b0<a<bhb

£+X1)(X1+Xz)...(xn+b) ’
(tzv. Huyghensova] Uloha), nejprve feste tlohu pron = 2.

*k

Vecnym zazr akem svéta je jeho pochopitelnost . . .
To, Ze je svét pochopitelny, je zazrak. (A. Einstein)

*

Lchristian Huyghens (1629-1695), nizozemsky matematik a fyzik



Kapitola 7

Zobrazeni mezi prostory
vysSich dimenzi

V této kapitole vyuzijeme vysledki predchazejicich ¢asti ke studiu vlastnosti zobrazeni
mezi prostory vySSich dimenzi. Vysledky, které zde odvodime hraji diileZitou roli mj. v te-
orii integralu funkci vice proménnych, ato pfi diikazu véty o substituci ve vicerozmérnem
integralu, viz [R7].

7.1. Zobrazeni z R? do R?

Definice 7.1. Necht jsou dany funkce f, g dvou proménnych a D = D(f) N D(Q).
Dé&le necht zobrazeni F : D — R? je dano predpisem

X, y] > [F(X. ), (X, y)].

Pak fekneme, Ze zobrazeni F jeureno funkcemi f, g, tyto funkce nazyvame slozky nebo
také soufadnicoveé funkce zobrazeni F apiseme F = {f, g}.

Priklad 7.1. Vypiste sloZzky zobrazeni pro stejnolehlost se stfedem v pocCatku soustavy
souradnic, otoCeni o Uhel ¢ apro kruhovou inverzi urenou jednotkovou kruznici.

Reseni. i) Stejnolehlost se stiedem v pocatku. Je-li k koeficient stejnolehlosti, pak

[X, Y] n—F> [kx, ky].

ii) OtoCeni o Uhel ¢ € [0, =] v kladném smyslu. Pro odchylku ¢ dvou pfimek
prochazejicich poCatkem a bodem [x1, y11, resp. [X2, yz] plati

X1X
cosy = |X1X2 + Y1Y2|

XZ+ Y2/ X5 + Y5

89
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(kosinus Uhlu je roven podilu skalarniho soucinu a soucinu velikosti vektorll uréenych
poCatkem abody [X1, Y11, resp. [X2, Yy2]). Proto zobrazeni F, které bodu [x, y] pfifadi bod
otoCenim o Uhel ¢ kolem pocatku v kladném smyslu (tj. proti sméru otaceni hodinovych
ruciCek) je tvaru

[X,y] s [XCoSgp — ysSing, XSing + ycosg].

iii) Kruhovéa inverze urfené jednotkovou kruznici. Pfi tomto zobrazeni je bodu [X, y]
pfifazen bod [u, v] l€Zici na polopfimce uréené poCatkem a bodem [X, y] s vlastnosti, ze
soutin vzdalenosti bodl [x, y] a[u, v] od poatku je roven 1. Protoze [x, y] a[u, v] leZi
na stejnée poloprimce, existuje redlné o > 0 takoveé, Ze u = aX, v = ay. Z podminky na
vzdalenost bodli [x, y] [u, v] od pocatku dostavame /x2 + y2v/u2 + v2 = a(x?+y?) =
1, odtud o = (x2 + y2)~1. Toto zobrazeni je proto tvaru

y

F
[X’ y] I, [X2+y2’ X2+y2]-

Priklad 7.2. Zobrazeni mnoZiny komplexnich Cisel do sebelzechapat takéjako zobrazeni
zR? do R?. Napriklad zobrazenti, které komplexnimu &islu z = x +iy pfifadi jeho druhou
mocninu z2, definuje zobrazeni

(X, Y] —— [x2 — y2, 2xy]

nebot 22 = (X +iy)2 = x2 — y2 + 2ixy.

Definice 7.2. Rekneme, Ze zobrazeni F = { f, g} zR? do R? je spojité v bod@ [xo, Yol,
jsou-li funkce f, g spojitév [Xo, Yol.

Rekneme, 7e F je diferencovatelné v bodé [xo, Yol, jestlize kazda z funkci f, g je
diferencovatelnav bodeé [xo, Yo]. Zobrazeni d F(Xg, Yo) : R? — R? dané predpisem

[h. kI 25 [df (x0. Yo (h, k). dg(xoyo) (h, k)] =
= [ fx(Xo0, Yo)h + fy(Xo0, Yo)K, 9x (X0, Yo)h + gy (X0, Yo)KI

nazyvame diferencial zobrazeni F v bodé [Xo, Yo] a znaime d F(Xo, Yo)

Podle této definice je tedy diferencial zobrazeni F linearni zobrazeni z R2 do R2.
Protozezlinearni algebry vime, Ze kazdélinearni zobrazeni mezi konecnédimenzional nimi
prostory |ze reprezentovat vhodnou matici, dostavame se k nasledujici definici.



Zobrazeni z R? do R? 91

Definice 7.3. Necht zobrazeni F = {f, g} z R? do R? je diferencovatelné v bodé
[Xo, Yol. Matici typu 2 x 2

, _(fx(x0,y0)  fy(xo, YO)>
F (0. Yo) = (gx(Xo, Yo) Qy(Xo, Yo) (7.1)

nazyvame Jacobiho matice zobrazeni F v bodé [xo, Yo], determinant této matice nazy-
vame jacobian zobrazeni F v bodeé [Xg, Yol.

Ngjprve odvodime vzorec pro diferencid slozeného zobrazeni. Je zcela analogicky
vztahu pro derivaci sloZzené funkce jedné proménng, stali ,, zapomenout”, Ze misto zobra-
zenimi mezi jednodimenziona nimi prostory se jedna o vicerozmérna zobrazeni.

Véta7.1. Necht F = {fq, f2}, G = {g1, g2} jsou zobrazeni z R? do R2. Pak pro Jaco-
bihd] matici slozeného zobrazeni H = F o G plati

H'(x,y) = F'(u,v)G'(x, y), (7.2)

kde [u, v] = G(X, ¥), tj. u = g1(X, ¥), v = g2(X, y). Pro jgich jacobiany dostavame
detH'(x,y) = det F'(u, v) det G'(X, y).

Dilkaz. Necht hy, hy jsou souradnicové funkce zobrazeni H, tj.

hi(X,y) = f1(91(X, y), 92(X, ¥)), h2(X,y) = f2(g1(X, y), 92(X, ¥)). (7.3
Aplikaci Véty 5.1 dostavame

0
&hl(X, y) = —fl(U v)—gl(X y)+—f1(u v) 92(X y) (7.4)

apodle Definice[7.3

, <af1(u v) %—fljl(u,v)) / (391()( y) agl(x y))
Fi(u,v) = Gy =

2, v) 22, v) Ly Sy

Vynasobl me-li tyto dvé matice, vidime, ze prvek nachazejici se vlevo nahore je pravé
roven 21 (x y), kde hy je dano v (Z.3). Stejnym zplisobem ové&fime, Ze i ostatni prvky
souci nu matlc F’.G’ jsoutotoznésvyrazy pro prvky matice H ziskané pomoci (7.2), ¢imz
je rovnost ([7-2) dokazana. Vzorec pro jacobiany plyne z faktu, Ze determinant soucinu
dvou matic je roven soucinu determinantt. O

V diferencidnim poCtu funkci jedné proménné jsme vySetfovali lokani vlastnosti
funkce (tj. v okoli daného bodu) pomoci derivace funkce v tomto bodé (coz je pro

LCarl Jacobi (1804-1851), némecky matematik
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funkci jedné proménné v podstaté ekvivalentni diferencidlu této funkce, nebot funkce
f : R — R jev ngakém bodé diferencovatelng, pravé kdyz zde existuje konetna
derivace f’). Podobné budeme postupovat v pfipadé zobrazeni mezi prostory vy3Sich
dimenzi.

Véta 7.2. Predpokladejme, Ze slozky zobrazeni F = {f,g} : R?2 — R? maji v bodé
[Xo, Yo] Spojitéparcialni derivace prvniho fadu a Jacobiho matice F’(xo, Yo) jeregularni,
tj. det F'(xo, Yo) # 0. Pak existuje okoli U bodu [Xg, Yol v némz je zobrazeni F prosté a
pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F—1 v bodé [ug, vo] = F(Xo, Yo) plati

(F™Y (o, vo) = [F' (0, yo)] . (7.5)

Dilkaz. Tvrzeni zde nebudeme dokazovat se véemi podrobnostmi (detailni diikaz je pro-
veden v [R1]). Zdlraznéme zde pouze hlavni my3enku dilkazu. Diferencial d F(xo, Yo)
zobrazeni F : R?2 — R? je nglepsi linearni aproximace F v okoli bodu [xo, yol. Je-li
zobrazeni d F(Xp, Yo) prosté—to nastane pravé kdyz je jeho matice F’(xo, Yo) regularni —
jev jistém okoli bodu [Xg, Yol prostéi samo zobrazeni F.

Vztah (Z.5) dok&zeme takto: Z definice inverzniho zobrazeni je F~1(F(x, y)) =
[X, y]. Polozme [u, v] = F(X,Y). Ze vztahu pro Jacobiho matici slozeného zobrazeni
plyne(F~1Y(u, v) F/(x, y) = E —jednotkovamatice (nebot Jacobiho maticeidentického
zobrazeni je jednotkovamatice) aodtud (F 1) (u, v) = [F/(x, y)] % O

Priklad 7.3. i) Rozhodnéte, zda zobrazeni F = {f, g} : R2 — R? se soufadnicovymi
funkcemi f(x,y) = xy, g(x,y) = 2 jeprosté v okoli bodu [x, y] = [2, 1], pokud ano,
urcete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé [u, v] = F(2, 1).

Reseni. Jacobiho matice zobrazeni F je

/ _ fX(Xv y) fy(X, y)> _ y X
Py = (gx(x, y) gy(x.y)) (% —%)

aprobod [X, y] = [2, 1] jedet F'(2, 1) = —4, tedy F jeprostév jistém okoli bodu [2, 1].
Pro Jacobiho matici inverzniho zobrazeni F~1 v bod&[2, 2] = F(2, 1) plati

-1 /1 1
<F—1>/<2,2>=[F/<2,1>]—1=G _22) =(% 21)-

4 4

i) Urcete Jacobiho matici zobrazeni F : R?2 — R?, kteréjeslozenim kruhovéinverze,
jejiztidici kruznice je jednotkova, aotoCeni o Uhel % v kladném smyslu, pfiCemzZ nejprve
se provadi kruhovainverze.

ReZeni. Kruhovainverze prifadi bodu [x, y] bod [ﬁ, Xz—yz] aotoceni o Uhel % v klad-

y2? X2+
nem smyslu pfifadi bodu [x, y] bod [—Y, X], viz pfiklad &:ﬂ Tedy slozené zobrazeni
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prifadi bodu [x, y] bod [— ﬁyz]- Jacobiho matice tohoto zobrazeni je

y
X2+y2 ’

9 <_L> 9 (_L) 2xy y2—x?
’ . X X2—|—y2 ay x2+y2 . (x2+y2 2 (x2+y2)2
F (X’ y) - i X i X - y2—X2 o 2Xy :
ax \ x2+y? ay \ x2+y? (x2+y?)? (x24y?)2
Poznamka 7.1. i) Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v Prikladu[Z.3, ¢ast i) mlizeme
vypocist také pfimo — prostfednictvim explicitniho vyjadfeni inverzniho zobrazeni k F.
VypoCteme-li zrovnicu = Xy, v = § promeénné x ay pomoci u av, dostavame

X ==£Uv, Y= :I:\/g
v

a vzhledem k tomu, Ze hledame inverzni zobrazeni v okoli bodu [1, 1], bereme v obou
rovnicich +. Pak

d

3 1

1y 2x 2x 3
(FH'uv) = (aiuy Ey> i ! 1 /1
au Jv 2 uv -2 F

Dosadime-li sem [u,v] = F(2,1) = [2, 2], dostavame vskutku stejny vysledek jako
v Prikladu[7.3

ii) Ze skutetnosti, Ze det F/(xo, Yo) = O pro ngaké zobrazeni F : R? — R? jedté
neplyne, ze F neni prostév okoli bodu [Xo, Yol, tj. podminkadet F’'(xg, Yo) # O]je pouze
dostatetna, nikoliv nutng, pro to, aby zobrazeni F bylo prosté v okoli bodu [Xo, Yol.
Napriklad zobrazeni F dané predpisem

[ IS
NI
< |
SNS—

(X, y1 — [x3, v

zobrazuje prosté R2 naR?, prestoze det F’(0, 0) = O.

7.2. Zobrazeni zR" do R™M

Pro zobrazeni mezi prostory dimenzi vySSich nez dvé je situace zcela anal ogicka. Jsou-li
nmeNafi, ..., f;m:R" — R, pak pfifazeni

E
X1, ..., Xnl —> [f1(X1, ..., %)y ooty Tm(X1, ..., Xn)]

definuje zobrazeni F : R" — R™. Funkce f1, ..., fm se nazyvaji sozky nebo soufad-
nicoveé funkce zobrazeni F. Jsou-li vSechny slozky spojité v bodeé x*, fekneme, ze F je
spojité v bodé x*. Jsou-li fy, ..., f, diferencovatelné v bodé x* € R", fekneme, Ze zob-
razeni F je diferencovatelné v bodé x*. Jeho diferenciél d F(x*) definujemejako linearni
zobrazeni z R" do R™ dané predpisem

h=[hy. ... "ol o5 [dFOC) ). . . dfm(C) ()],
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kded f1(x*), ..., dfn(x*) jsou diferencidly souradnicovych funkci v bodé x*, tj.

n

of
A () = dficO) (. ... hn) = Y7 =X,

Matice tohoto linearniho zobrazeni (je to matice typu m x n)

g_gm) . %(x*)
F/(x*) = : : (7.6)
ngT(x*) . ng’:(x*)

se nazyva Jacobiho matice nebo také derivace zobrazeni F av pfipadé n = m se j¢gi
determinant nazyvajacobian zobrazeni F v bodé x*. V nékteré starsi literatufe se jacobian
znati
D(fg,..., f a(fy, ..., f
D(levxn) 8(X1""’Xn)

(x™).
Véta 7.3. Necht'zobrazeni G : R" — R™Mjediferencovatelnévbodéx* € R" a zobrazeni

F : R™ — RKjediferencovatelnévbodéy* = G(x*). Pak slozenézobrazeniH = FoG :
R" — RK je diferencovatelné v bodé x* a plat

H'(x") = F'(y)G'(x") = F/(G(x"))G'(x"). (7.7)

Je-lin = madetG'(x*) # 0, existuje okoli bodu x*, v némz je zobrazeni G prosté, tj.
existuje zde inverzni zobrazeni G~ a pro jeho Jacobiho matici v bodé y* = G(x*) plati

G Yy =[G x"HI (7.8)

Poznamka 7.2. Vzorce (Z.7) a (Z.8) pro Jacobiho matici ozeného zobrazeni a Jacobiho
matici inverzniho zobrazeni jsou formalné zcela stejné jako vzorce pro derivaci sloZzené a
inverzni funkce jedné proménng, zde véak musime davat pozor na poradi obou Ciniteld,
nebot’ nasobeni matic neni komutativni operace. Matice F’ jetypuk x m, G’ jetypum x n,
nasobeni téchto matic je tedy mozné pouze v poradi uvedenem v (Z.7) (timto zplisobem
se také poradi Cinitell nejlépe pamatuje).

Priklad 7.4. Vypottéte Jacobiho matici zobrazeni F : R® — R3, které bodu [x, y, z]
prifadi jeho sférické soufadnice

2 2
X,y 215 12 4 2 4 22 artg . artg @].

X
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Reseni. Podle (7.6) plati

2VE+y 42 B ryir 2 L Pyt 22

9 9 9
F'(X,y,2) = 2 arctg ¥ 3 arctg ¥ 2L arctg Y —
i VXY VX4y? VX2+y?
\a_x aclg¥—— 5 actg¥—; 45 arctg ¥—
/ X y z
Xy 472 X2 4y2422 /X2 +y2422
__ Y X
= X242 RARY 0
Xz yz _A/X24y?
\ 022 2 (Rry2id By YD)

ii) Jak jsme jiz poznamendi v Prikladu[72, zobrazeni F : C — C mnoziny kom-
plexnich &isel do sebe miizeme chapat jako zobrazeni z R? do R2, které komplexnimu
Cidu z = x + iy pfifadi ¢ido F(z) = f(x,y) +ig(X, y), kde f, g jsou redné funkce
dvou proménnych. Podobneé jako v realném oboru definujeme derivaci komplexni funkce
F v Cide zg = Xg + iyp vztahem

=7 Z— 7

pric¢emz limitakomplexni funkce v tomto vztahu se chape zcelaanal ogicky jako v redlném
oboru aznamend, Zze ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vechna z splfujici
0 < |z— 20| < § plati

F(2 — F(z0)
z-129

— Fl(z0)| < &.

Dokazte toto tvrzeni: Necht funkce f, g jsou diferencovatelné v bodé [xo, yo]. Pak kom-
plexni funkce F ma v bodé zg = xo + iyo derivaci, pravé kdyz plati tzv. Cauchyovy-
-Riemannovyd podminky

ﬂ(>< )—%(X ) ﬂ(>< ) = @(X )
Ix o,YO—ay 0, Yo), 3y 0, Yo) = ™ 0, Yo).

LAugustin Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik, Bernhard Riemann (1826—
1866), némecky matematik, oba jsou povaZovani za spolutviirce moderni matematiky.
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Reeni. Oznatme F'(zop) = A+ iB. Z diferencovatelnosti funkci f, g v bodé [xo, Yol
plyne

0= lim F@-F@) _ F/(z0) =
> Z—-129

f(x,y)+ig(x,y) — [f(Xo, Yo) +ig(Xo, Yo)1

= lim - —(A+iB) =
(X,y)= (X0,Y0) (X —Xo) +1(Y — Yo)
—lim f(X,y) — f(Xo, Yo) — A(X — Xo0) + B(Y — Yo) n
(X.)—> (X0.Y0) (X —Xo) + (Y — Yo)
i im g(X, y) — g(Xo, Yo) — B_(X —X0) — Ay — Yo) _
(X,y)= (X0,Y0) (X — Xo) +1(Y — Yo)
— iim (fx(X0, Yo) — A)(X — Xo) + (fy(X0, Yo) + B)(Y — Yo) N
(X.y)— (X0.Y0) VX = X0)2 + (Y — yo)?
i lim (9x (X0, Yo) — B)(X — Xo) + (Qy(X0, Yo) — A)(Y — YO).
(X, Y) = (X0,Y0) VX = X0)2 + (Y — Y0)2

Odtud fx (X0, Yo) = A = gy(Xo, Yo), fy(Xo, Yo) = —B = —0x(Xo, Yo)-

7.3. Diferencialni operatory matematické fyziky

V odstavci 4.7 jsme uvedli, ze ve fyzikani terminologii a také v nékterych odvétvich
matematiky, napf. v numerickych metodach, se vektor parcianich derivaci f’ funkce f
nazyva gradient funkce a zna€i segrad f .

Zobrazeni F : R® — R3 se ve fyzikalni terminologii nazyva vektorové pole. Lze
je chapat jako zobrazeni, které bodu o soufadnicich [X, y, z] pfifadi vektor s pocateCnim
bodem v pocatku a koncovym bodem

F(x,y,2 =[P(X,y,2), Q(X,y,2), R(X,y, 2],

kde P, Q, R jsou souradnicové funkce. Dllezitymi fyzikanimi charakteristikami vekto-
rovych poli jsou tzv. divergence vektorového pole

diV F(X’ Z’ y) == PX(Xv yv Z) + Qy(xv yv Z) + RZ(Xv yv Z)
arotace vektorového pole

rOt F(X’ Z’ y) == [Ry(xv yv Z) - QZ(X’ y’ Z)’
PZ(X’ y’ Z) - RX(X’ y’ Z)’ QX(X’ y’ Z) - Py(x’ y’ Z)]

(tedy divergence je skalarni veliinaarotace vektorova velicina).

Priklad 7.5. VypoCtéte divergenci arotaci gravitatniho pole vytvorené hmotnym bodem
0 jednotkové hmotnosti umisténym v poCatku soufradné soustavy.
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Reseni. Z fyziky je znamo, e dva hmotné body o hmotnostech my, my se navziem
pritahujisilou, jejiz velikostje|F| = T2, kdex = 6, 67-10~ 1 Nm?/kg? jeNewtonova
gravitatni konstantaa d je vzdaenost bodll. Tedy bod [, vy, z] s jednotkovou hmotnosti
bude pritahovan do pocatku silou, jgiz smér je opatny nez smér vektoru s pocatkem
v [0, 0, 0] a koncem v [X, v, z] ajehoz velikost |F| je rovna k (x2 + y2 + z2)~L. Tedy
F(X,y,2) = —a[X, Y, z] a hodnotu skalaru « ur€ime z podminky pro velikost F, tj.

a X2+ Y2+ 22 = k(X% + y2 + 2 Latedy o = i (X + y? + 2273, Odltud

F(x.y.2) = [P(X. Y. 2), Q(X. Y, 2), R(X, y. 2] = & [—r% —rlg, —r%]

kder = /x24 y2+4 z2. Nyni vypotteme vdechny parcialni derivace funkci P, Q, R
potfebné k urceni div F arot F.

1 3x? 1 3y? 1 37
Px=K<—r—3+r—5),Qy:K<—r—3+r—5),Rz=K<—r—3+r—5),
odtud snadno ové&fime, ze pro [X, Y, z] # [0, 0, 0] jediv F = 0. Podobné vypoctteme

3X 33Xz 3yz
Py:QXZKr—y, |:)2=Rx=/<r—5, QZ:Ry:KrLS’

atedyirotF = 0.

Manipulace s diferencidnimi vyrazy obsahujici operatory rotace a divergence se
podstatné usnadiiuje zavedenim tzv. Hamiltonova nabla operatoru V[ Tento symbol je
formalné definovan jako vektorovy operator predpisem

a 9 0
V = PR R k]
axX ady 09z

tj. jako operéator, ktery funkci f : R® — R prifazuje vektorové pole

of of of
Vi={—,—,—|.
axX 9y 0z
Toto je adternativni oznaleni pro vektorovépole f’, které diferencovatelnéfunkci f prifa-
zujej€i derivaci. Operator V |1ze s vyhodou pouZit i pfi formalizaci operatorll divergence
arotace. Uvazujme ngjprve pripad divergencniho operatoru. Formané mtizeme aplikaci
operatoru divergence napole F zapsat takto

(

+

divF =

<

, F)
?

% %). (P.QR) = 79

|;U ><|CD

ISP
T
O

= &4

X

%]
ol @

(=5
N

y

1william Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik. Termin nabla operator byl zaveden
pfimo Hamiltonem, nabla oznaCuje stary hudebni néstroj trojuhelnikového tvaru.
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Podobné miizeme formalizovat operator rotace rot pomoci vektorového soucinu takto:

R P R P
rntF =V x F = 8__@,8__8_’@_8_ )
ay 0z 0z  dX 0X ay
Pfipomenme, Ze vektorovy soucin u x v dvou vektorliu = (ug, Uz, U3), v = (v1, V2, V3)
je definovan jako vektor kolmy na linearni prostor generovany dvojici vektorll u, v,
orientovany podle pravidla pravé ruky, adéky

[lux || = [[ul] - [[v]] sing,
kde ¢ je Uhel mezi vektory u, v. Konkrétné, soufadnice vektoru u x v jsou
U x v = (Upv3 — Ugvp, Upvy — U1v3, U1v — v1U2).

Zeiména, jsou-li vektory u, v linearné zavislé, pak u x v = 0. Proto pro sloZeni operatorll
rotace a gradientu plati
rotgrad f =V xVf=0

pro libovolnou dostatecné hladkou funkci f. Podobneé Ize ukazat, Zze divrotF = 0 pro
libovol né dostatecné hladké vektorové pole F. Posledni identitaplyne z faktu, Ze skalarni
soudin (u, u x v) = 0, nebot vektor u x v je kolmy nakazdy z vektorli u, v. Proto

divrot F = (V,V x F) =0.

Obé vySe uvedené identity 1ze samoziejmeé dokéazat i pfimym derivovani, jejich ovéreni
timto zplisobem je viak pracngsi.

Na zavér této kapitoly pfipomenme jesté pojem Laplaceova operdtoru A, ktery je
definovan predpisem

CES G
“ae Tz ez
Parcialni diferenciani rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceova rovnice (viz zaver prvni
Casti Kapitoly[5) ajei feSeni se nazyvaji harmonicke funkce. Pomoci operatoru V miizeme
Laplaceliv operator definovat takto:
3%u  9%u 94

Au=dvgradu=(V,VU) = — + — + —.
g ( ) 8x2+8y2+822

Cviceni. X

=

7.1. Rozhodnéte, zda zobrazeni F = {f, g} je prosté v okoli bodu [Xg, Yo]. Pokud ano,
urCete Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v bodé [ug, vo] = F(Xo, Yo).

a) f(x,y) =vx2+ Y2 g(x,y) =Xy, [Xo, Yol = [0, 1],



Diferencialni operatory matematicke fyziky 99

b) f(x,y)=x3—3xy% g(x,y)=Yy3+3x?y, [Xo, Yol = [1, 1],
c) f(x,y)=xY, g(x,y) =y, [Xo, Yol = [1, 1].

7.2. UrCete souradnicové funkce a Jacobiho matici uvedenych zobrazeni.
a) Osova soumeérnost podle pfimky p jgizrovnicejeax + by + ¢ = 0.
b) Slozeni osové soumérnosti podle pfimky y = X a projekce bodu na jednotkovou
kruznici (bodu [x, y] # [0, 0] je pfifazen bod najednotkovekruznici, ktery je prliseGikem
kruznice s pfimkou uréenou pocatkem a bodem [X, y]).
¢) Bodu([x, y, z] € R3jepfifazen bodleZici narovniku kulovéplochy sestfedemv pocatku
prochazejici bodem [x, vy, z], pfi¢emz prifazeny bod |ezi na stejném poledniku.
d) ,Eliptickainverze v R3*: Bodu [x, v, Z] je pfifazen bod leZici na polopfimce uréené
poCatkem a bodem [X, vy, z], pfiemz soucin vzdalenosti vzoru a obrazu od pocatku je
roven vzdaenosti od potatku prliseciku jejich spojnice s elipsoidem ;‘1—2 + %’—2 + é—i =1
7.3. Je dana dvojice diferencovatelnych funkci R(r, ¢), ®(r, ¢), ktera definuje funkci
F : C — C predpisem _ _

z=réd? > R(r, )d ¥,

Vyuzitim vysledku Pfikladu[Z.4lii) urCete nutnou podminku, aby F méla derivaci.

7.4. Dokazte nasleduji identity (bud pfimym derivovanim nebo pomoci operatoru V).
V téchto identitach f : R® — RaF, G : R® — RS,

1. div(fF)=(F,grad f) + fdivF,

2. rot(fF) = frotF + (grad f, F),

3. div(F x G) = (rot A, B) — (A, rot B),
4

. rot(rot F) = graddivF — AF (vyraz AF je tfeba chapat jako aplikaci operatoru A
na kazdou z komponent vektorového pole F).

*k

DileZité je neprestat se ptat. Zvédavost existuje z dobrého diivodu. Nelze nez
Zasnout, rozvazujeme-li o tajemstvich veécnosti, Zivota a Uzasného usporadani
veci vezdejSich. Staci, kdyz se €lovék snazi kazdy den porozumét alespon kousku
tohoto tajemstvi. Nikdy neztracejte zvédavost, tu posvatnou viastnost.

(A. Einstein)

*



Kapitola 8

Funkce zadana implicitnée

Uvazujme tento problém: Necht F je funkce dvou proménnych a oznatme mno-
zinu (kfivku)

M ={[x,yl € D(F): F(x,y) =0}

Napriklad pro F (x, y) = x2 4 y? — 1jekfivka M jednotkova kruznice se stfedem
v pocatku.
Zvolme libovolny bod na kfivce M. Chceme vy3etfit chovani kfivky v okoli

tohoto bodu, zejména urcit rovnici teCny v tomto bodé a rozhodnout, zda kfivka
v okoli tohoto bodu IeZi nad nebo pod tecnou.

Jestlize kfivka M je pfimo grafem funkce jedné proménne y = f(x), tj.
F(X,y) = y— f(x) = 0, problém snadno vyfeSime vypoctem derivaci ', .
Rovnéz v jednoduchych prfipadech, jako je rovnice kruznice, |ze vyuzit metod
diferencialniho poctu funkci jedné proménné, nebot z rovnice kruznice miizeme
snadno spoCitat y jako funkci proménné x. Je-li v&ak rovnice kfivky kompliko-
vangsi, napi. x3 4+ y3 — 2xy = 0 a chceme urdit rovnici tecny ke kfivce uréené
touto rovnici v bodé [Xg, Yol = [1, 1], pfedchozi postup selhava, protoze z rovnice
kfivky nelze y rozumné spoCitat.

V této kapitole ukazeme, jak tuto nesnaz obegjit. Budeme se nejprve zabyvat
problémem, zda je kfivka M v okoli daného bodu totozna s grafem ngjaké funkce
jedné proménng, a pokud ano, jak spocitat jgi derivace.

V prvnim odstavci jetento problém vyfeSen pro funkci jedné proménng, v dru-
hém pro funkci n proménnych a v tfetim odstavci pro zobrazeni mezi prostory
vySSich dimenzi.

100
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8.1. Implicitné zadana funkce jedné promeénné

Definice 8.1. Necht F je funkce dvou proménnych. Oznatme M = {[x, y] €
DF) : F(x,y) = 0} anecht F(Xg, Yo) = 0. Jestlize existuje okoli U =
{IX,yl € D(F) : |Xx—Xo| <8,y — Yol <&} bodu [Xq, Yo] takove, Ze mnozina
M N U jetotoznasgrafem funkce y = f (X), |[X — Xo| < &, fekneme, Ze funkce
f jev okoli bodu [xo, Yo] definovana implicitné rovnici F(x, y) = 0.

Jinymi slovy, funkce y = f(x) je v okoli bodu [xo, Yo] zadana implicitnd]
rovnici F(x,y) = 0, jestlize existuje § > 0 takovg, ze F(x, f(x)) = 0 pro
X € (Xo— 8, X0+ 9).

V pripadé rovnice kruznice x> 4+ y? — 1 = 0 z obrazku vidime, Ze v okoli
libovolného bodu Py # [41, 0] této kruznicejerovnici x>+ y?> —1 = Oimplicitné
zadana funkce y = f (x) = £+/1 — X2 (znaménko + bereme, lezi-li bod na horni
pllkruznici aznaménko —, je-li nadolni pllkruznici).

A
y
Yo+ ¢
Yo R
Yo—€&éF——
| | |
| | [
| | |
| | [
| | | >
0] Xo—38 Xg Xo+ 6 X
obr. 8.1

1Doslovny Eesky preklad slovaimplicitni je nerozvinuty, v né&em obsazeny
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Dalevidime, Zev okoli bodi[£1, O] neni rovnici zadanazadnafunkce proménnéx.
Jako jiny priklad uvazujme kfivky dané rovnicemi

F(X,y):=Xx—Vy?=0 (parabola)
F(X,y) :=x>—y?>=0 (dvojice primek y = £x)

Jevidét, Zev libovolném okoli pocatku neni rovnici F (X, y) = OurCenaimplicitné
zadna funkce. Naopak, v dostatecné malém okoli kazdého jiného bodu téchto
kfivek je rovnici F(x, y) = 0 definovana funkce y = f (x). V prvnim pfipadé to
jsou funkce y = /X nebo y = —./X, podle toho, |eZi-li bod v horni nebo dolni
poloroviné urcené osou X, ve druhém pfipadé y = x nebo y = —x podle toho, na
které z dvojice pfimek bod I€Zi.

V nasledujici Vé&teB.1l je uvedena postatujici podminka pro existenci funkce
zadané implicitné v okoli daného bodu kfivky a ve Vété[8.2 zplisob pro vypotet
jeji derivace.

Véta 8.1. Necht'jefunkce F spojitanactverci R = {[Xx, y] € D(F):|X — Xo| < a,
|lYy—VYol < a} anecht' F(Xq, Yo) = 0. Dalepredpokiadejme, zefunkce F maspojitou
parcialni derivaci aiy F (X, y) vbodeé [Xg, Yo] aplati %(xo, Yo) # 0.

Pak existuje okoli bodu [Xo, Yol, v némz je rovnosti F(x, y) = 0 implicitné
definovana préaveé jedna funkce y = f (x), kteraje spojita.

Dikaz. Existenci implicitné zadané funkce dokazeme pomoci Banachovy véty
0 pevném bodu kontraktivniho zobrazeni v Uplném metrickém prostoru, viz [D-D].
Nechte, § > Ojsouredlnacisla, jejichz pfesnou hodnotu urCimepozdgi aoznacme
| = [Xo — 8, Xo + 8]. Uvazujme prostor funkci

P={geC(): g(X) = Yo, |9(X) —Yo| <eprox e |}.

To znamena, ze P je prostor spojitych funkci na |, jgichz grafy prochazei
bodem [Xo, Yol a leZi v §-¢ obdéniku kolem bodu [Xg, Yo]. Na P uvazujme
metriku stegfnomérné konvergence p(f, g) = maxye | f (X) — g(x)|. OznaCme
d = Fy(Xo. Yo) # O adefinujme na P zobrazeni T : P — C(I) predpisem

F (X, 9(x))
4

Najdeme-li pevny bod f € P zobrazeni T, je tento bod hledanou implicitné
zadanou funkci f. Vskutku, je-li f(x) = T(f)(x) = f(x) —dIF(, f(x)),je
d=1F(x, f(x)) = 0prox e I, coz podie Definice[8.1l znamena, Ze funkce f je
implicitné zadana rovnosti F(x, y) = 0.

g(x) > g(x) —
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Ur€ime nyni konstanty § ae tak, aby zobrazeni T bylo kontrakci azobrazovalo
prostor P do sebe (coz jsou spolu s Uplnosti prostoru P predpoklady Banachovy
vety).

Necht f, g € P. VyuZitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkci F
dostavame

T(HC)=T(@X)| =max|f ) —dF(x, f(0)) = g(x) +d™F(x, g(x))| =

Fy(X, §)(f (X) — 9(x)) Fy(X. §)
d d

=[f(X) —g(x) — |=1f(x) —gX)|1— l,

kde & = &(x) lezi mezi f(x) ag(x). Protoze funkce Fy je spojita v bodeé [Xo, Yol

a Fy(Xo, Yo) = d, existuji €,8; > O takova, ze |1 — d—le(x, y)| < % pro

X € (Xo— 81, %X +381), Y € (Yo—¢, Yo+ ¢). Jeli § < 81, pro takto zvolena g, §;

plati

Fy(x, &)
d

| <

p(T(f),T(g))=ngX|f(X)—g(X)IIl—
< }maXIf(x)—g(x)l =}p(f 9
- 2 xel 2 P

tj. T je kontrakce s koeficientem kontrakce q = % Necht f € P. Pak T(f)
je spojita funkce a T(f)(Xg) = f(Xg) — d"1F (X, f(X0)) = Yo. Odtud plyne
existence §, > 0tak, Ze pro X € (Xo — 82, Xg + 82) plati

IT(f)(X) — Yol < e.

Polozmes = min{é,, 8>}, pak protakto urCenae, § je T kontraktivni zobrazeni
P do sebe, coz jsme potfebovali dokéazat. a

Poznamka 8.1. i) Uvédomme si, ze rovnosti F (X, y) = 0 mlize byt v dostatecné
velkem okoli bodu [Xg, Vo] zadanajedna i vice spojitych nebo nespojitych funkci.
Tuto skuteCnost ilustruje nasledujici priklad.

Uvazujme rovnici y(y — 1) = 0. Touto rovnici je v okoli bodu [0, O] urCena
spojitafunkce y = 0 akromé ni také nespojita funkce

0, prox e Q,
x(X) =
1, proxeR~\Q.
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7
S % X = Y(y)

obr. 8.2

if) Podminka Fy(Xo, Yo) # 0 je pouze dostatecnou, nikoliv nutnou podminkou pro
existenci implicitné zadané funkce. V pripadé rovnice y* — x = 0 je Fy(0,0) =
3y?|y—o = O apfestojerovnici v okoli potatku implicitné uréenafunkce y = /X.
iii) Nazadavajici rovnici F(x, y) = 0semlizemedivat takéjako narovnici definu-
jici funkci x = ¥ (y) proménné y. Snadno sevidi nazaklade Véty B.1], Ze dostatec-
nou podminkou pro existenci takto implicitné zadanée funkce x = v (y) v okoli b.
[Xo, Yo j€ Fx(Xo, Yo) # 0. NaobrazkuB.2 je vidét, ze rovnici x? +y> —1=0je
v okoli bodu [1, O] implicitné uréena funkce x = ¥ (y) = /1 — y2.

Derivaci implicitné zadané funkce vypoCteme podle nasledujici véty.

Véta 8.2. Necht' jsou splnény predpoklady ety [B.1] a funkce F ma na R spojité
parcialni derivace 1. fadu. Pak ma funkce f, ktera je implicitné urcena v okoli
bodu [Xo, Yo] rovnici F(x, y) = 0, derivaci v bodé x, a plati

Fx (X0, Yo)

o) =~ Fy(Xo, Yo)

(8.1)

Dikaz. Necht f jefunkceimplicitnéuréenav okoli bodu [Xo, Yol rovnici F (X, y) =
0, tj. existuje § > 0O takove, Zze pro x € (Xg — 8, Xg + &) plati F(x, f(x)) = 0.
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Dukaz existence derivace implicitné zadané funkce f zde nebudeme provadét (Ize
j€g spodrobnostmi nalézt napr. v [N2]), zde se pouze zaméfime na odvozeni vzorce
pro f’. Derivovanim rovnosti F (x, f(x)) podle x dostavame

Fx(X, (X)) + Fy(x, f(x)) f'(x) =0,

odkud . ¢
) = Px0x F00)
Fy(x, f(X)
Dosadime-li za x = Xp, pak ze skutecnosti, ze f(Xg) = Yo, plyne dokazované
tvrzeni. O

Piiklad 8.1. i) Urcete rovnici teGny a normaly ke kfivce dané rovnici x3 + y° —
2xy = 0v bode [1, 1] (viz Gvodni komentar).

ReZeni. Oznaéme F (x, y) = X3+ y3 — 2xy. Plati Fy(x, y) = 3y?—2x, Fy(1,1) =
10, jsou tedy splnény vechny predpoklady véty, tj. rovnosti x3 + y3 — 2xy = 0
jev jistém okoli bodu [1, 1] urenaimplicitné funkce jedné proménnéy = f (x),
pro jeiz derivaci v bodé x = 1 dostavame

F«(1,1)  3x2—2y
Fy(l,1)  3y2—2x

f'(1) = - lx.y1=r1.11 = —1.
RovniceteCnytjey— 1= —-(X—1) — x4+ Yy — 2= 0. Normaaje pfimka
kolmak tecné avzhledem k tomu, Ze pro smérnice ky, ko dvou navzgem kolmych
primek plati kik, = —1, rovnicenormély njey —1=x-1 — y = X.

i) UrCete, ve kterych bodech kiivky x%+ y? — xy— 1 = 0jetetnarovnobézna
SOSOU X, resp. y.

ReSeni. Stejné jako v predchozim prikladu zjistime, Ze ve véech bodech, kde
aiy[x2 f.yz —xy—1=2y-x#0, j.G,‘I‘OV{’lICi .x2 +y?2 —xy—1=0implicitné
ur€ena jista funkce proménne x. Pro jgji derivaci plati

. 2X-y
2y — X

/

TeCna je rovnobézna s osou x v bodech, kde y' =0, musi proto platit 2x —y = O.
Protoze hledany bod |eZi nakfivce x? + y? — xy— 1 = 0, dostavame systém rovnic

y=2x, x°+y?>—xy—1=0.



106 Funkce zadana implicitné

Dosazenim z prvni rovnice do druhé snadno najdeme feSeni x = i%‘a’, y = i%‘a’,
tedy tecna ke kFivce je vodorovna v bodech [i?, i%é].

PYi uréeni bodi, kdejetetnarovnobé&znasosou y postupujeme podobné. Tecna
muize byt svisla pouze v bodech, kde je jmenovatel zlomku vyjadiujici y’ nulovy.
(Ke stgjnému vysledku dojdeme, jestlize se na rovnici x> +y> —xy—1 =10
divame jako narovnici urcujici implicitné x jako funkci proménné y.) ObdrZzime
systém rovnic

2y —x=0, x>4y>’—xy—1=0,

jehoz Fegenim je dvojice bodi [£242, +23], v nichZ je teéna ke kFivee svisla

Poznamka 8.2. i) P¥i vypoctu derivace funkce zadané rovnici F (X, y) =0 vyu-
Zivame €asto misto vzorce (8.1) postupu uvedeného pri jeho odvozeni. Rovnici
F (X, y) = Oderivujeme podle x anay se divame jako nafunkci proménné x.
Pak dostavame

Fx(X, y) + Y'Fy(x,y) =0 (82
az této rovnice vypocteme y'.

ii) Postup z pfedchozi poznamky je vhodny i pfi vypoCtu vySSich derivaci funkce
implicitné zadané rovnici F (X, y) = 0. Derivujeme-li rovnici (8.2) jesté jed-
nou podle x, dostavame

Fax (X, Y) + (Fxy(X, YY) + Fyx(X, ¥)) + Fyy(X, yy) + Fy(X, y)y' =0

aztétorovnicevypottemey”. DalSim derivovanim posledni rovnice odvodime
vztah pro y” atd.

iii) Je-li credlnakonstanta, jerovnici F (X, y) —c = O urCenavrstevnice funkce F
na Grovni ¢ — viz Definice [L.3. Smérnice teCny k vrstevnici v bodé [Xo, Yol
(pokud je funkce F diferencovatel na a teCna existuje) marovnici

Fx (X0, Yo)

B Fy(Xo, Yo) X = Xo)

Lty Yy=—Yo=
aodtud Fy(Xo, Yo)(X — Xo) + Fy(Xo, Yo)(y — Yo) = 0. To znamend, Ze vektor
u = (Fx(Xo, Yo), Fy(Xo., Yo)) je normalovy vektor ke kfivce F(x,y) —c =0
v bodé [Xo, Yol.
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Piiklad 8.2. i) Rozhodnéte, zda kiivka x° + y® — 2xy = 0 leZi v okoli bodu

[1, 1] pod teCnou nebo nad tecnou.

ReSeni. Rovnici teény jsme vypogitali v PrikladuBi) podle vzorce o derivaci
funkce dané implicitné.

Nyni postupujme jako pfi odvozeni tohoto vzorce. Derivujeme-li rovnici x3 +
y3 — 2xy = 0 podle x a uvazime-li, ze y je funkce proménné x, dostavame
3x2 + 3y?y’ — 2y — 2xy = 0. Da¥m derivovanim podle x obdrZzime 6x +
6Yy(Y)? + 3y?y’ — 2y — 2y’ — 2xy’ = 0 aodtud

y' = 4y’ — 6x — 6y(y)2

3y2 — 2x
Dosadime-li do tohoto vztahu za x, y a y’ (tato hodnota je vypocitana pfi
vypoctu teny), dostaneme y” (1) = —16, coz znamena, ze kfivkaleZi v okoli

bodu [1, 1] pod tetnou (nebot implicitné urCena funkce je v bodé x = 1
konkavni).

Najdéte lokalni extremy funkce zadané implicitné rovnosti
Iny/x2+ y2 = arctg X (8.3)

Redeni. Derivovanim rovnosti implicitné zadavajici y jako funkci proménné
x dostavame

x+yy 1 yx-—y

X24y2 14 P N

X2

Odtud
X+Yy

X—y
Z podminky y'=0 mamex_ -y adogazenlm do (8.3) dostavame Inv/2x2 =

X+yy=yx—y =y =

arctg(—1) aodtud x = j:e i Y = 2 . Nyni vypotteme y” v nalezenych
stacionarnich bodech. Der|vu1eme-I| rovnici X+ yy = yx—y,implicitné
podle x (jinamoznost, vedouci samozigjme ke stejnému vysledku, je derivovat
podle x zlomek %), dostavame 1 + (y)? + yy’ = y'x + y' — y'. Odtud

. 14+(y)?
Die—
Dosadime-li do této rovnosti, vidime, ze y”(—%) <0, y”(%) > 0, tedy

_I
v bodé x = —% ma implicitné zadana funkce lokani maximum a v bodé
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_
e 4

X = lokalni minimum. (Geometricky se o spravnosti vypoctu miizeme
presvedCit naCrtkem krivky, predeme-li v (8.3) k polarnim soufadnicim x =
rcose, y=rsing,pakprog € (—%, ) dostavame Cast logaritmicke spiraly
r=e*aprog e (3, 37”) kfivku, ktera je stfedove symetricka podle pocatku
stouto spiraou.

8.2. Implicitné zadana funkce vice promeénnych

V (vahach provadénych na zatatku predchoziho odstavce se miizeme snadno
,posunout” o dimenzi vyde. Uvazujme v R® mnozinu M = {[Xx,V, z] € R3 :
F(x,y,2) = 0}, kde F je n§aka funkce tfi proménnych. Za celkem pfiroze-
nych predpokladli na funkci F (napf. diferencovatelnost) je M né&aka plocha
v R3 amiizeme si klast otazku, jaké je rovnice tetné roviny k plose M v bodé
[Xo, Yo, Zo] € M, popt. zda v okoli tohoto bodu je plocha pod nebo nad tetnou
rovinou. Lze-li z rovnice F(X, Yy, z) = 0 vypocitat proménnou z, mlizeme pou-
Zit postup ze ctvrté kapitoly. Pokud toto neni mozné, zcela analogicky jako pro
funkci dvou proménnych miizeme odvodit podminku, kdy je mnozina M v okoli
bodu [Xo, Yo, Yol totoZzna s grafem néjaké funkce dvou proménnych z = f (x, y),
tj. v okoli bodu [Xo, Yo, Zo] plati F(X,y, f(X,y)) = 0a f(Xo, Yo) = Z. Pokud
takova funkce existuje, fekneme, ze je v okoli bodu [Xo, Yo, Zo] implicitné zadana
rovnici F(x, Yy, z) =

Zcela analogicka je situace, kdy je rovnici F(Xq, ..., Xy, yY) = 0 v okoli
bodu [x*,y] = [X],..., X}, y] implicitné urCena funkce n proménnych y =
f(Xq, ..., Xn). Pfistoupime proto k formulaci existencniho tvrzeni pfimo pro tento
obecny pripad. Dlkaz tvrzeni neuvadime, protozejev podstatétotozny spripadem,
kdy je x skalarni proménna.

Véta 8.3. Necht funkce F : R™! — R, M = {[X, Y] = [X1, ..., Xn, Y] € R™1,
Fx,y) = 0}, [xX,y*] € M aF je spojité na mnoziné R = {[x,y] =
[X1,.... %, Y] [ — X' <a,i=1,. , ly —y*| < al. Dale pr edpokl &-
degime, Ze F ma spojitou parC|a|n| derlva(:| F vbode [x*, y*] a (x y*) # 0
Pak existuje okoli bodu[x*, y*], v némz je rovnici F (X, y) = F(xl , Xn, Y) =

implicitné urCena prave jedna spojita funkcey = f(x) = f(Xq, .. xn)
Méa-li navic funkce F v bodé [x*, y*] spojité parcialni derlvace —F ma
implicitné urCena funkce f v bodé x* =[x ..., x}] parcialni derlvaceaplatl
o IE (x*, ¥)

X% _W(X*’ y*)
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Priklad 8.3. i) UrCeterovnici teCnéroviny v bodé[1, 0, 1] k ploSe urCené rovnici
x34+y34+ 728 —3xyz—x—y—z=0.

ReSeni. Ur&ime parcialni derivace implicitné zadané funkce z = z(x, y). Deri-
vovanim zadavgici rovnice podle x a podle y (uvazime pfi tom, ze z je funkci
proménnych x ay) dostavame

3x% + 37%z, — 3yz— 3xyz — 1 — 2z, =0,
3y? + 3z°zy — 3xz— 3xyz — 1 -z, =0.
Odtud

. 3x?-3yz—1 Z_3y2—3xz—1
T 3xy+1-322" 77 3xy+1-322°

Zx

Dosazenim x = 1,y = 0,z = 1 dostavame z,(1,0) = -1, zy(1,0) = 2 a
tedy teCna rovina k dané ploSe v bodé [1, 0, 1] ma podle (4.6) rovnici z— 1 =
—(X—1)+ 2y, po Upravéex —2y+z—2=0.

ii) Rozhodnéte, zda plocha v E2 danarovnici x + y> + 22 +z— 4 = 0 leZi
v okoli bodu [1, 1, 1] pod teCnou rovinou nebo nad teCnou rovinou sestrojenou
v tomto bodé.
ReSeni. Postupem popsanym ve Vété[B83 ur&ime parciani derivace v bodg [1, 1]
funkce z = z(x, y). Dostavame

1 2y
A=T1032 YT 1y
L, __ 65z 246z 6nz7
T 143227 YT 14327 YT 14322

tedy vbode[1, 1, 1] plati zx = -3,z = -3, zx = =3, 2y = — =, Zyy = — 4.
Tetnarovinav bodé [1, 1, 1] marovnici z— 1= —%(x — 1) — 3(y — 1).
Nyni pouZijeme tvrzeni uvedeneho v Poznamcel6.3 Plati

DL 1) = 201 D2yy(L D = By D = (-F) (-F) ~ (§) =% > 0

azw(1,1) = —3. Proto plocha uréena rovnici X + y> + 2> +z — 4 = 0 leZi
v okoli bodu [1, 1, 1] pod teCnou rovinou v tomto bodé.

iii) UrCete lokani extremy funkce z = f (X, y) urCené implicitné rovnici
F(X,Y,2) = X2+ Y2+ 22 —xz—2yz=1.
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Redeni. Derivovanim zadavajici rovnosti podie x a 'y dostavame

2X + 227 — 72— Xz — V2yz, =0, (8.4)
2y + 222, — xzy — /22— V2yz, = 0

odtud
z— 2X V2z -2y

e s Zy =
27— x—v2y 7T 22— x— 2y

Stacionarni body ur&ime z podminky z, = 0 = zy, tj. z = 2x = /2y, tedy
y = +/2x. Dosazenim do zadavajici rovnice obdrzime dvojici stacionarnich bod
P = (1,2, 2], P, = [-1, —+/2, —2]. V téchto bodech je F, # 0, tedy v jejich
okolijeimplicitné ur€enajistafunkce z = f (x, y). Derivovanim (8.4) vypocteme
parciani derivace 2. fadu ve stacionarnich bodech

Zy

2 2
Zyx = — , Zyw =0, zy=-— .
XX 27— x -2y 7 Y 272 — X — /2y
V obou bodech P, je D = zyxzyy — 2)2(y =1 > 0, tj. v téchto bodech nastavaji
lokalni extrémy, ato maximum v bodé P; (nebot' z.x = —2) aminimum v bodé
PZ (ZXX = 2).

Podobnym zplisobem jako v Poznamce[B.2 iii) |ze dokazat nasledujici tvrzeni.

Véta 8.4. Predpokiadgime, Ze funkce F : R" — R ma spojité parcialni derivace v bodé
X* = [X],..., x;] € R" a alespon jedna z téchto parcialnich derivaci je nenulova. Pak
|zek (n—1)-rozmérné ploSeurcenérovnici F(X) = F(X1, ..., Xn) = 0vbodé x* sestrojit
teCnou nadrovinu a tato nadrovina ma rovnici

n

oF
> S X0 —x) =0, (8.5)
k=1 """
Ve vektorovém zapisu je uvedeny vztah

(F'(x*),x —x*) =0,

(., .) znati skaarni soucin v R"), tedy vektor F'(x*) = (g—)fl(x*), e g—;(x*)) je nor-
malovym vektorem v bodé x* k plo%e F (x) = 0.

Priklad 8.4. UrcCete rovnici tetné nadroviny v bodé [1, 1, ..., 1] k (n — 1)- rozmérné
ploge dané rovnici X, + X3+ --- + X1 —n =0
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Reeni. Plati 52 (Y k_y X{) = kx¢~ " Odtud dosazenim do (85) dostavame rovnici tetné
nadroviny

n
: nin+1
p:Zk(Xk—l):O, tJ X1+2X2+"‘+n)(n: ( )

k=1 2

Poznamka 8.3. Derivace vySich fadl funkcey = f (g, ..., Xn) zadaneéimplicitnérov-
nici F(xq, ..., Xn, Y) = 0 vypocteme Uplné stgjné jako pro dvé proménné. Napriklad
parcidni derivaci azzxj f (X) vypoCteme tak, zerovnici F(Xg, ..., Xn, Y) = O derivujeme
nejprve podle x; apak podlie xj (pfitom vzdy bereme v Gvahu, Ze y je funkci vektorove
promenné x = [Xi, ..., XnJ).

8.3. Implicitné zadané zobr azeni mezi prostory vyssich di-

menzi
V tomto odstavci se zabyvame nejobecngSim pripadem. Necht je dano m funkci F,
n + m proménnych X = [X1,..., X%, ¥ = [Y1,...,¥ml, I = 1,...,m, auvazujme
systém rovnic

Fl(xlv"'vxnvylv"'yym) :O

: (8.6)

Fm(X1, ..., Xn, Y1, ..., Ym) =0.
Na m-tici funkci Fq, ..., Fy se miizeme divat jako na zobrazeni z R"™™M — R™M, které
oznatime . Pak F1, ..., Fyn jsou slozky tohoto zobrazeni, tj. # = {F1, ..., Fm}. Po-

dobnéjako v predchozich dvou odstavcichoznatme M = {[x, y] € R™™M: F(x, y) = 0}
a necht [x*, y*] € M. Jestlize existuje okoli bodu [x*, y*] € R™™M @([x*, y*]) =
O(x*) x O(y*) azobrazeni g : R™ — R" takove, Ze pro kazdeé [x, y] € O([x*, y*]) je
mnozina bodl [X, y] € M totozna s mnozinou bodl [X, §(X)], X € O(x*), fekneme, Ze
zobrazeni 4 je v okoli bodu [x*, y*] implicitné ureno rovnici ¥ (X, y) = 0.

Hledame podminky pro existenci implicitné zadaného zobrazeni. Jinymi slovy, chce-
mev okoli bodu [x*, y*] ze systému rovnic (8.6) jednoznatné uréit proménné vy, ..., Ym
v zavidosti naxi, . .., Xn, neboli hledame podminky, zakterych systém rovnic (8.6) urcuje
v okoli bodu [x*, y*] € M né&aké spojité zobrazeni § : R™ — R". Soutasné odvodime
vzorec pro Jacobiho matici tohoto implicitné uréeného zobrazeni.

Ctenafi doporucujeme pri &teni vysledki tohoto odstavce dosadit m = n = 1 (4.
vSechny matice a vektory se redukuji na skalarni hodnoty) a porovnat je s tvrzenimi
Z odstavce 8.1. Takto zjistime, Ze kdyz ,, zapomeneme", Ze X, Yy jsou vektorove proménng,
jetvrzeni Véty[85 stejné jako ve VétachB8.1, 8.2
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Véta8.5. Necht' ¥ = {F1,..., Fm} je spojité zobrazeni na mnoziné R = {[x,y] €
RM™M . [X, Y] € Oa(X*) x Oa(y*)}, necht’ matice

aiylFl(x, y) ... %Fl(x, y)

s FmOGY) o G Fm(X, Y)

je regularni v bodé [x*, y*] a jgi prvky jsou spojité v tomto bodé. Pak existuje okoli
O(x*, y*]) = O(x*) x O(y*) bodu [x*, y*] takove, Ze rovnici (X, y) = 0 jev tomto
okoli bodu [x*, y*] urCenojedinéspojitézobrazeni G : O (x*) — O(y*),tj.prox € @ (x*)
jeF(x, 4(x)) =0.

Jsou-li navic v bodé [x*, y*] spojité prvky matice

e FLGY) e g Faxy)
?X(X’y):
g oG Y) - g Fa(X,y)

pak jsou prvky Jacobiho matice implicitné urceného zobrazeni ¢ spojité v x* a plati
g'(x*) = [Fy(x*, y"‘)]_1 Fx(X*, y).

Dlkaz. Oznatime-li d = det Fy(x*, y*) a budeme-li s maticemi Fy, Fx manipulovat
Vv podstaté stejné jako v dikazu Vét [8.1] zjistime, Ze dilkaz téchto vét ,projde" i
v maticovém pripadé. Se vSemi technickymi podrobnostmi je tato mySenka realizovana
ve skriptu [[N2]. O

Nyni se budeme zabyvat definici teCného a normaového prostoru k podmnozinam
v R" definovanych jako mnoZina feSeni jistého systému rovnic. Podrobné, necht F

R"—> R™ m<n, fi:R" - R, i =1,...,m,jsouslozky tohoto zobrazeni a oznatme
M=F10)={Xx=[Xy,...,% ] € R": F(x) = 0}, {j. M je mnoZinafeSeni systému
rovnic

fi1(X1, ..., %) =0,

fm(X]_, ceay Xn) == O

Jako model uvazujme dvojici rovnic x2 4+ y?2 4+ 272 —1=0,x+ y + z = 0. Z geo-
metrického vyznamu je zigimé, Ze mnozinou M v R2 uréenou touto dvojici rovnic je
kruznice, ktera je priisecikem sféry x? + y2 + z2 = 1 srovinou x + y + z = 0. Je-li
[X*, y*, Z*] € M, pak je pfirozené smérovy vektor teCny ke kruznici v bodé [x*, y*, z*]
nazvat teCnym prostorem k M v bodeé [x*, y*, z*] a ortogona ni doplnék k tomuto jedno-
rozmérnému podprostoru normalovym prostorem. Je zigimé, Zze normaovy prostor k M
v [x*, y*, z*] je linearni podprostor v R2 ktery je generovan norméaovymi vektory ke
kulové ploSe ak roviné. Z tohoto pohledu je pfirozena nasledujici definice.
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Definice8.2. Necht # = {f1,..., fm} : R" — R™, m < n, M C R" jsou stejné jako
vySeax* = [X], ..., x;] € M. Dale predpokladejme, Ze funkce fi,i = 1,..., m, maji
naM spojitéparciani derivace aJacobiho matice ' (x*) zobrazeni # v bodéx* mahod-
nost m. Prostor My (x*) = Lin{ f{(x*), ..., frx)}, f/(x*) = (LX), ..., 2L (x*)),
nazyvame norméalovy prostor k M v bodé x* a jeho ortogonani doplnék T (x*) =
[N (X*)]+ se nazyvatetny prostor k M v bodé x*.

Poznamka 8.4. i) V literatufe vénovane diferenciadni geometrii a globani analyze (viz
napr. [S]) byvatetny prostor k podmnoZzinam v R" definovan ponékud odli$né, pro mno-
Ziny zadané systémem rovnic pfi splnéni predpokladl z predchozi definice je vSak tento
objekt totozny s nami definovanym tecnym prostorem. Podrobngji o této problematice
pojednava skriptum [N2] a monografie [S].

i) Predpoklad na hodnost matice £’ (x*) v Definici B.2 nelze vypustit. Uvazujme
v RZ2 mnozinu M = {[x,y] : f(x,y) = x> —y? =0, y > 0}. Pak evidentné M je
tvorena dvojici polopfimek y + x = 0 av pocatku (kde fx(0,0) = 0 = fy(0, 0)) teCnu
nelze sestrojit, nebot kfivka zde ma , hrot”.

Priklad 8.5. i) UrCete parametrickou rovnici teCny v bode [Xo, Yo, Zo], Zo > O, k prosto-
rové kfivce, ktera je priisetikem kulové plochy x? + y2 + z2 = 4 s vacovou plochou
x2 4+ y? — 2x = 0 (tzv. Vivianiho kfivkal).

Reseni. Normaové vektory k jednotlivym plocham v bod& [xo, Yo, Zo] jsou pro kouli
N1 = (2Xo, 2Yo, 229) anz = (2Xg — 2, 2Yp, 0) pro vaec. Normaovy prostor ke kfivce
je generovan témito dvéma vektory (vamnéte si, ze v bodeé [4,0,0] jsou linearné zavislé,
zde ma kfivkahrot — naCrtnete si obrazek). Jejich vektorovy soucin u = (—Yozo, Zo(Xo —
1), yo) je smérovym vektorem tecny, ktera ma tedy rovnici t : [X, y, z] = [Xo, Yo, Zo] +
a(—YoZo, Zo(Xo — 1), o), « € R.

ii) Urgete Jacobiho matici zobrazeni F : RZ — RZ: u = u(x, y), v = v(X, y), které
jev okoli bodu [x*, y*, u*, v*] = [1, 0, 1, O] urCeno implicitné dvojici rovnic

2 20202 o _
X4y +uv+v 2 = 0, 8.7)
Xu—yv+e’—-2=0

ReSeni. Oznaéme M mnoZinu bodiiv R4, kterévyhovuji zadavajici dvojici rovnic. PFimym
dosazenim snadno ové&fime, ze vskutku [x*, y*, u*, v*] € M a derivovanim systému
rovnic podle x (stim, Ze u, v jsou funkce proménnych x, y) dostavame (po jednoduché
Uprave)

X + UUy + vvx = 0,
(X + ve")ux + (=Y 4 ue")vx = —u,

Lvincenzo Viviani (1622—1703), italsky matematik, zak G. Galileiho
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odtud pomoci Cramerovapravidla(totoje prolinearni 2 x 2 systémy vétSinou nejrychlejsi
metoda FeSent)

—X v u —xv

—u —y+ue? X+ ve'  —u
Ux = ) Ux =

u v u v

X+ ve' —y4uet X+ vel’  —y+4ueW

Analogicky parcialnim derivovanim systému (8.7) podle y obdrzime systém dvou linear-
nich rovnic pro nezname uy, vy, jehoz feSenim je (opét podle Cramerova pravidia)

—y v u

v —y+4ue? —X+ve'v v
uy = s Uy =

u v u v

X+ ve' —y4uet X+ vel’  —y+4ueW

Dosazenim bodu [x*, y*, u*, v*] do téchto vyjadfenim vidime, ze systém (8.7) de-
finuje implicitné v okoli bodu [x*, y*, u*, v*] opravdu zobrazeni § : [X, y] — [u, v]

(nebot jmenovatel vSech zZlomkd je nenulovy) aplati ux = —1, vx = 0, uy = 0, vy =0,
tedy det ¢’ (x*, y*) = 0.

Cviceni. %
8.1.

a) Najdétebody kfivky x?+2xy—y?—8 = 0, v nichZ nejsou splnény predpoklady
Vety[8.1 o existenci implicitni funkcey = f (x).

b) Najdéte body parabolické valcové plochy z2 — 2px = O, kde p > 0,
v nichz ngjsou spinény predpoklady Veéty o existenci implicitni funkce
z= f(x,y).

c) Vekterych bodech jednodilného hyperboloidu g—i + f)/—; — i—i = 1 ngsou splnény
predpoklady predpoklady Véty[8.3 o existenci implicitni funkce z = f (X, y)?

8.2. Wypoctéte y' funkce y = f (x) zadanou implicitné rovnici:
aAXx—y>=Iny b)x¥=y* kdex>0,y>0.
8.3. UrcCeterovnici teCny ke kuzel oseCce:

a) 3x2 4+ 7Xy+5y?+4x+5y+1=0 prochazejici potatkem;
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b) 7x? —2y?> =14 kolmou k pfimce p: 2x +4y — 3 =0.

8.4. Nae€lipse o rovnici x? + 3y? — 2x + 6y — 8 = 0 ngjdéte body, v nichZ je
normalarovnobézna s osou .
8.5. Vypottéte y” funkcey = f (X) zadanou implicitné rovnici

y—csiny=x, ce (0,1).

8.6.

a) UrcCete rovnici teCné roviny a normaly k plose X—zz — 3y + 27> = 0 v bodé
T=1[23 —1I.

b) K eipsoidu x? + 2y? 4+ 3z°> = 21 vedte tetné roviny rovnob&zné s rovinou
a: X+4y+6z=0.

¢) K dipsoidu o rovnici x> 4+ 2y? + z?> = 1 vedte tetné roviny rovnob&zné
srovinoupB: x—y+2z=0.

8.7. UrcCete parcidni derivace 1. a 2. fadu funkce z = z(x, y) dané implicitné
rovnici:

AX+y+z=eV h)z=/x2 - y2tg ——=—
Vx2-y

8.8. Nagdéte stacionarni body funkce y = y(x) danéimplicitné rovnici

5
3x2+2xy—y2—3y+x—Z=O

azjistéte, zdajsou v téchto bodech lokani extremy.
8.9. Nagdéte stacionarni body funkce z = f (X, y) a zjistéte, zda jsou v téchto
bodech lokalni extremy:

a) X>+y>+22-2x+2y—4z-10=0
b) 2x2 +2y? + 2>+ 8xz—z+ 8= 0.

*

Nic na svété nemlize nahradit vytrvalost. Nenahradi ji ani talent; nic neni

A A 24

témér prislovetny. Pouze vytrvalost a odhodlani jsou vsemocné.
(C. Coolidge)

*



Kapitola 9

Vazane extremy

V (vodu K apitoly[6/jsme zdUraznili, Ze vySetfovani extremtl funkci je jednou z nejdiil eZi-
tgSich Casti diferencialniho poctu. V predchozich dvou kapitolach jsme si pripravili aparéat
k tomu, abychom mohli vySetfovat tzv. vazané extrémy. Jeto vlastnév jistém smyslu spe-
cialni pripad lokalnich extremtl, avak metody uvedené v Kapitole[d zde nejsou vhodnée.
V prvnim odstavci vysvétlime tzv. metodu Lagrangeovych multiplikatort, kde extremy
plvodni funkce vySetfujeme pomoci prifazeng, tzv. Lagrangeovy funkce. Ve druhém od-
stavci studujeme vazané extrémy pomoci nerovnosti mezi priméry Gisel.

9.1. Metoda L agrangeovych multiplikator @

Zatnéme nasledujici Glohou.

UrCete absolutni minimum a maximum funkce u = f(X,y, z) na mnoziné M :
x2+y2+72 <1, x,y,z> 0 (konkrétni tvar funkce f neni v tuto chvili podstatny).

Vy&etfujeme-li pfi feSeni Glohy funkci f na Casti hranice tvofené kulovou plochou,
vyjadiime z = /1 — x2 — y2 afunkci f(x,y, /1 — x2 — y2) vy3etfujeme na mnoziné
M:x2+y2 <1, x,y=> 0, tj. ngjdeme stacionarni body uvnitf M avyZetfime funkci na
hranici mnoZiny M. Provést toto na ¢asti hranice tvorené &tvrtkruznici znamena vyjadfit
y = +/1 — x2 adosadit do f, tj. vySetfovat funkci f(x, +/1— x2, 0) prox € [0, 1].

Timto postupem prevedeme plivodni problém vySetfeni funkce na hranici na studium
extreml funkce jedné proménné. Je zigime, Ze tato metoda je neprakticka zejména pri
vetSim poCtu proménnych. V tomto odstavci s popiseme tzv. metodu Lagrangeovych
multiplikatort, kterateSeni Glohy podstatné usnadni.

Definice 9.1. Necht' f je funkce n proménnych, M C D(f), x* = [X],...,X}] €
M. Existuje-li okoli @ (x*) bodu x* takove, Zze pro viechna x € M N O(x*) plati
f(x) > f(x*), (f(x) < f(x*)) fikame, Ze funkce f mav bodé A lokalni minimum
(maximum) vzhledem k mnoziné M. Jsou-li nerovnosti pro x # x* ostré, mluvime
o0 ostrych lokalnich extrémech vzhledem k M.

116
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V této kapitole se zabyvame pripadem, kdy mnozina M je zadana systémem rovnosti

01(X1, ..., %) =0
g2(X1, ..., %) =0

(9.2)

gm(xl’ ] Xn) = O’

kdel < m < n. V tomto pripadé se €asto misto terminu lokalni extrem vzhledem k M
pouziva terminu lokalni extrém vazany podminkami (©.1) nebo prosté vazany lokalni
extrém.

Negjprve zformulujme nutnou podminku pro existenci vazaného extremu.

Véta9.1. Necht' funkce n proménnych f, g1, ..., 0m, 1 < m < n, maji spojité parcialni
derivace 1. fadu v oteviené mnoziné U c R" a necht' v kazdém bodé mnoziny U ma
matice

901 991
X1 e IXp
.............. (9.2
99m 99m
X1 IXp
hodnost m. Bud' M mnoZzina véech bodl [y, . . ., Xn], které vyhowuji rovnicim @.1). Ma-li

funkce f vbodéa = [ay, ..., an] € M lokalni extrém vzhledemk M, existuji redlna Cisla
A, ..., Am tak, Ze jsou splnény rovnosti

of m a0k
_ 2 —L(a) = i=1,... .
i (a) 2 1)Lk8xj @=0, | ..., n, (9.3)

Poznamka 9.1. i) Dfive nez pristoupime k dilkazu tvrzeni, objasnéme si vyznam rov-
nosti (@:3). Zprvu uvazujme nejjednodudsi pripad n = 2, m = 1. Pak M je kfivkav R?
zadanarovnici g(x, y) = 0 (pidemex, vy, [x*, y*] ag misto x1, X2, aagi). Rovnost (0.3
mliZeme psat ve tvaru rovnosti dvou dvourozmérnych vektorl

(fx(X*, ¥y, fy(X*, y*) = A(9x(X*, ¥¥), gy(X*, y*)).

Kdyz si uvédomime, Ze vektor (gx(X*, y*), gy(x*, y*)) je normaovym vektorem ke
kfivce g(x,y) = 0 v bodé [x*, y*] a vektor (fyx(x*, y*), fy(x*, y*)) je normaovym
vektorem k vrstevnici funkce f na Grovni ¢ = f(x*, y*), vztah (@.3) fika, Ze vektory
(fx(X*, y*), fy(X*, y*)) a (gx(X*, y*), gy(X*, y*)) jsou linearné zavisé. Jingmi slovy,
kfivky g(x,y) = 0a f(x,y) = f(x*, y*) mgi spoleCnou teCnu v bodeé [x*, y*]. Tato
skutetnost je v plném souladu s Gvahami, které jsme pouzili pfi feSeni Prikladti6.6

i) V obecném pfipadénecht f’, g, jsouvektory parciélnich derivaci funkci f, gk, k =
1,...,m, anecht M je mnozina urcena systemem (@.). Pak v souladu s terminologii
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z kapitoly o implicitnich funkcich vztah (@.3) fika, Zze f'(a) € NMw(a), kde My (a) je
normalovy prostor k M v bodé a.
iii) Funkce

m
LOGA) = L0 ooy Xno A Am) = F (XL X)) = Y AkGK(Xa -+, Xn)
k=1

senazyval agrangeova funkceakonstanty iy Lagrangeovy multiplikatory. Princip metody
Lagrangeovych multiplikator{l spociva v tom, Ze do Lagrangeovy funkce jsou ,,zabudo-
vany* vazebné podminky a misto vySetfovani funkce f na M vySetfujeme Lagrangeovu
funkci L bez omezujicich podminek. Metodu multiplikatordi |ze pouZit i v pfipadé, kdy
mnozina M je zadana nikoliv jen systemem rovnosti, ale i systémem nerovnosti.

Dukaz ety 0.1l Predpokladejme nejprve, ze funkce gk jsou afinni, tj.

Ok (X) = (Uk, X) + Bk,

kdeux € R", Bk € R,k = 1, ..., m. Predpokl adejme, Ze neexistuje m-tice multiplikatord,
pro néz plati (9.3), pak f'(a) ¢ Lin{g;(a), ..., gmn(a)}. To znamena, ze existujeh € R",
h € Lin{g}(@), ..., gh@}* (+ znati ortogonalni doplnék) takové, ze (f’(a), h) # O.
Polozmey = a + «h.

Vzhledem k tomu, Ze funkce gk jsou afinni a h € Lin{g’l(a),...,ggn(a)}L =
Linf{ug, ..., um}t, je

gk(Y) = (Uk, @+ ah) + Bk = gk(@) + a(uk, h) =0,

tedy y € M. Z diferencovatelnosti funkce f dostavame

f(y)= f@ +a(f'@,h) +r@h) = f@ +« [W(a),h) N T(Zh)]v

kde limy—.0 22 Odtud

"W=T@ _ ¢ray ny 4 2N
(07 o

Je-li nyni napf. (f’(a), h) > 0, limitnim pfechodem pro « — 0 vidime, Ze pro |«|
dostatené malaje f(y) > f(a) proa > 0a f(y) < f(a) proa < 0. To je ve sporu
stim, ze f mav bodé a lokani extrém vzhledem k M.

Nyni vySetfeme obecny pfipad, kdy funkce gk nejsou afinni. Pak bod y sestrojeny
v predchozi ¢asti diikazu jiz nemusi byt prvkem mnoziny M, proto misto tohoto bodu
musime uvazovat jiny bod. Geometricky je jeho nalezeni naznateno na obrazku 0.1l
Oznatmevy, . .., vn_m bézi prostoru Lin{g; (a), ..., g, (a)}+ auvazujme systém rovnic

ok(@+ah+r)=0 k=1,...,m,

9.4
(o, 1)=0, k=1,...,n—m, (9.4)
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g@
ah
v r(w)
a
M
obr. 9.1

kder € R". Pak jsou vzhledem k nezévislosti vektorli g, (a) avybéru vektorli vk splnény
predpoklady Véty[8.3asystém rovnic (@.4) uréujeimplicitnév okoli bodu[«, r] = [0, 0] €
R x R" funkci r =r(a) : R — R". Podle Véty[8.3 pro jgi derivaci podle o dostavame
r'(a)|e=0 = 0, coz podle I’ Hospitalova pravidlaznamena, ze

lim "% _ o, (9.5)

a—>0 «

Nyni polozmey = a + ah + r (o). Podobné jako v prvni ¢asti dilkazu plati

f(y) = f(@ + (f'(@,ah +r() + r(eh) =

@) n r(ah):|
o o

_ f@+a [<f/<a>,h>+<f/<a>,

a stejnou Gvahou jako vySe v libovolném okoli bodu a najdeme y, y € M takova, ze
f(y) < f(ai f(y) > f(a) —spor. O

Definice 9.2. Necht mnozinaM < R" jedanasystémem rovnic (9.I). Rekneme, Ze bod
a € M je stacionarni bod funkce f na M, jestliZze existuji Lagrangeovy multiplikatory
A1, ..., Am takove, ze plati (0.3).

Veéta@.dl¥ika, Ze v pripadé diferencovatelnych funkci f ag, lokalni extrem vzhledem
k mnoziné M mliZze nastat pouze ve stacionarnim bodé. O tom, zda ve stacionarnim bodé
nastava nebo nenastava lokani extrem rozhodneme pomoci vlastnosti matice druhych
derivaci Lagrangeovy funkce L”(x, 1).

Véta9.2. Necht' funkce f a gk, kK = 1, ..., m, maji spojité parcialni derivace druhého
fadu v bode a, ktery je stacionarnimbodem f naM a s, ..., Am jSou pfislusné Lagran-
geovy multiplikatory, tj. L'(a, ») = 0. Dale necht' matice (8:2) ma pro x = a hodnost m.
Jestlize pro kazdé 0 # h € Lin{g;(a), ..., gj,(@} plati

(L”(@)h, h) > 0 (< 0), (9.6)
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ma funkce f v bodé a ostré lokalni minimum (maximum) vzhledem k M. JestliZe existuji
h, h e Lin{g;(@), ..., gy (@)} takova, Ze

(L"(@h,hy >0, (L”(@h,h) <D0, 9.7)
v bodé a lokalni extrém vzhledem k M nenastava.

Dikaz. Predev&im s viimnéme, ze pro x € M je f(x) = L(x), tj. x* € M je lokalnim
extréemem f vzhledem k M, prave kdyz je lokalnim extremem Lagrangeovy funkce L.
Podobnéjako v dilkazu Véty@.IImlizemebody y € M vyjadiitvetvaruy = a+ah+r (o),
kdeh e Lin{gj(a), ..., gn(@}* ar : R — R" spliivje ([@5). Pomoci Taylorova vzorce
dostavame

1
f(y) =L(y) =L@ + (L@, eh +r(a)) + E(L”(é)(oth +r(a),

2
(ah—l—r(a)):f(a)—l—a—<L”(é) (h+@),h+@>, (9.8)
2 o o
kdea lezi nalisetee spojujici aay, (vyuzili jsmefaktu, zea je stacionarni bod, tj. L' (a) =
0).
Predpokladejme, ze plati (9.6), pak vzhledem ke spojitosti druhych derivaci funkce L
stejné nerovnosti plati i pro a misto a, je-li |«| dostateCné malé. Limitnim pfechodem pro
a — 0v (Q.8) dostavame pro |« | dostatetné mal g,

sgn[ f (y) — f(a)] = sgn(L"(a)h, h),

tedy v bodé a nastavalokani extrem f vzhledemk M, ato minimum, je-li (L”(a)h, h) >
0, amaximum, plati-li opatna nerovnost.

Nyni predpokladeime, Ze existuji h,h e Lin{gy(@),...,gy(@)}" takova, ze
plati (3.7). Polozme y1 = a + a«h + r(a), y» = a + «h + r(«). Stgnym zplisobem
jako v predchozi ¢asti dikazu |ze ukazat, Ze pro |«| dostatecné malaplati f(y;) > f(a)
af(y2) < f(a),tj.vbodéa lokani extrem f vzhledem k M nenastava O

Nyni s shriime tvrzeni poslednich dvou vét do praktického navodu hledani vazanych
extremt funkci se spojitymi druhymi derivacemi.

1. Vytvorime Lagrangeovu funkci L(x, &) = f(X) — > fL1 AkGk(X).

2. UrCime stacionarni body f vzhledemk M, tj. ur¢imex1, ..., Xp @i, ..., Amjako
feSeni systému n + mrovnic

ad
—Lx,)=0,i=1....,n, gx)=0 j=1....,m
X

Necht a € M je takto vypoCteny stacionarni bod f vzhledem k M a A1, ..., Ap jSOU
prisludgjici multiplikatory.
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3. Ze systému m linearnich rovnic

0 0
B @hy + -+ 22 (@hy =0,
0X1 0Xn

agﬂ(a)hl +oo agj(a)hn =0

0X1 0Xn
pro proménné hi, ..., hy vypotteme m proménnych v zavidosti na n — m zbyvaji-
cich. Takto vypoctené vektory h € R" jsou prvky tetného prostoru k M v bodé a,
Tm(@) = Lin{gj(a), ..., gn(@)}*. Tento vypotet je mozny, nebot podle predpokladu
ma matice (9.2) hodnost m. Pro urCitost pfedpokladejme, Ze jsme vypocetli hy, ..., hny
v zavidosti nahmy1, ..., hy.

4. Ur€ime druhy diferencial Lagrangeovy funkce vzhledem k proménnym x ve staci-

onarnim bodé a

n 2
d’L@n =)

ij=1

XX @hihj = (L"(a)h, h),

zali, ..., Am dosadime pfislusgjici multiplikatory azah, ..., hy vyjadfeni z pfedcho-
Ziho bodu.

5. Vy&etfime definitnost vzniklé kvadratické formy n — m proménnych (je to vlastné
restrikce kvadratické formy d2L(a, A) na teény prostor Ty (a)). Je-li tato forma pozi-
tivné (negativné) definitni, nastava v bodeé a ostré lokani minimum (maximum) a je-li
indefinitni, v bodé a vazany extréem nenastava.

Priklad 9.1. i) Ngdételoka ni extrémy funkceu = ;—i + %’—; + f;—i a > b > c,namnoziné
M:x2+y?+22=1,
Reseni. Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci Glohy a ur&me stacionarni body.
2
X y
L(X,y,z, 1) = ?4—@

Derivovanim a pfidanim vazebné podminky dostavame

2 2
+§—k(x2+y2+zz—1).

2X 1
I P S
a a

2 1
Ly:b—z—zxyzo — y(@—k):O,

2 1
LZ:C—;/—ZAZ:O — z(g—k):o,

X2+ y?+72=1
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Z prvnich tfi rovnic plyne, Ze vzdy dveé ze soufadnic x, y, zmusi byt nulové (nebot pouze
jeden z vyrazii v zavorkach miize vzdy byt nulovy), dostavame Sestici stacionarnich bodlia
prislusgjicich multiplikatorti Py 2 = [+1,0,0], A12 = a—12 P34 =[0,41,0], A34 = b_12’
Pse = [0,0, £1], Asg = c—lz UrCime druhy diferencidl funkce L (uzijeme obvyklého
zapisu sdx, dy, dzmisto hy, ho, h3),

1 1 1
d’L(x,y,z, 1) =2 (? — A) dx)? + 2 (ﬁ — x) dy)® + 2 <? — A) (d2)?
adiferencovanim vazebné podminky dostavame 2x dx+ 2y dy-+2z dz= 0. Odsud plyne,
zev bodech P12 jedx = 0, v bodech P34 jedy = 0av Pse jedz = 0. Vyuzitim této
skutetnosti vySetfeme definitnost formy d2L natetném prostoru v bodech P;_g ke kouli
xX2+y24+72=1.

1 1 1 1

Pro: d’L = 255 - ;)(dy)2 +2(5 - ;)(dz)z,
1 1 1 1

Pag: d?L = 2 - @xdx)2 +2(5 - @xdz)z,
1 1 1 1

. 27 2 2

Protoze a > b > c, je kvadraticka forma v bodech Py » pozitivné definitni, v bodech
Ps.6 negativné definitni av bodech Ps 4 indefinitni. To znameng, Zev P 2 je ostré lokalni
minimum (rovno a—lz), Vv Ps 6 je ostréloka ni maximum (rovno Ciz) av bodech P3 4 extrem
nenastava

i) Odvodte vzorec pro vzdaenost bodu x* = [x], ..., X5] od roviny aixy + - - - +
anXn = b v prostoru E".
ReSeni. Oznalme a = [ag, ..., an], X = [X1,..., Xn]. Pak mlZzeme Glohu zapsat ve
vektorovém tvaru

VX = Xx*, X —x*) — min, (a,x)=Dh.

Je-li X bodem minimatéto Ulohy, je také bodem minima Glohy

(X = X*, X —=X*) - min, (a,x)=Db

NI

(tato Gvaha nam usnadni derivovani). Lagrangeova funkce této Glohy je

L(x,A) =

NI -

1 n n
(X — X*, X — x*) — A({a, X) — b) = > Z(xk —x)?% — A(Z aXi — b).
k=1 k=1

Derivovanim dostavame (pouzivame pro strucnost vektorového zapisu)

Ly=x—x*—21a=0, (a, x) =h.
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Z prvni rovnice x = X* + Aa a dosazenim do druhé rovnice (a, x* 4+ Aa) = b, odtud

_(b—(@x*) . b—(a x*
ST e = Tap ?
tedy
k _ * _ *
\/(X_X*,X—X*>: |b_<a’x )l _ |b alxl aan|’
[all 224 ...+ a2

coZ je vzorec dobfe znamy z linearni algebry.

iii) Urcete obsah elipsy, kteravznikne pfi fezu dlipsoidu % + % + Z = 1 rovinou
Ax+ By+ Cz= 0 (obsah elipsy je P = wtpq, kde p, g jsou délky poloos elipsy).

Redeni. K uréeni obsahu elipsy potfebujeme uréit délky jeiich poloos. To jsou vzdalenosti
bodti |eZicich zaroven naelipsoidui v feznéroving, které maji nejmensi resp. nejveétsi vzda-
lenost od pocatku. Vzdalenost bodu [X, Y, z] od potatku je danavztahem /x2 + y2 + z2.
Misto této funkce budeme hledat extremy funkceu = x2+ y?+ 72, kterase snaze derivuje
avypotteny vysledek odmocnime. ReZime tedy Glohu

2 2 2
. X z
u=x2+y?+ z°> - max(min), 2t tz=1 Ax+By+Cy=0
Lagrangeovafunkce Glohy je L(X, Y, Z, A, u) = X2 4+ y2 + 2% — A(g—z + l’)’—j + (Z;—i -1 -
w(AXx + By + Cy). Jgim derivovanim a pfipojenim vazebnych podminek dostavame
systém rovnic

20X 22y 20z
2X—?—MA:O, 2y—F—MB=0, ZZ—F—MCZO’
X2 y2 2
?4_?4_?:1, Ax+ By+Cz=0.

Vynasobime-li prvni rovnici X, druhou vy, tfeti z a seCteme je, pak vyuZitim vazebnych
podminek dostavame rovnost x2 + y2 + 72 = A, tedy Umax = Amax @ Umin = Amin.
Vyjadfime-li z prvnich tfi rovnic X, y, z a dosadime do rovnice roviny, obdrZzime rovnici

A? B? C?
nw + + =0.
2(1+ %) 2(1+%) 2(1+3)
Protoze 1 # 0 (jinak X = y = z = 0 atento bod nelezi na elipsoidu), z této rovnice
vynasobenim jmenovateli zlomkl dostavame

o 3)o-8) (- 3) (- 3)-
o-3) o)
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Tuto rovnici miizeme prepsat do tvaru kvadratické rovnice 22 4+ K14 + Ko, kde

a2b?c?(A2 + B2+ C?)

A2aZ + B2b? + C2¢2 ’
koeficient K1 mlizeme take vyjadrit explicitng, jeho hodnota vSak neni podstatna, nebot
rovnici nemusime feSit. Nepotfebujeme totiz znat kofeny rovnice 11 2, nybrz pouze jegich
souCin 1A — ve skuteCnosti nepotfebujeme znat délky poloos, staci nam znat jegich
soucin. Tento soucin je roven absolutnimu €lenu K2 v kvadratické rovnici. Protoze jsme
hledali extrémy funkce x?+ y?+ z2 misto funkce /x2 + y2 + z2, jehledanaplochaelipsy

2:

C\/ A2 + B2 + C2A2a2 + B2b2 4+ C2¢2

S=7n/AMA2 =t/ Ko =mab

9.2. Vazané extrémy a nerovnosti

V tomto odstavci s ukazeme, jak |ze v nékterych specialnich (ale pomérneé Casto se vysky-
tujicich) pfipadech hledat vazané extrémy, aniz by bylo nutné pouzit aparatu L agrangeo-
vych multiplikatorl. | kdyz je tento postup ponékud vzdaeny od metod diferencidniho
pottu, uvadime je zde pro jeho vybornou praktickou pouZitelnost. Ctenari doporutu-
jeme vSechny Ulohy tohoto odstavce vyfeSit pro srovnani také metodou Lagrangeovych
multiplikatoru.

Nejprve pfipomenme pojem kvadratického, aritmetického, geometrického a harmo-
nického prliméru n-tice isal. Necht xa, .. ., X, jsou kladnarednacisla, oznatme

2 2 2
X+ X5+ -+ X
...,Xn):\/l 2 n

C‘ZI’](X:I.’ X2’ )
n

X1+ X2+ -+ Xp
‘An(xlv X2’ ""Xn) = n )
g’n(xlv X2""’Xn) :\/n X1X2 "'Xn7

n

Jen(xl’XZ’---’Xn):i+l+”'+i‘

X1 X2 Xn

Véta9.3. Necht'x = [X1, ..., Xn] je n-tice kladnych Cisel. Plati nerovnosti
@n(X) = An(X) = Gn(X) > Hn(X),
priCemz rovnosti nastavaji prave kdyz x; = Xo = - - - = Xy.

Dilkaz. Viz skriptum [. d

Kromé nerovnosti mezi priméry je G¢innym nastrojem i tzv. Cauchyova nerovnost.
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Véta9.4. Pro libovolné dvé n-tice redlnych Cisel X = (X1,...,Xn), Y = (Y1, ..., Yn)
plati

n n % n %
D Ixeyl < <Z XE) <Z y.f) :
k=1 k=1 k=1

pficemz rovnost nastane prave kdyz existujerealnét takove, zZe yx = txx, k=1,...,n,
tj. pravé kdyz vektory x a y jsou linearné zavislé.
Diikaz. Viz [H-K-S]. O

Priklad 9.2. i) Mezi vSemi trojuhelniky s konstantnim obvodem o urcete ten, ktery ma
nejvetsi obsah.

ReSeni. Vyjdeme z Heronova vzorce pro obsah troj(helnika

P=,/s(s—a)s—b)s—o),

kde a, b, ¢ jsou strany trojuhelnikaas = (a + b+ ¢)/2 = 0/2 je tzv. poloperimetr.
OznaCime-li x =s—a, y =s— b, z=s— cauvaimeli, ze ngit maximum funkce P
jetotéz jako najit maximum funkce P = 53 P%, mUizeme Ulohu formulovat takto

- o]
P(X,y,2) = IXyz— max, X+y+z= >

VyuZzitim nerovnosti mezi a gebraickym a geometrickym priimérem dostavame
P(x,y,2) < (x+Yy+2)/3=0/6,
pfi¢emz rovnost nastava prave kdyz x = y = z = 0/2. Mame tedy system rovnic
0 0
s—-a=—-, S—-b=-, s—-c=—,
6 6 6
jehoz feSenim jea = b = ¢ = 0/3. Tedy mezi vSemi trojuhelniky s danym obvodem o
ma nejvetsi obsah rovnostranny trojahelnik a tento maximalni obsah je Pmax = #j@
i) Mezi vSemi trojicemi kladnych Cisel x, y, z s konstantnim souctem a najdéte ta,
pro kteraje soucet prevracenych hodnot minimalni.

Redeni. Z nerovnosti mezi harmonickym a aritmetickym prlimérem dostavame

3 <x+y+z:a

1 1 1 — ’
;+y+z 3 3

pfiemz rovnost nastane pravé kdyz x = y = z = a/3. Odtud 3 + % +1> X+3+Z =2

Tedy soucet pfevrécenych hodnot je minimalni jsou-li vsechna tfi Cidlastejnaarovna §.
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iii) Naelipsoidu %5 + ¥ + 2 = 1najdétebod v prvnim oktantu svlastnosti, ze objem
Ctyfsténu tvofeného soufadnymi sténami a teCnou rovinou k eipsoidu v tomto bodé je
minimalni.

Reseni. Nejprve pripomefime, Ze objem &tyfsténu vypotteme podlevzorce V = %xoyozo,
kde [xo, 0, 01, [0, Yo, O, [0, 0, zo] jsou priseciky tetné roviny se soufadnymi osami (sest-
rojime-li trojboky hranol sezé&kladnoutvorenoutrojahelnikemsvrcholy [0, 0, 0], [Xo, O, O],
[0, Yo, O] avy3kou zg, jeho objem je %xoyozo a je trojnasobkem objemu naSeho Ctyfste-
nu). Vyjadfenim proménné z z rovnice elipsoidu nebo pomoci derivace implicitni funkce

2z yy XX

N

Odtud dostavame, Ze Useky vytaté teCnou rovinou na soufadnych osach jsou xp = &

(polozimey = 0 = zv (9.9)), zo = b—;, 20 = . Refime tedy Glohu

z

1 a2b?c? . x2 y2 Z
== — min,

ST AT
6 Xyz a2+b2+c2 '

kteraje, pokud jde o extremalni bod, ekvivalentni Gloze

- 1 1 XYz x2 y2 2
V=(6V)3=—T03Z2-2IZ max, —+—=+—==1.
V) abc) abc 22 T

Z nerovnosti mezi kvadratickym a geometrickym prlimérem dostavame, ze V je maxi-
malni, jestlize £ = Y = Z coz vzhledem k vazebné podmince nastane, kdyz x = +/3a,

~— b T ¢
y = +/3b, z = +/3c apro tyto hodnoty dostavame minimani objem Viin = 1"]‘8—%.

iv) Naelipsoidu x? + yzz + 2—92 = 1 ngjdéte bod, ktery je negjblizerovinéx +y+z =
2V/14.

ReSeni. Pro vzdalenost bodu [Xo, Yo, Zo] od roviny ax + by + cz = d plati vzorec (viz
Priklad@.Tlii))
_ laxo+ by +cz —d|

vaZ+b?+c?

ProtoZe elipsoid leZi pod rovinou x + y + z = 24/14, budeme feSit Glohu

d

N

X+y+z—2J/14
V3

kteraje (pokud jde o bod, v némz je dosaZzeno minima) ekvivalentni Gloze

2 Y, 7
i 4 =1 9.10
—min, X"+ -+ g (9.10)

2 2
X+ Y+ 2z — max, X2+Z+§:1'
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Tuto Ulohu vyfeSime pomoci Cauchyovy nerovnosti. Plati

Z 2
X+y+z_x+232/+3§ +yz+ «/1+4+9:«/ﬂ,

pricemz rovnost nastava prave kdyz jsou vektory (X, % %), (1, 2, 3) linearné zavide,
tj. existujet € R takove, Zex =t, ¥ = 2t, % = 3t. Vezmeme-li v (vahu vazebnou

podminku x2 + y; + 2—92 =1, dostavamet = ﬁ tj. (hledany bod leZi v |. kvadrantu)
1 4 9
X=—=, Y= —=, I=—=
V14 V14 V14
a dosazenim do (II0) dostavame dmin = ,/ 4.
Cviceni. 3¢

9.1. UrCete vazane extrémy funkce f na mnoziné urCené rovnostmi:

a) f(X,y,2) =xy?2®, x+2y+3z=a, a,x,y,z>0

b) f(x,y,2) =sinxsinysinz, x+y+z=73

0 f(X,y,2)=xyzx2+y2+722=1, x+y+z=0
d)f(x,y,z)_xy+yz,x2+y =2, y+z=2,%X,¥,2>0

&) F(Xt, ..., Xn) = X2+ + %3, g—i+~-~+§n—”:1,ai ~0,i=1...,n
f)f(xl,...,xn):‘)’(—i+...+§—2, Bixr+---+Bnxn=210i,8i,% >0,i=1...,n

9) f(Xt,....x) =X{" ... Xn", Xa+-+xp=10¢ >0 i=1...,n

9.2

a) Do dipsoidu 2—2 + %’—2 + (Z:—E = 1 vepiste hranol s maxima nim objemem. Tento objem
urCete.

b) Do Usece eliptického paraboloidu £ = 2 St b2’ Z < ¢, vepiste hranol s maximanim
objemem. Tento objem urcCete.

c) Dokuzelespolomérem podstavy r avySkou h vepiste hranol s maximalnim objemem.
Tento objem urCete.

d) Mezi vSemi Ctyfbokymi hranoly s konstantnim povrchem P najdéte ten, ktery ma
nejvetsi objem. Tento objem urCete.

€) Nadipse g—i + 3b'—§ = 1 ngjdéte bod s vlastnosti, Ze norméala sestrojena v tomto bodé
ma nejvetsl vzdalenost od pocatku.

f) Naedipsoiduv prostorujsou dany dvabody A = [a1, ap, as], B = [bs, by, b3]. UrCete
bod C na elipsoidu tak, aby vznikly trojahelnik mél maximalni obsah.
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9.3. Rete extremalni Glohy:
a) 3lIx|12— min, (u,x)=a, (v,X)=B,X U veR a ek

b) (AX,X) — min, (ux,X)=ak, k=1,...,n—1 X, ux € R", ax € R,
dim{Lin{u1,...,upn_1}} =n—1.

*k

VSechny dobré zasady jsou jiz napsany. Nyni jesté zbyva je uskutecnit.
(B. Pascal)

*



Kapitola 10

Generovani grafiky v Maplu

Zde se vyuziti poCitaCe primo nabizi. Tato Cast matematické analyzy se probira
v dobé, kdy nejsou probrany odpovidajici partie z geometrie (zimni semestr dru-
hého roCniku ucitelského studia). Studenti proto Casto postradaji geometrickou
predstavu v prostoru, a tak jsou visualizatni schopnosti poCitatovych systéml
velmi vitany.

10.1. Graf funkce dvou proménnych

V3amnéme si podrobngji problematiky tvorby grafti redlné funkce dvou rednych
proménnych pomoci programu Maple V. Zaméime se zgména na pripady, kdy
pocitatem ziskany vystup (v dalSim nazyvany PC-graf), neodpovida grafu funkce
(Definice[1.2). Definujme funkci f (X, y) = sin(x) cos(y):

> f:=(x,y)->sin(x)*cos(y);

f:=(X,y)— sin(x)cos(y)

asestrojme PC-graf funkce f (obr.I0.):

> plot3d(f, -Pi..Pi, -Pi..Pi);

Stejné jednoduSe je mozno Ziskat i PC-graf plochy dané parametricky, napr.

X =sinucosv, y = sinusinv, z= cosu, u € [0, nt], v € [0, 2x] (obr.[10.2):

> W th(plots):

> pl ot 3d([sin(u)*cos(v),sin(u)*sin(v),cos(u)],u=0..Pi,
> v=0..2*Pi, styl e=pat ch, scal i ng=constrai ned,
> axes=franed, |abels=[x,y,z]);
Parametrem scal i ng=const r ai ned jsme dosahli stejného méfitka na
osach vysledného PC-grafu. Porovnejme PC-graf na obrazku[10.2 s PC-grafem na

129
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obr. 10.2 obr. 10.3

obrazku na kterém je tataz koule generovana bez pouziti tohoto parametru:

> pl ot 3d([sin(u)*cos(v),sin(u)*sin(v),cos(u)],u=0..Pi,
> v=0..2*Pi, styl e=pat ch, axes=franed, |abels=[x,y, z]);
Jakym zplisobem probiha konstrukce PC-grafu? Zadame funkéni predpis a
mnozinu bodl [X, y], pro které chceme funkci zobrazit. Tato mnozina je typu
(Xmin» Xmax) X (Ymin» Ymax)- Nani pak program vytvori sit, v jgichz uzlovych bo-
dech numericky spocitafunkeni hodnoty (tyto jsou ulozeny do objektu PLOT3D).
Hustotu sité regulujeme pomoci parametru gr i d=[ m n] , kde m a n udava po-
¢et uzlovych bodll ve sméru os x a y. Implicitni nastaveni tohoto parametru je
[ 25, 25] . FunkEni hodnoty jsou poté podleinterpolacnich pravidel pospojovany
aPC-graf zobrazen na vystupnim zafizeni.
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Tento postup vak zigimé miize vést k zavadgjicim vysledktim. Pro ilustraci
napr. vytvorme PC-graf funkce g(x, y) = sin(2rntx) sin(2ny), prox ay zintervalu
(0, 25) beze zmény implicitniho nastaveni parametri:

> plot3d(sin(2*Pi *x)*sin(2*Pi *y), x=0..25, y=0.. 25,

> axes=boxed, |abels=[x,y, z]);
Podrobnéjsi analyzou zadané funkce vak zjistime, Ze ziskany PC-graf (obr.[10.4)
neodpovida skuteCnosti, funkce sin(2nx) asin(2ny) jsou periodicke s periodou 1
atomu PC-graf na obrazku[10.4 neodpovida. Zhusténim sité dostavame vysledek
bliZ& skutetnému chovani uvazované funkce (obr.[10.5):

> plot3d(sin(2*Pi *x)*sin(2*Pi *y), x=0..25, y=0.. 25,

> axes=boxed, grid=[60,60], |abels=[x,y,z]);

/li‘;:i\\
A 77“‘:‘3*\
S
O v~.!l!g;;izzzﬁﬁ\,\%‘».;«‘z,,z,,,’?
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obr. 10.4 obr. 10.5

Dalsi problemy vznikaji pfi tvorbé grafli nespojitych funkci. Nejjednodussi
situace nastava v pripadé, kdy studovana funkce neni v bodé [Xo, Yo] spojita (viz
Definice[Z3), ale v tomto bodeé existuje konetna limita. Pak miizeme bud zmeénit
hustotu uzlovych bodt nebo funkci vhodnym zplisobem dodefinovat.

Priklad 10.1. Vytvorte PC-graf funkce

X2y
f(X, y) - m

Prikazem:
> fi=(x,y)->(x"2*y)/ (X" 2+y~ 2);

X2y

fI(X,y)%m
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zadame funkci a prikazem:

> plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57, 38],

> axes=framed, | abels=[x,y, z]);
ziskame PC-graf zobrazeny na obr. 10.6.

Bod, ve kterém vySetfovana funkce neni spojita, je pfi teto hustoté sité totozny

s uzlovym bodem a program v ném nemtize spocitat funkéni hodnotu. P¥i zobra-
zovani na vystupnim zafizeni je funk¢ni hodnota v bodé nespojitosti vynechana
a zobrazeny PC-graf neodpovida v okoli bodu [0, 0] grafu funkce. VSimnéme si
u tohoto prikladu podrobné struktury Mapleovske grafiky. Generujme graf zkou-
maneé funkce pro x ay z intervalu (—3, 3) pfi hustoté sité [7, 7] a podivejme se,
jaka je struktura vytvoreneho objektu PLOT3D:

> p:=plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],

> axes=framed, grid=[7, 7], col or =bl ack, | abel s=[x, vy, z]);

> p,

p := PLOT3D(GRID(-3...3., —3...3., [[—1.500000000000000,
—1.384615384615385, —.9000000000000000, O,
.9000000000000000, 1.384615384615385, 1.500000000000000]

, [—.9230769230769231, —1., —.8000000000000000, 0,
.8000000000000000, 1., .9230769230769231], [
—.3000000000000000, —.4000000000000000,
—.5000000000000000, 0, .5000000000000000,
.4000000000000000, .3000000000000000],

[0, 0,0, FAIL, 0, 0, 0], [—.3000000000000000,
—.4000000000000000, —.5000000000000000, 0,
.5000000000000000, .4000000000000000, .3000000000000000]
, [—.9230769230769231, —1., —.8000000000000000, O,
.8000000000000000, 1., .9230769230769231], [
—1.500000000000000, —1.384615384615385,
—.9000000000000000, 0, .9000000000000000,
1.384615384615385, 1.5000000000000001],

COLOR(RGB, 0,0,0)), AXESLABELS(x, Yy, z), TITLE(),
AXESSTYLE(FRAME), PROJECTION(-57.,38.,1))

V objektu PLOT3D jsou ulozeny funkeni hodnoty v uzlovych bodech sité, které
jsou pocCitany numericky postupné po Fadach. V&mnéme si funk&nich hodnot pro
body [0, —3], [0, —2], . ... Zde skutetné vypocCet funkEni hodnoty pro bod [0, 0]
»havaruje" (FAIL). Nasledné je tento objekt pouZit pfi zobrazovani na vystupnim
zarizeni a chybgjici funkéni hodnota v bodeé [0, 0] je vynechana (obr. [10.7).

Zménime tedy hustotu uzlovych bodl tak, aby bod [0, O] (bod nespojitosti)
nebyl uzlovym bodem (obr.[10.8):
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obr. 10.6 obr. 10.7

> plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57,38],

> axes=framed, grid=[30,30], |abels=[x,y,2z]);
Jinou moznosti je dodefinovat funkéni hodnotu v bodé [0, 0] tak, aby funkce f
v tomto bodé byla spojita. Poté generujme PC-graf ziskané spojité funkce:
g:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then O
el se (x"2*y)/(x " 2+y"2) fi end:
plot3d(g, -3..3, -3..3, orientation=[-57, 38],

> axes=framed, |abels=[x,y,z]);
ObdrZime vysledek znazornény naobr.
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Priklad 10.2. Funkce )
sinxy
f(x,y) = ——
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neni spojita v bodech lezicich na osach x a 'y, ale ma zde koneCnou limitu rovnu
jedné.
Pfi pokusu o tvorbu PC-grafu pfikazem:

> plot3d(sin(x*y)/(x*y), x=-3..3, y=-3..3, axes=framned,

> col or=bl ack, orientation=[150,50], |abels=[x,y,z],
> tickmarks=[7,7,3]);

dostavame PC-graf na obrazku Zde jsou opét patrné nespojené body, ve
kterych vypocet funkCnich hodnot ,, havaroval“ (body nespojitosti na osach x a'y
opét vychazeji do uzlovych bodu sité).

Vytvorme tedy PC-graf spojité funkce (obr. [10.17) (dodefinujme funkci tak,
aby byla spojita)

1 prox =0neboy =0
gx,y) = .
f(x,y) jinak.

\

g: =proc(x,y) if x=0 or y=0 then 1
el se sin(x*y)/(x*y) fi end:

\

\Y

plot3d(g, -3..3, -3..3, axes=framed,
ori entation=[ 150, 50], col or=bl ack, |abels=[x,Yy, 2],
tickmarks=[7,7,3]);

\

\

//I//)}'\}\\\\?—‘-.v.,-,d,lll" —~<T
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obr. 10.10 obr. 10.11

Jinou moznosti je opét vhodné zmeénit hustotu sité tak, aby body nespojitosti
nebyly totozné s uzlovymi body sité.

Pokud v bodech nespojitosti neexistuje konecna limita, je znazornéni chovani

PR D 24
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Priklad 10.3. Generujte PC-graf funkce f (X, y) = 1/x.

Protoze limy_, o+ 1/X = +o00, limy_,o- 1/X = —o0, neni funkce f na pfimce
x = 0 spojita. Prikazem:

> plot3d(1/x, x=-5..5, y=-5..5, orientation=[-63, 73],
> axes=franmed, |abels=[x,y,z]);

dostavame PC-graf z obr.

0+
-2e+14 +
-4e+14 +
-6e+l4
-8e+14 +

z
-le+l5

-1.2e+15 |

-1.4e+15

obr. 10.12

Vidime, ze PC-graf neodpovida grafu zkoumané funkce. Podivejme se opét na
objekt PLOT3D, pro zjednoduSeni zvolmegri d=[ 7, 3] (obr.I0.13):

> p:=plot3d(1l/x, x=-5..5,y=-5..5 orientation=[-63,73],
> axes=franed, grid=[7, 3], col or =bl ack, | abel s=[x,y, z]); p;
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p := PLOT3D(GRID(-5...5., —5...5., [[—.2000000000000000,
—.2000000000000000, —.2000000000000000], [
—.3000000000000000, —.3000000000000000,
—.3000000000000000], [—.5999999999999999,
—.5999999999999999, —.5999999999999999], [
—.2251799813685248 10'°, —.2251799813685248 10%°,

—.2251799813685248 10%°],
[ .6000000000000002, .6000000000000002, .6000000000000002 |

[ .3000000000000000, .3000000000000000, .3000000000000000 ]

[ .2000000000000000, .2000000000000000, .2000000000000000 ]

], COLOR(RGB, 0,0, 0)), AXESLABELS(x, Yy, z),

AXESSTYLE(FRAME), TITLE( ), PROJECTION(—63.,73.,1))
Maple voli rozsah zobrazovanych hodnot a méfitka na osach sam tak, aby se
vysledny PC-graf co nejlépe ,, vesel” na vystupni zafizeni. To zeggména u funkci,
jegjichz limita v nékterem bodé je rovna oo, zplisobuje problémy (odlisnost grafu
a PC-grafu funkce). Z agoritmu realizace PC-grafu na vystupnim zafizeni plyne
i spojeni téch funkénich hodnot, které by nemély byt spojeny (v okoli bodll ne-
spojitosti, body nespojitosti v tomto pfipadé nejsou totozné s uzlovymi body).
Z objektu PLOT3D je také vidét, Ze pri této hustoté sité a stanovené presnosti
aproximace jsou v PC-grafu potlaCeny funkéni hodnoty blizké +oc. Stati vSak
zmenit presnost aproximace (zménou hodnoty proménné Di gi t s, implicitni na
staveni je Di gi t s: =9), a dostavame jinou sit uzlovych bodll a také jiny PC-
-graf (obr. 10.14):

> Digits: =18;
Digits:= 18

> plot3d(1l/x, x=-5..5, y=-5..5, orientation=[-63, 73],
> axes=framed, grid=[7, 3], col or =bl ack, | abel s=[x, vy, z]);
Omezime tedy rozsah zobrazovanych hodnot (vi ew=-5. . 5) pfi plvodni
presnosti aproximace (obr. 10.15):
> Digits: =9:
> plot3d(1l/x, x=-5..5, y=-5..5, view=-5..5,
> orientation=[-63,73], axes=franed, |abels=[x,y,z]);
Na PC-grafu je vidét pozitivni vliv zmény rozsahu zobrazovanych hodnot,
nadale vaak pretrvava spojovani i téch bodll PC-grafu, které spojeny byt nemély.
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obr. 10.15

Skuteénosti odpovidajici PC-graf ziskame nasledujicim zplisobem. Tvorbu PC-
-grafu rozdélime do dvou casti tim, Ze definicni obor rozdélime na dvé oblasti:
(=5, —0.001) x (—3, 3y a(0.001, 5) x (—3, 3). Jednotlivé samostatné vytvarené
Casti PC-grafu v zavéru interpretujeme v jedinem (obr. 10.16) pomoci prikazu
di spl ay3d zknihovny pl ot s:

> 0l:=plot3d(1l/x, x=-5..-0.001, y=-3..3, view=-5..5):
> 02:=pl ot 3d(1/x, x=0.001..5, y=-3..3, view=-5..5):

> di spl ay3d({o1, 02}, orientation=[-63, 73], axes=franed,
> | abel s=[x,y, z]);
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obr. 10.16

Poznamka 10.1. Tvorba PC-grafu nespojité funkce jedné realné proménne je
zjednoduSena parametrem di scont =t r ue. P¥i pouZiti tohoto parametru pro-
gram nejprve urci body nespojitosti zadané funkce a poté rozdéi horizontalni osu
naintervaly, na kterych je tato funkce spojita, takze nedojde ke spojeni téch bodl
PC-grafu, které spojeny byt nemély.

V nékterych pFipadech je vhodnési nezobrazovat funkci ve tvaru explicitnim, ale
provést parametrizaci funkce (X = ¢(u, v), Yy = ¥ (U, v),Z= x (U, v), kdeuav
jsou parametry). Vyhodné je to zefména u funkci, které vykazuji stfedovou nebo
0SOVOU Symetrii.

Priklad 10.4. Vytvorte PC-graf funkce

MY = Setye—g

Definiénim oborem funkce f jemnozinaR? — {[x, y] : x>+ y? = 9}, tedy rovina
xy kromé bodti |eZicich na kruznici se stfedem v bodé [0, 0] a polomé&emr = 3.
V téchto bodech neni funkce spojita. Pokud se pokusime vytvorit PC-graf funkce
jednoduchym prikazem:

> f:=2/ (x"2+y" 2-9);
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1

f=2———
X2+ y?—9

> plot3d(f, x=-5..5, y=-5..5);
dostavame obr.[10.17. Zmeéna hustoty uzlovych bodll a omezeni rozsahu zobrazo-
vanych hodnot v tomto pFipadé nepomaha (obr. [10.18):

> plot3d(f, x=-5..5, y=-5..5, view=-5..5,¢grid=[30,40]);

|

obr. 10.17 obr. 10.18

Provedme nyni parametrizaci X = ucosv, y = usinv, z = —2— agenerujme

229
PC-graf (obr.[10.19) této funkce: :

> plot3d([u*cos(v), u*sin(v), subs({x=u*cos(v),
> y=u*sin(v)}, f)], v=0..2*Pi, u=0..6, view=-5..5):

obr. 10.19

V&mnéme s rozdilu mezi PC-grafem funkce f (dané explicitng, obr. [10.17
a[I0.I8) a PC-grafem téze funkce dané parametricky (obr. I0.19) (graf by mél
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byt v obou pripadech stejny).

Protoze ziskany PC-graf stéle neodpovida grafu funkce, rozdélime tvorbu PC-
-grafu opét do dvou Casti, pfiCemz parametr u bude postupné nabyvat hodnot
zintervalll (0, 2.999) a (3.001, 6):

> sl:=plot3d([u*cos(v), u*sin(v),

> subs({x=u*cos(v), y=u*sin(v)}, f)], v=0..2*Pi,
> u=0..2.999):

> s2:=plot3d([u*cos(v), u*sin(v),
> subs({x=u*cos(v), y=u*sin(v)}, f)], v=0..2*Pi,
> u=3.001..6):

> di spl ay3d({s1, s2}, view=-8..8);

> di splay3d({sl, s2}, view=-8..8, orientation=[40, 102]);
Z diivodu nazornosti je funkce zobrazena ze dvou riiznych pohledl (obr.

aobr.[10.2]).
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obr. 10.20 obr. 10.21

Vamnéme si nyni jesté nékterych parametrll prikazu pl ot 3d, kterymi mi-
zeme ovlivnit vzhled vysledného PC-grafu. Doposud jsme generovali PC-graf
vzdy nad Ctvercovou nebo obdélnikovou oblasti. Ale rozsah druhého parametru
mUze byt udan v zavid osti na prvnim. Napriklad pfi generovani PC-grafu povrchu
polokoule nad Ctvercovym oborem:

> plot3d(sqgrt(1l-x"2-y"2), x=-1..1, y=-1..1,

> scal i ng=constrai ned);
dostavame PC-graf na obrazku [I0.22. Ziskany PC-graf neodpovida na okrajich
oblasti grafu funkce (,, zubaté okraje* jsou opét zplisobeny spojovanim funkénich
hodnot v uzlovych bodech).
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Pfi pouziti kruhové oblasti:
> plot3d(sqgrt(1-x"2-y"2), x=-1..1,
> y=-sqrt(1-x"2)..sqrt(1-x"2), scaling=constrained);
(tj. proménného rozsahu na ose y) dostavame PC-graf odpovidajici grafu
funkce (obr.[10.23).

SISO
P ot s
I EISIRIINY
5GGRRERSRRN
5SSOI
2,555 ‘t\ \\\

obr. 10.22 obr. 10.23

Rozsah zobrazovanych hodnot ve sméru osy z ménime volbou parametru

vi ew=[ zm n. . zmax] . Pokud tento parametr nezadame, voli Maple rozsah
zobrazovanych hodnot sam, coz opét mlize vést k zavadgjicim vysledklim (viz také
komentar k prikladu 10.3). Porovnejme dva PC-grafy (obr. [10.24 a obr. [10.25),
generované prikazy:

> plot3d(1/(x"2+y"2), x=-1..1, y=-1..1, axes=boxed,

> col or=bl ack, |abels=[x,y, z]);

> plot3d(1/(x 2+y"2), x=-1..1, y=-1..1, view=0..6,

> styl e=patch, axes=boxed, |abels=[x,y, z]);
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Pro zkoumanou funkci je limy.y)— 0.0)1/(X? + y?) = +o00, rozsah zobrazo-
vanych hodnot a méfitka na osach v prvnim pripadé Maple volil sam (+oo apro-
ximoval hodnotou 7 - 103%). Vysledny PC-graf (obr.[10.24) pak neodpovida grafu
funkce. Obor zobrazovanych hodnot tedy omezime parametrem vi ew=0. . 6 na
interval (0, 6), ziskany PC-graf je znazornén na obr. [10.25.

10.2. Vrstevnice

Pro vytvoreni predstavy o tvaru a prlibéhu znazorifiované plochy nam &asto po-
mahagji vrstevnice (viz Definice [L.3) grafu funkce afezy rovinami z = 0, y = 0,
X = 0, pfip. rovinami s nimi rovnobé&znymi. Maple nam tak mlize pomoci pfi
vysvétlovani geometrického vyznamu pojmu vrstevnice funkce a prfi jgich zng&
zorhovani.

Ukazme si nyni konstrukci vrstevnice funkce f (x, y) = x? + y? na hladiné
c = 6. Ngjdrive generujme PC-graf funkce f aoznatme jg P1 (obr.[10.26). Pote
vytvorme PC-graf roviny z = 6, oznaCime jg P2, ainterpretujme funkci i rovinu
v jednom PC-grafu (obr.[10.27):

obr. 10.26 obr. 10.27

\Y

wi th(plots):

\Y

f = (x,y) -> x"2+y" 2:

P1L := plot3d(f(x,y), x=-3..3,
y= -sqrt(9-x"2)..sqrt(9-x"2), axes=franed,
tickmarks=[7,7,5], orientation=[45,60],

| abel s=[x,y,z]): ”;

P2 := plot3d(6, x=-3..3, y=-3..3,
style = patchnogrid):

vV V. V V

\

\
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> di spl ay3d({P1, P2}, axes=framed,tickmarks = [7,7,5],
> orientation=[45,60], |abels=[x,y,2z]);
KFivka, vznikla jako prlisetnice grafu funkce f a roviny z = 6 je dana
parametricky rovnicemi

X = +/6cost, y = /6sint, z=6

a predstavuje vrstevnici funkce f nahladiné c = 6. Znazornéni vrstevnice v ro-
viné ziskame prliimétem do roviny xy. Situaci znazoriuji nasledujici dva obrazky
(obr.[I0.28, obr.[10.29). Pro vykresleni prostorové kfivky jsme pouzili procedury
spacecur ve z knihovny pl ot s:

> P3 .= spacecurve([sqrt(6)*cos(t), sqrt(6)*sin(t), 6],

> t=0..2*Pi, color=black, thickness=3):

> P4 : = spacecurve([sqrt(6)*cos(t), sqrt(6)*sin(t), 0],

> t=0..2*Pi, color=red, thickness=3):

> di spl ay3d({P1, P2, P3},ti ckmarks=[7, 7, 5],
> orientation = [40, 120], axes=boxed, |abels=[x,yvy, z]);

> di spl ay3d({P1, P2, P3, P4}, tickmarks=[7, 7, 5],
> orientation =[40,120], axes=boxed, |abels=[x,y, z]);

obr. 10.28 obr. 10.29

Podobnym zplisobem miizeme znazornit i fezy rovinami rovnob&znymi s ro-
vinami xz a yz. Napf. zobrazme priinik roviny x = 2 a grafu funkce f. Jako
priisecnici ziskame kfivku, kterou miizeme popsat parametricky rovnicemi

x=2y=tz= f(2,t) =4+t>

Graf funkce, rovinu i jejich prlisetnici interpretujme v jednom PC-grafu

(obr. [10.30):
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> P1 := plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3):

> P2 :=inplicitplot3d(x=2,x=-3..3,y=-3..3,2z=0.. 20,
> styl e=pat chnogrid):

> P3 := spacecurve([2,t,j(2,t)],t=-3..3,thi ckness=3,
> col or =bl ack):

> di splay3d({P1, P2, P3},tickmarks=[7,7, 5],
> axes=framed, orientation=[40,120], |abels=[x,y,z]);

obr. 10.30

Pro pfimé znazorfiovani vrstevnic pouzivame pfikaz cont our pl ot (obr.I0.31):

pl ots[contourplot] (f(x,y), x=3..3,
y=-sqrt(9-x"2)..sqrt(9-x"2), axes=boxed, col or=bl ack,
cont our s=10, nunpoi nt s=2500, scal i ng=constr ai ned,
tickmarks=[7,7,0]);
Parametr st yl e=pat chcont our pfikazu pl ot 3d slouzi k zobrazeni grafu
funkce s vrstevnicemi (obr. [10.32) a pro zobrazeni vrstevnice na dané hladiné
mUzeme pouZzit pfikazu | evel cur ve z knihovny mvcal p (obr.[10.33):
plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-sqrt(9-x"2)..sqrt(9-x"2),
styl e=pat chcont our, axes=boxed, orientation=[40, 120],
tickmarks=[7,7,5], l|abels=[x,y,z]);
wi t h(nvcal p):
| evel curve(f(x,y),6, x=-3..3, y=-3..3, color=bl ack,
> scal i ng=constrained, tickmarks=[7,7]);

ProtoZe tvorba matematické grafiky neni Casto jednoduchou zaezitosti a

vzhled vysledného PC-grafu miizeme ovlivitovat celou fadou parametrll, uva

vV V. VvV V

VoV

\% \Y

\%
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()
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IN)
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obr. 10.31

obr. 10.32 obr. 10.33

dime na zavér této kapitoly i struény prehled zakladnich pouZitych prikazli ajejich
parametrll. Popis vSech prikazll ¢tenaf ngjde bud v manudech [C-G4], [C-G)]
a[[C-Gg|] nebo pfimo v systemu napovedy programu Maple V.
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Piehled pousitych prikaztl

Generovani PC-grafu funkce dvou proménnych:
pl ot 3d(f(x,y), x=a..b,y=c..d, vol by); pro vyrazy apl ot 3d(f,
a..b,c..d, volby); profunkce.

Volitelné parametry vol by ovliviji vzhled vysledného PC-grafu. NejCastgi
pouZivané parametry jsou popsany Tabulce[10.1l

Volba Efekt prikazu
scal i ng = UNCONSTRAI NED méfitka na osach
CONSTRAI NED
view = zm n..zmax volba rozsahu zobrazovanych hodnot
orientation = [theta, phi] | Ghe pohledu
style = PO NT HI DDEN zplisob vykresleni grafu

PATCH W REFRAME
CONTOUR LI NE

PATCHCONTOUR

PATCHNOGRI D
axes = BOXED NORMAL Znazorneni 0s

FRAVE NONE

grid = [mn] regulace hustoty sité
nunpoi nts = n aternativni zadani poctu bodu sité
| abel s = [X,Yy, z] popis 0S
tickmarks = [n, mp] pocet znatek na osach

Tab. 10.1

Generovani PC-grafu funkce dvou proménnych dané parametricky (obr.[10.2):
plot3d([f(s,t),qg(s,t),h(s,t)],s=a..b,t=c..d, vol by);
K rozSifeni moznosti prace s grafikou slouzi knihovna pl ot s. Procedury této
knihovny zpfistupnime prikazemwi t h( pl ot s) :
Vykresleni prostorove kfivky (obr.[10.28 a[10.29):
spacecurve([f(t),g(t),h(t)],t=a..b,vol by);
Znazornéni vrstevnic (obr.[10.37):
contourplot(f(x,y),x=a..b,y=c..d,vol by);
Znazornéni vrstevnice nadané hladiné (obr. [10.33):
mvcal p[ | evel curve] (f(x,y), hladina, x=a..b, y=c..d);
Generovani PC-grafu funkce dané implicitné (obr. aviz také Kapitolald):
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i mplicitplot3d(exprl, x=a..b, y=c..d, z=p..q, volby);



Kapitola 11

Vypocty limit v Maplu

PocitaCového systému v této kapitole vyuzivame zejmena ke tvorbeé ilustracni
grafiky. Pfimy vypocet limit funkce dvou proménnych neni ve vétSiné pripadl
mozny, protoze neexistuje vhodny algoritmus. (Jina situace je u funkci jedné pro-
meénngé.) Pfesto nam miize byt pocital napomocen pri urcovani limit funkce dvou
promeénnych ato zejménajgich transformaci do poléarnich souradnic a naslednym
vypoctem limity funkce jedné promeénné.

Podobné metody |ze pouZzit pfi urCovani limit vzhledem k podmnozinam okoli
limitniho bodu. V této souvislosti budeme za takové podmnoziny volit spojitée
kfivky prochazejici limitnim bodem a mluvit o limitach zavislych na cesté, resp.
o limité podél cesty.

11.1. llustracni grafika
Cyklus PC-grafli z této Casti je mozno vyuzit pri prednaskach k ilustraci probirané

problematiky av poGitatove laboratori k samostatnému experimentovani studentt.
Pritom vétsinu zde uvedenych obrazki | ze bez pocitate realizovat jen velmi tézko.

Priklad 11.1. Spojité funkce maji v libovolnem bodeé [a, b] limitu

lim fX,y) = f(,b).
o M) X,y) = 1(a,b)

Prikladem je napf. funkce f (x, y) = x — x3 — xy? + x3y? (obr. L1.1):

> plot3d(x-x"3-x*y " 2+x"3*y "2, x=-1.4..1.4,y=-1.4..1. 4,
> view=-1..1, style=patch, |abels=[x,y, 2"]);

148
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obr. 11.1

Priklad 11.2. Funkce
X2y

f(X,Y)==;§qj§§

neni v bodé [0, 0] definovana, ale ma v tomto bodeé limitu rovnu nule (podie
Véty 2.6). Pokud se k limitnimu bodu ,bliZime* podé jakékoli cesty, funkcni
hodnoty se bliZi nule (obr. L1.2). (Existence limity nezavisi na funkéni hodnoté
v limitnim bodé.) Aby bylafunkce f v bodeé [0, 0] spojita, definujeme f (0, 0) = 0
agenerujeme PC-graf vy3etfované funkce:

> f:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then O

> else (X 2*y)/(x"2+y"2) fi end:

> plot3d(f, -3..3, -3..3, orientation=[-57, 38],
> axes=franmed, style=patch, l|abels=[x,y, 2"]);

Nasledujici pfiklady ilustruji jev, kdy hodnota limity funkce zavisi na cesté,
po které se k limitnimu bodu bliZime — tj. funkce nema v daném bodeé limitu.

Priklad 11.3. Funkce

%2 _ \2 2
f(x,y)=(X2+§2)



150 Vypocty limit v Maplu

obr. 11.2

nemav bodé [0, 0] limitu. Jestlize se k bodu [0, 0] bliZime po pfimkach y = +x
dostavame
lim f(x, £x) =0,
Xx—0
ale po osach x a 'y dostavame
lim f(x,0) =1, lim f(O,y) = 1.
x—0 y—0

Protoze hodnota limity zavisi na cesté, po které se k bodu [0, O] blizime, limita
limu.y)— 0,0 f(X,Yy) neexistuje. Uvedena situace je dobfe viditelna na obr.

> fi=(x,y)->((x"2-y"2)/ (x"2+y"2)) " 2:

> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,9grid=[51, 49],

> axes=franmed, style=patch, l|abels=[x,y, 2"]);

Priklad 11.4. Funkce Xy
nemav bodé[0, 0] limitu: pokud sek limitnimu bodu bliZime po pfimkach y = kx,
dostavame vysledek zavisgjici na konstanté k

Xy k

lim = )
(%)= (0.0 X2+y2 1+ Kk2
y=kx

f(x,y) =
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Situace je znazornéna na obr. [I1.4] a obr. [IT.5. Pro vétsi nazornost je zde funkce
zobrazena z rliznych Ghl{ pohledu.

obr.11.4 obr. 11.5

PC-grafy byly vytvoreny nasledujici posloupnosti prikazl:
> fr=(X,y)->x*yl (X" 2+y" 2);

Xy

f=(X’y)_>m

> z:=subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi), f(x,y)):

> p:=plot3d([r*cos(phi),r*sin(phi),sinplify(z)],r=0..1,
> phi=-Pi..Pi, grid=[15,45], axes=framed, style=patch):
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> wth(plots):
> di spl ay3d(p, ori entation=[15, 45], | abel s=[x,y, 2']);
> di spl ay3d(p, orientation=[-69,38],1abels=[x,y,"2"]);

Priklad 11.5. Funkce

X2y
f(x,y) =X+ [x. y1 710,01
0, [X, y] =10, 0]

nema v bodé [0, 0] limitu. V tomto pripadé jsou vSechny limity po pfimkéach
y = kx k bodu [0, 0] rovny 0, aviak po parabolach y = kx? hodnota limity zaleZi
na konstanté k (viz Poznamkal2.2).

Bez pouziti pocitace je velmi obtizné nakredlit graf funkce a studenti Casto ne-
maji stouto funkci spojenu konkrétni geometrickou predstavu (PC-graf obr.[11.6):

\%

f:=proc(x,y) if x=0 and y=0 then O
el se x"2*y/(x"4+y~2) fi end:

plot3d(f, -2..2, -2..2, grid=[100, 100],
styl e=pat chcontour, orientation=[-46, 35],
contours=12, axes=boxed, |abels=[x,y, 2" ]);

\Y

\Y

\%

\Y

2 2

obr. 11.6
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Priklad 11.6. Funkce

f(x,y) = m
mav bodeé [0, 0] nevlastni limitu oo (viz priklad21Hi)). PC-graf funkce je uveden
na obrazku [10.25.

Priklad 11.7. Funkce

Foy) = X2+y2 -9
neni definovana na mnozing K = {[x, y] : x> + y?> = 9}, coz je kruznice se
stfedem v bodé [0, 0] a poloméem r = 3, anema v Zzadnem bodé této mnoziny
limitu.

Necht [Xo, Yol € K. Jestlize se k bodu [Xg, Yo] blizime po libovolné cesté L,
lezici vné kruznice K, pak dostavame

lim 2 2 +
—_— = — = +400.
xy)—Mo.yo) X2 +y2—9  0OF
(X,y)ela

Jestlize se k bodu [0, 0] bliZime po libovolné cesté L, lezici uvnitf této kruznice,
dostavame
lim 2 2
= — = —00.
xy)—xo.yo) X2 +y2—9 0
(X, y)eL2
Odtud plyne, ze limita limy y)— .y (X, Y) neexistuje. Existuji pouze limity
po cestach lezicich uvnitf a vné kruznice K. PC-graf funkce f je uveden na

obrazcich[10.20 a[10.21]

11.2. Vypocty

Maplu miizeme pouZzit i pfi urGovani existence, resp. neexistence limity funkce
dvou promeénnych.

Nasledujici pfiklady ilustruji moznosti Maplu pfi procvicovani nékterych me-
tod urCovani limit funkce. Napf. u funkce dvou proménnych se k limitnimu bodu
mUzeme bliZit nekonetné mnoho zplisoby: po primkach, parabolach & obecnych
mnozinach. K dilkazu neexistence limity pfitom stali ngjit dvé rtizné hodnoty
limit vzhledem k rliznym mnozinam. Maple nam zde pomaha pfi vypoctu vol-
bou y = ¢(x) (pro vhodné ¢) ziskanych limit funkce jedné proménne (pr. 2.1 a
pr.[22). Maple nam miize asistovat i pri dilkazu neexistence a prip. i existence
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limity funkce dvou promeénnych ve vlastnim bodé [xo, Yo] zavedenim polarnich
soufadnic (pf.23 apf.2.4).

Jinou moznosti feSeni limit funkci dvou promeénnych je negdfive urCit graf
funkce, podle grafu vyslovit hypotézu o existenci, resp. neexistenci atuto dokazat
(pr.25). K tomulze efektivng, alesjistou opatrnosti, vyuzit PC-graf{l uvazovanych
funkci.

Nékteré priklady z této Casti jiz byly pouzity v Casti llustrace, zde je viak na
rozdil od predchazejici ¢asti kladen diiraz na vypocetni aspekt problému.

Priklad 11.8. Urcete
2 2
. X< —
[im y .
(x.y)—(0,0) X2 + Y2

Zkoumanou funkci oznatme g(x, y). Zamnoziny, vzhledem k nimz budemelimity
pocitat, zvolme primky. Pokud sek limitnimu bodu [0, O] bliZime po pfimcey = 0,
dostavame
. . X?
Li= lmg(x, 0 = im; =1,

ale pokud se k limitnimu bodu bliZime podé pfimky y = x

2 X2

. . XS —
Lo = MO0 =M e e = O
Tedy L1 # Lo, t.j. vysledek zavisi nacesté, po které se blizime k limitnimu bodu,
aproto uvazovana funkce g nemav bodeé [0, 0] limitu.
Pritom bylo pouzito nasledujicich prikazl:

> 9 =(X,y)->(X"2-y"2) [ (X" 2+y" 2) ;

X2_y2
X2+y2

g:=(Xxy)—>

> L1:=Limt(g(x,0), x=0)=limt(g(x,0),x=0);
Ll1:=Iliml1=1
x—0
> L2:=Limt(g(x,x), x=0)=limt(g(x,Xx),x=0);
L2:=1im0=0

Xx—0
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Poznamka 11.1. Pozor na nespravné pouziti Maplu pfi vypoctech limit!
Prikazem:

> limt(limt(g(x,y), y=0), x=0);

1

nepocitame limitu danéfunkcev bodé [0, 0], ale pouze limitu podé osy x. Spravné
pouziti prikazu | i m t k vypoCtu hledané limity je:

> limt(g(x,y), {x=0,y=0});

undefined

Zde tedy dostavame, Ze limita neexistuje. U vsech dalSich prikladli uvedenych
v této Casti vsak Maple neni pfimym vypoctem schopen o existenci limity rozhod-
nout.

Priklad 11.9. Urcete limitu funkce

Xy?
f = —
v bodé [0, 0].
Budeme-li sek bodu [0, O] bliZit po pfimkach y = kx, dostavame

im— 2 jim KX

x—0 X2 + k4x4  x>01 4+ k4x2
Vysledek nezavisi nak, pro jakoukoli pfimku dostavame stejny vysledek. To v3ak
k existenci limity nestati. Polozme x = ky?. Dostavame

ky* k

lim = ,
y—0k2yt +y4 k241

coz je vysledek zavisegjici na konstanté k. Limita tedy neexistuje, pro rtizné cesty
dostavame riizné vysedky.
Realizace v Maplu:

> fr=(X,y)->x*y 2/ (X" 2+y" 4) ;

> Limt(f(x,k*x), x=0)=limt(f(x,k*x),x=0);

. x3 k?
l[im

— =0
x—0 X2 + k4 x4
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S Limt(f(k*y 2,y),y=0)=limt(f(k*y 2,y),y=0):

k y* k

lim =

Priklad 11.10. Rozhodnéte, zda existuje limita

2Xy
m — .
(x,y)—(0,0) X2 + Y2

Zavedenim polarnich soufadnic dostavame

2
*Y  _ im

- 2r2sin(¢) cos(¢)
(x,y)—(0,0) X2 —+ y2 r—0+ -

= sin(2¢).

Protoze vysledek zavisi na ¢, tj. na sméru, ve kterem se bliZime k bodu [0, 0],
uvedena limita neexistuje.
Vypocet:

> fr=(X,y)->(2*x*y) [ (X" 2+y" 2);

> Limt(subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi), f(x,y)),
> r=0, right)=limt(sinplify(subs(x=r*cos(phi),
> y=r*sin(phi), f(x,y))), r=0, right);

r2cos(¢)sin(¢)

2 2 cos(g )2 1 r2sin(gyz — 2OX @SN

Priklad 11.11. Rozhodnéte, zda existuje limita funkce

X3+y3

f(X,y)Zm

v bodeé [0, O].
Transformaci do poléarnich soufadnic dostavame

. x3+y® r3Eindeg + cos _ _
im Y im ( : ¢+ 9 _ lim r(sin®¢ + cos®¢) = 0.
X.y)—=>(0.0) X2+ Y2  r-0+r2(sin?¢ + cos? )  r—0+
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Vypocet:
> fr=(x,y)->(X"3+y"3)/ (X" 2+y" 2);
3 3
+y
f .=
(X’y) — X2+y2

> Limt(subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi), f(x,y)),
> r=0, right)=limt(sinplify(subs(x=r*cos(phi),
> y=rr*sin(phi), f(x,y))), r=0, right);
r3cos(¢)®+r3sin(¢)®
r—0+ r2cos(¢)2+r2sin(¢)2
a protoze funkce g(¢) = sin®(¢) + cos’(¢) je ohrani¢ena (obr. [I1.7), je podie
Véty [2.6 hodnota limity rovna nule.

Priklad 11.12. Urcete
2
X
lim —
(x.y)—(0.0) X2 + y2

Generujme PC-graf funkce (obr. 11.2) a zkoumejme chovani funkce v okoli limit-
niho bodu (obr. I1.8), (ziskany PC-graf se temé& nelisi od PC-grafu na obr. 11.2]
vamnéme si derozdilu v oblasti, nad kterou PC-graf vytvarime).
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obr. 11.8

> g:=(X,y)->X"2%yl (X" 2+y" 2);

> plot3d(g, -0.003..0.003, -0.003..0.003,
> orientation=[-57,38], axes=franed, |abels=[x,y,’2']);

Z toho, ze funkeni hodnoty se ,blizi* nule, 1ze usoudit, Ze limita funkce v bodé
[0, 0] patrné existuje a je rovna nule. Tuto hypotézu dae podpofme vypoctem
limit po pfimkach y = kx aparabolach y = kx?:

X2y

93:(XaY)—>m

> L1:=limt(g(x, k*x), x=0);
L1:=0

> L2:=limt(g(x, k*x"2),x=0);
L2:=0
Jestlize tedy limita existuje, musi byt rovna 0. Provedme transformaci do polar-
nich souradnic a existenci limity ovéfme podle stegjné véty jako v predchazejicim
priklade:
. x2 . r?cos(¢)r sin
im Y im (@) sin(¢)
*x.y)—>0.0 X2+ y2 -0+ r2

= lim r(cos?(¢) sin(¢)) = 0
r—0+

aprotoze funkce cos?(¢) sin(¢) je ohrani¢end, je hodnota limity rovnanule.
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> Limt(subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi), g(x,y)),
> r=0, right)=limt(subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi),
> g(x,y)), r=0, right);

r3cos(¢)?sin(¢)

(01 12C0S($ )2 +r2sin(¢)2

Priklad 11.13. UrCete _
sin
*xy)=>00 X+Y

> f:=(x,y)->sin(x+y)/ (x+y); x1:=0:y1: =0:

sin(x+vy)

f:= (X,
(X, y) — Xty

> Limt(f(x,yl+k*(x-x1)), x=x1) =
> limt(f(x,yl+k*(x-x1)), x=x1);

lim sin(x + Kk x) _1
x—0 X+ Kk Xx
Va&mnémes, ze f jedozenaz funkci F aG, kde:

> Fi=(x,y)->x+y; G =t->sin(t)/t;
F:=(X,y) > X+YVy

sin(t)
t

G=t—

> (GOF) (X,Y);
sn(x+y)
X+y

S Limt(Qt),t=0)=linmt(Qt),t=0);
. gin(t
[im () =1
t—0 t
V naSem pripadeé limity funkci F a G existuji atedy podle véty o limité slozené
funkce je limitarovnajedné.
> plot3d(f(x,y), X=-2*Pi..2*Pi, y=-2*Pi..2*Pji

> orientation=[162,36], axes=franed, styl e=patch,
> | abel s=[x,y,’ z'], tickmarks=[7,7,3]);
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Priklad 11.14. Urcete

X2 +y2—2x—2y

lim .
xy—=>@1L-1) X2+ y2 —2X + 2y + 2

\Y

fi=(X,y)->(X"2+y" 2-2*x-2*y) [ (X" 2+y~ 2- 2* x+2*y+2);
x1:=1.yl:=-1:

\Y

X2+ y2—2x -2y

f:=
(Xy) = X24+y2—2X+2y+2

\Y

Limt(f(x,yl+k*(x-x1)), x=x1) =
imt(f(x,yl+k*(x-x1)), x=x1);

i X2+ (—=14+k(x—1))>—2x+2-2k(x—-1) o0

b X2+ (—=14+k(x—1))2—2x+2k(x—1)  signum(1l+k2)
Z toho plyne, Ze pokud se k limitnimu bodu blizime po pfimkach, dostavame
limitu rovnu oo, nebot sgn(1 + k?) = 1. K dilkazu existence limity vyuzijeme
véty o limité soucinu funkci:

\%

> Ct:=nunmer(f(x,y));
Cit:=x*+y? —2x — 2y
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> 1jmen: =1/ denon(f(x,y));
. 1
X2 Y2 —2X 42y +2

ljmen
> (x-1)"2+4(y-1)" 2=expand((x-1) " 2+(y+1)"2);

(X=1)2+(y—1)°=x>+y?>—2x+2y+2
Jmenovatel denon( f (X, y)) jevzdy kladny a

1
lim =
xy)—>L-1) X2+ y2 — 2X + 2y + 2

b

liMx.y)— 1.1y X2 + y2 — 2x — 2y = 2 atedy soutin je roven oo (obr. ITI0).

> plot3d(f(x,y), x=0.5..1.5, y=-1.7..-0.5,view=-1..200,
> styl e=pat chcont our, grid=[50,50], axes=boxed,
> |abel s=[x,y, 2z ], tickmarks=[5, 6, 2]);

obr. 11.10



Kapitola 12

Derivace funkcev Maplu

V této kapitole je z vypocetniho hlediska velmi efektivni pouZiti pocitatového
systému k primym vypoctlim parcialnich derivaci, zejména pri kontrole vysledkl
narocnéjSich vypoctl. Pomoci PC-grafli mlizeme také znazorihovat geometricky
vyznam parcianich a smérovych derivaci.

12.1. Parcialni derivace 1. radu

Pomoci Maplu |ze Definici [3.1] zapsat nasledujicim zplisobem:
D ff(f(x[0],y[0]),x)=
Limt((f(x,y[0])-f(x[0],y[0]))/(x-x[0]), x=x[0]);

- f (X, Yo) — f (Xo, Yo)
—Xo X — Xp

\

\Y

if(x )= |
Ix 0, Yo =

\Y

Di ff(f(x[0],y[0]),y)=
Limit ((f(x[0],y)-f(X[0],y[0]))/(y-y[0]), y=y[O]);

f (X0, ¥) — T (X0, Yo)

\

if(x )= lim
3y 0, Yo =,m Y — Yo
Oznatimei x — Xo = h ay — yp = k, mlizeme pouZit anal ogického zapisu:
D ff(f(x[0],y[0]),x)=
Lim t ((f(x[0]+h,y[0])-f(x[0],y[0]))/h, h=0);

f (Xo 4+ h, yo) — f (X0, Yo)
h

\Y

\

0 f (X = lim

\

Oi ff(f(x[0],y[0]),y)=
Limit((f(x[0],y[0]+k)-f(x[0],y[0]))/k, k=0);

\

162
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f (X0, Yo + k) — f (X0, Yo)
k

afX = lim
ay (o,YO)—k_)o

Priklad 12.1. UrCete parcialni derivace funkce f (x, y) = x*y? — xy+ 7 v obec-
nem bodeé [X, Y]
i) podle definice.

> fi=(x,y)->X"4*y" 2-x*y+7;

fi=(x,y) > x*'y? —xy+7

> Limt((f(x+h,y)-f(x,y))/h, h=0):"=val ue(”);

Iim(x+h)“y2—(x+h)y—x4y2+><y

_ 3 _
hm n =y(4yx' —-1)

> Limt((f(x,y+k)-f(x,y))/k, k=0):"=value(”);

XMy +K)Z=x(y+k)—x'y?+xy
\im K

=x(2yx3—1)

Tedy
AP ) = y(4yx® — 1)

%(x, y) = X(2yx* — 1).

i) Vyuzitim prikazu di f f . Maple umoznuje i pfimy vypocet parcidnich de-
rivaci. Ten vyuZivame tehdy, pokud je parcidni derivovani dostatetné procviceno
a rutinnimi vypocty se nechceme déle zdrzovat, pripadné ke kontrole spravnosti
vypoCtu. K symbolickému derivovani pouzivame prikazu di f f pro vyrazy a
funkéniho operatoru D pro funkcdl:

> Dff(f(x,y),x):"=value(”);

;—X(x4y2—xy+7)=4x3y2—y

> factor(”);

0
a—x(x4y2—xy+7) =y(4yx®—1)

Lyyraz afunkce ve smyslu zakladnich datovych struktur Maplu




164 Derivace funkce v Maplu

\

Dff(f(x,y),y):"=factor(value(”));

aiy(x4y2—xy+7):x(2yx3—1)

D1l (f);

\Y

(X, y) = 4x3y? —y

\Y

factor (D[ 1] (f)(x,Yy));
y(4yx®—1)

\

factor (D[ 2] (f)(x,Yy));
X(2yx®—1)

Geometricky vyznam par cialnich derivaci

Grafickych moznosti Maplu vyuZijeme nyni i k znazornéni geometrického vy-
znamu parcialnich derivaci. PC-grafem znazornime geometricky vyznam parciani
derivace funkce f (x, y) = x + y? — x3y podle x v bodé [1, 2].

Generujme postupné PC-graf funkce f (pl), rovinu p: y = 2 (p2, zavyuziti
prikazu dr awpl ane z knihovny mvcal p), kfivku, ktera je priisenici roviny
o s grafem funkce f (p3) a konetné teCnu k této kfivce v bodeé [1, 2] (p4),
lezici v roviné p. Parcidlni derivace funkce f podle x udava smérnici této teCny
(smer x). Jednotlive PC-grafy nevykreslujeme na obrazovku, v zavéru je pomoci
prikazu di spl ay3d sozime do vysledneho PC-grafu (obr. I2Z.7):

> fr=(x,y)->x+y” 2-x" 3*y;
fi=(Xy) > x+y> —-xy

\

bod: =[ 1, 2] ;
bod:=[1, 2]

\

pl: =plot3d(f(x,y),x=-2..2,y=-3.. 3, axes=franed):

\

wi t h(nvcal p):

\

wi th(plots):
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p2: =dr awpl ane(y=bod[ 2] , x=-2. .2, z=-10.. 20,

axes=f raned)

p3: =pl ot 3d([ x, bod[ 2], f(x, bod[2])], x=-2..2,y=-3..3,
axes=franed, thickness=3, col or=bl ack):

> smerx:=limt((f(bod[ 1] +h, bod[ 2])-f (bod[ 1], bod[2]))/h,
> h=0);

smerx := —5

> p4: =spacecur ve(eval n{[ bod[ 1], bod[ 2],
> f(bod[ 1], bod[ 2] )] +t*[1, 0, snerx]),

t=-3..1, color=black, thickness=3):
di spl ay3d({pl, p2, p3, p4}, labels=[x,y,z]);

obr. 12.1 obr. 12.2

Obdobné generujme i PC-graf znazornujici parcialni derivaci podle y. Zkou-
mana funkce je zde uvedena z jineho Uhlu pohledu (obr.[12.2):

>

>

g2: =dr awpl ane( x=bod[ 1], y=-3.. 3, z=-10.. 20):
g3: =pl ot 3d([ bod[1],y, f(bod[1],y)], x=-2..2, y=-3..3,

> thi ckness=3, col or=bl ack):
> snery:=limt((f(bod[1], bod[ 2] +h)-f(bod[ 1], bod[2]))/h,

h=0) ;
smery := 3

g4: =spacecurve(eval ([ bod[ 1], bod[ 2], f (bod[ 1], bod[ 2] )]
+t*[0,1,snmery]), t=-4..1, color=black, thickness=3):

di spl ay3d({pl, g2, g3, g4}, |abels=[x,y, z],
orientation=[ 129, -131]);
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Uvedené postupy jsou univerzalni a umoznuji generovat tento PC-graf pro
libovolnou funkci, ktera ma v zadaném bodé parcialni derivace pouze zménou
zadani funkce a soufadnic bodu, ve kterém parciani derivace pocitame. Samo-
statné generovani téchto PC-grafli studenty v pocitacove laboratofi je vhodnym
cvicenim na pochopeni geometrického vyznamu parcianich derivaci.

Skutecnost, Ze z existence parcialnich derivaci funkce f (x, y) v bodé [Xg, Yol
neplyne spojitost v tomto bodé, ilustruje nasledujici priklad:

Priklad 12.2. Funkce

2L pro(x,y) # (0,0

f . =
oY) {0 pro (x, y) = (0, 0)

> f:=(x,y)->f (x=0 and y=0) then O
> else (x"4*y"2)/(x"8+y"4) fi:

mav bode [0, 0] obé parciani derivace (rovny nule):
> limt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0);

0

> limt((f(0,y)-f(0,0))/(y-0), x=0);
0
a neni zde spojita, nebot blizimei se k bodu [0, 0] po parabolach y = kx?,
dostavame:
S Limt(f(x, k*x*2), x=0)=limt(f(x, k*x"2), x=0);
. x8 k? k2
lim =
x->0 X8 +k4x8 14 k4
To vSak znamena, ze lim y)—. 0,0) f (X, y) neexistuje atedy funkce f neni v bodé
[0, 0] spojita (obr. 12.3).
> plot3d(f, -1..1, -1..1, style=patchcontour,

> axes=boxed, grid=[100, 100], orientation=[-45, 35],
> contours=7, labels=[x,y, 2"]);

12.2. Derivace vySich radu

K vypoctu derivaci vySSich fadll se pouziva stejného prikazu jako pro derivaci
prvniho fadu, navic pouze zadame, kolikrat podle které proménné derivujeme.
Efektivnost vypoctu ilustrujme na nasledujicim prikladé:
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1 1

obr. 12.3

Priklad 12.3. UkaZzte, Ze pro funkci

1

/X2_|_y2_|_22

U=

plaﬂ uXx+Uyy+uZz= O
> ur=(X,y,z)->1/sqrt(x"2+y" 2+z" 2);
1

u:=(xy.2) = sort( x2 + y2 + z2)

> st (= tinme():
> diff(u(x,y,z),x$2)+di ff(u(x,y,z),y$2)+
> diff(u(x,y,z),z%$2);
X2 1 y?
3 -3 3
3 z

> sinplify(”);
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Tim je zkoumana rovnost ovéfena. Dobu vypoctu v sekundach urcime prikazem:
> time() - st;
.050
Nasledujici priklad ukazuje, Ze bez predpokladu spojitosti smiSenych parcial-

nich derivaci fyy, fyx v bode [Xo, Yol rovnost fyy(Xo, Yo) = fyx(Xo, Yo) obecné
neplati.

Priklad 12.4. Necht jefunkce f dana pfedpisem

y3_ 3
f(x.y) e Pro(x.y) #(0,0),
0 pro (X, y) = (0, 0).
Ukazte, Ze pro tuto funkci je fyy (0, 0) # fyx(0, 0).
Pocitefme postupné parcidni derivace 1. fadu

y3-3x%y  2x(xy}-x3y)
Fo(X,y) = { 7 T oAy (X, y) # (0,0,
0 (X.y) = (0,0).

Pro vypotet fx(0, 0) jsme pouzili definice fx(0,0) = limy_o {"2-1C9 op
dobné
B - 20 () # (0.0

f X, — x2+y2 (x2+y2)2 )
) {0 (X, y) = (0,0).

Vyuzitim téchto vysledkil plyne z definice parcialnich derivaci 2. fadu

fy(0,0) = |im h =M=t
Y fy(h,0) — f,(0,0) L —h-0 B
0.0 = Jim HEEET2 i = -1

Tedy pro tuto funkci je fyy (0, 0) # fyx(0O, 0).
VypoCet:
> f:=(x,y)->f (x=0 and y=0) then O
> else (x*y 3-x"3*y)/(x 2+y"2) fi:
> D11 () (x,y);
Y —3x%y (XY =xy)x
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\Y

D 2] (f)(x,y);
3x y?—x3 2(xy3—><3y)y

\

fx0:=limt((f(h,0)-f(0,0))/h, h=0);
fx0:=0

\Y

fyo:=limt((f(0,h)-f(0,0))/h, h=0);
fy0:=0

\

[imt((D1](f)(0,h)-fx0)/h, h=0);
1

\Y

limt((D[2](f)(h,0)-fy0)/h, h=0);
-1
PoCitaem generujme PC-graf funkce, kterou si jinak umimejen velmi obtizné
predstavit. Tento PC-graf je zajimavy i tim, Ze z ngj neni vidét, ze smiSené parciani
derivace ngjsou zamenné (obr. [12.4):

> plot3d(f, -3..3, -3..3, style=patch, axes=boxed,
> | abel s=[x,y," 2" ]);

12.3. Smérovéderivace

Na rozdil od parcidnich derivaci nemame v Maplu k dispozici pfimy prikaz
k vypoctu smérovych derivaci. K vypoctu tedy pouzivame pfimo Definice 3.3
V Maplu zapis vypada takto:

> Limt((f(x[O] +t*u[1], y[O]+t*u[2])-f(x[O],y[0]))/t,

> 1=0);

i f (Xo + tug, Yo+ tuz) —f (Xo, Yo)

t—0 t

Priklad 12.5. Urcete smérovou derivaci funkce

g(x, y) = x? + y? — x cos(nty) — y sin(mx)
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v bodé [—1, 2] ve sméru vektoru u = (2/4/(5), 1/4/(5)).
Nejdfive definujme funkci g(x, y):
> g:=(x,y)->x"2+y" 2-x*cos(Pi *y)-y*si n(Pi *x);

g:=(X,y) > x>+ y?>—xcos(ny) —ysin(mx)
anyni aplikujme definici:

> Dg(-1,2):=limt((g(-1+t*2/sqrt(5),
> 2+t*1/sqrt(5))-g(-1,2))/t, t=0);

2 4
Dg(—1,2) ::—E«/§+§n«/§

K eznazornéni geometrického vyznamu smérovych derivaci pouzijeme podobného
postupu jako u derivaci parcidnich. Generovani tohoto PC-grafu je opét vhodnym
cvicenim na pochopeni geometrického vyznamu a definice smérovych derivaci.

PC-grafem znazornime smérovou derivaci funkce f (x, y) = x>+ y? ve sméru
vektoruu = (1, 1) v bodé [1, 1].

Tvorbu rozdélme do nékolika Casti, postupné generujme PC-graf funkce f
(s1), rovinuy = x (s 2, znazoriuje smér vektoru u, v tomto pfipadé ji zadavame
parametricky), kfivku, kteraje prtiseénici roviny s grafem funkce (s 3, tedy funkci
jedné proménné ¢ (t), jgjiz derivaci hledame) akonecné tetnu k ¢(t) v bodé[1, 1]
(s4). Vysdedny PC-graf je znazornén na obrazku
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> fi=(X,y)->x"2+y" 2;
fi=(X,y) > x>+ y?

> bod: =[ 1, 1] ;
bod:=[1,1]

> u:=[1,1];
u:=1_[11]

> sl:=plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3):

> s2:=pl ot 3d([ bod[ 1] +u[ 1] *t, bod[ 2] +u[ 2] *t, z], t=-4..2,
> z=-5..18, grid=[5,5]):

> wth(plots):

> s3: =spacecurve([ bod[ 1] +u[ 1] *t, bod[ 2] +u[ 2] *t,

> f(bod[ 1] +u[ 1] *t, bod[2] +u[2]*t)], t=-4..2,

> t hi ckness=3, col or=bl ack):

- smer: =limt((f(bod[1]+t*u[1],
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> bod[ 2] +t*u[2])-f(bod[1], bod[2]))/t, t=0);
smer ;=4

> s4: =spacecurve(eval m([ bod[ 1], bod[ 2], f(bod[1],

> bod[ 2] )] +t*[u[1],u[2],sner]), t=-2..2, thickness=3):

> di splay3d({sl, s2,s3,s4}, scaling=constrained,

> orientation=[-28,-170], |abels=[x,y,z], axes=franed);
Zménou zadani funkce, bodu (bod) a vektoru u (u) miizeme generovat dalSi
PC-grafy.

V prikladu jsme ukazali, ze z existence parcianich derivaci funkce f
v bodé [Xo, Yo] neplyne spojitost funkce v tomto bodé. Nyni na stejné funkci
ukazeme, Ze ani existence smeérove derivace v bodeé [Xo, Vo] ve sméru libovolného
vektoru u neni postacujici pro spojitost.

Priklad 12.6. Ukazte, Ze funkce f definovana predpisem

xéy2
F(x.y) = {x8+y4 pro (x, y) # [0, 0]
0 pro(x,y)=10,0]

ma v bodé [0, 0] smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru u € V? a
pfesto neni v tomto bodé spojita. (V2 je oznateni pro zaméfeni 2-rozmérného
euklidovského prostoru.)

Jedi 0 # u = (ug, up) € V2 libovolny vektor, pak podie definice smérovée
derivace plati

f(OO)—Iiml[f(O—Hu 0+ tuy) — f(0,0)] = lim thug-t?us
ulY, _t—>0t 1, 2 , _t—>0t(t8u§+t4u‘21)_

_ tufup
- ||mﬁ -
t—0 t4ug + U3

\Y

f:=(x,y)->f (x=0 and y=0) then O

el se (x"4*y"2)/(x " 8+y"4) fi:
Limt((f(O+t*u[ 1], O+t*u[2])-f(0,0))/t, t=0)=
limt((f(O+t*u[1l], O+t*u[2])-f(0,0))/t, t=0);

\

\Y

\

lim turtu,® =

t—0 t8u18+t4u24 -
Pritom v prikladu 12.2 jsem ukazali, ze funkce f neni v bodé [0, 0] spojita, viz
také priklad[3.5 a obr.
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12.4. Parcialni derivace slozenych funkci

Vypocty parcidlnich derivaci slozené funkce dvou proménnych jsou Ukolem po-
mérné pocetné narotnym, v ucitelském studiu dnes probirame pouze vypocet
parcidni derivace slozené funkce prvniho fadu. Ukazeme zde moznost, jak tyto
vypocty znatné zjednodusit za pomoci pocCitace.

Pomoci Maplu |ze vzorce pro parcidni derivace 1. fadu sloZzené funkce dvou
proménnych v obecném bodé [u, v] (Véta.l) zapsat takto:

> dFdx: =Di ff (f(u,v),u)*Di ff(u(x,y),x)+
> Diff(f(u,v),v)*Dff(v(x,y), x);

0 0 0 0
dFdx := (a—uf(u,v)) (a_x u(x,y)) + <8—Uf(u,v)) (a—xv(x,y))

> dFdy: =Di ff(f(u,v),u)*Diff(u(x,y),y)+
> Diff(f(u,v),v)*Dff(v(x,y),Vy);

0 0 0 0
dFdy := (af(u, v)) (a_y u( X, y)) + <%f(u, v)) (a—yv(x, y))

Ukolem pro studenty do potitatove laboratofe je vyuziti téchto vzorcl v procedu-
rach pro vypocet parcianich derivaci slozenych funkci:

> dzdl: =proc(z, uu, vv, u, Vv, X,Y)

> diff(z,u)*diff(uu, x)+diff(z,v)*diff(vv,x);

> end:

> dzd2: =proc(z, uu, vv, u, Vv, X, Y)

> diff(z,u)*diff(uu,y)+diff(z,v)*diff(vv,y);

> end:
Procedury dzd1 adzd?2 urCuji parcialni derivaci 1. fadu slozené funkce dvou
proménnych. Parametry procedury jsou: z je funkce z = f(u, v), uu je funkce
u(x, y),vv jefunkcev(x, y) au, v, x ay jsou promenng, ve kterych jsou funkce
zapsany (mlzeme pouZit libovolné oznateni proménnych, viz priklad [12.8). Pro-
cedury miizeme pouzit i obecné na funkce z(u, v), u(x, y) a v(x, y), pricemz

dzd1 pocitaparciani derivaci podle prvni proménné (zde podle x) adzd2 podie
2. proménné (y):

> dzd1l(z(u,v), u(x,y), v(x,y), uVv,x,vy);

aZ 9 X aZ aVX
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> dzd2(z(u,v), u(x,y), v(x,y), uVv,x,vy);
0 0 0 0
() (ym) () (3000)

Priklad 12.7. Je danafunkce z = € sinv, kdeu = xyav = X + y. UrCete z,
aZy.
Pouzitim procedur dzd1 adzd?2 dostavame:

> zx:=dzdl(exp(u)*sin(v), Xx*y, X+y, Uu,Vv,X,y );

zx:=¢€e"sin(v)y+ €' cos(v)

> zy:=dzd2(exp(u) *sin(v), x*y, X+y, U,Vv,X,y );

zy:=¢e"sin(v)x + €' cos(v)
Dosazenim za u a v dostavame:

> zX:=subs(u=x*y, v=x+y, zX);

2¢:=e*Vdn(x +y)y+ e cos(x +y)

> zy: =subs(u=x*y, v=x+y, zy);

7y :=e*Vsn(x+y)x+e*Y cos(x+y)

Poznamka 12.1. Pro feSeni prikladu[I2.7 miizeme pouZit i pfimého vypottu:
> U =(X,Yy)->X*y; v: =(X.Yy)->X+y;

u:=(xX,y) —> Xy

vVi=XYy—> X+Y

> vyraz: =exp(u(x,y))*sin(v(x,y));

wraz:=e*Y) sin(x +y)

> zx:=diff(vyraz, x);

2:=ye*Vdn(x+y) +e*Y cos(x +y)
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> zy:=diff(vyraz,y);

7y :=xeXYsn(x+y)+e*Y cos(x +y)
V tomto pFipadé jsou vSak vzorce pro vypocet parcianich derivaci sloZzené funkce
,»SKryty* atento postup je vhodny pouze pro kontrolu spravnosti vypoctu.

Priklad 12.8. Transformuijte rovnici
yhx,y) = xfy(x,y) =0

do poléarnich soufadnic ¢ = arctan £, 1 = /x2 + y2.
Oznatme z = f (X, y) adosadme do vzorcli pro derivace prvniho fadu:
> alias(z=z(r, phi));
I,z
(oznaCeni z=z(r, phi) bylo pouzito pro zjednoduSeni Mapleovského vystupu)

> zx:=dzd1(z, sqrt(x 2+y~2), arctan(y/x), r,phi,Xx,y);

d
_@ax (w7
VX2 +y? x2(1+y2)

X2

> zy:=dzd2(z, sqrt(x 2+y~2), arctan(y/x), r,phi,Xx,y);
d
(r2) Yy 36 2

_|_
VX2 +y? X (1+y—2)
X2

Coz po Upraveé davarovnici:
> sinmplify(y*zx-x*zy=0);

(39

Poznamka 12.2. ReZeni prikladu Opét za pouZiti primeého vypottu:
> vyraz:=z(sqrt(x"2+y"2),arctan(y/x));

wraz =z (Jm arctan (%))
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> zx:=diff(vyraz, x);
D1(2) (\/ﬁy2 arctan (%)) X Dy(z) (\/ﬁy2 arctan (%)) y
o STy i (147
X (1—|— ?)
> zy:=diff(vyraz,y);
Dy(2) (\/ﬁy2 arctan (%)) y  Da(2) (\/Wy2 arctan (%))
zy = +
o 7)
OznaCime-li
D1(2) (w/x2 + y2, arctan (%)) = % aDy(2) (N/x2 + Y2, arctan (%)) = s—;
dostavame:

> zx:=subs({op(1,o0p(1,zy))=
> Diff(z,r),op(1,0p(2,zy))=Diff(z, phi)},

29x  (%2)y

X = —
VX2 Y2 X2 (1+ yZ)

X2

zX);

> zy: =subs({op(1, op(1,zy))=
> Diff(z,r),op(1,op(2 2y))=Diff(z,phi)}, zy);

_(E2)y 3

= +
i VX2 +y2 ( yz)
X1+ ﬁ

> sinplify(y*zx-x*zy=0);

d¢
Podobnym zplisobem je mozno naprogramovat i procedury pro vypocet par-
cianich derivaci druhého fadu:
> dzdd1l: =proc(z, uu,vv, u, Vv, X,Yy)

> diff(z,u,u)*diff(uu, x)"2+2*diff(z,u,v)*diff(vv,x)*
> diff(uu,x)+diff(z,v,v)*diff(vv,x) 2+diff(z,u)*
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> di ff(uu, x,x)+diff(z,v)*diff(vv, X, X);

> end:

> dzdd2: =proc(z, uu, vv, u,Vv, X,Y)

> diff(z,u,u)*diff(uu,y) 2+2*diff(z,u,v)*diff(vv,y)*
> diff(uu,y)+diff(z,v,v)*diff(vv,y) 2+diff(z,u)?*

> diff(uu,y,y)+diff(z,v)*diff(vv,y,y);

> end:

> dzdd12: =proc(z, uu, vv, u, Vv, X,Y)

diff(z,u,u)*diff(uu, x)*diff(uu,y)+diff(z,u,v)*

di ff(vv,y)*diff(uu,x)+diff(z,u,v)*diff(vv,x)*

di ff(uu,y)+diff(z,v,v)*diff(vv,x)*diff(vv,y)+
diff(z,u)*diff(uu, x,y)+diff(z,v)*diff(vv,x,y);

vV V. V. V

> end:
Zdedzdd1 jeprocedura pro vypocCet druhé parcialni derivace podle 1. proménnég,
dzdd?2 pro vypocCet druhé parcidni derivace podle druhé proménné adzdd12
pro vypocet smisené parcialni derivace, pricemz vyznam parametrll procedur je
steginy jako u procedur pro vypoCet prvnich derivaci.

Nyni si pomoci téchto procedur pfipomenme vzorce pro parcialni derivace

slozené funkce 2. fadu v obecném bodé [u, v] (V&taB.2):

> alias(z=z(u,V));

I,z

> dzdd1(z, u(x,y), v(X,y), u,Vv,Xx,Yy);
(8_22)@“ )Zz(az z) 2 vx ® uix
au? X (%) au v (a_x ( ,y)) (a_x ( ,y))
(559 G + (59 (e
502 2) \ax V¥ +<a_u )<37 ( ’y))

> dzdd2(z, u(x,y), Vv(X,y), uVv,Xx,y);
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92 92 3 3
() G +2 557) (e (een)
32 3 2 ) 32
! (% Z) (a—y“”)) ! (@ Z) (a—yz““’”)
iz) a—2v(x ))
+'(8v (8y2 Y
> dzdd12(z, u(x,y), Vv(X,¥), U, Vv,X,y);
92 B 3
(77) (Greew) (o)
92 ]
(auavz) (a_yv(x’y)) <_ e y))
82z 8( )) —Uu(x,y)
+(auav ) (ax Xy ( y )
iv(x )) iv(x ) )+ ) 0 u(x,y)
(22) (o) (sv0em) + (52) (e )
+(31)(82vu 0
v Yy dX Y

Moznosti novych procedur ilustrujeme na nasledujicich prikladech.

Priklad 12.9. Transformuijte do novych nezavisle proménnychu = x + ay, v =
X — ay rovnici
aZZXX - Zyy - 0.
Vyuzitim procedur dzdd1 adzdd?2 dostavame:
> alias(z=z(u,V));

I,z

> zxx:=dzddl(z, x+a*y, x-a*y, u,Vv,X,Y);

02 02 02
2XXi=|—2 2 z z
(8u2 )-+ (8u8v ).+-(8v2 )

> zyy:=dzdd2(z, x+a*y, x-a*y, u,Vv,X,Yy);

2 \ 92 52
=(—z)a?-2 z)a?+(—2z)a®
2y (8u2 ) (8u8v ) +-<8v2 )
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> sinplify(a”2*zxx-zyy=0);

82
4 z]a?=0
ou v

Priklad 12.10. Transformujte rovnici

X*Zyx + yzzyy — 2XYZy + X%+ Yz, =0

do nezavisle proménnych u = xyav = X/y.

\Y

zx:=dzd1(z, x*y,x/y,u,Vv,X,Y);

som (L) v+ 2
=% y

> zy:=dzd2(z, x*y,x/y,u,Vv,X,Vy);

_ (2 (32 2)
7y = (a—uz) X — v

> zxX:=dzdd1l(z, x*y,x/y,u,Vv,X,y);

92 ) 92 Ly
xXxX:=—z 2 z =
<8u2 )y + <av8u )+ y?

> zyy:=dzdd2(z, x*y,x/y,u,Vv,X,y);

2\, e (279X (19)x
M::(WZ)X_Z v Ty Y
> zxy:=dzdd12(z, x*y,x/y,u,Vv,X,y);

82
82 <WZ)X 9 %Z
o= (q2) v N+ (1) - 5

> tr:=expand(sinplify(x" 2*zxx+y” 2*zyy-
> 2*X*y*zxy+x*zx+y*zy=0)) ;

2
< (322)
tr:=4

y2
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DalSimi Upravami dostavame:
> tr:=factor(student[ powsubs] (x/y=v,tr));

et (B ()
() (3

Priklad 12.11. Transformujte rovnici

> tr/ (4*v);

Zyx +2yy =0

do polarnich soufadnic x = r cos¢, y = r sin¢ za predpokladu, Ze funkce z ma
spojité parciani derivace 2. fadu.

> alias(z=z(x,Vy));

I,z

> zr:=dzdl(z, r*cos(phi), r*sin(phi), X,y,r,phi);

0 0 .
7r = (a_x z) cos(¢) + (8_y Z) sin(¢)

> zrr:=dzddl(z, r*cos(phi), r*sin(phi), Xx,y,r,phi);
2

Zrr = (8—2 z) cos(¢)? + 2 ( ” Z) sin(¢ ) cos(¢ ) + (8_
"~ 9x2 ¢ ay dx ? ’ oy

z) sin(¢)?

> zff:=dzdd2(z, r*cos(phi), r*sin(phi), Xx,y,r,phi);

f (8_22) rzs'n(qs)Z—z( ” z) r2cos(¢) sin(¢)
T\ gx2 ay aX

2
+ (aa—yZ z) r2cos(¢)? — ((% z) r cos(¢) — (8% z) rsin(¢)
Viynasobime-li vzorec pro z, vyrazem r? a sefteme se Vzorcem pro zy,, dosté-
vame:
>r2:=r"2*Diff(z,r,r)+Diff(z, phi,phi)=
> sinplify(r™2*zrr+zff);
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r? 8_22 + i r2— iz r cos(¢) 9 rsin(¢)
ay?2 dX2 dX ay
Dosazenim a Upravami dale dostavame:

>r2:=sinmplify(r2, [diff(z,x,x)+diff(z,y,y)=0,
> Diff(z,r)]=zr);

r2:=r? a—22 + a—22 = —r iz
or2 dp2 or

> | hs(r2)-rhs(r2)=0;

2 02 B
2 _



Kapitola 13

Aproximace funkcev Maplu

V této kapitole se opét nabizi bohate vyuziti jak grafickych, tak i vypocetnich moz-
nosti pocitatoveho systemu. Postupné si vSimneme zejména grafickych moznosti
pri ilustraci pojmi diferencovatelna funkce a tetnarovina, vypocetnich moznosti
pri urcovani diferencialll a pri pribliznych vypottech pomoci diferencidlu. Na
zavér pouzijeme pocitae pri hledani kmenove funkce.

13.1. Diferencovatelna funkce

Pomoci pocitatove grafiky nyni ilustrujme pojem diferencovatel nafunkce avztahy
mezi diferencovatelnosti, spojitosti a existenci parcianich derivaci.

Priklad 13.1. Funkce
f (X, y) = arctan(xy)
je diferencovatelna v bodé [0, 0] (obr. [13.1)), protoZze ma v tomto bodé spojite
parciani derivace (Vétald.3).
Ovérme spojitost parcialnich derivaci:
> f:=(x,y) -> arctan(x*y);

pl ot 3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3.. 3, axes=franed,
grid=[ 20, 20], ori entati on=[-50, 40], | abel s=[x, VY, 2],
styl e=pat ch);

\Y

\

\

f:=(X,y) > arctan(xy)

\Y

dx: =00 1] (f);

182
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3

obr. 13.1

> dx(0,0);
0
> dy: =D[ 2] (f);
X
dy:=(X,y) — m
> dy(0, 0);
0

Limity limy y)-0.0) 1 +)¥2y2 alime y)— 0,0 ﬁzyz ur¢ime dosazenim soufadnic li-
mitniho bodu:
> limt(dx(x,y),{x=0,y=0});
0

> limt(dy(x,y),{x=0,y=0});
0
tedy limita parcidnich derivaci v bodé [0, O] je rovna jegjich funkéni hodnoté
v tomto bodé a parciani derivace jsou v bodeé [0, 0] spojite.

Ze samotneé existence parcialnich derivaci funkce v bodé [xo, Yo] v3ak dife-
rencovatelnost neplyne.
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Priklad 13.2. Funkce

2
f(x.y) ez Xyl #10.0]
0, [X, y] =[O, 0]
neni v bodé [0, 0] diferencovatelna (PC-graf obr. [11.2), i kdyz ma v bodé [0, 0]
obé parcidni derivace (rovny nule).
Tuto skutecnost ukazeme pomoci definice. Zjistéme nejprve, zda existuji parcialni
derivace funkce f v bodeé [0, 0]:

> f:=(x,y)->f x=0 and y=0 then O
> else (x"2*y)/(x"2+y"2) fi:

> A =subs(x=0,y=0,diff(f(x,y),x));
A:=0

> B: =subs(x=0,y=0,diff(f(x,y),y));
B:=0
To znameng, Ze obé vySetfované parciani derivace existuji a jsou rovny nule.
Mé&li byt funkce f diferencovatelna v bode [0, 0], musi podle definice platit

lim f(h,k) — (0,00 — (Oh +0k)
(hK)—(0,0) VhZ 1 k2 B
Vypoctéme limitu naleve strané této rovnosti:
> 1:=(f(h, k)-f(0,0)-(A*h+B*K))/ (sqrt(h”2+k"2));
| h? k
T (hz e )3/2
Transformaci do poléarnich soufadnic dostavame:

> Limt(subs(h=r*cos(phi), k=r*sin(phi), 1), r=0,
> right)=sinplify(limt(subs(h=r*cos(phi),
> k=r*sin(phi), 1), r=0, right));

lim r3cos(¢)?sin(¢)
Vysledek zavisi na ¢, tedy dana limita neexistuje, a proto funkce f neni v bodé
[0, 0] diferencovatelna.

0.

57 = C0S(¢)?sin(¢)

Je-i funkce f(x,y) v bodé [Xo, Yo] Spojita, nemusi byt v tomto bodé di-
ferencovatelna (ze spojitosti v bodé [Xo, Yol neplyne diferencovatelnost v tomto
bodé).
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Priklad 13.3. Funkce

f(x,y) = X2+ y2

je v bodé [0, 0] spojita, ae neni v tomto bodé diferencovatelng, protoze v tomto
bodé neexistuji parciani derivace (obr.[13.2).

> fi=(x,y)->sqrt(x"2+y" 2):

> plot3d([r*cos(u), r*sin(u), r], r=0..3, u=0..2*Pi,

> axes = framed, ori entation=[45, 60], shadi ng=none,
> tickmarks=[7,7,4],|abel s=[x,y, 2" ]);

obr. 13.2

Ovéfme spojitost: plati

lim /x2+y2=0

(x,y)—(0.0)

a f(0,0) =0, tj. funkce f jev bodeé [0, O] spojita
Ukazme, Zze neexistuji parciani derivace v bodé [0, O]. Funkce f je symetricka
vzhledem k proménnym x ay, proto stali vySetfit jen parcidni derivaci podle x.
Podle definice plati:
> Limt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0, left)=
> limt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0, left);
VX2

Iim —=-1
x—0-— X
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= Limt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0, right)=
> 1imt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0, right);

. a/x?
lim — =1
Xx—0+ X

Jednostranné limity jsou riizné, tedy parciani derivace podle x ay v bodé [0, O]
neexistuji afunkce f neni v tomto bodeé diferencovatelna.

Priklad 13.4. Funkce
f(x,y) =cosy — |X|
neni diferencovatelna v bodech [0, y] (obr.[133).
> f:=(x,y)->cos(y)-abs(x);
f:=(x,y)— cos(y) — [X|

> plot3d(f(x,y),x=-5..5,y=-5..5, axes=franed,
> grid=[31, 29], orientation=[60,60], styl e=patch
> labels=[x,y,’ 2" ]);

obr. 13.3

Ukazme, Ze v bodech [0, y] neexistuji parcidlni derivace podle x:

> Limt((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, left) =
> limt((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, left);
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X
lim — — =1
X—0— X

> Limt((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, right) =
> limt((f(x,y0)-f(0,y0))/x, x=0, right);
X]

Iim — —=-1
X—0+ X

Limita zleva se nerovnalimité zprava a tedy parciani derivace podle x v bodech
[0, y] neexistuji.

Priklad 13.5. Funkce

f(X, y) =vIxyl

jediferencovatelnav R? svyjimkou bodl osového kiize, tj. bodti [x, y], kdex = 0
nebo y = 0 (obr.[13.4).
> f:=(x,y)->sqrt(abs(x*y));

fi=(x,y)— sart(|xy|)

> plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3, axes=franed,
> styl e=patch, orientation=[70,55], tickmarks=[7,7,4],
> | abel s=[x,y, 2" ]);
Najdéme body, ve kterych existuji a jsou spojité obé parciani derivace fy
a fy. Podle Véty je v takovych bodech funkce diferencovatelna. Pfimym
derivovanim dostaneme

B 1sgnx lsgny
= VIl fy= Vil

Tyto derivace jsou spojité na R? kromé obou os x = 0 ay = O, které je tfeba
vySetfit zvlast.

Nejprve vySetiime parciani derivace podle x v bodech |eZicich naose y kromé
pocatku [0, 0]. Uvazujme proto body [0, yol, Yo # O libovolné. Podle definice
derivace je:

> Limt((f(x,y[0])-f(0,y[0]))/x, x=0, left)=
> limt((f(x,y[0])-f(0,y[0]))/x, x=0, left);

lim A 1X Yol _

X—0— X
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> Limt((f(x,y[0])-f(0,y[0]))/x,
> Himt((f(x,y[0])-f(0,y[0]))/x

0, right)=
0, right);

im X Yol _

X—0+ X
Jednostranné limity se nerovngji, ve vySetfovanych bodech neexistuje parcialni
derivace podle x. Ze symetrie funkce f vzhledem k x a 'y plyne stejny vysledek

pro parcialni derivaci fy(Xo, 0), Xo # 0. To znamena, ze naosach x, y kromé bodu
[0, O] neni funkce f (X, y) diferencovatelna

Zbyva vy&etfit diferencovatelnost v bodé [0, 0]. Opét negjprve vypoctéme par-
ciani derivace:
> A=limt((f(x,0)-f(0,0))/x, x=0);
A=0

> B =limt((f(0,y)-f(0,0))/y, y=0);
B:=0
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tj. v bodé [0, 0] obé parciani derivace existuji a jsou rovny nule. Podle definice
diferencovatelnosti musi platit

lim f(h,k) — (0,0) — (Oh +0k)
(h,k)—(0,0) Jh2 £ K2 N

VySetfeme limitu na levé strané rovnosti. Pfechodem k polarnim soufadnicim

dostavame:

> | :=(f(h,k)-f(0,0)-(A*h+B*k))/(sqrt(h*2+k"2));
VIhK|
vh? 4+ Kk?
> Limt(subs(h=r*cos(phi), k=r*sin(phi), 1), r=0,

> right)=sinplify(limt(subs(h=r*cos(phi),
> k=r*sin(phi), 1), r=0, right));

0.

I Iz oost9) snco)| Jlcos(¢)] Sn(¢)]
im = ./|cos sin
r—0+ \/r2C03(¢)2+r29n(¢)2 ¢ ¢

Vysledek zavisi na ¢ a uvazovana limita tedy neexistuje, proto f neni v bodé
[0, 0] diferencovatelna.

Priklad 13.6. Funkce

XZYyZ’ [Xv y] # [Oa 0]

f(x,y) =
Y {Q [, y1 = [0,0]

mav bodeé [0, 0] obé parciani derivace rovny nule, nebot

> f:=(x,y)->if x=0 and y=0 then O
> el se x*y/(x"2+y"2) fi:

> limt((f(x,0)-f(0,0))/(x-0), x=0);
0

> limt((f(0,y)-f(0,0))/(y-0), y=0);
0

Jak jsme ukazali v kapitole Limita funkce, f nema v bodeé [0, O] limitu, a proto
zde nemUize byt diferencovatelna (obr. I1.4).
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Opét musime davat pozor na nespravnou interpretaci PC-grafu! Generujme
PC-graf funkce

e e

> f:=(x,y)->5/(1+x" 2+6*y" 2);
1

f .= 5——
O FREY:

> plot3d(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, orientation=[13, 66],
> axes=framed, shadi ng=none, |abels=[x,y,"2']);

Ziskany PC-graf (obr. [13.5) svadi k domnénce, Ze funkce f neni v bodé [0, O]
diferencovatelnd. Ovéfme spojitost parcidnich derivaci v bodé [0, 0]:
> fxi=D1] (f);
0 X
(14+Xx2+6y?)2

fx:=(x,y)—> -1

\

fx(0,0):

\

limt(fx(x,y), {x=0, y=0});:
0

\Y

fy:=0[2] (f);

fy::(x9y)_>_6 y

0
(14 x?+6Yy?)2

\

fy(0,0);

\Y

limt(fy(x,y), {x=0,y=0});
0

Funk¢ni hodnota v bodeé [0, 0] funkce fi(x, y) je rovnalimité fy v bodé [0, 0],
tedy parcialni derivace fy v bodé [0, 0] je spojita. Totéz plati i pro f,. Obé
parcidni derivace jsou v bodé [0, 0] spojité a funkce f(x, y) je tedy v tomto
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bodé diferencovatelna. Generujme znovu PC-graf funkce f, tentokrat ale pro
x € (—=0.1,0.1), y € (-0.1, 0.1):

> plot3d(f(x,y), x=-0.1..0.1, y=-0.1..0.1,

> grid=[21,19], orientation=[13,66], axes=framned,

> shadi ng=none, |abels=[x,y,"z']);
Vysledny PC-graf (obr.[I3.6) Iépeilustruje chovani funkce f v okoli bodu [0, O].

obr. 13.5 obr. 13.6

Diferencial

PYi procviCovani vypoctu diferencidlu miizeme vyuzit i vypoCetnich a programo-
vacich moznosti Maplu. Téchto vyuZijeme zefména pii vypottech diferencialli
vySSich Fadi.

Priklad 13.7. Napisteproceduru, kterapro zadanou funkci spocitajeji diferencial.
Pomoci této procedury uréete diferencial funkce f (x, y) = x3 + In(xy) nejprve
v obecném bodé a poté v bodeé [1, 3] sdiferencemi h = 0.2, k = —0.01.

> difer:=proc()
| ocal derx, dery,dif;

if nargs=1 then
print(diff(args[1],x)*h+diff(args[1],y)*k);

fi;

if nargs=5 then
der x: =subs(x=args[2],y=args[3],diff(args[1],x));
dery: =subs(x=args[2],y=args[3],diff(args[1],Y));
di f: =der x*ar gs[ 4] +dery*ar gs[ 5] ;
RETURN( di f) ;

vV V.V V V VvV V V V V V
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fi;

if nargs<>1 and nargs <>5 then print
(" Spat ne_zadano’)

fi;

> end:

vV V. V V

Proceduradi f er ma proménlivy pocet argumentll. Pfikaz di fer (f(x,y));
urCuje totalni diferencia zadané funkce v obecném bodé, prikaz di f er (f ( x,
y), X0, y0, h, k) ; totani diferencid dane funkce v bodé [Xo, Yol s diferencemi

h, k:

> fi=(x,y)->Xx" 3+ n(x*y);
f:=(xy) > x2+In(xy)

- difer(f(x,y)):
<3x2—|—}) h+E
X y

> difer (f(x,y),1,3,0.2,-0.01);
. 7966666667

Priklad 13.8. Napiste proceduru, ktera pocita diferencid m—tého fadu funkce f.
Pomoci této procedury poté uréete d? f pro f(x,y) = y/x aobecné diferenciél
3. fadu libovolné funkce f .

di fern: =proc(funkce, m

| ocal j;

RETURN( sun{ bi nom al (mj)*

di ff(funkce, x$j,y$(mj))*h"j*k"(mj), j=0..m);
end:

di fern(y/x, 2);

vV V.V VvV V

\Y

hk _yh?
e tie

\

difern(f(x,y), 3);
a—31:(x ) ) K3+ 3 i f(x,y)) hk®+3 a731:0( ) ) h?k
ay3 Y Y2 9x 4 Yy ax?2 Y

93 3
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13.2. TeCnarovinake grafu funkce

V této Casti vyuzijeme grafické i vypoCetni moznosti Maplu Kk ilustraci geometric-
kého vyznamu totaniho diferencidlu. Vlastni generovani PC-grafu je opét vhod-
nym cvicenim, zde uvadime dvé FeSeni postupna (student priklad Fesi stejné jako
pomoci tuzky a papiru, jen k zapisu a vypoctlim pouziva prostiedi Maplu) a nové
naprogramovanou funkci G- aphTan. Uvadime také dva pristupy ke konstrukci
tecné roviny, priklad ilustruje spise analyticky a priklad[I3.10 spiSe geomet-
ricky pristup ke konstrukci.

Piiklad 13.9. UrCete rovnici teéné roviny funkce f (x, y) = 4 — x*> — y? v bodé
[3, 2]. TeCnou rovinu afunkci zakreslete do jednoho PC-grafu.

Rovnice tecné roviny funkce z = f (X, y) v bodé [Xg, Yo] matvar
z= f(Xo, Yo) + fx(Xo, Yo) (X — X0) + fy(Xo, Yo) (Y — Yo)-
Dosadme do tohoto vztahu:
> fi=(x,y)->4-x"2-y" 2;
fi=(Xy)—>4—x2—y?

> fx(3,2):=subs(x=3,y=2, diff(f(x,y),x));
fx(3,2) := -6

> fy(3,2):=subs(x=3,y=2, diff(f(x,y),y));
fy(3,2) .= -4

> TRovi na: =(x,y)->f(3,2)+f x(3,2)*(x-3)+fy(3,2)*(y-2);
TRovina:= (X,y) — f(3,2) +X(3,2) (x —3) +fy(3,2)(y — 2)

> TRovi na(x,y);
17—-6x —4y
Nyni do jednoho PC-grafu umistime spolecné funkci f ajgji teCnou rovinu:
> Pl:=plot3d(f(x,y), x=-4..4, y=-4..4, style=patch):
P2: =pl ot 3d( TRovi na(x,y), x=-2..2,y=-2..3):
wi th(plots):

di spl ay3d({P1, P2}, axes=boxed, view=-20.. 30,
| abel s=[x,y," 2" ]);

\

\Y

\

\
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Na zakladé pfedchoziho postupu je mozno FesSit Ulohu: Najdéte rovnici tecné
roviny pro danou funkci adany bod azobrazte do jednoho PC-grafu teCnou rovinu
spolecné s funkci pomoci Mapleovského programovaciho jazyku.

>

vV V.V V V VvV V VvV VvV V V V V V V V V V V

G aphTan : = proc(f, xrange, yrange, pt)

#def i ni ce | okal ni ch pronennych
[ ocal xm n, xmax, ym n, ymax, x0, y0, z0, dx, dy, xsour, ysour,
t anf unc, gpha, gphb, t anpt, opti o, rovni ce;

#VWyvol ani nekterych prikazu z"kni hovny plots
wi t h(plots, pointplot):
wi t h(pl ots, display):

#Zi skani ruznych promennych ze vstupu
#Sour adni ce bodu dot yku

X0 := op(2,pt)[1]:

y0 = op(2,pt)[2]:

#Rozsah souradnic pro vykresleni grafu

xmn = op(1l, op(2, xrange)):
xmex : = op(2,op(2, xrange)):
ymn = op(1, op(2,yrange)):
ymax : = op(2,o0p(2,yrange)):

#Paranmetry pro vykresleni grafu
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vV V.V V V V V V V V V V V V VYV V VYV V VYV VYV YV VYV YV VYV

\Y

optio:=args[5..nargs];

#Vypocet parcialnich derivaci podle x avy
#v bode (xO0,y0)

dx := subs(x=x0,y=y0,diff(f,x)):

dy := subs(x=x0,y=y0,diff(f,y)):

#VWypocet treti souradnice bodu dotyku
z0 : = subs(x=x0, y=y0,f):

#Dosazeni do rovnice pro tecnou rovinu
t anf unc: =z0+dx* ( x- x0) +dy* (y-yO0):

#Poj menovani grafu bodu dotyku jako tanpt,
#grafu funkce jako gpha a

#grafu tecne roviny jako gphb

t anpt : =poi nt pl ot ({[ x0, y0, z0] }, col or=red):
gpha : = plot3d(f, xrange, yrange, opti 0):
xsour : =abs(xmax- xm n)/ 4;

ysour : =abs(ymax-ym n)/ 4;

gphb: =pl ot 3d(t anf unc, x=x0- xsour . . x0+xsour,
y=y0-ysour..yO+ysour, opti o) :

#VWypi s vysl edku

rovni ce: =z=t anf unc:

print(‘Tecna rovina ma rovnici ‘);
print(rovnice);

#Zobrazeni grafu plochy, tecne roviny a bodu dotyku

di splay ([gpha, gphb,tanpt]);
end:

Proceduru volame prikazem: GraphTan(funkce, x=a..b, y=c..d,
bod=[ x0, y0], volitel ne_paranetry); kde [Xo, Yo] jSou soufadnice
bodu, ve kterem tetnou rovinu pocitame (funkce musi byt v tomto bodé diferen-
covatelna).

Nyni feSme predchazeji priklad pomoci této nove procedury:

>

>

>

wi t h(nvcal p):

G aphTan(f(x,y),x=-4..4,y=-4. .4, bod=[ 3, 2], axes=boxed,
| abel s=[x,y," 2" ]);

Tecna rovina ma rovnici

z=17-6x—-4y



196 Aproximace funkce v Maplu

obr. 13.8

Jiny pristup ke konstrukci tecné roviny (s vyuzitim normaly) ilustruje nasle-
dujici pfiklad:

Priklad 13.10. Uvazujte funkci f(x,y) = —(x? + y?) a urtete rovnici tetné
roviny v bodé [—1, 1].

\

fi=(x,y)->-(x"2+y"2);

fi=(Xy)—> —x2—y?

\Y

a:=1; b:=1;

\Y

K:=pl ot 3d(f(x,y),x=-2..2,y=-2..2, axes=boxed,
col or =bl ue):

Sestrojme prfimky L1 a L2, které jsou teCnami ke grafu funkce v bodé [—1, 1]
(obr.[13.9):

> Wi th(plots):

> df dx: =subs({x=a, y=b}, di ff(f(x,y),Xx));

\



Tetna rovina ke grafu funkce 197

dfdx := —2

L1: =t->[a+t, b, f(a, b) +t *df dx] ;
Ll:=t—[a+t,b,f(a b)+tdfdx]

> J1: =spacecurve(L1l(t),t=-3/2..1, axes=boxed,
> col or=bl ack) :

df dy: =subs({x=a, y=b}, di ff (f(x,y),y));
dfdy := —2

L2:=t->[a, b+t,f(a, b) +t *df dy] ;
L2:=t —>[a,b+t,f(a,b)+tdfidy]

> J2: =spacecurve(L2(t),t=-3/2..1, axes=NORNAL,

>

>

>

col or =bl ack):

di spl ay3d({J1,J2, K}, orientation=[10, 80],
scal i ng=constrai ned, view=-4..0, labels=[x,y,"2"]);

Normaovy vektor v bodé [—1, 1] ur€ime jako vektorovy soucin smérovych vek-
torli pfimek L1 a L2 (obr.[13.10):

>

>

\

>

with(linalg):
N: =crossprod(L1(1)-L1(0),L2(1)-L2(0));
N :=[221]

PL:=t->[a+t*N 1], b+t*N 2], f(a,b)+t*N 3]];
PL.=t — [a+tN1,b+tN2,f(a,b)-|—tN3]

NL: =spacecurve(PL(t),t=-3/2..1, col or =bl ack) :

di splay({J1,J2,K NL}, orientation=[10, 80], axes=boxed,
scal i ng=constrai ned, view=-4..0, labels=[x,y,"2"]);

SkuteCnost, Ze normalovy vektor je kolmy na obé pfimky, ovéfme pomoci
skalarniho soucinu:

>

dot prod(L1(t)-L1(0),N; dotprod(L2(t)-L2(0),N);
0
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obr. 13.9

obr. 13.10

Rovnici tecnée roviny dostavame tak, Ze poloZime skalarni soucin vektoru [x —
a,y—b,z— f(a, b)] anormaového vektoru N roven nule (obr.[I3.17).

> tangent egn: =dot prod([ x-a, y-b, z-f(a, b)], N) =0;

tangentegn :=2x —24+2y+z2=0
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\

Z. =sol ve(tangent egn, z);
/= —-2X =+ 2 — 2y

Pl ane: =pl ot 3d( Z, x=a- 1/ 2. . a+1/ 2, y=b- 1/ 2. . b+1/ 2,
axes=boxed, col or =RED, st yl e=PATCH) :

di spl ay({Pl ane, K}, ori entati on=[ 10, 80],
| abel s=[x,y," 2" ]);

\Y

\

\Y

\

Poznamka 13.1. Pomoci Maplu miizeme konstruovat tecné roviny i k plocham
danym parametricky aimplicitné. Pro generovani PC-graf{l pouzijeme naprogra-
movanych procedur Par anifan al npl i ci t Tan. Obé procedury jsou ulozeny
v knihovné mvcal p:

Par amlan([ (3+cos(s))*cos(t), (3+cos(s))*sin(t),
sin(s)], s=0..2*Pi, t=0..2*Pi, point=[1,2]);
ImplicitTan(x" 2+y" 2+z" 2=2, x=-2..2, y=-2..2, z=-2..2,
point=[1,1,0], style=patch, orientation=[-121, 53],
scal i ng=constrai ned, |abels=[x,y,’2']);

\Y

\

\Y

\

\Y

obr. 13.12 obr. 13.13

Na obrazku [13.12 je anuloid dany parametricky rovnicemi x = (3 +
coss) cost, y = (3 4+ coss) sint, z = sins a jeho tetna rovina v bodeé [1, 2],
na obrazku koule dana implicitné rovnici x? + y? 4+ 22 = 2 ajgi tetna
rovinav bodé [1, 1].

13.3. Uziti diferencialu k pfibliznym vypoctiim

Nyni pouZzijeme pocitatovéeho systému i k procvicovani pribliznych vypoctl po-
moci totaniho diferencidlu. Rovnice teCné roviny je nejlepsi linearni aproximaci
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funkce f (x, y) v okoli bodu [Xg, Yol.
Uvazujme chybu této aproximace

| f(X,y) — T Raina(x, y)|.

Necht f(x, y) = 4—x?— y? (pfiklad 4.9) anecht [, y] nabyva postupné hodnot
(4, 3], [3.8,2.8], [3.6, 2.6], [3.4,2.4],[3.2,2.2] a[3, 2].

Pomoci prikazu seq pozorujeme, jak se chyba aproximace zmen3uje s hod-
notami blizicimi se bodu [3, 2]:

> seq(eval f(abs(f(4-i/5, 3-i/5)-
> TRovina(4-i/5, 3-i/5))), i1=0..5);

2., 1.280000000, . 7200000000, .3200000000, .08000000000, 0
Jiny zplisob feSeni je mozny pomoci prikazu zi p:
> zi p((x,y)->abs(f(x,y)-TRovina(x,y)),
> [4,3.8,3.6,3.4,3.2,3], [3,2.8,2.6,2.4,2.2,2]);

[2,1.28,.72,.32,.08,0]
K nalezeni linearni aproximace funkce je mozno pouzit i Taylorova polynomu,
nebot’ diferencia funkce je Taylorovym polynomem stupné 1 (Taylorliv poly-
nom viz. kapitola Derivace slozené funkce, Taylorliv vzorec). Nasledujici prikazy
ilustruji pouziti prikazu nt ayl or k nalezeni linedrni aproximace:

> readlib(ntaylor);
proc() ... end

> mtaylor(f(x,y), [x=3,y=2], 2);
17—-6x —4y

Pfiklad 13.11. Pomoci totalniho diferencialu priblizné vypottéte In(2.1% + 0.97).
Urcime bod [Xo, Yol, diference dx ady angjdeme funkci f (X, y) takovou, aby

IN(2.124-0.9%) = f (Xo+dX, Yo+dy) = f(Xo, Yo)+ fx(Xo, Yo) dX+ fy(Xo, Yo) dy.

K vypottu tedy pouzijeme funkci f(x,y) = In(x? + y?), bod [2, 1] a diference
dx=0.1,dy=-0.1:
> fi=(x,y)->In(x"2+y" 2);

f:=(xy)— In(x®+y?)
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> x0:=2:y0: =1:dx: =1/ 10: dy: =-1/ 10:
Spoctéme diferencia funkce f (x, y):

> A =D 1] (f);

A :(x,y)—>2x2_)|(_y2
> B =0 2] (f);

B:=(x,y)—>2#y2

\Y

df : =(x,y)->A(X,y)*dx+B(x, y) *dy;
df .= (X,y) > A(X,y)dx+ B(x,y)dy

\

pri bl i zna_hodnot a: =f ( x0, y0) +df ( x0, y0) ;

1
priblizna_hodnota := In(5) + >

\

eval f (priblizna_hodnota);
1.649437912
Predchozi vysledek nyni ovéfme primym vypoctem (Maple umozihuje provadét
vypocty v oboru realnych Cisel stemér libovolnou presnosti):
> funkcni _hodnot a: =f ( x0+dx, y0+dy) ;

funkcni_hodnota := In 2—61
50

> eval f (funkcni _hodnot a) ;
1.652497402
K vypoctu miizeme pouZit i procedury di f er :
> W th(nvcal p):
> f(x0,y0)+difer(f(x,y), x0,y0, dx, dy);

1
In(5) + —
() + >

> eval f(");
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1.649437912

13.4. Taylorovavéta

K hledani Taylorova polynomu funkce dvou proménnych pouzivame v Maplu
proceduru nt ayl or .

Priklad 13.12. Najdéte Taylorliv polynom 2. stupné se stredem v bodé [0, 0] pro
funkci f(X,y) =sinxcosy.
Proceduru nt ayl or s zpfistupnime pomoci r eadl i b:

> readlib(nmtaylor):
Definujme funkci f a Taylorliv polynom 2. stupné uloZzme do proménné f 2:

> fi=(x,y)->sin(x)*sin(y);
f:=(X,y)— sin(x)sin(y)

> f2:=maylor(f(x,y), [x=0,y=0], 3);
f2:=xy

Nyni zkonvertujme f 2 nafunkci pomoci prikazu unappl y:

> f2:=unappl y(f2, x,y);

f2:=(X,y) > xy

agenerujme postupné PC-grafy pro funkci f (obr.[I3.14), jeji Taylorliv polynom
2. stupné (obr. [13.15), vrstevnice funkce f (obr. a vrstevnice Tx(X, Y)
(obr.[13.17).

obr. 13.14 obr. 13.15
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> Pl:=plot3d(f(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi

> orientation=[45, 60], style=patchcontour):”;

> P2:=plot3d(f2(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,

> orientation=[45,60], style=patchcontour):”;

> plot3d(f(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,

> orientation=[270,0], axes=normal, style=contour);

> plot3d(f2(x,y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> orientation=[270,0], axes=normal, style=contour);

QO | Z =
§ ﬁZ

T 3

g7

obr. 13.16 obr. 13.17

Das PC-grafy znaroziuji funkci a jeji Taylorliv polynom nad &tvercem
[—0.5,0.5] x [—0.5,0.5], tedy v blizkem okoli bodu [0, O] (obr. [13:18) a nad
Ctvercem [—m, 1] x [—m, «t] (obr. [I3.19).

> pl ot s[displ ay] ({P1, P2}, axes=franed,

> views[-.5..0.5,-.5..0.5,-1..1], labels=[x,y,"2"]);
> pl ot s[display] ({P1, P2}, orientation=[71, 63],

> axes=framed, |abels=[x,y, 2"]);

Vamnéme si, ze v blizkém okoli bodu [0, 0] se Taylorliv polynom T (X, Y)
temé& shoduje s funkci f (obr.[13.18).

Tuto skutecnost ilustrujme dale PC-grafy (obr. [13.20 a[13.21)) znazorfujicimi
zavidost chyby, které se dopustime pfi aproximaci funkce f v okoli bodu [0, O]
Taylorovym polynomem 2. stupné, navzdaenosti od tohoto bodu:

> plot3d(f(x,y)-f2(x,y),x=-.5..0.5,y=-.5..0.5,
> axes=framed, shadi ng=zhue, | abel s=[x,y, 2’ ]);

> plot3d(f(x,y)-f2(x,y), x=-1..1, y=-1..1,
> axes=framed, shadi ng=zhue, | abel s=[x,y, 2" ]);
Naobrazku[13.20 je chyba znazornéna nad ¢tvercem [—0.5, 0.5] x [—0.5, 0.5]
anaobrazku 32T nad étvercem [—1, 1] x [—1, 1]. Z PC-graf je vidét, Ze pokud
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obr. 13.19

obr. 13.18

obr. 13.21

obr. 13.20

zvétSujeme vzdaenost od bodu [0, 0], zvétSuje sei chyba aproximace.
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f:=(x y)—>§
: , y

> fx:=D[1] (f);fy:=D[ 2] (f);

fx:= (X y)—>E
- y

fy::(x9y)_>_%

> fxx:=D[1,1] (f);fxy:=D[1,2](f);fyy: =002, 2](f);
fxx:=0

_ 1
ny:(Xay)—> _W

X
fyy = (x,y) — 2F
Podle Véty B4 plati:

> T2:=f(1,1)+ x(1,1)*(x-1)+fy(1,1)*(y-1)+
> (1 2)*((fxx(1,1)*(x-1)"2+2*fxy(1, 1) *(x-1)*(y-1)+
> fyy(1,1)*(y-1)"2));

T2:=14+X—y—(y—1)(x—1)+ (y—1)?

> T2: =expand(T2);

T2:=1+4+2x—2y—yx+Vy?
Nyni ovéfme vysledek pomoci procedury nt ayl or :
> readlib(ntaylor):
> T2:=mtaylor(f(x,y), [x=1,y=1], 3);

T2:=1+Xx—-y—(y—1)(x—1)+ (y—1)2

> T2: =expand(”);

T2:=14+2x—2y—yx+Vy?
V obou pripadech jsme dostali stejny vysledek, To(X, y) = 142X — 2y — Xy+ Y.
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Priklad 13.14. Pomoci Taylorova polynomu 2. stupné urcete priblizné

V(2.98)2 + (4.05)2.

K vypottu vyuZijme Taylorova polynomu 2. stupné funkce f (X, y) = /X2 + y?2
v bodeé [Xo, Yol = [3, 4]:

> fi=(x,y)->sqrt(x"2+y"2);
f:=(X,y)— sqrt(x% + y?)

> f2:=maylor(f(x,y), [x=3,y=4], 3);

3 4 8 12 9

f2.= = — — (Xx=3)? - (y—4 -3 o0n (Y —4)?

5X+SY+125(X ) 125()’ ) (X )+250(y )
> f2: =unappl y(f2, x,y);

f2:=(x,y) =

X Ry (X 8)2 = e (Y= 4) (X —B) o (y — 4)?
5 5 125 125 250
> aprox2: =f2(2.98, 4. 05);
aprox2 := 5.028211600
Funkéni hodnotu mbizeme v Maplu urcit i pfimym vypoctem:
> sk: =f(2.98, 4.05);
sk := 5.028210417
Zavérem urceme chybu aproximace:
> chyba: =sk- apr ox2;
—.118310°°

K aproximaci pouzijme nyni Taylorova polynomu 6. stupné a opét urceme chybu
aproximace:

> f6:=maylor(f(x,y), [x=3,y=4], 7):
> f6: =unappl y(f6, x,y): aprox6:=f6(2.98, 4.05);

aprox6 := 5.02821042

> sk: =f(2.98, 4.05);
sk := 5.02821042
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> chyba2: =sk- apr 0x6;
chyba2 :=0
Standardni nastaveni presnosti aproximativni aritmetiky v Maplu je na9 platnych
mist. Protoze rozdil jeaz v fadu 10~1°, dostavame pii této presnosti vyypottu chybu
rovnu nule. ZvySme tedy presnost aproximativni aritmetiky a vypocet provedme
Znovu.

> Digits: =17,
Digits := 17

> aprox6: =f6(2. 98, 4. 05);
aprox6 := 5.0282104172359360

> sk: =f(2.98, 4.05);
sk := 5.0282104172359374

> chyba2: =sk- apr ox6;

chyba2 := .1410~
Z vysledkl je vidét, Ze s rostoucim stupném Taylorova polynomu se zmenduje
chyba aproximace.

13.5. Kmenova funkce
Hledat kmenovou funkci miizeme taktéz pomoci prikazti M aplu. Uvadimengjdfive
feSeni postupné po jednotlivych krocich, v zavéru je pak priklad FeSen pomoci
M apleovského programovaciho jazyka.
Priklad 13.15. Rozhodnéte, zdaje vyraz

(—1+ €Yy + ycos(xy)) dx + (1 + €Yx + x cos(xy)) dy

diferencidlem ngaké funkce; v pfipadé ze ano, urcete tuto funkci.

> m=(X,y)-> 1+texp(x*y) *y+y*cos(x*y);
m:=(X,y) — —1+€e*¥ y+ycos(xy)
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> ni=(X, y)->1+exp(X*y) *x+x*cos(x*y);

n:=(x,y) - 1+ €e*¥) x4+ xcos(x y)

> m(x, y)*dx+n(x,y)*dy;
(—1+e*¥Vy4ycos(xy))dx+ (1+xe*Y) 4+ xcos(xy))dy
Nejprve ove&fme, zda je zadany vyraz opravdu diferencialem:
> testeq(diff(mx,y),y)=diff(n(x,y),Xx));
true
Plati
am(x,y)  an(x,y)
ay  ax

tj. zadany vyraz je diferencidem jiste kmenovée funkce H. Dale plati:
> kl:=integrate(mx,y), X);
kl:= —x +e*¥) 4 sin(x y)

Integratni konstantu ozna€ime g(y) (jgi derivace podle x je nulova).
Derivovanim podle y:

> k2:=di ff(kl+g(y),y);

k2 := xe*Y) 4+ xcos(Xy)+ (a% g(y))
adosazenim do vztahu Hy = n(x, y) dostavame:
> k3:=sol ve(k2=n(x,y), diff(g(y),y));

k3:=1
Odtud g'(y) =1ag(y) =y +c.
> k4: =i ntegrate(k3,y);
kd .=y
> reseni: =k1+k4;
reseni := —x + €Y +sin(xy) +y

Zadany vyraz jetedy diferencidlem funkce

Hx,y)=€Y—x+y+sinixy)+c, ceR.
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Priklad 13.16. Napiste proceduru, ktera urci, zda je zadany vyraz diferencidlem
ngake funkce av pripadé, ze ano, tuto funkci urci.

vV V. V.V V VvV V

>

krmen: =proc(m n)

if diff(my)=diff(n,x) then
sinmplify(integrate(mx)+
integrate(n-diff(integrate(mx),y),y));

el se print(‘Zadany vyraz neni diferencial em
zadne funkce');

fi

end:

Pomoci této procedury nyni uréeme kmenovou funkci pro vyraz (x? — y?) dx +
(5—2xy)dy:

>

>

n: =(x,y)->5-2*x*y;
n:=(x,y)—>5-2xy

m=(x,y)->x"2-y" 2;

m:=(x,y) - x> —y?

> knmen(nm(x,y),n(x,y));

1
§x3—y2x+5y

Vypocitali jsme, ze zadany vyraz je diferencidlem funkce

3
H(x,y)=%—y2x+5y+c, ceR.



Kapitola 14

Extremy funkcev Maplu

Tato Cast je pro pocitatem podporovanou vyuku velmi vhodna. S vyuzitim gra-
fickych i vypoCetnich moznosti Maplu hledame nejdrive lokani extremy funkce
dvou proménnych. Volbou prikladl ukazujeme i na nebezpeti bezmy3denkovi-
tého poutziti poCitace k vypoctlim, tj. zaméfujeme se na priklady, pfi jejichz feSeni
pomoci Maplu dostavame neliplné nebo nepresné vysledky. Casto se opakujici po-
stupy poté automatizujeme pomaoci Mapleovského programovaciho jazyka v pro-
cedurach. Obdobné postupujeme i pri hledani absolutnich extrémil funkce dvou
promeénnych.

14.1. Lokalni extremy

Pomoci grafickych avypocetnich moznosti Maplu budeme nyni ilustrovat proble-
matiku lokalnich extrémll funkce dvou proménnych.

Priklad 14.1. Uvazujme funkci

W22
f(x,y) = xye~"2).

> f 1= (x,y) -> x*y*exp(- (X 2+y"2)/2);

fi= (X, y) — X yd ¥2xX*-1/2y")
Generujme PC-graf funkce f (obr.[14.1) aPC-graf, znazorfiujici vrstevnice funkce
f (obr.[14.2):

> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,style =patch,
> orientation=[70,65], axes=FRAMED, gri d=[40, 30],

210



Lokalni extrémy 211

\Y

| abel s=[x, vy, z]);

\Y

wi th(plots):

contourplot(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3, grid=[50,50],
axes=boxed);

\%

\Y

obr. 14.1 obr. 14.2

Z uvedenych PC-grafti usuzujeme nalokalni extrémy v kazdem ze ¢tyf kvad-
rantl, ato na lokani maxima v prvnim a tfetim kvadrantu a na lokalni minima
v druhém a ¢tvrtém kvadrantu. Tuto Gvahu ovéfme nyni vypoctem.

Stacionarni body najdeme FeSenim soustavy rovnic (viz Definice6.2)

of

— =0
0X
of
— =0
ay

> cp: =sol ve({diff(f(x,y), x)=0,

> diff(f(x,y),y)=0}, {x,y});
cp:={x=0,y=0},{y=Lx=1},{y=-1,x=1},{x=-1,y=1},

{(x=-1y=-1}

Tedy, podle pfedchozi Uvahy patrné v bodech [1, 1] a [—1, —1] nastava lo-
kalni maximum, v bodech [—1, 1], [1, —1] lok&lni minimum a bod [0, 0] je sed-
lovym bodem. Tuto domnénku podpofme nejdfive generovanim PC-grafli funkce
f v blizkém okoli stacionarnich bod:

> plot3d(f(x,y),x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1,
> orientation = [70,65], style=patchcontour);

> plot3d(f(x,y),x=0.9..1.1,y=0.9..1.1,
> orientation = [70,65], style=patchcontour);
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> plot3d(f(x,y),x=0.9..1.1,y=-1.1..-0.9,
> orientation = [70,65], style=patchcontour);

obr. 14.3 obr. 14.4 obr. 14.5

Na obrazku [14.3 je okoli bodu [0, 0], jedna se tedy o sedlovy bod, obr. [14.4]
znazorhuje okoli bodu [1, 1] (Ioka ni maximum) aobr. [14.5 znazorfiuje okoli bodu
[1, —1] (lok&ni minimum). Tyto Gvahy podpofme opét vypoctem. Plati:

> fxx = factor(diff(f(x,y),x,x));

fxx i= x ye(~ Y212y (34 y2)

> fxy := factor(diff(f(x,y),x,y));

fy = o —1/2x2-1/2y?) (Y= (y+D)(x=1)(x+1)

> fyy 1= factor(diff(f(x,y),y,y));
fyy = x yel ~ Y212 (34 y2)

> Delta: =factor(fxx*fyy-fxy™ 2);
A = _(e(—1/2x2—1/2y2) )2

(—5X2y2+y4X2+X4y2+1—2X2—2y2+X4+y4)

> eval (subs(x=0,y=0, Delta));
-1
V souladu s dobfe znamou postacujici podminkou existence a charakteru extremu
ve stacionarnim bodé (Vétal6.2) v bodé [0, 0] extrém nenastava, jde o tzv. sedlovy
bod (obr.[14.3). V bodé [1, 1] nastava ostré lokani maximum (obr.[14.4), nebot:
> subs(x=1,y=1,[Delta, fxx]);

[4(e7D)2 —2e Y]
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Obdobné prokazeme, zev bodé[—1, 1] a[1, —1] nastavgi ostralokalni minimaa
v bodé [—1, —1] ostré lokalni maximum:

> subs(x=-1,y=1,[Delta, fxx]);
[4(e71)% 267 Y]

> subs(x=-1,y=-1,[Del ta, fxx]);
> subs(x=1,y=-1,[Delta, fxx]);

[4(e7D)2 —2e Y]

[4(e7D)% 267 Y]
Zavérem uréeme funkéni hodnoty v bodech extrémt:
> zip(f,[1,-1,-2,1],[1,1,-1,-1]);
(6D, gD gD _g(-D
V bodech[1, 1]a[—1, —1] jetedy lokalni maximum f(1,1) = f(-1,-1) =1/e
av bodech [1, —1] a[—1, 1] lok@ni minimum f (1, -1) = f(-1,1) = —1/e.

Predchozi priklad |ze charakterizovat jako standardni. Nasledujici priklady vSak
poukazuji naproblémy, které pfi urovani lokanich extrémtl funkci dvou promén-
nych pomoci Maplu mohou vzniknout.

Priklad 14.2. UrCete lokalni extremy funkce f (x, y) = x* — 3x?y + 3y — V2.

> f:=(x,y) ->x"4 - 3*X"2*y + 3*y - y° 3
fi=(xy)—>x*—3x°y+3y—y°

> fx 1= D[1](f);fy := D[ 2](f);
fx:=(X,y) = 4x3 —6xYy

fy:=(X,y) > —3x?>4+3—3y?
Parciani derivace polozme rovny nule a pomoci Maplu feSme ziskanou soustavu
rovnic:

> cp := solve ({fx(x,y)=0, fy(x,y)=0}, {x,y});
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cp:={y=1Lx=0},{y=-1x=0},
1
{x — RootOf (4.72 —3),y = E}’{X = RootOf (_Z* +3),y = —2}

Prvni dvé feSeni jsme schopni snadno interpretovat, u druhych dvou je situace

AR 24

> cp := map (allvalues, {cp});

cp = {{x:}\@,yzg},{x=—%x/§,y:%},{x:I«/§,y:—2],

2 2
{x:—l\/§,y:—2},{y:1,x:0},{y:—1,x:0}}

Nyni je vidét, ze uvedena soustava rovnic ma 6 feSeni, dve z feSeni jsou vsak
komplexni Cisla. Protoze v celé praci pracujeme v realném oboru, komplexni ko-
feny odfiltrujeme pomoci procedury t aker eal (procedurajeulozenav knihovné
mvcal p):

> Wi th(nvcal p):

> cp := takereal (cp);
1 1 1 1
cp = {{Xzéx/é,y=§},{Xz—éﬁ,yzé},{yzl,X:O},
{y= —1,x=0}}
Ziskali jsme tedy Etyfi stacionarni body [0, 1], [0, —1], [, 3] a[—%2, 1].

Dale rozhodneme jiz standardnim zplisobem, zda ma funkce f v ziskanych
stacionarnich bodech extremy.
Spoctéme druhé parcialni derivace funkce f:

> fxx 1= D1](fx);
> fyy 1= D 2] (fy);
> fxy 1= D 2] (fx);

fxx:= (X, y) » 12x> — 6y

fyy:: (Xv y) g _6y

fxy :=(Xx,y) > —6X
aurceme hodnotu A (X, y) = fyx fyy — [1‘Xy]2 ve stacionarnich bodech:

> Del ta: =fxx(x,y)*fyy(x,y)-fxy(x,y)"2;
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A:=—6(12x>—-6Yy)y — 36x>
> for i from1l to nops(cp) do

> cp[i],simplify(subs(cp[i], [Delta, fxx(x,y)]));
> od;

1 1
{X:E\/é,yzé},[—45,6]

1 1
{X:_Eﬁ,yzé},[—%,(ﬂ
{x=0,y=1},[36,—-6]

{x=0,y=-1},[36,6]
Podle ziskanych hodnot ma funkce f lokani minimum v bodé [0, —1] alokalni
maximum v bodeé [0, 1], zbyvajici body jsou sedlove.
Generuyme nyni PC-graf funkce f s vyznaCenymi stacionarnimi body
(obr.[14.6) avrstevnice f (obr.[I4.7).

x
-1 0.5 9 0.5 1

o

obr. 14.6 obr. 14.7

(L0
0.9 050 % %,
<>

ST

V préci pouZivana verze Maple V R3 neumozhuje grafické zvyraznéni vybra-
ného bodu v PC-grafu. Zvyraznéni bodu o soufadnicich [x, y, f (X, y)] dosahneme
pridanim bodli [x, y, f(X,y) +0,01] a[X, Y, f(X,y) — 0, 01] do PC-grafu:
pltl := plot3d (f(x,y), x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5):
pts := {seq (subs (op(i, cp), [x,y.f(x,y)]),

i =1..nops(cp)),
seq (subs (op(i, cp), [x,y,f(x,y)+0.01]),

\Y

\Y

\

\
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\

i =1..nops(cp)),

seq (subs (op(i, cp), [x,y,f(x,y)-0.01]),

i =1..nops(cp))}:

di splay3d ({plt1,
poi ntpl ot (pts, synbol=circle, color=black)},
axes=franed, |abels=[x,y,"2']);

contourplot(f(x,y), x=-1.5..1.5, y=-1.5..1.5,
axes=boxed, grid=[50,50], contours=20);

\Y

\Y

\

\Y

\

\Y

\

Poznamka 14.1. K vypottu A mlizeme pouZzit i pfikazu hessi an(f (x,y),
[ X,Vy]);,kterym spocteme matici

2f(x,y)  02f(X.y)

ax2 axay
iy %f(xy)
Xy oy -

Odpovidajici Cast vypoctu pak vypada takto:
> wi th(linalg):
> h:=hessian(f(x,y), [X,y]);fxx:=D1, 1] (f);

12x> -6y —6X
—6Xx -6y

fxx = (X,y) — 12x> — 6y

\Y

Del t a: =det (h);
A= —72x%y + 36y? — 36 x>

\Y

for i from1l to nops(cp) do

cp[i],sinplify(subs(cp[i], [Delta, fxx(x,y)]));
> 0d;

\

{x=0,y=1},[36,—-6]

{x=0,y=-1},[36,6]

1 1
{yzé,x:éx/:—%},[—%ﬁ]
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1 1
{y:E,x:—éﬁ},[—%,a]

Priklad 14.3. Urcete lokani extremy funkce z = 1 — \/x2 + y2.

> z2:=(Xx,y)->1-sqrt(x"2+y" 2);
Z:=(X,y) > 1—sgrt(x>+ y?)
> plot3d(z(x,y),x=-3..3,y=-3.. 3, axes=boxed,

> | abel s=[x,y,’ 2" ], styl e=pat ch);
Vysledek vidime na obr.

\\§‘\
NS
NN

R

S
s&%\§§§§‘
O

obr. 14.8

> cp: =sol ve({diff(z(x,y), x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,y});
cp =
Danafunkce nemastacionarni body, nemiizeme tedy pouZit dfive uvedeny postup.
Protoze podle Poznamky B.1 funkce f : R? — R miize mit lokani extrém pouze
ve svém stacionarnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna z parcidnich derivaci
neexistuje, hledame body, ve kterych neexistuji parcialni derivace:

> diff(z(x,y),x);diff(z(x,y),y);
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X
NEEaT
y

/X2_|_y2

> D[1](2)(0,0);

Error, (in unknown) division by zero

V bodé [0, 0] neexistuji parcialni derivace prvniho fadu, bod [0, O] je bodem
mozného extrému. Prirfistek funkce z vtomto bodéz(x, y) —z(0, 0) = —/x2 + y?
je zaporny, tedy podle definice v bodé [0, 0] mafunkce z maximum zpyg = 1.

Piiklad 14.4. UrCete lokalni extréemy funkce z = xyIn(x? + y?).

\Y

z:=(X,y)->x*y*I n(x"2+y" 2);
Z:=(X,y) > xyln(x2+y2)

\Y

plot3d(z(x,y),x=-1.1..1.1, y=-1.1..1.1, axes=franmed,
orientation=[-23,52], style=patch, |abels=[x,y,"2"]);

\Y

\%

contourplot(z(x,y), x=-1.1..1.1, y=-1.1..1.1,
cont our s=25, nunpoi nt s=3000, col or =bl ack, axes=boxed) ;

\Y

x
-1 0,5 9 0.5 1

\ 1

&

obr. 14.9 obr. 14.10

%

S 7

> rl:=diff(z(x,y),x)=0;
X2y

=0
X2+y2

ri:=yln(x®>+y?)+2
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>r2:=diff(z(x,y),y)=0;

X y?

B AR—p'
X2+y2

r2:=xIn(x®+y?)+2

ReSme ziskanou soustavu:

> cpl: =solve({r1,r2}, {x,vy});

cpl:={x=0,y=-1},{y=1Lx=0},{y=0,x=-1},{x=1,y=0}
P¥i presentovanych vypoctech pouZivanaverze Maple V R3 v tomto pripadé neni
schopna symbolicky nalézt vSechna FeSeni. Vypocitané stacionarni body jsou jen
[0, £1] a[+1, O]. Pomoci PC-grafli funkce z (obr.[I4.9) avrstevnic z (obr. [14.10)
v&ak usuzujeme, ze v nalezenych stacionarnich bodech extrem nenastava a do-
konce, Ze uvazovana funkce madalsi Ctyfi stacionarni body.
Stejny Ukol nyni feSme s pouzitim numerického feSeni dané soustavy:
> cp2: =fsolve({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=0..1, y=-1..0});
cp2 ;= {y = —.4288819425, x = .4288819425}

> cp3: =fsolve({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=0..1, y=0..1});

cp3 := { X = 4288819425, y = 4288819425}

> cp4: =fsolve({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=-1..0, y=-1..0});

cpd = {y = —.4288819425, x = —.4288819425}

> cp5: =fsolve({diff(z(x,y),x)=0, diff(z(x,y),y)=0},
> {x,y}, {x=-1..0, y=0..1});

Cp5 ;= {y = .4288819425, x = —.4288819425}

> cp: ={cpl, cp2, cp3, cp4, cp5};

Cp = {{Xzo»y:_1}v{y:LXZO},{YIQX:—]-},
{x=1y=0},{y=.4288819425 x — —.4288819425},
{y = —.4288819425, x — .4288819425
{x = .4288819425, y = .4288819425},
{y = —.4288819425, x = —.4288819425 }}
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> fxx := D0 1,1](z):fyy :=D2,2](z): fxy :=D01,2](2):
> Del ta: =f xx(x,y)*fyy(x,y)-fxy(x,y)" 2:

> for i from1l to nops(cp) do
> cp[i],simplify(subs(cp[i], [Delta, fxx(x,y)]));
> od,;

{(x=0,y=-1},[-4,0]

{y=1x=0},[-4,0]
{y=0x=-1},[-4,0]
{(x=1y=0},[-4,0]

{y =.4288819425, x = —.4288819425}, [4., —2.]
{y = —.4288819425, x = .4288819425}, [4., —2.]
{x = .4288819425, y = .4288819425}, [4., 2. ]

{y = —.4288819425, x = —.4288819425}, [4., 2. ]
Numericky vypoCet potvrzuje, Zze v bodech [0, +1] a [+1, O] extrém nenastava
a navic, Ze v bodech [%%, %%] a [\;—2_18, J—i%] je lokalni minimum a v bodech
[%%, J_zie] a[\;—zie, %] lok&lni maximum (viz pfiklad B.3Fii)).

Poznamka 14.2. Verze Maple V R4 jiz symbolicky feSi i soustavu pro ziskani
vsech stacionarnich bodl spravné:

> z:=(X,y)->xX*y*I n(x" 2+y” 2);
Z:= (X, y) > xyIn(x* + y?

> cpl: =sol ve({di ff(z(x,y), x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,y});
cpl:={x=0,y=1}, {x=0, y=-1}, {y=0, x =1},
{y=0, x=-1}, {y=%1, x =%1}, {y =%1, x = —%1}
%1 := RootOf (—e™® + 2_7?)
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> cpl: =map(al | val ues, {cpl});

cpl:={{y=0,x=1}, {y=0,x=-1}, x=0,y=1}, {x=0, y= -1},
{y =%2, x =%2}, {y =%1, X =%1}, {y=%2, x="%1},
{X =%2, y = %1}}

1
Wli=—3 V2+/e-D
1
%2:= - V2D

Priklad 14.5. Najdéte lokalni extremy funkce z = (X2 + y2)e~(*+¥),
ReZenim systému
Z, =(2X — 2X(x2 + y?)e ) — 0
2y =(2y = 2y(¢ + y?)e ) = 0
Ziskavame mnoZinu stacionarnich bodtl, ktera se sklada z bodu [0, 0] a bodu

kruznice x2 + y2 = 1:
> Z:=(X,y)->(X"2+y" 2) *exp(- (X" 2+y" 2));

Z:=(X,y) > (X>+ yz)e(_xz_yz)

> cp: ={sol ve({diff(z(x,y), x)=0,
> diff(z(x,y),y)=0}, {x,y})};

cp:={{x=0y=-1},{y=1x=0}L{y=0x=-1},{x=1y=0},

{y=y,><=¢l—y2},{y=y,><=—vl—yz},{y=0,X=0}}

> fxx := D0 1,1](z):fyy :=D2,2](z): fxy :=01,2](2):
> Delta: =f xx(x,y)*fyy(x,y)-fxy(x,y)" 2:
Protoze:

> for i from1l to nops(cp) do
> cp[i],simplify(subs(cp[i], [Delta, fxx(x,y)]));
> od;

{y=0,x=1},[0 —4e"V]

{y: O’X = _1}a [0, _4e(_l)]
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{X =X, y= M} [0, —4x?e™Y]
{X =XYy= —M} [0, —4x?e V]

{y=0,x=0},[4,2]
{x=0,y=1},[0,0]

{x=0,y=-1},[0,0]
nastava v bodgé [0, 0] lokalni minimum (obr. [14.12). O existenci extrému v bo-
dech kruznice nemlizeme timto zplisobem rozhodnout (A je v bodech kruznice
x2 4+ y? = 1 rovno nule).

Pro ov&eni dostatetné podminky v bodech leZicich nakruznici x? + y? = 1,
budeme funkci z povazovat za funkci jedné proménnét = x? + y?: z = tet, pro
kterou je bod t = 1 stacionarnim bodem. Protoze 2/ = (t — 2)e ' jeprot = 1
zaporna, ma zde funkce z maximum. Tedy funkce z(x, y) ma neostré maximum
Zmax = € 1 v bodech kruznice x? + y? = 1 (obr. IZ4.17).
plot3d(z(x,y), x=-3..3, y=-3..3, axes=boxed,
grid=[ 50, 50], style=hidden, |abels=[x,y, 2],
col or =bl ack) ;
plot3d(z(x,y), x=-1..3, y=-1..3, axes=boxed,
gri d=[ 40, 40], style=hidden, orientation=[-69,47],
| abel s=[x,y, 2z’ ], color=bl ack);

vV V.V V V V

i
“%““"W’i"’f’"

AN

0.35 A\ WO\

0.3 /i/”l"l"i"‘""“’\““\\\"

0.5 //[/III[’""""““\\\“\ 0.35

i A
o I o W
e R

obr. 14.11 obr. 14.12
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Poznamka 14.3. Funkce

f(X, y) — (2X2 + 3y2)e—(x2+y2)

ma ostré lokalni minimum v bodeé [0, 0], ostré lokani maximum v bodé [0, 1]
a sedlové body v bodech [£1,0]. Absolutni extrem této funkce na kruhu
M = {[x, y] € R? : x?> + y? < 4} byl feSen v prikladu[G.6Hii).

/ﬁ““‘\\\

AN
/ SN
y?ff:g\\&}}}‘%g;‘,zo:‘\@“

A\
i W

iy
i1
Wil X
O O
0020,

o0 AKX
AR

obr. 14.13

obr. 14.14

Casto opakované postupy pri hledani lokalnich extrémi funkce dvou promén-
nych jemozné opét automatizovat pomoci Mapleovskéeho programovaciho jazyka.
Ukézkou mozného feSeni jsou procedury si ng amvext r em jedingmi parame-
try téchto procedur jsou funkce, jgiz stacionarni body, resp. lokani extremy,

urcujeme.

> sing:= proc( f) Iocal

> RETURN( cp)

> end:
nvextrem = proc( f)
zxx:=diff( f, x, Xx);
zyy:=diff( f, y, y);
zxy:=diff( f, x, y);

pom =t aker eal (pom;

vV V.V V V VvV V V V V V V

cp: ={sol ve( { diff(f,x)=0, diff(f,y)=0},

| ocal

{ x y}h}

ZXX, zyy, zxy, D, i, p2, pom

pom =map(al | val ues, sing(f));

for i from1l to nops(pom do
EZ: =op(i, pom;

eval f (subs(p2, zxx) *subs(p2, zyy) - subs(p2, zxy) " 2);
if D=0 then print( p2,
elif D<O then print( p2,

nel ze rozhodnout* );
‘ extrem nenastava' );
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> el se

> if eval f(subs( p2, zxx )) > 0 then
> print( p2,° lokalni mnimm );
> el se print( p2,° |okalni maxinmm);
> fi:

> fi;

> od;

> end:

Piiklad 14.6. UrCete lokani extremy funkce z = x* + y* — x? — 2xy — y2.
K FeSeni pouzijeme pfipravenych procedur:
> nmvextrem( x 4+ y 4- X" 2-2*x*y-y” 2);
{x =0,y =0}, nelzerozhodnout

{y=1x=1}, lokalni minimum

{y=—-1,x= -1}, lokalni minimum
Ve stacionarnim bodé [0, 0] je A = 0, proto o existenci extrému v tomto bodé
nel ze standardnim zplisobem rozhodnouit.

ReSeni v&ak miizeme ziskat nasledujicim zplisobem: funkci z upravime na
tvar z(x, y) = x* + y* — (x + y)2. Odtud z(—x, X) = 2x* > 0 pro x # 0. Na
druhé strané z(x, 0) = x* — x> = x?(1 — x?) < 0prox € (—=1,0) U (0, 1). Tedy
v libovolné malém okoli bodu [0, 0] funkce z nabyvajak kladnych, tak zapornych
hodnot, coz spolu s faktem, ze z(0,0) = 0 znamend, Ze v tomto bodé lokalni
extrem nenastava (obr. 14.15 a[14.16).

> plot3d(z(x,y), x=-2..2, y=-2..2, view=-3..5,
> axes=boxed, style=patch, |abels=[x,y, 2],
> orientation=[-64,51]);

> contourplot(z(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
> grid=[100, 100], col or=bl ack, contours=20);

Nasledujici priklad ilustruje situaci, kdy je matice druhych derivaci dané
funkceve stacionarnim bodé pouze semidefinitni. V tomto pfipadéje f”(0, 0) = 0.
Proto zde miize i nemusi nastat lokalni extrém, viz Poznamkal6.4l

Priklad 14.7. Rozhodnéte, zda funkce f(x,y) = x>+ y2ag(x,y) = x> + y*
maji v bodé [0, 0] extrém.

> fr=(x,y)->x"3+y" 2;
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N

y ./»4

LK

obr. 14.15 obr. 14.16

fi=(Xy)—> xX>+y?
Ovérme, Ze bod [0, O] je stacionarnim bodem:
> cp:=sing(f(x,y));
cp:={{y=0,x=0}}
Dae
> fxx:=001,1](f):fxy:=D[1,2](f):fyy:=002,2](f):
> Del ta: =unappl y(fxx(x,y) *fyy(x,y)-(fxy(x,y))" 2, X,y);
A:=(X,y)— 12x

> subs(cp[1], Delta(x,Vy));

0

Protoze A = 0, nemlzeme timto zplisobem o existenci extrému rozhodnout.
Generujmevsak PC-grafy uvazovanéfunkceajejich vrstevnic (obr.[14.17a[14.18).

> plot3d(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=franed,
> orientation=[80,80], style=patch, labels=[x,y, 2"]);

> contourplot(f(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
> grid=[100, 100], contours=20, col or=bl ack);

Podle PC-grafli predpokladame, ze v bodeé [0, 0] extrém nenastava. Tuto hypo-
tézu nyni ov&ime vypoctem. Plati f (0, X) = x? > 0 pro x # 0, ale zaroven plati
f(x,0) = x3 < 0prox e (—oo, 0). Tedy v libovolném okoli bodu [0, 0] funkce
f nabyvajak kladnych, tak zapornych hodnot, coz spolu sfaktem, ze f (0,0) =0
znamena, ze v tomto bodeé lokalni extrem nenastava.
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N

&
<

i

obr. 14.17 obr. 14.18

Analogicky:
> 9 =(X,y)->X"2+y" 4

g:=(Xy)—> x2+y

\

plot3d(g(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=franed,
orientation=[60, 70], style=patch, |abels=[x,y,z]);

\Y

\%

contourplot(g(x,y), x=-2..2, y=-2..2, axes=boxed,
grid=[ 100, 100], contours=20, col or=bl ack);

\Y

—_— —_—
=

oy

|

== = {2

obr. 14.19 obr. 14.20

> cp:=sing(g(x,y));
cp:={{y=0x=0}}

> subs(cp[1], Delta(x,Vy));
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0
Prirlistek funkce g(x, y) — g(0, 0) = x*+ y? > 0, tedy g mav bod& [0, 0] lokalni
minimum.

Zaverem s ukazeme jednu z moznosti, jak pomoci Maplu generovat VétSi
mnozstvi prikladl k ilustraci problematiky lokalnich extrémll funkce dvou pro-
meénnych. Vyuzijeme k tomu ,,symbolického zapisu funkce dvou proménnych
s parametry”, konkrétné v naSem prikladu se tfemi parametry:

> ff:=(a, b,c)->c*exp(-(x-a) 2-(y-b)"2);

ff := (a,b,c) - cel-(X-*~(y-b?)

i

SN
IO
AR
ARSI
ORSEES

obr. 14.21 obr. 14.22

> 71:=Ff(2,3,1)+ff(2,-3,2)+ff(0,-2,2)+f(-2,1,3);

71 := e(-0=22=(y=3)?) | 9 a(-(x=2=(y+3)?) | 9 o(-¥*~(y+2)?)
+ 3e(-0O+272=(y=1)%)

> plot3d(zl, x=-4..4, y=-4..4, axes=boxed, col or=bl ack,
> grid=[40, 40], labels=[x,y,z], style=hidden,
> tickmarks=[5,5,4]);

> z2:=ff(1,1,-2)+f(-1,-1,2);
22 = —2e(-(x=D?=(y=1)?) | 5 o(~(x+1)2=(y+1)?)
> plot3d(z2, x=-4..4, y=-4..4, axes=boxed, col or=bl ack,

> grid=[40,40], orientation=[-35,70], |abels=[x,y,z],
> styl e=hi dden);
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s

Takto generovane PC-grafy jsou nazorngjSi nez u prozatim Castgji k demonstra-
cim vlastnosti funkci dvou proménnych pouzivanych kvadratickych a kubickych
funkci. Srovnejme proto predchazejici dva PC-grafy (obr. [14.21] a [14.22) napf.
sPC-grafem funkce z = x3 — 3x2 + y3 — 3y + 1:

\%

Z:=x"3-3*Xx"2+y” 3- 3*y+1,;
z:=x3-3x>4+y*—-3y+1

> plot3d(z, x=-3..3, y=-3..3, style=patchcontour
> axes=boxed, orientation=[-122,-150],
> | abel s=[x,y," 2" ]);

> plot3d(z, x=-3..3, y=-3..3, view=-6..4,
> styl e=pat chcont our, axes=boxed,
> orientation=[-122,-150], |abels=[x,y, 2" ]);

obr. 14.23 obr. 14.24

Z PC-grafu na obr.[14.23 neni patrng, ze uvazovana kubicka funkce z madva
sedlové body a jedno lokalni maximum ajedno lokani minimum. Az po dalSim
»Zjemnéni“ rozsahu zobrazovanych hodnot dostavame PC-graf (obr.[14.24), ktery
|épe ilustruje problematiku lokalnich extréml.

Z prikladll uvedenych v této ¢asti tedy mimo jiné plyne, ze pro nazorngjsi
demonstraci lokalnich vlastnosti funkci dvou proménnych pomoci PC-grafli jsou
vyhodng&i exponenciani funkce, na rozdil od prikladli slouZicich k pocetnimu
hledani lokalnich extréem, kde se naopak vice hodi polynomialni funkce.
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14.2. Absolutni extrémy

UkaZzeme s opét nékolik moznosti, jak pomoci Maplu hledat absolutni extremy
funkci dvou proménnych.

Piiklad 14.8. UrCete ngmendi a nejvétsi hodnotu funkce z = f(x,y) = x? —
y2 +4namnozine M = {[x, y] € R?: x2 + y? < 1.

Definujme ngjdfive funkci f a mnozinu M a poté generujme jgich PC-grafy
scilem demonstrovat PC-graf funkce f namnoziné M:

\

fi=(x,y)->x"2-y" 2+4;
fi=(xy)—>x*—y*+4

\

M =x"2+y”~ 2=1,
M:=x2+y>=1

> pl:=plot3d(f(x,y), x=-1.2..1.2, y=-1.2..1.2,

> axes=framed, orientation=[31,56]):

> p2: =spacecurve([cos(t), sin(t), f(cos(t), sin(t))],
> t=0..2*Pi, color=black, thickness=3,

> orientation=[31, 56]):

> p3: =spacecurve([cos(t), sin(t), 0], t=0..2*Pi

> col or=bl ack, thickness=3, orientation=[31, 56]):

> di splay3d({pl, p2, p3}, |abels=[x,y,z]);

> p4: =spacecurve([cos(t),sin(t),f(cos(t),sin(t))+0.01],
> t=0..2*Pi, color=black, thickness=3,
> orientation=[31, 56]):

> di splay3d({pl, p3, p4}, |abels=[x,y,z]);

Poznamka 14.4. V&mnéme s rozdilu u téchto dvou PC-grafli. Problémem je
pocCitatovée znazorneni kiivky tvorici hranici obrazu mnoziny M na plose PC-
-grafu funkce f (p3, obr. 4.25). Aby byla situace nazorngsi, dopustime se
»malého podvodu” a PC-graf kfivky posuneme , kousek“ nad PC-graf funkce f

(p4, obr.[14.26).

Prejdéme nyni ke standardnimu postupu hledani absolutnich extremi funkce f .
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obr. 14.25 obr. 14.26

UrCeme nejdrive stacionarni body leZici uvnitf M:
> Wi th(nvcal p):
> sing(f(x,y));
{{x=0,y=0}}
Dostavame stacionarni bod [0, O] € M.
> f(0,0);
4

Nakonec vySetfeme chovani funkce f na hranici mnoziny M. Tuto hranici
tvofenou kruznici x2+y? = 1si rozd&d menadvéasti, nahorni adolni pllkruznici:

> W t h(student):
> r:=isolate(My);

r := y = RootOf (_Z% — 1+ x?)

> r:=allval ues(r);

ey = VIR y = /1
Dosazenim téchto hodnot do vzorce definujiciho funkci f, dostaneme funkci jedné
redlné proménné:
> ul: =unappl y(subs(r[ 1], f(x,y)), X);
ul:=x —> 2x°+3
Ta popisuje projekci uvazované mnoziny do roviny Xy (viz. obrazek [14.26). Hle-
dgjme nyni absolutni extremy takto konstruované funkce jedné proménné pro
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X e [-1, 1]:

> solve(diff(ul(x), x)=0, x);
0

> ul(0);
3

> ul(-1);ul(1);
5
5

Pro druhy pfipad, kdy y = —+/1—x2, x € [—1, 1] je Situace stejna, nebot
f(x, —y) = f(X,y). Porovnanim funkcnich hodnot funkce f nahranici mnoziny
M sfunkéni hodnotou funkce f v jgjim jediném stacionarnim bodé [0, 0] dojdeme
k zavéru, ze

fmin - 3 pro [X’ y] = [o’ :tl]
fmax = 5 pro [X’ y] = [:tl’ O]

Poznamka 14.5. K vypottu extrémll funkce f na hranici mnoziny M mlizeme
také pouzit pfimo prikazu ext r ema( expr, constrai nts, <vars>,’ s’ ).
Napriklad pro predchozi situaci:

> extrema(f(x,y), M {x,y}, ’body’);

{3,5}

> body;

{{YZO,X:1},{)’:0»)(:_1}»{)(:O,YI:I-},{X:an:_l}}
Pfikaz ext r ema dava na vystupu maximani a minimani hodnotu funkce f
na hranici mnoziny M a do proménné’ s’ uklada souradnice bodi, ve kterych
maximum a minimum nastava. Vyuziva k tzv. hledani vazanych extrém{l znamé
metody Lagrangeovych multiplikatorli (Véta@.1). Prikaz ext r ema ale vétSinou
pouzivame pouze ke kontrole vypocttl, protoze podstata metody Langrangeovych
multiplikatorll pri jeho pouziti zlistava skryta (viz priklad[14.12).

PFi FeSeni dalSiho pFikladu budeme ilustrovat postup stejny jako pfi vypoctu
pomoaci ,tuzky a papiru“, pouze zapis budeme provadét formou Mapleovskych
prikazd.
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Piiklad 14.9. Najdéte absolutni extrémy funkce z = x? 4+ 2xy — 4x + 8y v ob-
déniku ureném pfimkami y =0, x =0, x = lay = 2

> 2:=(X,Y)->X"2+2* x*y- 4* x+8*y;
Z:=(X,y) > X>+2xy—4x+8y

UrCeme stacionarni body funkce z:

> W th(nvcal p):

> sing(z(x,y));

{{x=-4,y=6}}
Ziskany bod [—4, 6] v&ak nepatfi do vySetfovaneho obdé niku.
VySetfemenyni funkci znahranici obdé niku, tj. natseckachy = 0,x € [0, 1],

x=0,yel02,y=2xe[0,1lax=1Yye€]0,?2].
Dosazenim dostavame:

> ul: =unappl y(subs(y=0, z(x,y)), X);
ul ;= x — x%— 4x
a hledame absolutni extrémy této funkce jedné proménné naintervalu [0, 1]:
> sol ve(di ff(ul(x), x)=0, x);
2

Ani tento stacionarni bod nepatfi do intervalu [0, 1] avySetfimetedy pouze funkeni
hodnoty v krajnich bodech intervalu:

> ul(0);ul(1);
0

-3
Obdobné postupujeme i na zbyvajicich UseCkach:
> u2: =unappl y(subs(x=0, z(x,y)), VY);
u2:=y— 8y

> solve(diff(u2(y), y)=0, vy);
> u2(0);u2(2);

16
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> u3: =unappl y(subs(y=2, z(x,y)), X);
us: =X — x°+16

> sol ve(diff(u3(x), x)=0, X):
0

> u3(0);u3(1);
16

17

> u4: =unappl y(subs(x=1, z(x,y)), VY);
wu:=y— —-3+10y

> solve(diff(u4(y), y)=0, vy);
> u4(0);ud(2);
-3

17
Porovnanim Ziskanych funkcnich hodnot funkce z na hranici vidime, ze

1:min = -3 pro [X» y] — [1, O]
fmax = 17 pro[x, y] =[1, 2].

Graficky je priklad znazornén na obr. [I4.27. Grafické znazornéni zde slouzi pro
kontrolu ziskanych vysledk.
> plot3d(z(x,y), x=0..1, y=0..2, axes=boxed,

> orientation=[-21, 3], color=black, tickmarks=[2,5, 6],
> scal i ng=constrai ned, |abels=[x,y," 2']);

Zavérem s jesté ukazme metodu, jak |ze FeSit Glohy na absolutni extrémy v né-
kterych specianich pfipadech, napf. umime-li sestrojit vrstevnice funkce, j€jiz
extrémy hledame, a pokud mnozina, kde tyto extremy hledame je , dostatecné
jednoducha“.
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obr. 14.27

Priklad 14.10. Najdéte nefmensi a nejvétsi hodnotu funkce f (x,y) = X — y na
mnoziné M : x2 + y? < 1.
Generujme PC-grafy funkce f avrstevnic funkce f spolu s mnozinou M:

>

f12(X,y)->x-y;
f:=(X,y) > x—y

vl:=plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3,
styl e=pat chcont our, axes=boxed, contours=20):

> v2:=spacecurve([cos(t), sin(t), f(cos(t), sin(t))],

t=0..2*Pi, color=black, thickness=3):

> v3: =spacecurve([cos(t), sin(t), -6],t=0..2*Pi,

col or =bl ack, thickness=3):

> di splay3d({vl,v2,v3}, axes=boxed, |abels=[x,y, 2],
> scal i ng=constrai ned, orientation=[19, 31]);

> v4:=plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-3..3, style=contour,
> axes=boxed, contours=20, grid=[100,100]):

\

di spl ay3d({v2,v4}, orientation=[0,0],
scal i ng=constrai ned) ;

f(1/sqrt(2),-1/sqrt(2));f(-1/sqrt(2),1/sqrt(2));



Absolutni extrémy 235

/2

—/2
Vrstevnice funkce f jsou pfimky x — y = c¢ (viz ilustrace na obr. [14.28). Z PC-
-grafu na obrazku [14.29 (vrstevnice — 0sa X je zde svidg, y vodorovnd) je takée
vidét, Ze podminkou proto, aby hodnotac € R bylahodnotou absolutniho maxima
resp. minimafunkce f je, ze pfimkax — y = c jetetnou ke kruznici x> + y? = 1.
Z PC-grafll je ZFggmé, Ze maximum nastane v bodé [Jii, ;—%], jeho hodnota je v/2

aminimum je v bodé [;—%, %], jeho hodnota je —+/2 (viz priklad B.7ii)).

obr. 14.28 obr. 14.29

Piiklad 14.11. Najdéte nggmensi anejveétsi hodnotu funkcez = f(x, y) = 2x2+
4y?2 namnoziné M : x2 4+ y2 < 9.
Postupujme stejné jako v predchazejicim prikladé:

> z2:=(X,y)->2*X" 2+4*y" 2;

Z:=(X,y) = 2x2+4y?

> ol:=plot3d(z(x,y), x=-3.2..3.2, y=-3.2..3.2,
> styl e=pat chcont our):

> 02: =spacecurve([3*cos(t), 3*sin(t), z(3*cos(t),
> 3*sin(t))+0.1], t=0..2*Pi, color=black, thickness=3):

> 03: =spacecurve([3*cos(t), 3*sin(t), 0], t=0..2*Pi,
> col or=bl ack, thickness=2):

> 04:=plot3d(z(x,y),x=-3.2..3.2,y=-3.2..3.2,
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> styl e=contour, axes=nornal):

> di spl ay3d({ol, 02, 03}, ori entation=[49, 53],
> axes=boxed, |abels=[x,y,’2']);

> di spl ay3d({ o4, 02}, orientation=0,0],
> scal i ng=constrai ned, axes=franed, |abels=[x,y,z]);

> 2(0,0);2(0,3);2(0,-3);

36

obr. 14.30 obr. 14.31

S pomoci PC-graf{i (obr. aobr. [14.37) neni obtizné urcit, ze

Zmin = 0 pro[x, y] =[O0, O]
Zmax = 36 pro [X, y] =[0, £3].

14.3. Vazaneé extremy

V néasledujicim prikladé hledame extrémy na hranici mnoziny M metodou Lan-

grangeovych multiplikatorl bez pouziti prikazu ext r enma.

Piiklad 14.12. UrCete ngjvé&tsi angmensi hodnotu funkce z = f(x, y) = 2x% —
2xy 4+ y? namnozing M = {[x, y] e R? : x> + y? < 1}.
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obr. 14.32

> f 1= (Xx,y) -> 2*x"2 - 2*x*y + y~2;
fi=(X,y)—> 2x2 —2Xy+Vy?

> 9. =(x,y)->Xx"2+y" 2- 1;
g:=(xy) > x*+y* -1
Nejdrive opét generujme PC-graf funkce f namnoziné M (obr. 14.32):

> gl:=cylinderplot([r,theta,f(r*cos(theta),
> r*sin(theta))], r=0..1, theta=0..2*Pi,
> scal i ng=constrai ned):

> g2: =spacecurve([cos(t), sin(t), 0], t=0..2*Pi,
> col or=bl ack, scaling=constrained):

> di spl ay3d({gl, g2}, axes=framed, orientation=[9, 30],
> scal i ng=constrai ned, |abels=[x,y,"2']);

D&l e urCeme stacionarni body funkce f IeZici uvnitf mnoziny M:
> sing(f(x,y));
{{x=0,y=0}}

> f(0,0);
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0

Na zavér, k uréeni extrémll funkce f na hranici mnoziny M pouzijeme metodu
L agrangeovych multiplikatorll. Sestavme Lagrangeovu funkci Glohy:

> F:=unappl y(f(x,y)-lanbda*g(x,y), x,y, | anbda);

Fi= (X, V,A) > 2X° —2X Y+ Y — A (X3 +y?>— 1)
V souladu se standardnim postupem vytvorme (s pouzitim parcianiho derivovani
Lagrangeovy funkce F podle vsech proménnych) pomocny systém podminek pro
stacionarni body naSi Glohy:
> eql: =di ff (F(x,y,|anbda), x) =0;

el :=4x—-2y—-21x=0

> eq2: =di ff (F(x,y,|anbda), y) =0;
eg2 :=-2x+2y—-2r1y=0

> eq3: =g(x,y) =0;
e3:=x>+y>*—-1=0
Symbolické feSeni této soustavy rovnic:
> sol ve({eql, eq2, eq3}, {x,y,lanbda});

{y = RootOf (5_Z% — 4+ %1),

X = RootOf (5_Z% — 4 + %1) — %1 RootOf (5_Z — 4 + %1),

A= %1}

%1 := RootOf (1 — 3_.Z + _Z?)
v&ak neni vhodné pro dalSi vypocty (opét se jen tézko interpretuje), pouzijeme
proto feSeni numericke:

> sol : =f sol ve({eql, eq2, eq3}, {x, vy, | anbda}, maxsol s=10);
sol := {y = —.8506508084, » = .3819660113, x = —.5257311121},
{1 =.3819660113, x = .5257311121, y = .8506508084 },

{y = —.5257311121, ) = 2.618033989, x = .8506508084 },
{A = 2.618033989, y = .5257311121, x = —.8506508084 }

Pro takto ziskané hodnoty X, y, A dopociteme funkéni hodnoty funkce f:
> for i from1l to nops([sol]) do

> subs(op(i,[sol]), [x,y]); subs(op(i, [sol]), f(x,y))
> od;
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[ —.5257311121, —.8506508084 ]
.3819660112
[.5257311121, .8506508084 |
.3819660112
[ .8506508084, —.5257311121 ]
2.618033989
[ —.8506508084, .5257311121 ]

2.618033989

Vysledek znazornéme na PC-grafu funkce f (obr. [14.33):
> pts:=pointplot({seq(subs(op(i,[sol]), [x,y,f(x,y)]),
> i=1..nops([sol]))}, color=black, synbol=box):

> di spl ay3d({gl, g2, pts}, axes=franed,
> orientation=[135, 70], scaling=constrai ned,
> | abel s=[x,y, 2" ]);
Porovnanim Ziskanych funkcnich hodnot s funk&ni hodnotou ve stacionarnim
bodé dostavame, ze

fmin = O pro [X’ y] = [o’ O]
fmex = 2.618 pro [x, y] = [0.851, —0.526] a[x, y] = [—0.851, —0.526].
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Kapitola 15

Funkce zadana implicitné v M aplu

V prvni ¢asti této kapitoly si vSimneme probléml spojenych s generovanim PC-
-graftifunkcedanéimplicitng, v druhépak pouzijeme M aplu pfi vypottech derivaci
implicitné dané funkce.

15.1. Generovani PC-grafu funkce zadané implicitné

Ke generovani PC-grafu funkce dané implicitné pouzivame prikazli z knihovny
plots:inplicitplot ainplicitplot3d. Proilustraci generujme PC-
-grafy kivky urenéimplicitné rovnici x3+ y* —5xy+ £ = 0 (obr.[I5.1) aplochy
urené implicitné rovnici cosh z = /x2 + y2 (obr. [15.2).

2
y
1
1
-2 . : 3}
v

obr. 15.1 obr. 15.2

> W th(plots):

> inplicitplot(x 3+y"3-5*x*y+1/5=0, x=-3..3, y=-3..3,
> grid=[50, 50]);

241
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> inplicitplot3d(cosh(z)=sqrt(x 2+y 2),x=-3..3,y=-3..3,
> z=-2..2, grid=[15,15,20], style=patchcontour,
> orientation=[30,70]);

Pri generovani PC-graf i kfivek danych implicitné pfikazemi npl i ci t pl ot
neni mozno zarucCit, ze PC-graf bude odpovidat grafu kfivky dané implicitné.
Maple méa pri tvorbé PC-grafu ,problemy” s body [x, y], l€Zicimi na kfivce
F(x,y) = 0, pro které je 2£(x,y) = 0 a zéroven %(x, y) = 0. Typic-
kym piikladem je kfivka 2x* 4+ y* — 3x?y — 2y® + y2 = 0 (obr. [15.3). Plati
Fy = 4y — 3x% — 6y? + 2y, Fy(0,0) = 0, Fy(0,1) = 0 a Fx = 8x? — 6xy,
Fyx(0, 0) = 0, F,(0, 1) = 0. Ani zhu&téni sité v tomto pripadé nevede v okoli bodl
[0, 0] a[0, 1] k uspokojivym vysledkiim (obr. 15.4):

> inplicitplot(2*x"4+y”4-3*x" 2*y-2*y”" 3+y” 2,
> x=-5/2..5/2, y=-5/2..5/2);

> inplicitplot(2*x™4+y”4-3*x" 2*y-2*y” 3+y” 2,
> x=-5/2..5/2, y=-5/2..5/2, grid=[100, 100]);

obr. 15.3 obr. 15.4

V tomto pripadé je ngjlepSim feSenim parametrizace zkoumané krivky:

> factor(subs(x=r*cos(phi), y=r*sin(phi),
> 2*X"4+y" 4-3* X" 2*y-2*y" 3+y” 2));

r? (2r?cos(¢)* +r?sin(¢)* — 3r cos(¢)?sin(¢) — 2r sin(¢ ) + sin(¢)?)

> eqgn: =op(2,”);

eqn := 2r2cos(¢ )* +r?sin(¢)* — 3r cos(¢)?sin(¢) — 2r sin(¢ )3
+sin(¢)?
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> sol s:=map(sinmplify, {solve(eqn,r)},
> {sin(phi)”2+cos(phi)”2=1}, [cos(phi), sin(phi)]):

> sol s: =map(unapply, sols, phi);

—sin(¢ )% + 3sin(¢) — y—11sin($)°® + 10sin(¢)* + sin(¢ )2
6sin(¢ )4 —8sin(¢ )2+ 4 ’

—sin(¢)3+3sin(¢) + v/—11sin(¢ )% + 10sin(¢ )* + sin( ¢ )2
6sin(¢)* — 8sin(¢)2+4 }

¢ —

o —

> pol arplot(sols, 0..2*Pi, views[-5/2..5/2, 0..9/4],
> scal i ng=constrai ned, color=black, l|abels=[x,"y']);

=5 T 00 1 2

obr. 15.5

P¥i pokusu o generovani PC-grafu pro kfivku uréenou implicitné rovnici 9x2 +
16y? — 24xy — 8y + 6x + 1 = 0 dostavame prazdny PC-graf aani zhudténi sité
opét nepomaha. Pokusme se problém vyfesit jinym zplisobem (obr. [15.6):

> EQ: = 9*Xx™ 2+16*y” 2- 24*x*y- 8*y+6* x+1=0;

Eq:=9x?+16y?> —24xy—8y+6x+1=0
> student [ conpl et esquare] (Eq, X );
4 1\?
9| x—= -] =0
< 3y+3)

> s:=solve( ", {y} );

3 1 3 1
S:= y:zx—|—— Ay=-x+-=
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> assign(s);

> plot(y, x=-5..5, labels=[x,"y" ]);

-3t

obr. 15.6

Zavérem ukazme efekt zmény presnosti aproximativni aritmetiky a hustoty
sité na PC-graf pro kfivku danou implicitné rovnici 1 = -2¥. (obr. 15.7HI5.9).

x3+y3

> eq: = 1=(3*x*y)/(x" 3+y" 3):

> implicitplot(eq,x=-4..4,y=-4..4);

Error, (in
1st i ndex,

> Digits : =

pl ot/i pl ot 2d/ | evel curve)
1251, larger than upper array bound 1250

80:

> implicitplot(eq,x=-4..4,y=-4..4,9rid=[30, 30]);
> inmplicitplot(eq,x=-4..4,y=-4..4,9grid=[40,40]);

> inmplicitplot(eq,x=-4..4,y=-4..4,9grid=[50,50]);

obr. 15.7

obr. 15.8 obr. 15.9
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Z obrazk(i[15.7H15.9 je vid&t, Ze algoritmus Maplu pro generovani PC-grafu
kfivky dané implicitné neni dostateCny pro generovani PC-grafu odpovidajiciho
grafu takto zadané kfivky.

15.2. Vypocty

P¥i vypoCtu derivace funkce daneimplicitnérovnici F (x, y) = 0 pomoci pocitaco-
vého systemu pouZivame nasledujiciho postupu. Rovnici F (X, y) = 0 derivujeme
podle x anay se divame jako nafunkci proménné x. Pak dostavame

Fx(X,y) + Y Fy(x,y) =0

a z této rovnice vypocteme y'. Steiny postup je vhodny i pfi vypoctu vySSich
derivaci. (Postatujici podminku pro existenci funkce zadané implicitné v okoli
daného bodu kfivky udava Véta8.1.)

Piiklad 15.1. UrCete rovnici teény ke kfivce dané rovnici y® — xy = —6 v bodé
[7, 2].

\Y

eqn: =y(x) "~ 3- x*y(x) =- 6;
egn :=y(x)® = xy(x) = —6

\

deqn: =di f f (eqgn, x) ;

._ 2 (9 3 (9 _
degn := 3y(x) (axy(x)) y(x) X(axy(X))—O

\Y

dydx: =sol ve(deqn, diff(y(x), X));

_ Y
dydx := 3y(x )2 —x
> k:=eval (subs({y=2, x=7}, dydx));
k:::g
5

Rovnicetetny t jey — 2= 2(x — 7) tj. pfimkaby — 2x + 4 = 0.
> pl:=plot(2/5*x-4/5, x=-10..10):
> p2:=inplicitplot(eqn, x=-10..10,y=-4..4,grid=[50,50]):
> display({pl,p2});
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=2
Lon >
=
°

-30 -5

obr. 15.10

Poznamka 15.1. V novgsich verzich Maplu (od verze R4) mame k dispozici
procedurui npl i ci t di f f, kterapocitaderivaci funkce danéimplicitné rovnici:

> dydx:=inplicitdiff(y 3-x*y, vy, X);

y
X := —————
dydx —-3y2+X
Tato procedura je viak vhodna spide pro kontrolu ziskanych vysledkil nez pro
vlastni procviCovani derivovani funkce dané implicitne.

Vhodnym cvicenim do pocitatovélaboratofe vyzadujicim jak znal ost nezbytné
teorie, tak zékladni znal ost programovani v Maplu je: napiste proceduru, kteraurci
derivaci funkce dané implicitné, pfipadné jeji hodnotu v zadanem bodé:

> inmplicitdiff := proc(Q)
> | ocal tnp, Dl FFg, DI FFy, DI FFyO, p1:
> DIFFg: = diff(g,x):
> DI FRy: =
> sinplify(solve(subs(diff(y(x), x)=pl, Dl FFg) =0, pl));
> end:
> inplicitdiff(y(x)”3-x*y(x)+6);
oYX

—3y(x)%+x
> inplicitdiffb := proc(x0,y0, g)
> | ocal tnp, D FFg, D FFy, DI FFyO, p1:
> tnp: =subs(y(x)=y0, 9):
> 1f (sinmplify(subs(x=x0,tnp)) <> 0) then
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> ERROR(‘ x0,y0 appear not to be on the curve'):
> fi:
> DIFFg:= diff(g, x):
> DIFFy: =sinplify(solve(subs(diff(y(x),x)=
> pl, Dl FFg) =0, pl)):
> DI FFy0: = sinplify(subs(x=x0,y(x0)=y0, DI FFy)):
> DI FFyO
> end:
> implicitdiffb(7,2,y(x)" 3-x*y(x)+6);
2
5

Vystupem dalSi uvedené procedury je pfimo rovnice tecny ke kfivce dané impli-
citné v daném bodé a PC-graf (obr. I5.11):

graf _t:=proc() local a,b,c,u,v,Kk;

c=diff(args[1], x);

c=diff(args[1],Y);

:=op(1,args[2]);

:=op(2,args[2]);

:=eval (subs({x=u,y=v},args[1]));

if c=0 then

k: =(subs({x=u, y=v}, a) *(x-u) +subs({x=u, y=v}, b) *
(y-v));

print(‘Rovnice tecny v bode',args[2],'je ‘,k=0);

i f nargs(graf_t)=6 then

RETURN (plots[inplicitplot]({args[1],k},

x=args[3]..args[4],y=args[5]..args[6]));

fi;

fi:

I f c<>0 then

print(‘Bod',args[2], nelezi na krivce ‘,args[1]=0);

fi;

end;

[@pY

O < c

vV V.V V V V VvV V V VvV V V V V V V V V V \V

\Y

graf _t(y 3-x*y+6, [7, 2], -10,10,-4,4 );
Rovnicetecnyvbode, [ 7, 2], je, —2xXx+4+5y =0
graf _t(y 3-x*y+6, [1, 1]);

\

Bod, [1, 1], nelezi nakrivee, y> —xy+6=0

Piiklad 15.2. Rozhodnéte, zda kfivkax3 4+ y® — 2xy = 0leZi v okoli bodu [1, 1]
pod tecnou nebo nad tecnou.
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> alias(y=y(x));

> eq: =x" 3+y~ 3- 2*x*y=0;

eq:=x>+y>—2xy=0
Derivujme rovnici x3 + y3 — 2xy = 0 podle x za predpokladu, Ze y je funkce
promenné x:
> diff(eq,x);

a a
3 2 3 2 7 —_2vy—2 _ =0
o (axy) ’ X(axy)
> dydx: =solve(”, diff(y,x));

3x%2 -2y

deX == m

Da3im derivovanim podle x obdrZzime:
> diff(eq, x%$2);

6X+6 i 2+3 2 8_2 — 4 i —2X 8—2 =0
Y {ox? Y oz’ ax 2’ )~
> solve(”, diff(y,x$2));

BX+6Y (&Y) —4(%Y)
3y2 —2x
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> d2ydx2: =nor mal (subs(di ff(y, x)=dydx, ”));

Y X(27y® — 54X y+27x3 +8)
(—3y2+2x)3

d2ydx2 := 2
Dosazenim dostaneme:
> subs({x=1, y=1}, d2ydx2);

—16
coz znamena, ze kfivka leZi v okoli bodu [1, 1] pod teCnou.

Analogicky postupujeme v pripadé implicitné zadané funkce vice proménnych.

Priklad 15.3. UrCete rovnici teCné roviny v bodé [1, 0, 1] k ploSe urCené rovnici
x34+y34+ 22 -3xyz—x—y—z=0.

Derivujme danou rovnici podle x a podle y, pficemz z chapeme jakozto funkci
proménnych x ay.

> alias(z=z(x,y)):
> rov: =x" 3+y” 3+z" 3- 3*x*y*z- x-y- z=0;

rov:i=x>4+y +22-3xyz—x—-y—z=0

> diff(rov, Xx);

0 d d
2 2
— 7)) = _ Z 721 =z) =
3x“+3z (SXZ) 3yz 3xy(axz) (axz) 0

> dzdx: =solve(”, diff(z,x));

3x?—-3yz—-1

dzdhx := — 322-3xy-1

> diff(rov,y);

3y? +37 (%Z)_3XZ_3Xy(%Z)_1_(%Z):o

> dzdy: =solve(”, diff(z,y));

3y?—-3xz—-1
322-3xy-1

dzdy :=
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Dosazenim x = 1, y = 0 az = 1 dostavame:
> subs({x=1,y=0, z=1}, dzdx);
-1

> subs({x=1,y=0, z=1}, dzdy);
2

Plati z(1,0) = —1, z,(1, 0) = 2 atedy teCnarovinak dané plose v bode [1, O, 1]
marovnici z—1=—(X —1) + 2y, polUpravex —2y+z—2=0.

Priklad 15.4. Urcete lokani extremy funkce z = f (x, y) urCenéimplicitné rov-
nici
FX,Y,2) =X24+y?+ 22 —xz—2yz=1

> alias(z=z(x,y)):
> Fi=x"2+y" 2+z" 2-x*z-sqrt (2) *y*z=1
F=x?+y?’+722—xz—+2yz=1
Derivovanim zadavagjici rovnosti podle x a y dostavame:
> diff(F x);

d a0 d
2X 422 (a_x )—z—x (a—xz)—«/iy (a—xz)zo

> dzdx: =solve(”, diff(z,x));
2X —2
22— X—/2y

dzdx := —

> diff(F,y);
2y +2z iz — X iz)—«/iz—x/i iz =0
y ay ay Y ay )
> dzdy: =solve(”, diff(z,y));

2y — /22
22— X —+/2y

dzdy := —
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Stacionarni body urcime z podminky z, = 0 = zy:
> s: =sol ve({dzdx=0, dzdy=0, F},{x,vy,z});

S:= {x:l,z:Z,y:«/é],{x:—1,2=—2,y=—«/§}
Vypoctéme dale parcidlni derivace 2. fadu ve stacionarnich bodech:
> di ff(F, x, x);

3 \? 92 3 92
242 — 27z —z)-2(=z)-x(—12z) -
+ (E)x Z) + Z(ax2 Z) (ax Z) X (8x2 )

> dzdxx:=solve (", diff(z,x,x));

2
2+2 (532" -2 (52

dzdxx := —
22— X —/2y
> zXXP: =subs(di ff(z, x)=0, dzdxx);
1
XxXP = -2
22— Xx—+/2y

> diff(Fy,y);

3 \? 92 92 3
242 (552) 22 (557) - x (522) ~2v2 (557) -

> dzdyy: =solve (", diff(z,y,y));

2+2(aiyz)2—2\/§ (aiyz)

dzdyy := —
dyy 22— x—+/2y
> zyyP: =subs(di ff(z,y)=0, dzdyy);
1
P.=-2
il 27— x— /2y

> diff(F x,y);
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9 9 92 d 9? )
2 —z —2Z|+2z Z)—|—2z)—X y4
y X dy 9X dy dy 9X
9 92
V2 =z)=-V2 =
f(axz) V2y (ayaxz) 0
> dzdxy: =solve (", diff(z,x,y));

2(%2) (%z)—(aiyz)—«/i(%z)

dzdxy := —

22— Xx—+/2y
> zXyP: =subs({di ff(z,y)=0,diff(z,x)=0}, dzdxy);
xyP :=0

UrCeme hodnotu A = z,,zyy — z§y ve stacionarnich bodech:
> Del ta: =zxxP*zyyP- (zxyP) " 2;

A:=4 ! 5

(22—x—«/§y)

> subs(s[1], Delta);subs(s[1], zxxP);
4
-2

> subs(s[2], Delta);subs(s[2], zxxP);

4
2

ProtoZe v obou bodech je A = 4 > 0, nastavgi v téchto bodech lokani ex-

tremy, a to maximum v bodeé [1, V2, 2] (nebot zyx = —2) a minimum v bodé

[—1, —v/2, —=2] (z4x = 2).
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P 1. Software pro podporu vyuky matematické analyzy

Tato kapitola uvadi strucny prehled programového vybaveni (software) pouzitel-
ného pfi vyuce matematicke analyzy. Cilem je seznamit Ctenare jak s komercnimi
produkty, tak s archivy vefginé pristupnych programt, kterymi lze v nékterych
pripadech komeréni produkty nahradit. U vech programii jsou uvedeny adresy na
siti Internet, na kterych je mozno ziskat dalSi informace.

Systémy pocitaCové algebry

V této Casti s strucné predstavime systém Maple a uvedeme odkazy na dalSi
systemy pocitacove algebry.

Maple V (Release 5) — projekt Maple se vyviji od 80. let v Maple Waterloo
Software a da sefici, Ze je prvnim z modernich systeml, ktery v sobé kromé roz-
sahlych algebraickych manipulaci obsahuje i implementace numerickych metod,
knihovny specidlnich funkci a v neposledni fade také velmi propracovanou gra-
fiku. Navic je diisledné oddél eno uzivatel ské rozhrani od vlastniho jadra systému.
Uzivatel mataké moznost tvorit tzv. zapisniky, kde |1ze kombinovat text, vstupy,
vystupy i grafiku. Z téchto diivodti je vhodny jak pro zpracovani Gkol{, tak pro vy-
tvareni protokolll (podporovana je i konverze do forméatu IATEX). Posledni verze
Maplu pfingsi i moznosti hypertextovehd] propojovani jednotlivych zapisnika,
pouzivani zalozek pro rychlé odkazovani aexport do jazyka HTMLP (podrobngjsi
informace spolu svysvétlenim téchto terminli najdeme napf. v [Hea]). DalSimi vy-
hodami Maplu jsou jeho dostupnost pro prakticky vsechny bé&Zné uzivané operacni
systemy (MSDOS, MSWINDOWS, SCO UNIX, BSD UNIX, SUN Solaris, Ma-

IText, ktery 1ze zpracovavat i jinym nez pouze sekvenénim zpfisobem. Obsahuje odkazy, obrazky
atd.

2Hypertext MarkUp Language, jazyk, ktery popisuje hypertextovou stranku. VyuZiva se pro
WWW.
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cintosh, Silicon Graphics, Next, . .. ), pomérné nizké naroky nahardware (2-6 MB
RAM, 10 MB mista na disku) ajasné a dobre definovana syntaxe.

Shriime si do nékolika bodl zakladni moznosti systému Maple (ty jsou vlastni
i ostatnim CAS systémtim).

e Maple umi pracovat s teméf libovolné velkymi celymi &isly. Radové Ize pou-
Zivat Cida s deseti tisici ciframi.

¢ Jednoduchym zplisobem | ze definovat vyrazy jako funkéni zavid osti, seznamy,
mnoziny atd.

e Rlznymi zplisoby |ze interaktivné zobrazovat bodova data, kfivky, plochy
(zadané pfimo i implicitné), sdruzovat nékolik grafik, animovat apod.

e Maple ovlada veskeré standardni procedury diferencidniho a integralniho
poCtu, umi fesSit systémy linearnich, algebraickych i diferencialnich rovnic, vse
analyticky i numericky, v rozsahu prevy3ujicim zakladni vyuku pro studenty
odborné matematiky.

e Jsou implementovany numerické metody, kterelze automaticky (ase zvolenou
presnosti) aplikovat, kdykoliv analytickée procedury nevedou K cili.

e Maple obsahuje velice bohaty programovaci jazyk se syntaxi blizkou Pascalu.
Lze v ném velice snadno definovat funkce, procedury i celé programove sys-
temy. Tyto jsou pak plné prenositelneé mezi vSemi implementacemi systemu
Maple.

e Soucasti Maplu je rozsahla hypertextova akontextova napovéda. Ke kazdemu
mapleovskemu prikazu ¢i knihovné je uvedeno nejen jgjich podrobné vysvét-
leni, alei fadailustratnich prikladi.

Domovska stranka vyrobcli Maplu Maple Waterloo Software na Internetu je
na it tp—7 7 wwv. reptesoft-Ttom Domovska stranka Maplu je ittp—771
gai sy. uwat er 1 0o. car]. Zde najdeme vse tykajici se Maplu (seznamy litera-
tury, ukazkové zapisniky, oznameni o konferencich, atd.). K nejlepsim mistim na
Internetu vénovanym problematice Maplu patfi i Maple bilingual na: ttp—771

Da 8l zdroje informaci 0 Maplu je mozno nalézt napf. na:

htt],



http://www.maplesoft.com
http://daisy.uwaterloo.ca/
http://daisy.uwaterloo.ca/
http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
http://sunsite.informatik.rwth-aachen.de/maple/maplev.html
http://www2.ncsu.edu/math/Projects/MapleArchive/Page1.html
http://www2.ncsu.edu/math/Projects/MapleArchive/Page1.html
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WY oTTe. Tt

Problematice Maplu je vénovana moderovana diskusni skupina MUG,
(Maple User Group). Skupina ma vice nez 1000 OCastnikli z celého
svéta. Administrativni adresa skupiny je [ai1TO0: ] or dono@ial Sy-.|
Dwat erl’ 0o. cd. Pro pfihlaSeni zaSleme e-mail na vy3e uvedenou adresu
s textem subscri be nmapl e-1i st. Vlastni pfispévky pak posilame na ad-
resu e HtormaEpt et T st@ar sy uwat ertoo. ta. Prohledavatelny ar-
chiv této diskusni skupiny se nachazi na Ittt 7 vWwwv et T et Twt -]
gachen. de/ vapteAnswer s/ index it DalSi uZitetné informace po-
skytuje i skupina Netnews DEWS T SCI_. At 1. Symoot i .

Domovska stranka ceskeho Klubu uzivatelti Maplu se nachazi na: ittt p71

Mathematica (v. 2.2.3) firmy Wolfram Research Inc. (fittp—77vwwv]
pot fram com) je zatim asi ngjpouZivangsim CAS systemem (diky velice
agresivni obchodni politice a designu vyhovujicimu plné inZzenyrskym potfe-
bam). VétSina materialli projektu CALC je také uréena pro tento system. Moz-
nosti jsou obdobné jako u systemu Maple. Domovska stranka archivu programl
adoplnujicich materialli Mathsource je najt tp—7 7 et hrsour cte, wr i comi]
meEthsourcer].

Derive (3.0) firmy Soft Warehause je jednoduchym programem pro symbo-
lickévypocty, oviadany pomoci systému menu. Jeho jednoduchost anizké hardwa:
rove pozadavky ho umoZziuji pouzivat prakticky najakémkoliv poCitaci PC ihned
pouze po kratkém zaSkoleni (512 kB RAM, jedna disketova mechanika, gra-
ficka karta CGA a vysSi). Domovska stranka jetttp—7 7 vwwy_deri ve. COor]
gerive_hitma problematikou Derivu se zabyva diskusni skupina maitto:]

gerive-TmTews @i I base.ac._uki.

Mezi dal8i obecne CAS systémy patfi napf. Axiom (Ittp—77vwwv
mayg. co. uk._ 70 thi symboticrAXtmi}, Mupad (http 77 mathe
WY UTTT = DAadE VOPAD) a Reduce (http—7/ 7/ WwwWw_TT Z_Uni -]
koetm—de/ REDUCE/). Mupad je mozno dokonce po vyplnéni licencniho
ujednani ziskat zdarma (informace na domovské strance). Kompletni pre-
hled CAS systemli je mozno ngjit na Http—7 7 wWw_car. it/ SyStens_]
a'er—Pa'ckacrersfPa—Pm-pUsef'GerTa—a'l—/Tndex—hrmW nebo najTttp]



http://web.mit.edu/afs/athena.mit.edu/software/maple/www/home.html
http://web.mit.edu/afs/athena.mit.edu/software/maple/www/home.html
http://www.indiana.edu/~statmath/math/maple
http://SymbolicNet.mcs.kent.edu/
mailto:majordomo@daisy.uwaterloo.ca
mailto:majordomo@daisy.uwaterloo.ca
mailto:maple-list@daisy.uwaterloo.ca
http://www-math.math.rwth-aachen.de/MapleAnswers/index.html
http://www-math.math.rwth-aachen.de/MapleAnswers/index.html
news:sci.math.symbolic
http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple/
http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple/
http://www.wolfram.com/
http://www.wolfram.com/
http://mathsource.wri.com/mathsource/
http://mathsource.wri.com/mathsource/
http://www.derive.com/derive.htm
http://www.derive.com/derive.htm
mailto:derive-news@mailbase.ac.uk
mailto:derive-news@mailbase.ac.uk
http://www.nag.co.uk:70/1h/symbolic/AX.html}
http://www.nag.co.uk:70/1h/symbolic/AX.html}
http://math-www.uni-paderborn.de/MuPAD/
http://math-www.uni-paderborn.de/MuPAD/
http://www.rrz.uni-koeln.de/REDUCE/
http://www.rrz.uni-koeln.de/REDUCE/
http://www.can.nl/Systems_and_Packages/Per_Purpose/General/index.html
http://www.can.nl/Systems_and_Packages/Per_Purpose/General/index.html
http://math-www.uni-paderborn.de/CAIN/SYSPACK/index.html
http://math-www.uni-paderborn.de/CAIN/SYSPACK/index.html
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Public-domain programy

Misto obecneho CAS systému je mozno pouZit i mensSich, specializovanych pro-
gramd, které jsou vétSinou volné pristupné prostfednictvim sité | nternet.

M athematics Archives. Jeden z nejvétSich archivli matematickych materialll a
odkazll se nachazi na katedfe matematiky Univerzity v Tennessee, Knoxville.
Archiv je pfistupny pomoci:

1. WWW - http/7Farchives et utk—edu

2. Gopheru —goptier —/7/archives. math. ut k. edy

3. anonymniho FTP - ftp—77archives. math—utk—edy
4. e-mailu — raittotretp@urchives et utk—edy

Cilem tohoto archivu je organizovat a umoznit pristup k public domain softwaru,
sharewaru a materialim, které jsou pristupné prostfednictvim sité Internet a mo-
hou byt vyuZity ve vyuce matematiky. Kromé toho obsahuje bohatou kolekci
odkazll na mista se vztahem k matematice (elektronické Casopisy, preprintovy
servis, informace o grantech, tvlirci matematického software, matematicka nakla-
datelstvi atd.) Obsah je neustal e obnovovan a doplfiovan (polozka What's new on
the Mathematics Archives z domovske stranky). Pravidelné mésicni zpravy o no-
vych prirlistcich azménach jsou zasilany do skupin Newsnews: sci . mat h. *.
Materidly jsou zde rozdéeny do Ctyf zakladnich skupin:

1. Software, recenze a abstrakta
2. Vyukové materidly

3. Ostatni sluzby

4. Odkazy

VeétsSinou mame k dispozici i vyhledavaci nastroje pro jednotlivé Casti archivu.
V&mnéme si podrobngi prvni skupiny. Materidy z této skupiny jsou clenény
¢tyFmi rozdilnymi zplisoby:

1. Podle platformy a poté podle subjektu.
V soucasnosti jsou zde dveé kategorie — software pro Macintosh apro MSDOS
(vCetné Windows a Windows 95). V Clenéni podle subjektu ngjdeme ngj-
vice vhodnych programii pro kurz matematickée analyzy pod hesly Advanced
Calculus, Advanced Differential Equations, Calculus, Graphing Programs a
Differential Equations.


http://archives.math.utk.edu
gopher://archives.math.utk.edu
ftp://archives.math.utk.edu
mailto:help@archives.math.utk.edu
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2. Interaktivni texty
Interaktivni text je pocCitatovy dokument, ze kterého mohou byt pfimo pouzity
symbolické, numerické a grafické prostredky. Vysledky vypoctli mohou byt
taktéz zaClenény do dokumentu. K vytvafeni matematickych interaktivnich
textll se v souCasnosti nejéastéi pouziva CAS systémll Maple a Mathematica
asystemil MathCad aMathKit. Materidly aodkazy zde prFistupné jsou ¢lenény
opét podle platformy a subjektu.

3. Podle softwarového baliku
Jedna se vétSinou o odkazy na pfipravené materialy pro néktery z komercnich
produkttl (Mathematica, Maple, Matlab), nezavisle na operatnim systému.

4. Podle subjektu
V soucasnosti jsou zde pouze materidy tykajici se pfirodnich ved.

Pokud se hledany program nenachézi pfimo v Mathematics Archives,
mUzeme pouzit vyhledavani v ostatnich svétovych archivech matematic-
kého softwaru (ttp—77archives. math-ut k-—edu/ other _software-]
). Pro usnadnéni vyhledavani je pripraven specialni formul &, kterym speci-
fikujeme platformu, urCeni atyp softwaru, ktery hledame. Navystupu pak ziskame
kolekci odkazll, vyhovujicich zadanym pozadavkiim.

GAMS. (Guideto Available Math Software.)

Projekt snadného pristupu k matematickému softwaru. Jedna se o jakési virtuani
skl adi&té matematickych programtl, vybavené riznymi vyhledavacimi prostredky.
Whledavat miizeme podle

e probléemu, ktery chceme fesit

e podle ndzvu programu, baliku

e podle ndzvu modulu

e podle textu v abstraktu programu, modulu

Tyto sluzby jsou pristupné pomoci www nafittpr /7 gams. ni st gov/].

P2. Materialy na Internetu

V této Casti jsou uvedeny odkazy naarchivy materialli, uréenych k podpore vyuky
matematicke analyzy. Nejdrive jsou uvedeny odkazy nanejvétsi archivy materialll
pro pocitatem podporovanou vyuku matematicke analyzy, v Casti Dalsi zdroje


http://archives.math.utk.edu/other_software.html
http://archives.math.utk.edu/other_software.html
http://gams.nist.gov/
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jsou uvedeny adresy dalSich WWW stranek, které se zabyvaji zkoumanou pro-
blematikou. Téchto stranek je obrovské mnozstvi (vice nez sto tisic odkazll) a
nemohly zde byt vSechny uvedeny mimo jiné i proto, Ze jgich poCet, umisténi a
obsah se téméf kazdym dnem meéni. Uvedeny byly proto jen ty adresy, u nichz je
mozno predpokladat pomeérné velkou stabilitu, (pfesto nemusi byt vSechny odkazy
v dobé uverginéni prace platné). Zavérem také poznamenegjme, Ze ne vse, €O na
Internetu nalezneme, miizeme okamzité pouZzit ve vyuce. Nékteré materialy neod-
povidaji naSim osnovam, napr. jsou zaloZzeny na jiné koncepci vykladu. Odkazy
na materialy, pfimo pouZzité pfi tvorbé této prace, jsou uvedeny v Casti Literatura.

CalculusInternet ResourceLibrary (CIRL)

Na adrese ttp—7/7wWwwv_cal cut us. net/] se nachazi jeden z ngjvétSich ar-
chivl material &l aodkazi k poCitaem podporované vyuce matematicke analyzy na
Internetu. Archiv je pristupny pomoci WWW, k efektivnimu vyuziti vsech sluzeb
potFebujeme prohliZzeC Netscape verze 3.0. Jedna se v podstaté o metatext (urceny
pro riizné platformy, rlizné technol ogie avytvareny mnohaautory, primainterakce
s Ctenafem), obsahujici materidly k vyuce matematické analyzy pro studenty a
vyucujici. Materid je neustale ve vyvoji av souCasnosti se déli na €ast pro samo-
statnou praci studentll (ittp—77 - homewor K- cat cut us. net]), materidy do
pocitatové laboratore pro studenty a vyucyjici (tttp—77tabs. catcutus
met]) a cast virtualni redlita ve vyuce MA (fttp—7 7 vrmi-—catculus1met)).
Obsah je délen i podle ureni — pro studenty nebo pro vyucujici. Odkazy na dalsi
zajimava mista jsou shrnuty pod polozkou Top 20 Calculus Stes on the World-
-Wide-Web.

Calculus & Mathematica

Jeden z kurzli matemati cké analyzy vyuZzivajicich programu Mathematica najdeme
na ittt p—77 www crr et o uc.edur . Tento kurz je zalozen predevSim na
Ulohach z praxe (populaéni rhst, Glohy finanéni matematiky, ... ). Predstavu
0 jeho obsahu si miizeme udé at z obrazku[P1], zachycujiciho jednu z webovskych
stranek tohoto kurzu. Zgjimavosti je opét systém zadavani a nasledného FeSeni
Ukol 01 v elektronické podobé. Kurz je mozno absolvovat i v ramci distanéniho stu-
dia pouze prostfednictvim Internetu na it t 77 vwww crnm et 1. Ui uc . edur
beph.



http://www.calculus.net/
http://homework.calculus.net
http://labs.calculus.net
http://labs.calculus.net
http://vrml.calculus.net
http://www-cm.math.uiuc.edu/
http://www-cm.math.uiuc.edu/dep/
http://www-cm.math.uiuc.edu/dep/
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obr. P1 Sylabus kurzu Calculus & Mathematica

Visual Calculus

V jiz dfive zminénem archivu Mathematics Archives se nachazi Cast na
zvana Visua Caculus (http7/7archives matih otk edu/visual
catculust). Zde se nachazi kolekce materidlti k vyuce matematicke analyzy
svyuzitim pocitace, pficemz dlrraz je kladen namatematickou grafiku. Zajimavosti
jsou detailni ndvody pro tvorbu grafiky v jednotlivych programech (komercnich i
public domain). Konstrukce je popisovana krok za krokem, takze i uzivatel, ktery
nema s danym programem zkusenosti, miize ilustratni grafiku pfipravovat.

Calculus Resources On-line

Velmi podrobny seznam Internetovskych zdrojli pro vyuku matematickée analyzy
s pomoci pocitaCe je na temze archivu na fittp77/archives. mat otk
edu/ cal cut us/crot_htmi]. Seznam je Clenén podle vypocetni platformy



http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/
http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/
http://archives.math.utk.edu/calculus/crol.html
http://archives.math.utk.edu/calculus/crol.html
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A4

nebo podle geograficke polohy zdroje aje priibézné aktualizovan.

Multivariable Calculus

Poslednim odkazem z Mathematics Archives je kolekce odkazll na rlizné zdroje
pfimo pro diferenciani pocet funkC| V|ce proménnych: fittp77archives ]

The Connected Curriculum Project (CCP)

Materidly vzniklé v ramci projektu CALC, o némz je zminka v Gvodni €asti, jsou
pristupné na adrese: ttp—/7 wWwwv. Treit 1. duke. edu/ modut €s/]. Prozatim
vSak Cast vénovana diferencialnimu poctu funkci vice proménnych neobsahuje
zadné odkazy.

Dalsi zdroje

e Interaktivni text Calculus & Differential Equations with Maple V. Au-
tory textu a Mapleovskych zapisnikll jsou J. Marlin, H. Kim a E. Bur-
niston. Mttt P77/ vWwww2 Ticsu. edu/ eos/ o/ mat v mepte_inf o7
W T dex it

e ,JPCalculus’ interaktivni ucebnice, vyuziva moznosti WWW a zejména ja
zyka JAVA k vyuce diferencianiho a integraniho poctu funkce jedné pro-
meénné. Autory jsou B. Flagg a G. Ramani. Rt TP /7 WWW, USM _nai Ne. |
Edu/ 11 aqgqg/jpc/]

e Interaktivni ucebnice diferencidniho pottu vice proménnych, k vypottlim
a generovani matematické grafiky je tentokrat vyuzivan program Mathe-
matica. Doplfikem kurzu je interaktivni kviz, na kterém s studenti mo-
hou otestovat své znalosti pred zkouSkou. Autorem kurzu i kvizu je
Dr. Rukmini Sriranganathan. ttp-/ 7 W Trat 1. vi—._edu/ peopt e/]
STiTang/ mP224s97/tec2224/ 2224t ec_hitmh

e , Laboratory manual for Calculus® obsahuje Ukoly z matematické analyzy, ur-
¢ené k feSeni v pocitatove laboratofi zapomoci programil Mathcad aMaple V.
Autory jsou P. Bogacki, G. Melrose a P.R. Wohl. ttp—77vww_Trat -]

o Velkakolekce odkazll napouziti Maplu ve védé avyuce, navody na pouzivani

Maplu. ittt p—77wWw i ndi ana._edu/ - statmath/ mat i/ mapt e/]



http://archives.math.utk.edu/topics/multivariableCalculus.html
http://archives.math.utk.edu/topics/multivariableCalculus.html
http://www.math.duke.edu/modules/
http://www2.ncsu.edu/eos/info/math/maple_info/www/index.html
http://www2.ncsu.edu/eos/info/math/maple_info/www/index.html
http://www.usm.maine.edu/~flagg/jpc/
http://www.usm.maine.edu/~flagg/jpc/
http://www.math.vt.edu/people/srirang/m2224s97/lec2224/2224lec.html
http://www.math.vt.edu/people/srirang/m2224s97/lec2224/2224lec.html
http://www.math.odu.edu:80/~bogacki/labman/
http://www.math.odu.edu:80/~bogacki/labman/
http://www.indiana.edu/~statmath/math/maple/
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e ,Matthias Kawski’s Maple resources and activities*, dalsi velka kolekce od-
kazll, materidlli a ¢lankll o uzivani Maplu ve vyuce matematické analyzy.
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Vysledky cviceni kapitol 1-9

¢,
&

-

Obrazky ke cvicenim Kapitoly [I]jsou uvedeny na zaver.

KAPITOLA 2

21a) KeVA € R3§ > 0takové ze pro V[Xx,y], pronez 0 < |x + 1] < 4,
O<|y—2 <éplati f(x,y) > A, b)KeVA e R3I§ >0, B e R takova,
ZeproVx > B, ly—1 <djef(x,y) < A. 22a+2 b2 ¢)In2 d)o
e) 0. 23a) neexistuie b)neexistue ¢)0 d)1 0 f)2 g0 h)2
24380 b)e c)neexistuie d)0 €0 f)l1. 26a) fjespojitavR?\[0, 0]
b) {[x,yl : x ==y} o) {[X,yl: x=-y} d){[Xx,y]: X =0neboy = 0}
& {Ix.y] : x = km, y = km, k e N} ) {[x,y] : X2 +y? =1). 27
a)([x,yl: x=—ynebox =0} b){[x,yl: y=%} o) {x,yl: x=0,y=
0f d){[x,y]: y=0 ©{[X,y,Z]: x =0neboy = Oneboz = 0} f)
{[X,y,2z] =[a,b,c]}. 284a)jespojita b) neni spojita.

KAPITOLA 3

5x3/Y+3y
NS

3_ .
zy = X—\/S_yﬂ C) Zx = SiN(X + 2y) + XCOS(X + 2y), zy = 2XCOS(X + 2Y)

_ _ X X y lanXanVY
d z« = —cos cos + Xzsm sin2 ,zy = —{zC0S{COS; — ysnjsng

3la)zy = 3X?> +4xy+3y?+4,z, = 2x> + 6xy— 5 b) z =

262
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O = VI = e R
Uz=—\/ﬁ2—y2 f)ZX:—%e_§,zy_ 2ey g)ZX:ﬁ’Zy:_T;
h) Iy = Tlxz’ zy = _leZ |) 7, = _2x5|ynx2’ 2, = _CO;2XZ ]) 7, —
T Y T w0 U= 2N Uy = = et
|) Zy = WyyZa Zy = _ﬁyz m) Zy = x2+y;/)_\)(/);2—)ﬂ #\X/zryz

U Yy Uz 2 2 2
n % = y = ZZ_r(rz 1),kder_\/x + y2 4+ Z°

323z« = yxX¥(1 +Iny), z, = xX¥Inx b))z = —

y 7 —
] y —
N XYy—Xx2y2(14 /XY)

-~ X _ 1) _ X (L3 _
NoE I Y Q) zx = —§(3)7In3, 2y = %(3)7In3 d) z = ylIn(x +
Y+ 5l zy =xInx+y) + 251 &z = 2(2x + y)<2x+y’[ln(2x +y) +1],

— (2x+y) Xy—X—y Xy—X—y
=(2X+Yy) [In2x +y)+1] f)z = iy &y = TXEY

) Zx — yesmnxy(1+ XY COSTIXY), zy = xes'””xy(1+ nxycoswxy) h) uy =
( —1) 1 _y _ _2x=y) _ __2x=y)
z Uy = ZXZ Inx, u; = szz Inx i) z« = T+ (x—y)4? Zy = 1+(x—y)4

j) & = ”y =2 =2cos(x?+ Y2+ 7% K) ux = y?x¥1, uy = x¥°zy* tnx,
u, = x¥° yZIanny. 338z =2/52,=10++5 b))z =0,z =1

4
QOz=12=-1 3482 b)d 364 7« =12x2 — 8y?, z,, = —16xY,
1 2 2
Zyy = 12y2 - 8X2 b) ZXX = 0, ny = 1 - ?, Zyy = y_)é C) ZXX = 0, ny = _W,
_ 6x _ 3xy? _ yex-y? _ L x(P=2y?) _
Zyy—F d)zxx——ﬁ,zxy— ; Zg,zyy——ﬁ €) Zyx =
. (Xxe+y2)2 xet+y9)z xe+y92
2CoS(X +Y) — XSIN(X+Y), Zxy = COS(X+Y) — XSIN(X+Y), Zyy = =X SIN(X+Y)
H 2 2 2 2 2
f) Zoy = __2sinx +;rx COS X ny — 2x3nx Zyy _ 2c§)/§x g) Zix = X(x+y)[(|nX +
X024 L Y]z = XV x4+ 2 Inx + 1], zyy = XV INP X h) 4 =
2x _ 2y . 2x(x2+2y2) 2y
— X = — 7y = 2 Y= ——Ls 7y = ——,
u%%ﬁ Xi u%ﬁﬁ y: %uq%ﬁ XX (Hﬁﬂz? (x+Yy?)2
_ 2xX=Yy9) N _ 2xy _ Xy _
2y = Gy V) B = Ganm By = —gdge By = Ganpe W) 2=
2X Xe— n 2X 2\y—2 2
7@2&,@)2, Zy = ot Zyy = oz D o = 2L+ XY (=x +

2x2y + 1), Zey = 2X(1 + X2V UL+ yIn(L + x3)], zyy = (1 + x3)Y In*(L + x?).

KAPITOLA 4

41 @) 2dx b) idx — 3dy c) zdx — idy d) dx + 2In2dy — 2In2dz
e 2dx + gdy f) df = ¥3dx — idy g) df = —2dx +dz h) du =

(5)%[g_d_y_d_2|nl] 28)2+0,035 b)Z-22 295 d)-0,06
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e 1 f)1,13 g)dv = 2 cm® h) dh =1cm. 4.3 a) neni diferenco-
vatelng, napf. pro u = (1,1) neexistuje smérova derivace f,(0,0) b) neni
diferencovatelng, nebot f(;1)(0, 0) neexistuie c) ano df(0,00 = 0 44
AX+y+z=+3 b)3Xx+5y—-z=4 C)zg=-%, x+y—-2z=2 djz=
_ 9 _ —b _

1, z=1 453[21],[-2 —1] b) [ «/1+a2+b2 ¢1+a2+b2} 0 [-1/2, 1/2]
d [1,1] e [ﬁ,%,-%}, [—v/2, — ﬁ,ﬁ] f) tetna existue <

S+ +al =1 pak Xy ..., Xl = [-ay.....~a)]. 468 fup(.1) =3
b) fa01(0,1,0) = 0. 47a) d?z = @ 4 2V <dyy> b) d2z = 6(x —

X

Y)(Adx)?+12(y —x)dxdy+6(x — y)(dy)* ¢)d"z= e 31, (])In* +2j? -
2nj —n4x24y? +2x1+2(n—1)y](dx)1(dy)n i d)dnz = LDyt dy)n

(X+y)"

9 d'z = 2= Y DI - Dx+ iyl @oidy™! f) du =

eV SHLEIER dx)idy) (d2*. 4.83) X +xIny—cosy+C,

b)x—225in2y_|_c Q) VX2 +y2+C d)xy? —x+3y?+C. 498 x3+y3+
—3xyz+2x+ylny+z b)arctgxyz

KAPITOLA 5

518 z(x,y) = f(V/x2+y?> b)zx,y) = f () ouxy 2z = f(x+
y—2z,Xx—-2y+2. 5282z, =02Xxy = f(x—-2/y) +9dxX+2/y)
b) 2,,0, Z(X, ¥) = f (/X2 + y2) + xyg(v/X2 +y2) c)ud—uv)z, —2z,=0
d) z, +20%2, =0 € (U2 —v)zyy—vZy =0 f)UP—vDzyy+vZy—Uz, =0
0) UZyy — XZy + 2y = 0. h) vz,, +2, = 0, 2(X, y) = F(Xy) Iny+g(xy).i) z, =
Lz, 2(x,y) = mf(y>g<xy) 549 To(x, ) = L4 2x-H+y-D1-
L(x-D+2x=Hy-D+-HA D Tax,y) = Z+x-% ) Ta(x, y) =
1-£4 % dTxy) =2 2(x D+ 30/ =D+ 50— 1% = 3y — 17
O Ta(x, y) = x—x(y—1) f)Ta(X, y) = B4+ [(x=D+(y—D]—3(x—D)(y—1)
9 ToX,y,2) =1+(X—D+xX—D(y— 1)—(x 1(z—1). 55a) 7 10,0297

2-/3 = 2/6-4/3-1 72
b) + = 180+ 2 21802

KAPITOLA 6

6.1a) Zmin = —1vbodé[1,0] b)znx = 27 Y [3, 3] ve stacionarnich bodech
[0, 0], [O, 4], [4, O] extrém nenastava C) Zpx = 16V [2, —2] d) zyin = 30
VI[5,2] € zZmn= 3+In3v [1, 1], f) V jediném stacionarnim bodé [1, 1] extrem

nenastava g) Zmn = —375 V [=5, —31 ) Umn = —6913 v [24, —144, —1]



Vysledky cviceni kapitol 1-9 265

n2+2n+2 1
) Unax = (7n2+2n+2) VX = =Xy = 7n2+2n+2 m) Umin = (N + 1)2m1
VXg = 27, Xp = 271, . Xy = 271, 6.38) fin = —2V [—1, -1, fmax:Z
v[1,1] b) fmm——V[zaz] fmax = 3V [0, 0], ) fmin = 2— [V[l NEE %],

fmax:2+\/7v[1+\/—,1+\/§] d) fmin = [V[ ﬁ» ﬁ,O], frax =
V2+1v [%, % 1 € fmin=0V][0,0,0] fmsx = 1V bodech [x, y, 0], kde
x°4+y?2 =1. 6.48) fna = 7V[0, —1], fmin = —4V[1, 1] b) frax = 22V[2, 2],
frin = —2V[-2,2] ©) fra =6V [3,0], frin = —1Vv[1,1] d) fnex = —3
v [—%, %], fmin = —2V [0, 0]. €) fmin = OV [0, 0], fmax = 12V bodech [0, £3].

f) fmin = 3 — Zﬁv bodé [}, — 1 , fmax = 3+ 24/2 v bodgé [—%, % 6.5

8) fmax = S2VIE, Z], frin = —m VIZ, %] b) fre = 1v[+1,0]a[0, +1],
fm.n—0v[001 S fmax—3+ﬁv[[ =1, fmin = —3 V-5 —3 3]
d) Clslaa X1, X2, ..., Xn, b tVOFi geometrlckou posloupnost s kvocientem q =
n+ g

KAPITOLA 7
71 @ (FH@Q0 = 01 by (FYH(-24 = 5, 8

' ’ — \10 ’ - \-z O

1 0 E 2 2y 2 2y

o) (FH(L.2)= (0 1) 723 [x, y] > [ M0 Y B B |

F y X CF | x/@+y2 422y /x24y2 422
b) [X’ y]' [m’ m] C) [X’ y’ Z]' [ m ’ m ’O]
d) [x, y 7] [r)l(?’rR’rR] kder = \/x2+y2+22 R = ,/§+ +5
73r58re) = RO, 9520 0), 501, ¢) = TR, @) 52(r, 9)

KAPITOLA 8

81 a) [2 2],[—2,—2] b) body osy y c¢) body roviny z = 0O I€Zici na elipse
21—

StL=1 829y =y by=51" 8335y+2x=0y=

—2X b)2x—-y+1=0,2x—y—1 84J[11], [1,-3] 85y =—-(1-

ccosy)3csiny. 8.6 a) tetnarovina x — 3y — 4z — 4 = 0, norméa x = 2 +

ty=3-3tz=-1-t, teR b)x+4y+6z—21=0, x+4y+62+21=0

c)x—y+22:|:\/;:0. 878 zx =2y = =1, Zyx = Zxy = zyy = 0
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2 2
_ _xz _yz_ _ y%z xyz x%z
b) zx = %> v &y = sy i = Toamymr iy = pamyme Lyy = T eoyaze

88ym.n_05vx_0ymax——2vx_05 89a)zm,n_—2v[l -1],
Zmax =6V [1, —=1] D) Zpmn=1V[— 2a0],zmax—_7v[7,0]-

KAPITOLA 9

914 fmax:gi b) fmaleV[TE 58] O fmin=— WV[TT_%]’

[— — < _] L), fx= = V[-%, -1 2] [-&, 2 -1,
«/_ NG 36 V6’ /6 V6 f_ NN

[\/é \/é \/—] d) fmax =2v[11,1] e) fmin = (ZE 13-1(_) Pro X

&t (ko & 2) f) frin = (Xh_y vaiBi)” pro x = \/j(ZE L VeuB)

2a 2c
0) fmax NAStavaprox; = m 9.2 a) Déaky hran hranolu: T f ﬁ,v

3—\/gabc b) Rozméry kvéadru a, b, 5, Vinax = aTbC c) Vyska hranolu vy, = %h,

hranazakladny a = 22R, Vi = SR?h d)a=b=c = /2, Vi = %@ﬁ

& [x,y] = [ia aaih 4 Ebb] f) Normala k elipsoidu v hiedaném bodé musi

byt kolméa na pfimku spojujici zadané dvabody. 9.3 @) fiin = 3 (”m"'g'fv—”gg'('i e

b) Necht B = (uy, ..., U,_1), je matice sestavena z vektorli Uy, ..., Un_1, o =
(@1, ..., an-1), fmn = (BTB) Y, a) prox = B(B"B) a.

A
y=-X y
2 2 S
Y %24 ay2 sz XE * y? s1N
1/2 Xe+4yc <1 =
~————— X

-1 1 -3 3 N————
X X N—
N——
-1/2 = p—

obr. P2: obr. P3: obr. P4:
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obr. P5:
A
y
X=-1 X=1
|
Xr
_ —y=-1
obr. P7:
A
N\ \
N
N
N\
N\
N\
N
\ x”
N
N\
=X
N
A\ AN

obr. P9:

N,

obr. P6:

obr. P10:
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Ay
y2 = 4x
y y=x+1
X2+y2=1 ]___ //y:X
e 7/
/ =
—1, :l > 19 //
\ —— X /
\ /
\ -1, /=7 o
N >
1 X
5
=
7
7
obr. P11: obr. P12:
2
A X
y g tuy-12=1
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Ay

Zc=¢#proc<0 \
1
2\

obr. P16: obr. P17:

=N

[eNe]
[l
Xvo o
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