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Pruzkumova analyza jednorozmérnych dat

Pruzkumové analyza dat je odvétvi statistiky, které pomoci ruznych postupt
odhaluje zvlastnosti v datech. Pfi zpracovani dat se Casto pouzivaji metody,
které jsou zalozeny na predpokladu, ze data pochéazeji z néjakého konkrétniho
rozlozeni, nejcastéji normalniho. Tento predpoklad nemusi byt vzdy splnén,
protoze data

mohou pochazet z jiného rozlozeni

mohou byt zatizena hrubymi chybami

mohou pochéazet ze smési nékolika rozlozeni.

Proto je dulezité provést pruzkumovou analyzu dat, abychom se vyvarovali
neadekvatniho pouziti statistickych metod.
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Funkcionalni charakteristiky datového souboru

Oznaceni
Na mnoziné objektu {ey, ..., e, } zjistujeme hodnoty znaku X. Hodnotu znaku
X na objektu g; oznac¢ime x;,i =1,...,n. V teorii pravdépodobnosti se jim
také tika realizace nahodné veliciny X. Tyto hodnoty zaznamename do
jednorozmérného datového souboru:

x= (x1,...,x1)".

Uspotadané hodnoty X1) S X@2) S-S Xy tvofi usporadany datovy soubor:

Vektor
X[] = (.‘)C[l], e ,.‘)Cm)/,

kde xpy) <... <uxp, ¥ <mn, jsou navzdjem riuzné hodnoty znaku X, se nazyva

vektor variant .
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Bodové rozlozeni ¢etnosti

indikator mnoziny :

1 xeB,
Ip(x) = {0 iéB.

Pro datovy soubor x = (x1,...,%,)" definujeme nésledujici pojmy

o labsolutni cetnost varianty x[;:

=Y Iy (%)
i1

e relativni ¢etnost varianty Xjj):

3

Pj:g

e absolutni kumulativni ¢etnost prvnich j variant:

Nj:nl—i—...—i—n]-
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o relativni kumulativni cetnost prvnich j variant:
N
e cetnostni funkce :

pro x = X[, j=1,...,r

_JPi
p) {0 jinak

F) = 1) ()

Absolutni ¢i relativni Cetnosti zndzorniujeme graficky napi. pomoci

sloupkového diagramu ¢i polygonu ¢etnosti.
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Priklad

U 30 domécnosti byl zjisfovan pocet Elent.

4 5

Pocet ¢lenu 1 3
4 10 5

2 6
Pocet doméacnosti 2 6 3
Vytvorte tabulku rozlozeni cetnosti. Nakreslete grafy cetnostni funkce a
empirické distribuéni funkce. Déle nakreslete sloupkovy diagram a polygon
Cetnosti poctu ¢lent domadcnosti.

Reseni. Tabulka rozlozeni ¢etnosti:

Xjom p NF
1 2 2/30 2 2/30
2 6 6/30 8 8/30
34 4/30 12 12/30
4 10 10/30 22 22/30
5 5 5/30 27 27/30
6 3 3/30 30 1
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Priklad — pokracovani

1.0

a

hodnoty ¢etnostni funkce
6
L
hodnoty empirické distribuéni funkce

T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 7

pocet Elent domacnosti pocet lent domacnosti

Obr. : Graf ¢etnostni funkce Obr. : Graf empirické distribuéni
funkce
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podet pozorovani

1 2 3 4 5 6

podet &lent domécnosti

Obr. : Sloupkovy diagram

pocet pozorovani

10
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1

T T
2 3 4 5

pocet Elenti domacnosti

Obr. : Polygon cetnosti




Intervalové rozlozeni ¢etnosti

tiidicl intervaly (uq,up), ..., (ty, Upi1)
doporucuje se volit r blizké /n.

Cetnostni hustota j-tého tifdiciho intervalu je definovéna vztahem
Pi
fi=4

dj
kde d; = uj; 1 — uj. Soustava obdélniki sestrojenych nad tif{dicimi intervaly,

jejichz plochy jsou rovny relativnim cetnostem, se nazyva histogram .

o hustota ¢etnosti :

_ f] prou]'<x§u]«+1,j:1,...,r
f (x){o jinak

(grafem hustoty Cetnosti je schodovitd ¢dra shora omezujici histogram)
o Intervalova empiricka distribuéni funkce :

F(x) = / F(t)dt.
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Priklad
U 70 domécnosti byly zjistovany tydenni vydaje na nealkoholické ndpoje
(v Ke).

Vydaje (35,65) (65,95) (95,125)  (125,155) (155,185) (185,215)
Pocet domécnosti 7 16 27 14 4 2

Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti, nakreslete histogram a graf intervalové
empirické distribu¢ni funkce.
Reseni. Tabulka rozlozeni Getnosti

(uj,uj1) n  pj fi N; K
(35,65) 7 7/10 _7/2100 7 7/70
(65,95) 16 16/70 16/2100 23 23/70
(95,125) 27 27/70 27/2100 50 50/70
(125,155) 14 14/70 14/2100 64 64/70
(155,185) 4  4/70 4/2100 68 68/70
(185,215) 2 2/70 2/2100 70 1

Jan Koldéek (PiF MU) M5VMO5 Statistické modelovani 10 / 37



Priklad — pokracovani
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Obr. : Histogram Obr. : Graf intervalové empirické

distribuéni funkce
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Ciselné charakteristiky datového souboru

Zmaky nominalniho typu

Nominalni skala klasifikuje objekty do uré¢itych predem vymezenych tiid ¢i
kategorii. Hodnoty v nominalni skale se daji vyjadrit slovné a mezi ruznymi
hodnotami neni definovano zadné usporadani. Pokud jsou hodnoty nominalni
gkaly nékdy oznacovany ¢iselné, méjme na paméti, ze toto ¢islo je pouze
jakousi zkratkou (kédem) slovni hodnoty. O znacich méfenych v nominaln{
gkéle hovorime jako o znacich nomindlniho typu.

Piiklady znaka nomindlniho typu mohou byt napf.:

@ pohlavi (s moznymi hodnotami muzské, zenské)

barva o¢i (modrd, hnéd4, cernd)

vysledek lécéby (uzdraven, zemiel)
e ndrodnost (¢eskd, slovenskd, polskd, némecka, ...)

Charakteristikou polohy je modus — nejcetnéjsi varianta ¢i stred nejcetnéjsiho
intervalu. (Modus je jedind charakteristika polohy vhodnd pro nomindln{
veli¢iny).
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Ciselné charakteristiky datového souboru

Znaky ordinalniho typu
Znaky ordinalniho typu lze podle sledované vlastnosti nejen rozliSovat, ale
také usporadat ve smyslu vztahu ,je vétsi“, ,je mensi“ nebo ,predchazi“,
yhasleduje, aniz bychom vsak byli schopni vyjadrit ¢iselné vzdalenost mezi
vétsim a mensim ¢i mezi pfedchézejicim a nasledujicim.
Znaky ordinalniho typu mohou byt napft.:
o dosazené vzdélani (zdkladni, stfedni, vysokoskolské)
@ prospéch ve Skolnim pfedmétu (vyborné, velmi dobte, dobte, nevyhovél)
e stav pacienta (vylécen, remise, recidiva)
@ hodnoceni funkce technickych zafizeni (stupné zavaznosti poruchy jaderné
elektrarny)
e hodnoceni postoji v sociologickych priuzkumech (skéla ma hodnoty napi.
souhlasim, spiSe souhlasim, spiSe nesouhlasim, nesouhlasim)
e cetnost vyskytu (Casto, obéas, ziidka, nikdy)
Vhodnou charakteristikou polohy je a-kvantil .
Je-li a € (0;1), pak a-kvantil x, je &fslo, které rozdéluje usporddany datovy
soubor na dolni tsek, obsahujici aspon podil & vSech dat a na horni tsek
obsahujici aspon podil 1 — & vSech dat.
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Ciselné charakteristiky datového souboru

Pro vypocet a-kvantilu slouzi algoritmus:

Y X(o)+x
celé ¢isloc = x, = w

N& =9 necelé ¢islo = zaokrouhlime nahoru na nejblizsf celé éislo

Yo = X()

Pro specialné zvolend a uzivame nazvi:
@ X050 — medidn
@ xpp5 — dolni kvartil
@ xp75 — horni kvartil
@ X0,1,---,%X0,9 — decily
® X,01,---,X0,99 — percentily.
Jako charakteristika variability slouzi kvartilova odchylka: g = xq 75 — x025.
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Priklad

Béhem semestru se studenti podrobili pisemnému testu z matematiky, v némz
bylo mozno ziskat 0 az 10 bodu. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Pocet bodu 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pocet studenta 1 4 6 7 11 15 19 17 12 6 3

Zjistéte modus, medidn, 1. decil, 9. decil a kvartilovou odchylku po¢tu bodu.
Reseni. Modus je nejéetnéjsi varianta znaku, v tomto piipadé tedy 6.
Vypoctéme rozsah datového souboru: n =1+4+---+3 = 101.

Vypocty usporadame do tabulky.

o no C Xg = X()
0,50 50,5 51
0,10 10,1 11
0,00 90,9 91
025 2525 26
0,75 75,75 76

~N &~ 00 N O

Kvartilova odchylka: g =7 — 4 = 3.
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Zmaky intervalového a pomérového typu

U znaku intervalového typu lze stanovit vzdalenost mezi hodnotami méfené
veli¢iny. Je zde definovana jednotka méfeni, avSak nula je definovana pouze
relativné. To nadm dovoluje proto pocitat s rozdily naméfenych hodnot, nikoliv
s jejich podily. Typickym piikladem je teplota, kterd se d4 méfit v riznych
stupnicich (Celsiova, Fahrenheitova).

U znaku pomérového typu lze urcit nejen rozdily (intervaly) mezi hodnotami,
ale i podily hodnot, nebot tyto znaky maji nulu stanovenu absolutné a
jednoznaéné.

Charakteristiky polohy :

e Aritmeticky prumeér X:

=l
I
S|

n
Y (1)
i=1
U pomeérovych znaku, které nabyvaji pouze kladnych hodnot, 1ze pouzit

o geometricky prumeér :
VX1 Xp (2)
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Zmaky intervalového a pomérového typu

Charakteristiky variability :

e rozptyl:

e smeérodatnd odchylka :

s=Vs2 (4)

o koeficient variace (pro pomeérové znaky):

Rl ©»n

n
Rozptyl se zpravidla pocitd podle vzorce s? = % El X
1=
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Zmaky intervalového a pomérového typu

Zname-li absolutni ¢i relativni cetnosti variant xjy),..., Xp), muzeme spocitat

@ vazeny prumer :

I I
j=1
nebo
e vazeny rozptyl:
1 _
= X (i ~ %)’ (7)
]:

T
Vézeny rozptyl se zpravidla pocita podle vzorce s* = % Yy njx[zj] —X°.
=1

j
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Zmaky intervalového a pomérového typu

Aritmeticky prumér a rozptyl jsou specialni piipady tzv. momentu. V
nasledujici definici obecné zavedeme k-ty pocateéni a centrdlni moment.

o k-ty pocatecni moment :

1 n
mp= Y o, kdek=12,... (8)
i=1

i=
o k-ty centrdlni moment :

Y (xi—m)*, kdek=1,2,... (9)

1
mj = —
niz
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Zmaky intervalového a pomérového typu

Pomoci 3. a 4. centrdlniho momentu se definuje sikmost a $picatost:

o Sikmost :
ms
N3 = 573 (10)
Sikmost méFf nesoumérnost rozlozeni Getnosti kolem priameéru.
@ Spicatost :
iy
Ny = ST — (11)

Spicatost méii koncentraci rozlozeni ¢etnosti kolem pruméru.
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Priklad

Pro udaje z piikladu o domédcnostech vypoctéte prumér a rozptyl poétu clenu
domacnosti.
Resent

X=4(1-2+2-6+3-4+4-10+5-5+6-3) = 1 =3,63

2
=g (1224226432 44421045 .5+6-3) - (W) = =
1,965
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Priklad

Necht % je pritmér a s? rozptyl hodnot x1, ..., x,. Necht a,b jsou redlné
konstanty. Polozme y; = a+ bx;,i =1,...,n. Vypottéte prumér 7 a rozptyl s%
hodnot yy,...,yx.

Resen{
1 v 1 ¢ 1
y=2Lyi=3; L @+tby)=a+by, lefa—i-bx

1

n n n
$5=1 '21 i—9)°=1 21 (a+bx; —a —bx)* = b2 121 (xi —%)* = 152,
1= 1= 1=
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Diagnostické grafy

Krabicovy diagram (Box plot)
Umoznuje posoudit symetrii a variabilitu datového souboru a existenci

odlehlych ¢i extrémnich hodnot. Muzete se setkat i z ndzvem box plot .

Krabicovy diagram je specifikovan témito pojmy:

o Dolni vnitini hradba :

X025 — 1,59
e Horni vnitini hradba :
Xo,75 + 1, 5E]
o Dolni vnéjsi hradba :
X0,25 — 34
e Horni vnéjsi hradba:
Xo,75 + 31]

Odlehla hodnota je hodnota, kterd lez{ mezi vnitinimi a vnéjsimi hradbami.
Extrémni hodnota je hodnota, kterd lez{ za vnéjsimi hradbami.
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Zpusob konstrukce krabicového diagramu:

doln{ kvartil horn{ kvartil
X0.75

—————— o o o
00 © odlehla pozorovani

horni vnitini hradba
X075 +1.5¢9




Priklad

Pro data z piikladu o domécnostech sestrojte krabicovy diagram.

Pocet ¢lenu 1 2 3 4 5 6
Pocet doméacnosti 2 6 4 10 5 3

Reseny.
Rozsah souboru n = 30. Vypocty potiebnych kvantili uspordddame do tabulky.

o ne  c Xa
025 75 8 X =xg 2
050 15 15 loafras oy
0775 22,5 23 X(C) = X(23) 5

g=5-2=3
Dolni vnitini hradba: x5 — 1,59 =2 —1,53 = —-2,5
Horni vnitini hradba: xg75 +1,59 =5+41,5.3 = 9,5
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Obr. : Krabicovy diagram




Diagnostické grafy

Normal probability plot (N-P plot)

N-P plot konstruujeme tak, ze na vodorovnou osu vynasime uspoiradané hod-

noty X1y < -+ < X() a na svislou osu kvantily normalniho rozdéleni Ug;,
kde )
3j—1
06]' = .
3n+1 ]
Jsou-li nékteré hodnoty X1y S S Xy stejné, pak za j bereme primérné

poradi odpovidajici takové skupince.
e Pochazeji-li data z normélniho rozlozeni, pak budou vSechny dvojice
(x(j),u,xj) lezet na ptimce.
e Pro data z rozlozeni s kladnou sikmosti se budou dvojice (x(]»), ua].) radit
do konkavni kiivky.
e Pro data z rozlozeni se zadpornou sikmosti se budou dvojice (x(j),u,xj)

fadit do konvexni kiivky.
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Diagnostické grafy

Quantile - quantile plot (Q-Q plot)

Q-Q plot konstruujeme tak, ze na svislou osu vynasime uspofadané hodnoty
X(1) << X(n) & na vodorovnou osu kvantily Ka].(X) vybraného rozlozeni,
kde .
] = Tadj
aj=—,
n-+ Madj

pricemz rag; a nag; jsou korigujict faktory < 0,5. Implicitné se klade 7,47 = 0,375
a Mgg; = 0,25. Pokud vybrané rozlozeni zavisi na néjakych parametrech, pak
se tyto parametry odhaduji z dat, nebo se voli na zdkladé teoretického mod-
elu. Body (K (X),x(;)) se metodou nejmensich ctverci prolozi pifmka. Cim
méné se body odchyluji od této piimky, tim lepsi je soulad mezi empirickym a
teoretickym rozlozenim.

Jsou-li nekteré hodnoty x(q) < --- < x(,) stejné, pak za j bereme primeérné
poradi odpovidajici takové skupince.
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Priklad

Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstanta. Vysledky méteni:
2 1,8 2,1 24 1,9 21 2 1,8 2,3 2,2

Pomoci N-P plotu a Q-Q plotu ovéite, zda se tato data fidi normélnim
rozlozenim.

Resen{
usp.hodnoty 1.8 1,8 19 2 2 21 21 22 23 24
poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

prumérné poradi 1,56 1,5 3 45 45 65 65 8 9 10

e N-P plot:
j=(1,5;3;4,5; 6,5; 8; 9; 10)

aj = 31 = (0,1129; 0,2581; 0,4032; 0,5968; 0,7419; 0,8387; 0,9355)

Uy = (—1,2112; —0,6493; —0,245; 0,245; 0,6493; 0,9892; 1,5179)

Jan Koldéek (PiF MU) M5VMO5 Statistické modelovani 29 / 37



Piiklad
e Q-Q plot:
j=1(1,5;3;4,5; 6,5 8;9; 10)
wj = L0572 = (0,1098; 0,2561; 0,4024; 0,5976; 0,7439; 0, 8415; 0,939)
Uy, = (—1,2278; —0,6554; —0,247; 0,247; 0,6554; 1,0005; 1,566)

ogekavana normalni hodnota
pozorovany kvantil

18 19 2.0 21 2.2 23 24 -1.0 -05 0.0 05 1.0

pozorovana hodnota teoreticky kvantil
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Diagnostické grafy

Probability - probability plot (P-P plot)

Spoctou se standardizované hodnoty
Xy — X .
Z(j) = — j=1...,n

Na vodorovnou osu se vynesou hodnoty teoretické distribuéni funkce CD(Z(]-))
a na svislou osu hodnoty empirické distribuéni funkce F (Z(]')) = j/n. Pokud se
body (®(z(;)), F(z(;))) fadi kolem hlavni diagondly étverce (0,1) x (0,1), lze
usuzovat na dobrou shodu empirického a teoretického rozlozeni.

Jsou-li nékteré hodnoty x(1) < ... < x(;) stejné, pak za j bereme primeérné
poradi odpovidajici takové skupince.
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Diagnostické grafy

Histogram
Umoznuje porovnat tvar hustoty ¢etnosti s tvarem hustoty pravdépodobnosti
vybraného teoretického rozlozeni. Napt. normalniho, Pearsonova, Studentova a

jinych.
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Diagnostické grafy

Vzhled diagnostickych grafu pro rozlozeni s ruznou sikmosti
Vlastnosti rozlozeni ¢etnosti datového souboru se projevi ve vzhledu
histogramu, N-P plotu a krabicového diagramu, jak ukazuji nésledujici

obrazky:

Rozlozeni s kladnou
Sikmosti

Jan Kolacek (PiF MU)

Normalni rozlozeni

2

%

Obr. : Histogramy
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Rozlozeni se zapornou
Sikmosti
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Obr. : N-P plot

|
.

Obr. : Box plot
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Ulohy k procviceni

Priklad 1.1

U 20 studentt 1. roéniku byla zjistovéana zndmka z matematiky na prvnim
zkusebnim terminu.

Znamka, 1 2
Pocet studentu 7 3

3 4
2 8

Vytvorte tabulku rozlozeni cetnosti. Nakreslete grafy cetnostni funkce a
empirické distribuéni funkce. Déle nakreslete sloupkovy diagram a polygon
cetnosti zndmek.
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Ulohy k procviceni

Priklad 1.2

U 60 vzorki oceli byla zjisfovana mez plasticity.

Mez plasticity  (30,50)  (50,70)  (70,90)  (90,110)  (110,130)  (130,150)  (150,170)
Dotet vzorka B 7] 3 5 9 7 7]

Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti, nakreslete histogram a graf intervalové
empirické distribuéni funkce.

Priklad 1.3

Pro ddaje z piikladu 1.2 vypoctéte prumeér a rozptyl meze plasticity.
[x = 96,67, s> = 1148, 89)

v
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Ulohy k procviceni

Priklad 1.4

V datovém souboru, z néhoz byl vypocten prumér 110 a rozptyl 800, byly
zjistény 2 chyby: misto 85 ma byt 95 a misto 120 ma byt 150. Ostatnich 18
udaju je spravnych. Opravte prumér a rozptyl.

[x = 112, s* = 851]

4

Piiklad 1.5
Pro ddaje z piikladu 1.1 sestrojte krabicovy diagram.

[x050 = 2,5, x025 = 1, xo75 = 4, ¢ = 3, doln{ vnitini hradba = —3,5, horni
vnitini hradba = 8, 5]

v
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