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Motivace

Na minulé pfednasce jsme si uvedli obecnou definici zobecnéného linedrniho
modelu a obecné konstrukce testll hypotéz o parametrech téchto modeld. Na této
pfednasce se jiz budeme zabyvat zobecn&nymi linedrnimi modely pro konkrétn{
ptipady podle toho, jaké rozdé&leni ma zavisle prom&nna Y.
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Motivace

Typy veli€in:

| Nomindlni | | Ordinélni | | Intervalové| | Pomérové|

Kvalitativni Kvantitativni

Kategorialni

Polytomicka

Dichotomické
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Modely pro alternativni a binomicka data

PY¥edpoklddejme, e U; ~ A(m;) (i=1,...,N) nabyvd pouze dvou hodnot 0 a 1,

7T u=1 u 1—u
(1 —m; u=0,1
PUy=u)=¢q 1—m u=0 :{01( i) 'inak/
0 jinak Jinax.
P¥edpokladejme, Ze ndhodna veli¢ina U; zavisi na k veli¢indch x;q, ..., xj, tzv.
kovariaty.
Data miizeme mit zaddna rGznym zplisobem:

@ jednotliva pozorovani U;:

hodnoty kovariat | pozorované binarni veli¢iny

Xit, - -+, Xif U;
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Modely pro alternativni a binomicka data

o skupinové, kdy zndme absolutni Cetnosti tspéchii Y; a celkovy pocet pokusi
nj, tedy mame k dispozici binomickd data Y; ~ Bi(n]-, nj)
("f)r(jy(l —m)Y y=0,1,...,n
jinak
kde
i=1...,m N=n+---+mny
a data mlzZeme zapsat formou tabulky

hodnota kovariat | polet tspéchi | po&et pokusi

le,. ..,x]-k | Y]' | le
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Modely pro alternativni a binomicka data

. « ‘ Ly PRV Y; Ly
@ skupinové, kdy zndme relativni Cetnost lspéchil Z; = + a celkovy potet
j

pokusii 1;

.\ niy -
(}Z/y)y-(],f (1_7-(]»)”1 njy y:O,nl]_,...,l
0 jinak

P(Zi=y) _{

kde
i=1...,m N=n+---+ny

Data Ize zapsat do tabulky

kovariaty | relativni Gsp&snost | po&et pokust

Y.
. ) ) )
Xj1, - s Xjk | Z] =% | 1;
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Cil

Hlavnim Gkolem statistické analyzy je nalézt vztah mezi Z;, (tj. 1 Y;) a xi1,- .., Xik,
tj. funkci
;= 7t(x;) = 7(xit, ..., Xik)-
ProtoZe chceme pouZit GLM modely, modelujeme pravdépodobnosti 7r; pomoci
linkovacich funkci
g(m) =xiB.

Nejjednodus$im modelem je linedrni model
_ T

Avsak tento model ma ¥adu nevyhod, pfedevsim je tfeba zajistit, aby xlT[S
nabyvala hodnot mezi 0 a 1, tedy je tfeba p¥idat n&jaké dodatetné podminky.
Proto, abychom tuto podminku dodrZeli, vyuZijeme né&jakou distribuéni funkci

Fo=[ s g0 =0 [ feps=1

s odpovidajici hustotou f(s), kterd se v tomto pFipad& nazyva toleranéni funkce
(tolerantni distribuce).
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Modely davka — odpovéd

Typickym pfikladem téchto model{i je vztah mezi ddvkou toxické latky a odezvy
(kladna-preziti, zapornd-smrt) jedince na tuto ddvku. Odezvy byvaji obvykle
udavéany jako procenta kladné odezvy (quantal responses).

Symetrické modely

Jestlize uvaZujeme toleranéni distribuci jako rovnomérné spojitou na né&jakém
intervalu (a,b), tj

N _J 7= sE (a,b)
fole) ~Rstob) S ={ BT
pak
x xX—a
770(x) = Fo(x) = / f(s)ds =32 pro x€ (a,b)
., _
a tento model je linearnim modelem
xX—a . a 1
no(x)—b_a—ﬁ0+,8]x t_].ﬁo—*m, ﬁl_b—a>0
s identickou linkovaci funkci
Qo(m) = 7.
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Symetrické modely

f(s)ORs(a,b) m(x) ORs(a,b)

U(b-a)

a (@+h)i2 b a (@+h)i2 b

Obrazek : Rovnomérné rozdéleni na (a,b).
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Probitovy model

Dal3i mozZnosti je vzit normalni hustotu jako toleranéni funkci. V tomto p¥ipadé
mluvime o tzv. probitovém modelu:

m(x) = /fl )ds = / (712 %(s%)zdsch(g),

kde @ je distribuéni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni. Pak tzv.
probitovou linkovaci funkci je kvantilova funkce normélniho rozdéleni

(M) =0 (m)="FL=B+pix ti. Po=-L% B=1>0

Hodnota medidnu x = y se nazyvd medianova smrtici davka (median lethal
dose - LD50) a odpovida davce, p¥i které polovina jedinci ma kladnou a polovina
zapornou odezvu.
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Probitovy model

f()IN(,0%) ) ON(0%)

M W

Obrézek : Normalni rozd&leni N(u,0?).
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Logisticky model

Jinym velmi podobnym modelem je tzv. logisticky model, kde toleran¢ni funkce

je hustota logistického rozdéleni

s 1 exp(s;L) 1 exp(fs‘;[)
fZ( ) v [1+exp(b;")] v [1+exp(75‘7‘)]2I
takze
_ _ [f 1) op(Fh) _
) =R = [} rep (]~ Trew(5) ~ o)

s tzv. logit linkovaci funkci

@(n) =log (%) =5 =po+pix  t.  Po=-5 pi=;>0.

Jan Kolatek (P¥F MU) M5VMO5 Statistické modelovani

12 /33



Logisticky model

Obrazek : Srovnani probitového a logistického (- - -) modelu p¥i stejnych parametrech u
ao.
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CLoglLog model

Asymetrické (extremalni) modely

Pokud za toleran¢ni funkci zvolime Log-Weibullovo rozdéleni
(extreme-minimal-value distribution) ve tvaru

A6 = Lewp (552) o [-op ()],

X
n3(x):/_oo%exp(#)exp{ exp( )} ds—l—exp[ exp( “)}
s tzv. komplementarni log-log linkovaci funkci
g3(m) =log[—log(1 —m)] = ZF = o+ pix 1. Po=—5 Pi1=

1
1>o
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CLoglLog model

f(s) T(x)

Obrazek : Log-Weibullovo rozdé&leni.
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LoglLog model

Pokud jako toleran&ni funkci zvolime zobecnéné Gumbelovo rozdéleni
(extreme-maximal-value distribution) ve tvaru

fals) = Lexp (~ ) exp [ exp (-]

dostaneme

) = [ dew [ - (=55) s = enp [ (222

s tzv. log-log linkovaci funkci

g3(m) = —log[—log(n)] = F£ = Bo+p1x 4. Po=—-5 pi=1>0
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LoglLog model

f(s) T(x)

Obrazek : Zobecnéné Gumbelovo rozdéleni.
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Logisticka regrese

Nejcastéji se pouziva logit linkovaci funkce

&(m) =log (177)-

Zajima nas vztah pravdépodobnosti Uspéchu &i nelspéchu k hodnotam regresori
(kovaridt) x = (x1,...,x)7, 4.

B o ep{n(0} !
P(Y =1|x1,...,x) = 7t(x) = T+exp{n(x)}  1T+exp{—n(x)}

) - B 1 __exp{-n(x)}
P(Y=0|xy,...,x) =1—17(x) = 1+exp{n(x)} 1+exp{-n(x)}

PY¥edpokladejme, Ze linearni prediktor je roven

1(x) = o+ B'x.
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Logisticka regrese

V&imnéme se nejprve, Ze podil

odds(1) P(Y =1|x1,...,xz) 7t(x)

T
= = ex X
odds(0)  P(Y=0|xy,...,x) 1—m(x) p(fo+p'x)
m3 bezprosttedni interpretaci. Porovnavd pravdépodobnost jednitky (tj. vyskyt
sledovaného jevu p¥i danych hodnotdch kovarigt) a nuly (nevyskyt sledovaného
jevu p¥i danych hodnotéch kovaridt). Anglickému ozna&eni odds odpovids Eeské

oznadeni Sance.
Pro k =1 jsou %ance

0dds(0) = exp(Bo),
odds(1) = exp(Bo + B1)-

Pomér Sanci (anglicky odds ratio) pro bindrni x je pak

L

takZe parametr B1 je roven logaritmu poméru Sanci.
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Priklad

Priklad 1

V souboru , beetle.RData" jsou uvedeny tdaje o umrtnosti Potemnika
skladistniho (Tribolium confusum) v reakci na sirouhlik CS,. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné

dose mnoZstvi sirouhliku (mg/1)
population polet kusii ve zkoumaném vzorku
killed poclet mrtvych kusi ve zkoumaném vzorku

Modelujte zavislost umrtnosti na mnoZstvi CSy.

Reseni. Pro modelovani zavislosti pouZijeme logisticky model, probitovy model a
model s komplementdrni log-log linkovaci funkci.
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Priklad

Obrazek : Modely pro dmrtnost Potemnika skladistniho.

Jan Kolatek (P¥F MU)

Link Function g(r)=log(rv(1-T9)

Normal Probability Plot
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Modely pro poissonovska data

P¥edpokladejme, Ze ndhodny vyb&r rozsahu n je z Poissonova rozdéleni, tj

Me b . . —
0 jinak
pticemz
EY; =DY; = A,
Y; ... pocet vyskytu sledovaného jevu v ur&itém tasovém intervalu (na plose
velikosti ¢t apod.).
Jestlize jsou splnény ndsledujici podminky
a) jev miZe nastat v kterémkoliv €asovém okamziku,

b) potet vyskytl jevu b&hem Easového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne
na jeho polatku ani na tom, kolikrat jev nastoupil pfed jeho po&itkem,

c) pravdépodobnost, Ze jev nastoupi vice neZ jednou v intervalu délky ¢,
konverguje k nule rychleji nez ¢,

d) A je stiedni hodnota poctu vyskytii jevu za &asovou jednotku
pak uvedend nihodnj veli¢ina m3 rozd&leni Po(A).
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Modely pro poissonovska data

Nahodnou veli¢inou, kterd ma Poissonovo rozdéleni, je tedy napt.

@ podet vadnych vyrobk( ve velké sérii, jestlize pravdépodobnost vyroben{
vadného vyrobku je velmi mald

@ pocet tézkych dopravnich drazl za den v uréitém mésté
@ pocet zdkaznikid v prodejné b&éhem né&jakého Easového intervalu

@ polet Eastic v jednotce plochy nebo objemu, nap¥. polet &astic v zorném poli
mikroskopu

@ pocet telefonnich volani v €asovém intervalu t

@ polet létavic pozorovanych b&hem intervalu délky ¢
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Modely pro poissonovska data

Ptedpokladejme, Ze Y; zavisi na k veli¢inach xj1,...,xj, a tkolem je najit vztah
mezi nimi, tj. hleddme funkci

)\i = /\(Xi) = /\(xil, ces ,xik).
GLM modely = modelujeme pravd&podobnosti A; pomoci linkovacich funkci
g(Ai) =xiB.
Nejjednodus$im je linedrni model
/\i = XlTﬁ

Tento model ma ¥adu nevyhod, pfedevdim je tfeba zajistit, aby x; B nabyvala
pouze kladnych hodnot. Nej¢astgji se voli tyto dvé moZnosti:
log-linedrnich model :

EY; = p; = A; = exp(x; B) = g1(mi) = ni = g1(A;) =log(A) =x/ B

odmocninovy model :

EYi=w=A=p> =  ou)=71=8h)=Vi=xp
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Modelovani binomickych dat pomoci poissonovského
modelu

Pomoci Poissonova rozd&leni Po(A) Ize dob¥e aproximovat binomické rozd&lenf
Bi(n, 7t) za podminek

n—oo & m1—0 & nm—A<oo,

obvykle se doporuéuje n > 30 a 7t <0, 1.
Chceme-li tedy aproximovat binomické rozd&leni Bi(n;, 7t;) pomoci Poissonova
rozd&leni Po(A; = n;7;) a p¥itom pouZijeme logaritmickou linkovaci funkci, platf

Ai = mm; = exp(xI B) = log(A;) = log(n;) +log(m) = x]B.
——

7
tzv. ,offset”
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Priklad

Priklad 2

V souboru , aids.RData” jsou uvedeny tdaje o poltech novych p¥ipadi AIDS ve
Velké Britanii za obdobi prosinec 1982 aZ listopad 1985. Datovy soubor obsahuje
tyto proménné

month  mésic
year rok
number polet novych pFipadi AIDS

Modelujte zavislost po¢tu novych pFipadi AIDS na ase.

Reseni . Pro modelovani zévislosti pouZijeme linedrni model, log-linedrni model a
odmocninovy model.
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Priklad

number of AIDS number of AIDS

number of AIDS

Obrazek : Modely pro vyskyt novych onemocnéni AIDS ve Velké Briténii.

Jan Kolatek (P¥F MU)
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 3.1

V souboru , heart.RData" jsou uvedena data o pFitomnosti infarktu myokardu v
zavislosti na véku pacienta. Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

age vé&k pacienta (roky)
chd  indikdtor infarktu (1 — nastal, 0 — nenastal)

Pro modelovani zavislosti pouZijte logisticky model, probitovy model a model s
komplementdrni log-log linkovaci funkci. Vlysledky vykreslete do obrazku.
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 3.2

V souboru ,,nemocnice.RData" jsou uvedeny tdaje o zotaveni pacientii v
zavislosti na zdvaZnosti onemocnéni a nemocnici, ve které se IéCili. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné:

Infection_Severtity vaZnost onemocnéni
Treatment_Outcome  indikdtor uzdraveni (1 — zdravy, 0 — smrt)
Hospital typ nemocnice (1, 2, 3)

Pro modelovani zavislosti naleznéte vhodny logisticky model. Vysledky vykreslete
do obrazku.
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 3.3

V souboru , cancer.RData" jsou uvedeny tdaje o poltu onemocnéni rakovinou
kiiZe u Zen v zavislosti na véku a oblasti v USA, ve které pacientky Zily. Datovy
soubor obsahuje tyto proménné:

Cases pocet onemocnéni
Town mésto (0 — Minneapolis (Minnesota), 1 — Dallas (Texas))
Age vékovd skupina pacientky

Population celkovy pocet Zen dané vékové skupiny v pFislusném mésté

Pro modelovani zavislosti naleznéte vhodny logisticky model. Viysledky vykreslete
do obrdzku. Porovnejte pravdépodobnost vzniku onemocnéni u 60-ti leté pacientky

.......

Dallasu.

[Minneapolis: 0.00117, Dallas: 0.00276.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 3.4

V souboru ,, car_income.RData" jsou uvedeny tdaje o koupi nového auta béhem
poslednich 12-ti mésici v zavislosti na pFijmu domdcnosti a sta¥i pavodniho auta.
Datovy soubor obsahuje tyto proménné:

purchase indikdtor ndkupu nového auta (1 — ano, 0 — ne)
income ro&ni pFijem domdcnosti (v tis. dolari)
age stafi pivodniho auta (roky)

Nejprve vykreslete zavislosti proménné purchase na ostatnich. Pro modelovani
zavislosti naleznéte vhodny logisticky model. Jsou vsechny proménné statisticky
vyznamné? Znovu modelujte s pouZitim proménné age jako factor. Opét
sledujte statistickou vyznamnost age. Vyzkousejte tuto proménnou zakomponovat
do modelu jako factor s méné drovnémi. Viysledky vykreslete do obrazku.
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Ulohy k procvigeni |

Priklad 3.5

V souboru ,, druhy.RData" jsou k dispozici data, kterd se tykaji dlouhodobého
zemé&délského experimentu. Bylo sledovdno 90 pozemkii (pastvin) o rozloze 25 m
X 25m, lisicich se v biomase, pH pudy a druhové bohatosti (pocet rostlinnych
druhii na celém pozemku). Je dobFe zndmo, Ze s rostouci biomasou dochazi k
poklesu druhové bohatosti. Ale ziistava otazka, zda rychlost poklesu nesouvisi s
drovni pH v pidé. Proto byly jednotlivé pozemky klasifikovany podle hodnoty pH
v pidé do t¥ drovni (nizkd, stfedni a vysokd droveri) a do experimentu bylo
vybrano vZdy po 30 pozemcich pro kaZdou droveri. Spojita veli¢ina Biomass je
dlouhodobym priimérem namérenych &ervnovych hodnot biomasy. Datovy soubor
obsahuje tyto proménné:

pH droveri pH v piidé (low — nizkd, mid — stfedni, high — vysokd)
Biomass mnoZstvi biomasy
spectes pocet rostlinnych druhii
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Ulohy k procvigeni Il

Priklad 3.5

Nejprve vykreslete zdvislosti proménné species na ostatnich. Pro modelovani
zavislosti naleznéte vhodny poissonovsky model. VyzkouSejte postupné
logaritmickou, identickou a odmocninovou linkovaci funkci. Jsou vsechny
proménné statisticky vyznamné? Pokud ne, zkuste modely zjednodusit a pomoci
analyzy deviace rozhodnéte, zda takové zjednoduseni je mozné. Ziskané vysledné
modely vykreslete do obrazku. Pomoci vSech modelii odhadnéte pocet rostlinnych
druhi na pozemku s hodnotou biomasy 9 a st¥edni trovni pH v piddé.

[Odhady pottu druhii pro log link: 8,895, identity link: 4,513, sqrt link: 7,414
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