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Motivace

Na minulé p̌rednášce jsme si uvedli zobecněné lineárńı modely pro alternativńı,
binomická a poissonovská data. Tato p̌rednáška navazuje na p̌rednášku minulou.
Nejprve budeme zkoumat problémy p̌ŕılǐs velkého nebo p̌ŕılǐs malého rozptylu v
datech. Dále pak nast́ıńıme modelováńı multinomických dat a jeho využit́ı v
testováńı nezávislosti v kontingenčńıch tabulkách.
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Overdispersion, underdispersion

Předpokládáme, že náhodný výběr Yn = (Y1, . . . , Yn)T z rozděleńı
exponenciálńıho typu se ř́ıd́ı GLM modelem, tj.

f (y, θ) =
n

∏
i=1

f (yi, θi) = exp

{
n

∑
i=1

yiθi − γ(θi)

ψi(φ)
+ d(yi, φ)

}
.

Předpokládejme, že plat́ı

ψi(φ) =
φ

ωi
> 0,

kde ωi > 0 jsou známé apriorńı váhy a φ > 0 je neznámý rušivý parametr.
Škálová deviace

D = 2
[
l∗(β̂max; Y)− l∗(β̂; Y)

]
=

1
φ

2
n

∑
i=1

ωi
[
Yi(θ̂i,max − θ̂i)− γ(θ̂i,max) + γ(θ̂i)

]
=

1
φ

D∗

a D∗ nazveme neškálovou deviaćı (unscaled deviance).
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Overdispersion, underdispersion

Protože plat́ı

D =
1
φ

D∗ A∼ χ2(n− k) ⇒ ED =
1
φ

ED∗ ≈ n− k,

pak

φ̂D∗ =
D∗

n− k
.

Daľśı často použ́ıvanou ḿırou vhodnosti modelu je tzv. zobecněná Pearsonova
statistika

X2 =
n

∑
i=1

(Yi − µ̂i)
2

V(µ̂i)
A∼ χ2(n− k)

a proto daľśım momentovým odhadem založeným na této statistice je

φ̂X2 =
X2

n− k
.
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Overdispersion, underdispersion

Přehled rušivých parametr̊u

Rozděleńı φ

Normálńı rozděleńı σ2

Poissonovo rozděleńı 1

Binomické rozděleńı 1

Gamma rozděleńı 1/α
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Overdispersion, underdispersion

V prosťred́ı R je k řešeńı tohoto problému k dispozici modifikovaná volba pro ťŕıdu
exponenciálńıho rozděleńı. V p̌ŕıpadě binomického rozděleńı máme možnost volby

family=quasibinomial

a pro Poissonovo rozděleńı

family=quasipoisson.

Nejde o nový typ exponenciálńıho rozděleńı, ale o změnu ve výpočtu druhého
momentu, pro jehož odhad se použije jednoduchý momentový odhad disperzńıho
parametru φ. Výsledná korekce rozptylu je pak důležitá p̌ri testováńı hypotéz,
nebot’ zohledňuje vyš̌śı/nižš́ı variabilitu v datech a zabraňuje tak
nadbytku/nedostatku falešně pozitivńıch výsledk̊u test̊u hypotéz o parametrech
modelu.

Jan Koláček (PřF MU) M5VM05 Statistické modelováńı 6 / 22



Př́ıklad

Př́ıklad 1

V souboru
”
bees.RData“ jsou uvedeny údaje o aktivitě včel v závislosti na čase.

Jednou z d̊uležitých charakteristik p̌ri zkoumáńı včeĺı aktivity je počet včel, které
opust́ı úl kv̊uli práci ve vněǰśım prosťred́ı. Studie se zabývala mě̌reńım této veličiny
během několika slunečných dńı v závislosti na čase během dne. Datový soubor
obsahuje tyto proměnné

number počet včel, které opustily úl
time čas, kdy byl tento údaj zaznamenán

Modelujte závislost počtu včel, které opust́ı úl, na čase během dne.

Řešeńı . Pro modelováńı závislosti použijeme poissonovský model s kanonickou
linkovaćı funkćı. Do modelu vstupuje jediná vysvětluj́ıćı proměnná time a p̌ridáme
také jej́ı druhou mocninu.
Hodnota reziduálńı deviace (4 879,3) je nepoměrně vyš̌śı než počet stupňů volnosti
(501). Je žrejmé, že došlo k

”
overdispersion“ a v jazyce R je ťreba volit

family=quasipoisson. Použit́ı této volby neovlivňuje odhady koeficient̊u, ale
měńı jejich odhady variability, což se projev́ı nap̌r. v intervalu spolehlivosti.
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Př́ıklad

8 10 12 14 16

0
20

40
60

80

Bees activity

time

nu
m

be
r

Obrázek : Odhad regresńı funkce bez vyrovnáńı se s problematikou velkého rozptylu.
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Př́ıklad
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Obrázek : Odhad regresńı funkce s vyrovnáńım se s problematikou velkého rozptylu.
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Modely pro multinomická data

Náhodný výběr Y = Yn = (Y1, . . . , Yn)T, pro který n = J · K, tj.

Y = Yn = (Y1, . . . , Yn)
T = (Y11, . . . , Y1K, . . . , YJ1, . . . , YJK)

T.

Předpokládejme, že náhodný výběr Y je z Poissonova rozděleńı, tj.

Yjk ∼ Po(λjk) j = 1, . . . , J; k = 1, . . . , K

s tzv. celkovou dodatečnou podḿınkou

N =
J

∑
j=1

K

∑
k=1

yjk N ∈N+,

kde yjk jsou realizace náhodných veličin Yjk.
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Modely pro multinomická data

Rozděleńı náhodného vektoru Y za podḿınky Z.. = N je multinomické

pY|Z..=N(y) =



N!
J

∏
j=1

K
∏

k=1

π
yjk
jk

yjk! pro yjk = 0, 1, . . . , N; j = 1, . . . , J;

k = 1, . . . , K,
J
∑

j=1

K
∑

k=1
yjk = N

J
∑

j=1

K
∑

k=1
πjk = 1

0 jinak

,

tj.
Y|Z.. = N ∼ Mn(N, π11, . . . , π1K, . . . , πJ1, . . . , πJK) ,

p̌ričemž

EYjk =Nπjk

DYjk =Nπjk(1− πjk)

C(Yjk, Yj′k′) =−Nπjkπj′k′
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Kontingenčńı tabulky

Realizace náhodných veličin i teoretické pravděpodobnosti lze uspǒrádat do tzv.
kontingenčńı tabulky:

Kontingenčńı tabulka četnost́ı

faktor faktor B
A B1 B2 · · · BK ∑

A1 y11 y12 · · · y1K N1.
A2 y21 y22 · · · y2K N2.
...

...
...

...
...

...

AJ yJ1 yJ2 · · · yJK NJ.

∑ N.1 N.2 · · · N.K N = N..
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Kontingenčńı tabulky

Kontingenčńı tabulka pravděpodobnost́ı

faktor faktor B
A B1 B2 · · · BK ∑

A1 π11 π12 · · · π1K π1.
A2 π21 π22 · · · π2K π2.
...

...
...

...
...

...

AJ πJ1 πJ2 · · · πJK πJ.

∑ π.1 π.2 · · · π.K π.. = 1
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Kontingenčńı tabulky

Nejčastěji se v kontingenč́ıch tab-
ulkách testuje hypotéza, že

faktory A a B jsou nezávislé

tj.

faktor faktor B
A · · · Bk · · · ∑
...

...
...

...
...

Aj · · · πj.π.k · · · πj.
...

...
...

...
...

∑ · · · π.k · · · 1

πjk = πj.π.k, takže potom EYjk = Nπj.π.k , p̌ričemž
J

∑
j=1

πj. =
K

∑
k=1

π.k = 1.
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Log-lineárńı modely

Pro model s celkovou dodatečnou podḿınkou lze hypotézu o nezávislosti
dvou faktor̊u definovat takto

EYjk = Nπj.π.k , p̌ričemž
J

∑
j=1

πj. = 1 a
K

∑
k=1

π.k = 1.

V GLM s log-lineárńı linkovaćı funkćı máme ηjk = log EYjk = xT
jkβ, tedy

ηjk = log EYjk = log(Nπj.π.k) = µ︸︷︷︸
=log N

+ αj︸︷︷︸
=log πj.

+ βk︸︷︷︸
=log π.k

.

Pokud bychom nep̌redpokládali nezávislost faktor̊u A a B, dostaneme maximálńı
model

ηjk = log EYjk = log(Nπjk) = µ︸︷︷︸
=log N

+ αj + βk + (αβ)jk︸ ︷︷ ︸
=log πjk

Hypotéza nezávislosti dvou faktor̊u v kontingenčńıch tabulkách je ekvivalentńı s
hypotézou neexistence interakćı v analýze rozptylu (deviace), tj.

H0 : (αβ)jk = 0 j = 1, . . . , J; k = 1, . . . , K.
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Př́ıklad

Př́ıklad 2

V následuj́ıćı kontingenčńı tabulce jsou obsaženy údaje studie 400 pacient̊u o
počtech r̊uzných typ̊u onemocněńı rakovinou k̊uže (Malignant Melanoma) v
závislosti na části těla, kde se vyskytuj́ı.

Část těla

Typ rakoviny končetiny hlava a krk trup

Hutchinson’s melanotic freckle 10 22 2

neurčitý 28 11 17

Nodular 73 19 33

Superficial spreading melanoma 115 16 54

Na hladině významnosti α = 0, 05 testujte hypotézu, zda typ rakoviny k̊uže záviśı
na části těla, kde se vyskytuje.
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Př́ıklad

Řešeńı Nejprve definujeme oba log-lineárńı modely, tj. model m1, který
p̌redpokládá nezávislost obou faktor̊u a model m2, který poč́ıtá i s interakcemi.
Model m1 je tedy submodelem modelu m2. K testováńı využijeme analýzu deviace,
Pearsonův test. Jeho p-hodnota vycháźı 2, 05× 10−9 a proto zaḿıtáme hypotézu
o nezávislosti typu rakoviny k̊uže na části těla, kde se vyskytuje. Výsledky obou
model̊u lze také znázornit pomoćı mozaikového grafu.
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Př́ıklad
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Obrázek : Mozaikový graf pro model, který p̌redpokládá nezávislost.
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Př́ıklad

Full model
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Obrázek : Mozaikový graf pro model s interakcemi.
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Úlohy k procvičeńı I

Př́ıklad 2.1

V souboru
”
sharks.RData“ jsou k dispozici data, která popisuj́ı počty napadeńı

žraloky na Floridě v letech 1946 až 1999. Známe také velikost populace. Datový
soubor obsahuje tyto proměnné:

Year rok
Population velikost populace
Attacks počet napadeńı žraloky
Fatalities počet úmrt́ı zp̊usobených žraloky

Nejprve vykreslete bodový graf počtu napadeńı na 1 milión obyvatel v závislosti na
čase. Pro modelováńı použijte binomický i poissonovský model s kanonickou
linkovaćı funkćı. Pro matici plánu uvažujte kubický polynom v proměnné Year.
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Úlohy k procvičeńı II

Př́ıklad 2.1

Predikce obou model̊u i s intervalem spolehlivosti pro regresńı funkci vykreslete do
obrázku. Zkoumejte také, jestli nenastal problém p̌ŕılǐs velkého nebo p̌ŕılǐs malého
rozptylu. Pokud ano, p̌redefinujte model a výsledky znovu vykreslete do obrázku.
Pomoćı výsledného modelu odhadněte, kolik útok̊u (na 1 milión obyvatel) zp̊usob́ı
žraloci na Floridě v roce 2013 a také v jakém intervalu se tato hodnota s 95%
pravděpodobnost́ı bude pohybovat.

[Nastal problém p̌ŕılǐs velkého rozptylu. Odhad: 33,96 útok̊u na 1 milión obyvatel,
interval spolehlivosti: [3, 207; 359, 55].]
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Úlohy k procvičeńı

Př́ıklad 2.2

V následuj́ıćı kontingenčńı tabulce jsou obsaženy údaje o počtech r̊uzných typ̊u
onemocněńı horńıch cest dýchaćıch (Respiratory Tract Infections) v závislosti na
čase.

Časové obdob́ı

Diagnóza 1-3/96 4-6/96 7-9/96 10-12/96 1-3/97

Acute bronchitis 113 58 40 108 100

Acute sinusitis 99 37 23 50 32

URI 410 228 125 366 304

Pneumonia 60 43 30 56 45

Na hladině významnosti α = 0, 05 testujte hypotézu, zda onemocněńı horńıch cest
dýchaćıch záviśı na čase.

[záviśı]
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