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Motivace

Casto chceme prozkoumat vztah mezi dvéma veli¢&inami, kde jedna z nich, tzv.
»nezavisle promé&nna* X, ma ¥idit druhou, tzv. ,zavisle proménnou” Y.
PY¥edpoklada se, Ze obé veliCiny jsou spojité. Prvnim krokem ve zkoumani by mélo
byt zakresleni dat do grafu. V ¥adg& p¥ipadd tento krok napovi mnohé o tom, co
nds zajima: Existuje vztah mezi ob&ma prom&nnymi (veli¢inami)? Pokud ano, pak
rostou &i klesaji ob& v jednom sméru, nebo jedna klesa, kdyZ druha roste? Je
p¥imka vhodnym modelem pro vyjad¥eni vztahu mezi témito dvéma veli¢inami?
Chceme-li se dostat ddle za tuto intuitivni droveii analyzy, je linedrni regrese Casto
uzite¢nym nastrojem. Tato metoda zahrnuje proloZeni p¥imky daty a analyzu
statistickych vlastnosti takovéto p¥imky.
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Linearni regresni model

Predpokladejme, Ze mezi néjakymi nendhodnymi veli¢inami y, x1, ..., x; plati
linedrni vztah
y=pxi+ -+ B,

ve kterém B, ..., Bx jsou nezndmé parametry. Informace o nezndmych
parametrech budeme ziskdvat pomoci experimentu, a to tak, Ze opakované
budeme mé¥it hodnoty veli¢iny y pfi vybranych hodnotdch proménnych x1, ..., x.
P¥i méFenich v3ak vznikaji chyby, coZ Ize modelovat takto

Y = Bix1 4+ -+ Brxx + €,
kde € je nahodna chyba méfeni.
Opakované hodnoty sledovanych veli¢in budeme pro i =1,...,n znalit
Yi, xi1,...,Xj, obdobné také ndhodné chyby ¢;.
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Linearni regresni model

Celkové jsme dostali model

Y1 = Bixn+--+ B tea (Vi x11 xik\ [P1
Y, = ﬁlxnl + -+ ﬁkxnk + &, Yy Xn1 Xnk ﬁk
\w—/
Y X(matice planu)

B

O ndhodnych chybach €1, ..., &, budeme p¥edpokladat, Ze jsou

@ nesystematické, cozZ Ize matematicky vyjadfit poZadavkem, Ze ,

i=1,...,n t. |E£:0|a tedy|EY:Xﬁ|

@ homogenni v rozptylu, tj. Ze proi=1,...,m;

@ jednotlivé ndhodné chyby jsou nekorelované, tj. Ze

C(gi/ ‘S]) =0

proi #j,i,j=1,...,n tj. DY = De = 0,1, |, takZe i m&Feni jsou

nekorelovana.
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Terminologie

PouZiva se nasledujici terminologie a znadeni
@ parametry B1,..., Bk se nazyvaji regresni koeficienty;

@ matice X obsahuje nendhodné prvky x;; a nazyva se regresni matici nebo
matici planu (Design Matrix);

@ popsany model souhrnn& zapigeme jako |Y ~ L(XB,°1,) |

Takto zavedeny model budeme nazyvat linerarni regresni model. Dale budeme
ptedpokladat, Ze a o hodnosti matice X budeme predpokladat, Ze je rovna
k, tj. |h(X) = k| Bude-li tento prepoklad spIn&n, budeme ¥ikat, Ze jde linerarni
regresni model plné hodnosti. V tom p¥ipad& jsou sloupce matice X nezavislé.
V opaéném p¥ipad&, by bylo mozné dany sloupec matice X napsat jako linedrni
kombinaci ostatnich sloupcil, coZ je moZné interpretovat tak, Ze proménna
odpovidajici danému sloupci je nadbyte¢na, protoZe ji Ize vyjadfit jako linearni
funkci ostatnich proménnych.
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w 7|
Ptiklad
Regresni pfimka v klasickém linedrnim regresnim modelu
Jednoducha linedrni regrese:
predpoklddéme Y; (i = 1,...,n) maji
e normalni rozdé&leni

|Yi ~ N(‘BO + ‘lel-,az) |,

kde x; jsou dané konstanty, které nejsou
viechny stejné.

1 Y1 = Bo+pixite
* Y, = }30 + ,len +&n
V tomto pFipadé
Yl 1 X1 €1
Y = : , X = . . , ﬁ = (go) ’ & = . ~ Nn(o, Uzln).
: Do 1 :
Y, 1 x, &n
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Odhady neznamych parametrt

Definice 1

Rekneme, e odhad B = B(Y) je linearnim odhadem vektoru B, jestlize existuje
matice realnych &isel kan takova, Ze ﬁ BY.

Déle ¥ekneme, Ze odhad ,B B(Y) je nestranngm odhadem vektoru B, jestlize
pro kazdé B € R¥ plati EB = B.

Jestlize ﬁ [3( ) je takovy linedrni nestranny odhad vektoru parametrti B, Ze
pro kazdy jiny linedrni nestranny odhad [~3 = B(Y) je rozdil varian&nich matic
DB(Y) — DB(Y) pozitivné semidefinitni matice, potom budeme ¥ikat, 7e

E = E(Y) je nejlepsi nestranny linearni odhad (Best Linear Unbiased
Estimator) parametrii B, zkracen& BLUE odhad.
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Metoda nejmensich ¢tvercii

Definice 2

Rekneme, Ze odhad ﬁOLS je odhadem parametru B metodou nejmensich
Ctvercu, jestlize

1

n k 2
Bre = in(Y — XB) (Y — XB8) = . Y. — B,
Bors argéreli{}(( B)'( B) afgérelg}(i; ( i ]; xz]ﬂ]>

Véta 3

Odhad parametru B v modelu Y ~ L(XB,0?1,) je tvaru

BOLS = (X'’X)"'X'Y.
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Diikaz

Dikaz Nejprve oznatme symbolem X/ i-ty ¥adek matice planu X a symbolem X;

J-ty sloupec této matice, tj.

X1 oo X1k X1
Xnl = Xuk X

Nutnou podminkou pro extrém je, aby parcidlni derivace byly nulové, tj. pro
s=1,...,k

2
d d d
0=—S5(B) == (Y-XB)(Y-X Y, —) «x .
35,5 (B) = 55, (Y~ XB) (Y =Xp) = 55 Zl ( Z m)
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Proto potitejme

t].

3 5 k k 2
35S P = 35 Y —2Yi]; X + QZ xifﬁf>

i=1

k

n n
=-2) Y +2) QZ x115]> Xis
i=1 i=1
= -2 Z Yixis +2 Z leszsﬁ] @

i=1j=1

1=
M»

xijXisBj = ZYxls .

Il
=
<.
Il
=
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Nyni se budeme snaZit vyjadfit pfedchozi rovnost maticové. Upravujme postupné
levou a pravou stranu:

/

n k Xlﬁ

Z Z xZ]xzs,Bs = Z Xis Z xz;,B] Z XisX; ,3 X/ = X;X,B
j=1

i=1 i=1 j=1 i=1 /
X, B
‘\/_/ n
—xB N——
i =XB
n
Y Yixs = XY

i=1
a celkovg&, zapi8eme-li k rovnic pod sebe a uvaZujeme-li ob& strany rovnosti,
dostaneme

!/ / !
X3 X1 Xi
: : B= 1Y tzv. normalni rovnice
!/ / !
X, X, X,
—
=X'XB =X'Y

Vzhledem k predpokladu h(X) = h(X'X) =k,
BOLS - (X/X)_l X'Y.
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Nyni zbyvd dokdazat, Ze tento extrém je také minimem, tj. Ze matice druhych
parcidlnich derivaci je pozitivn& semidefinitni matice. Proto potitejme (sh)-ty
prvek matice druhych parcidlnich derivaci

82
B3Py, S(B) = [ ZZY'XIS +ZZ sz]xlsﬁ]]

i=1j=1

n k
Z Xis T (Z xijﬂj) =2 insxih = 2XX;,
ho\j=1 i=1
|
=Xin

TakZe matice druhych parcidlnich derivaci je

k
() )k 3 /
(a,BSa,Bh s,h=1 lzzl = s,h=1

tj. jde o pozitivné definitni matici a tim je v&ta dokazana.
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Véta 4 (Gaussova-Markovova véta)

Odhad BOLS v modelu Y ~ L(XB,0?1,) je BLUE-odhad (tj. je nejlepsi nestranny
linedrni odhad) a jeho variaéni matice je rovna

Doy =07 (X/X)il

Véta 5

Pro libovolny vektor ¢ € R¥ je ¢’ BOLS BLUE-odhad parametrické funkce ¢’ a ma
rozptyl o*c' (X'X) " Lc.

y
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Véty

Véta 6

Plat ~ .
kde H je tzv. , hat" matice

H =X (X'X) ' X.

Véta 7

Odhad [s* = Jje nestrannym odhadem rozptylu o?.
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Priklad

Priklad 8
1 -1 -3 5
1 -1 -2 7
1 -1 -1 8 o x
VLRM (Y, X,B), X = 11 1| Y= 1o | spocitejte MNC-odhady
1 1 2 13
1 1 3 15

vektoru parametrii 8, aproximace Y, rezidudlni soucty Ctvercii S, a s2.
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Reseni

Regeni Nejprve vypotteme matice

6 0 0 X 0,5 0  —0,0714
XX=[0 6 12],(XX)" = 0 0,0357 0
0 12 28 —0,0714 0 0,0153
Odtud pak
5,17
A 10 | ey
B=(XX)"'XY=[1/3] aY=XB=|.”
372 11,83
13,33
14,83
Nakonec jesté
A A 1
Se=(Y-Y)(Y-Y)=1/3, s = S _ 18 _ )
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Testovani hypotéz v linearnim regresnim modelu

Diky ptedchozim v&tam dokazeme v linedrnim regresnim modelu plné hodnosti
vypotitat nejen OLS-odhady nezndmych parametrii B = (B1,...,Bx)’, ale také
méame k dispozici odhad nezndmého rozptylu 0% a zndme vlastnosti téchto odhadi.
V dal$im se zaméFime na stanoveni jejich rozdéleni v p¥ipadé, Ze nahodny vektor
ma vicerozmérné normalni rozdéleni. Pak teprve budeme moci pfrejit

k testovdni hypotéz o nezndmych parametrech B4, ..., By.

Jestlize ndhodny vektor Y se ¥idi linedrnim regresnim modelem plné hodnosti, coz
zapisujeme Y ~ L(XB,0?I,), a navic ma vicerozmérné normalni rozdélent,
budeme psat

Y ~ N, (XB,0%1,) |
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Véta

Véta 9
Mé&me linedrni regresni model piné hodnosti, pFicemZ Y ~ Ny (X, (72[,1). Pak
plati

(a) OLS-odhad vektoru nezndmych parametri ma normalni rozdéleni

Bors ~ N (ﬁ/‘fz(x/x)fl)

(b) ndhodns velitina
—k
K= naz 2~ xX(n—k)

(c) ndhodna veli¢ina |K = "5Xs?| a OLS-odhad BOLS Jsou nezavislé.
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Test vyznamnosti koeficientu j;

Véta 10

V modelu Y ~ N, (XB,c*1,) plné hodnosti pro kazdé ¢ € R¥, ¢ # 0 plati

7_ “Bos— B

s/ (X'X)~1c Hn =k

Dusledek 11

V modelu Y ~ N, (XB,0°1,) piné hodnosti ma 100(1 — «) % interval spolehlivosti
pro parametrickou funkci ¢’ B (kde ¢ # 0) tvar

(CIBOLS - SW Hoa2(n—k), < Bors + SW tla/z(”—k)> .

v
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Prakticky test

Prakticky Ize provést test hypotézy Hp: ¢'B = o (70 je dané redlné &islo) proti

alternativé Hj : ¢/B # o na hladiné vyznamnosti a tak, Ze hypotézu Hy
zamitame, pokud plati

‘C/.BOLS - 70‘

s/ O0X) e

> t_q/2(n—k)
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Poznamka

V praktickych situacich se nejéastéji voli vektor ¢ jako jednotkovy s jedni¢kou
na j-tém mist& ¢ = (0,...,1,0,...,0)" a v tom pfipad® |'B = B, |, takze

a) 100(1 — a)% interval spolehlivosti ma tvar (p¥i znageni (X'X)~1 = (v;;)k._
174,j=1

(BOLS,j —5./0j ti—asa(n—k) , Bors;+5,/7j t1flx/2(”—k)) .

b) Test hypotézy Hpy: Bi = vo (70 je dané redlné &islo) proti alternativé
ypotézy i =0 (v
H; : ﬁ]- # Yo na hladin& vyznamnosti « se provede tak, Ze hypotézu Hy
zamitame, pokud plati

’BOLS,]’ - ’Yo‘

>t n—k).
5\/Tj 5| a/2( )
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Test vyznamnosti modelu
Zavedeme nasledujici blokova znadeni:

B=(Br - B Busis-. Br),
—_— ——
=B =B
obdobné& R ., .,
:BOLS = (ﬁOLs,lfﬁOLs,z)/

a nakonec také pro matici

Vi V12>
X'X = ,
(VZI Vo,

kde matice Vqq je typu m X m.

Véta 12

V modelu Y ~ Ny, (XB,021,) plné hodnosti plati, %e statistika

1

F= m <3OLS,2 - .Bz)IVEZl (EOLS,Z - ,32) ~ F(k —m,n — k).
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Poznamka

Diky predchazejici vété miZeme testovat nulovou hypotézu
Ho: B, = By
(kde B, je dany vektor redlnych &isel, nejéast&ji nulovy vektor)

proti alternativé

Hy: B, # .32,0

na hladiné vyznamnosti « tak, Ze hypotézu Hy zamitame, pokud plati

1 e
Fo=a5—m (:BOLS,Z - ,32,0) vy (ﬁOLs,z - .32,0) 2 Fig(k—m,n—k).
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Prakticky

Testujeme nulovou hypotézu

Ho': (B1,-.., B)=(0.... 0)

proti alternativé

Hy:3i>0 B; #0
na hladiné vyznamnosti a tak, Ze hypotézu Hy zamitame, pokud plati

s2 D nk
i Y _ n - - B
FO_SZ(k—l) 1-IDk-1 > F4(k—=1,n—k),

n
e s2 =} 1 (5~ 7).

1
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Priklad

P¥iklad 13

Pro data
x| —2]-1] o]1] 2
Y2 1[=2[1] =1

spolitejte MNC-odhady vektoru parametrii B aproximace Y, rezidudlini soucty
Etvercii s* a index determinace ID v ndsledujicich modelech. Odhadnuté regresni
funkce zndzornéte také graficky.

Q@ y=po+pix

Q y=pux

Q y = Bo+ Pix+ Pox?
Q y:ﬁ1x+ﬁ2x2

Q y = Bo+ frx+ Poe’

Testujte vyznamnost koeficientii B;, testujte vyznamnost modelu pomoci statistiky
F. Porovnejte vhodnost regresnich modelii pomoci F, s* a ID.

v
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Reseni

Regeni Pro jednotlivé modely potitejme postupn&
O y=po+pix
,B = (-0,6;0,2), Y = (—1;,-0,8;,-0,6; —0,4; —0,2)’, s> = 2,93,
ID = 0,04348, F = 0,136, p-hodnoty pro jednotlivé koeficienty: (0,49;0,73)
Q y=pix
B1 =02, Y =(-0,4,-0,2;0;0,2;0,4), s> = 2,65, ID = 0,0363,
F = 0,15, p-hodnoty pro jednotlivé koeficienty: 0,717
Q y=po+prx+pax’
B = (—0,0286;0,2; —0,2857)’,
Y = (—1,5714; —0,5143; —0,0286; —0,1143; —0,7714)’, s> = 3,8286,
ID = 0,1677, F = 0,2015, p-hodnoty pro jednotlivé koeficienty:
(0,985;0,777;0,6396)
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Q y=pix+ ‘Bzxz
B = (0,2;-0.2941)", Y = (—1,576; —0,4941;0; —0,0941; —0,776)’,
§2 = 2,55, ID = 0,3037, F = 0,654, p-hodnoty pro jednotlivé koeficienty:
(0,718;0,362)
Q y = Bo+ Pix+ Pre”
B = (0,291;0,847; —0,384)’,
Y = (—1,4547; —0,6969; —0,0926;0,0949; —0,851)’, s> = 3,8283,
ID = 0,1677, F = 0,2015, p-hodnoty pro jednotlivé koeficienty:
(0,8894;0,59;0,639).

Jan Kolatek (P¥F MU) M5VMO5 Statistické modelovani 27 / 51



Specialni modely linearni regrese

MODEL I: Regresni pfimka Y; = Bo + B1x;i+¢;,i=1,...,n, n > 2.

n n
1 X1 n Z X Z YZ‘

Matice pldnu X = | |, XX=1, i=1 Nt XY= | i=1
LXi Y X; Y XY
L 2 P R P B

Model bude plIné hodnosti, pokud viechny hodnoty x1,...,x, nebudou stejné.
Normalni rovnice jsou tvaru:

1

n n
Bon + p1 21 Xj 21 Y
= =

n n n
Bo ,21 X+ p1 21 o= 21 x;Yi
i= i= =

1
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Specialni modely linearni regrese

MODEL II: Regrese prochazejici po¢atkem Y; = Bx;+¢;,i=1,...,n;, n > 1.
X1
n 5 n
Matice planu X = | : |, XX= (in>, XY = <Z xin’)
' i=1 i=1
n
a model bude plné hodnosti, pokud alespon jedna z hodnot x1,...,x; bude riiznd
od nuly.
Normalni rovnice:
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Specialni modely linearni regrese

MobEL III: Kvadraticka regrese Y; = Bo + B1x; + ‘Bzxiz + &,
i=1,...,n, n>3.

n n
1 x x% n Yxi ¥ xlz
. . . " i=1 i=1
. . . n n
MaticeplanuX= |~ =~ |, XX=| Lx YT+ Y|,
p 1 1
o : i=1 i=1 i=1
o L R S
1 x, x% Z X; b X; D X;
i=1 i=1 i=1
n n n 2 n
IS Bon+pBr Xxi+B2Yxi = LY
1"1:1 " i;l iil ijl
XY= | X xYi|, Norm.rov.: Bo X xi+p1 2 xlz +B2 ) xi3 = Y xY;
=1 =1 =1 |— |—
ln ) Zn ) ln X 1n1 \ znl )
leiYi Bo lei+ﬁ1 lei+,622xi = Y xY;
i= i= i= i=1 i=1
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Specialni modely linearni regrese

MOoDEL IV: Polynomicka
i=1,...,n;, n>m+1.

1 x; X
X =
1 xy X
n
XY
i=1
n
Y XY
XY=|i=1
.
Z:l x;"Yl-
1=

Jan Kolatek (P¥F MU)

regrese Y; = Bo+p1xi+

n
n Y X
i=1
n n
Yxo L
i i=1

, X'X =

M5VMO5 Statistické modelovani
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Priklad

Priklad 14

Analyzujte data o poltu pracovnich hodin za mésic Y spojenych s provozovanim
anesteziologické sluzby v zavislosti na velikosti spadové populace nemocnice X

(v tisicich). Udaje byly ziskdny ve 12 nemocnicich ve Spojenych statech.

Y

X

©ONDOGO RN WN K~

304,37
2616,32
1139,12

285,43
1413,77
1555,68

383,78
2174,27

845,30
1125,28
3462,60
3682,33

25,5
294,3
83,7
30,7
129,8
180,8
43,4
165,2
74,3
60,8
319,2
376,2
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Reseni

Graf naznaduje linedrni vztah mezi pracovni dobou a velikosti populace, a tak
budeme pokrafovat kvantifikaci tohoto vztahu pomoci pfimky y = B + B1x.

4000
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2500

2000

1500
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500

L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Parametr  Koeficient SE koef.  t-statistika p-hodnota
Bo 180,658 128,381 1,407 0,1896823
B1 9,429 0,681 13,847 7,520972e-08

Z tabulky tedy dostavame:
pracovni doba = 180,658 + 9,429 - velikost populace.

Co je na tom divného?
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Oboustranny interval spolehlivosti pro  Oboustranny interval spolehlivosti pro

Po B1

180,6575 =+ 2,228 - 128,3812 = 180,6575 + 286,051 9,429 2,228 - 0,681 = 9,429 + 1,517

T
| |
| |
| |
I |
! |
! |
! |
! |

L | L L L L | . . . . .
-200 -100 0 100 200 300 400 500 0 2 4 6 8 10

12
(—105,394; 466,709) (7,912; 10,946)
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Reseni
UvaZujeme regresi prochazejici potatkem (plna &ara) a vysledek srovndme

s obecnou regresni pfimkou (&arkovana &ara).
4500

4000 -

Bi =10,185 34 =0,4371,

t* =3,30157, s
p*-hodnota=1,0318e-10 ° 1
Oboustranny interval spolehlivosti pro
‘BT 2500 ©
10,185+2,2-0,4371 = 10,185 4 0,962 o
2000

: : : : ‘ :

3 1500 o ©

| —— 4 o O

| 1000

| G,

: 500

o 2 p 6 5 10 12

O0 56 160 1 éO 260 2%0 360 35;0 400

pracovni doba =
10,185 - velikost populace.
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Specialni modely linearni regrese

MoDEL VI: Dvé regresni pFimky (se stejnym rozptylem).

Mgjme dva nezdvislé ndhodné vybéry Y1q,...,Y1,, (resp. Ya1,...,Y2,,) a k tomu
odpovidajici hodnoty regresorli x11, ..., X1,, (resp. x21,...,X2y,). Pfedpoklddejme,
Ze plati

Yy =a1+bixi+ey, i=1,...,m, e;~N(007)

Yoi=ap +boxoi+ 6, i=1,...,n, €3~ N(O,U’ZZ)
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Specialni modely linearni regrese

Vytvofme spole¢ny regresni model:

Y11 1 X11 0 0 €11
: S SR 0 :
Ylnl _ 1 X1ny 0 0 h + Elny.
Yo 0 0 1 xpn a €1
. by .
anz 0 0 1 x2n2 £21’l2

Vyjad¥eno blokové:

()= %) (8)+(2)
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Specialni modely linearni regrese

Poditejme postupné

X'X = Xlloxl X/OX ) X’Y:(XaYl) a
2/\2

. ( B ) _ ( (4%) XY, )
B, (X5X2) " X5 Y2

Ozna&me

. S = 3] Y, - Y X1B,
—Y-Y=Y-XB=( )= 0 =
¢ p <S2> (Yz—Yz) (Yz—xzﬁz

Pak
SSE I?’:‘S\:/\l ,21 +:€\2 € = SSE1 + SSE;
a
2 _ SSE] _ /E\] ,:’5\1
1 T m—27~ m—=2 _ 2_  SSE_ _ (ng —2)s2 + (np — 2)s3
52 _SSEl_EZI/S\z n1+ﬂ2—4 1’11—|—1’lz—4
2 - l’lz—2 - 1’l2—2
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Testovani rovnobéznosti dvou regresnich pfimek

P¥i testovani hypotézy Hy : by = by proti alternativé Hj : by # by vyuZijeme
toho, Ze statistika

'R A
T _SB-cB | tn — k).
2C/(Xlx)—1
PoloZme

011 ©U12 013 014

(Y (Y 0 (9
=(0,1,0,-1) = JdXX) lc=10vn+0vy, XX)! 21 Un U3 Ux

U31 U3 U033 U3y

U41 V42 043 U4y

Za platnosti nulové hypotézy statistika

= bbb

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud
[to] >t g (n1 +nz —4)

Jan Kolatek (P¥F MU) M5VMO5 Statistické modelovani 40 / 51



Testovani shodnosti dvou regresnich pfimek

Budeme testovat hypotézu Hy : B; = B, proti alternativé Hy: B, # B, .
VyuZijeme vlastnosti

B1 - Bz ~ N(ﬂl — B, P (X1 X1) ' + (X§X2)71)>'
W

1 PO

Ky = ﬁ(ﬁl - Bz)lw_l(ﬂl —By) ~ x(2),

dale
_ SSE  (nq +mnp —4)s?

Kp=2om MMz 2 _ 1),
2= 3 2 X (ny+ny—4)

takZe k testovani nulové hypotézy pouZijeme statistiku
— Ki/2 _1(p 2V w-1(g Q2
Fo = 7t = 32 (B1 = B) W (B — By) ~ F(2m +mp — 4)
a nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

fo< F%(Z,nl +ny —4) nebo fy > Fl_%(2,n1 +ny —4)
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Ovérovani shodnosti rozptyli

P¥i testovani hypotézy Hy : 012 = 022 proti alternativé Hj : 012 # 022 vyuZijeme

toho, Ze statistika

SSE; )

(m—2)c? _ 57
FO:T}%:?NF(Vll_Z’nz_Z)

(1,—2)02 2

a nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud

fo < F%(nl —2,n3 —2) nebo fy > Fl_%(nl — 2,1y —2)
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Priklad

Priklad 15

V souboru ,, teploty.Rdata" jsou uvedeny priimérné ro¢ni teploty v Praze
(proménnd Y1) a ve Velkych Pavlovicich (promé&nnd Y, ) v letech 1978 — 1995
(proménnd x). PFedpoklddejme, Ze zadvislost teplot na Ease Ize popsat regresni
primkou. Na hladiné vyznamnosti « = 0,05 testujte hypotézy:

(a) Hy : vzestup teplot byl stejny na obou stanovistich
(b) Hy : pribéh teplot byl stejny na obou stanovistich
(c) Hy : rozptyl teplot byl stejny na obou stanovistich
(d) Vykreslete graf obou regresnich pFimek
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Regen(

(a) Vypotteme odhady parametri by = 0,091, b, = 0,0885 a také s2 = 0,4334.
V nasem pripadé je vy = vg4 = 0,002 a mizZeme vypolitat hodnotu testové
statistiky

by — by
ty = ———=——= = 0,0603,
Sy/ V22 + Uyq
kterou porovndme s kvantilem Studentova rozd&leni t 975(32) = 2,037.
ProtoZe |tg| < to975(32), hypotézu Hy na dané hlading vyznamnosti
nezamitame.

(b) Vypotteme odhady parametrii B, = (—170,44;0,091),

5 ) p , .. _ (16289,82 8,2
B, = (—166,31;0,0885)" a také matici W = < 8,2 0,0041) - Pak

tedy K1 = (B, — B,) W' (B, — By) = 7,9 a Ky = s> = 0,4334. Pro
testovani hypotézy pouZijeme statistiku

Ki
=— =9,122,
fo %

kterou porovndme s kvantily Fisherova—Snedecorova rozdé&leni
f0,025 (2, 32) = 0,025 af0/975 (2, 32) = 4,149. Protoze fO >f0,975 (2, 32),
hypotézu Hy na dané hladin& vyznamnosti zamitame.
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(c) Vypotteme odhady parametrii s7 = 0,4308 a s5 = 0,436. Pro testovan{
hypotézy pouZijeme statistiku

kterou porovndme s kvantily Fisherova—Snedecorova rozdé&leni
fo,025(16,16) = 0,3621 a fy975(16,16) = 2,7614. Protoze fy je mezi ob&ma
hodnotami, hypotézu Hy na dané hladiné vyznamnosti nezamitame.
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Ulohy k procvi¢eni

Ptiklad 1.1
1 -3 9 7
1 -2 4 4
1 -1 1 2 v %
VLRM (Y,X,B), X = 1 1 1 Y = 5 | spocitejte MNC-odhady
1 2 4 5
1 3 9 8

vektoru parametrii 3, aproximace Y, rezidudlni soucty &tvercii S, a 52

4

(B = (1,5;0,1786;0,6786)", ¥ = (7,0714;3,8571;2;2,3571;4,5714;8,1429)’,
Se = 0,3571, s2 = 0,119.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1.2

Pro data
x|-2]-1]0]1]2
Y[ o] 2[3[3]1

spocitejte MNC-odhady vektoru parametrii B aproximace ? reziduadlni soucty
&tvercli S, a s* ve dvou modelech. Ktery model je vhodné&jsi? (Pro&?) Oba modely
vykreslete.

(a) model s regresni funkci' Y = Bo + B1x + Box?

(b) model s matici planu X =

—__ O R
B O

[(a) B=(3,090,3;—0,64), Y = (—0,086;2,143;3,086;2,743;1,114)’,
Se = 0,114, s2 =0,057. -
(b) B=(3,17;-0,67)", Y = (0,5;2,5;0;2,5;0,5)", S, = 10, s* = 3,33.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1.3
Pomoci regresni i pFimky prochazejici poéatkem spocitejte MNC—odhady vektoru

parametri ,B aproximace Y, rezidudini soucty &tvercii Se a s> v LRM (Y,X,B)
pro data

x| 10| 20| 30| 40| 50| 60

Y | 0,18 | 0,35 | 0,48 | 0,65 | 0,84 | 0,97

Jednd se o méreni teplotni délkové roztaZnosti médéné trubky. Rozdil teploty od
referenéni 20 ° C je x, prodlouZeni tyCe je méFend velicina Y.

[B=0,0164, Y = (0,164;0,328;0,493;0,657;0,821;0,985)’, S, = 0,0015,
52 =0,0003.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1.4

U 126 podnikii Fepa¥ské oblasti v Ceské Republice byl sledovan hektarovy vynos
cukrovky ve vztahu ke spotfebé priimyslovych hnojiv.
Data jsou uloZena v souboru ,, cukrovka.Rdata" ve 4 sloupcich:

@ dolni hranice spotteby KO (kg/ha)
@ horni hranice spotFeby K;O (kg/ha)
© Cetnosti

@ primérné vynosy cukrovky (q/ha)

a) odhadnéte parametry regresni funkce tvaru

y = Po+ p1x
y = Bo+ Pix + Pox’
y = Bo+ prx

Poznamka: Za hodnoty nezavisle proménné volte stfed intervalu.

b) Porovnejte vhodnost tFi pouZitych regresnich modeld.
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1.5

U 19 vzorkii potravind¥ské pSenice byl zjistovan obsah zinku v zrnu (promé&nnd Y),
v koFenech (promé&nnd X1 ), v otrubdch (proménnd X,) a ve stonku a listech
(proménnd X3). Data jsou uloZena v souboru ,psenice.Rdata™.

a) Predpoklidejte, Ze je vhodny regresni model
Y = ‘30 + ,31X1 + ,BzXz + ,33X3.

Odhadnéte regresni koeficienty a rozptyl, vypoltéte vektor predikce a index
determinace. Proved'te celkovy F-test a diléi t-testy. Hladinu vyznamnosti
volte 0,05. Normalitu rezidui posud'te graficky pomoci funkce qgqnorm.

b) Z regresniho modelu odstrarite ty proménné, jejichZ regresni koeficienty se
ukdzaly nevyznamné pro & = 0,05. Sestavte novy regresni model a proved'te
v ném vSechny tkoly z bodu a).
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