
4. Triangulace mnohoúhelńık̊u

Úvod. V této kapitole si ukážeme, jak daný jednoduchý mnohoúhelńık rozdělit na
trojúhelńıky s vrcholy ve vrcholech tohoto mnohoúhelńıka. Připomeňme si, že v jed-
noduchém mnohoúhelńıku lze každou uzavřenou křivku stáhnout spojitě do jediného
bodu. To znamená, že v něm nejsou žádné ”d́ıry”a že má pouze vněǰśı hranici tvořenou
jedinou lomenou čarou.

OBR 4.1 Jednoduchý a nejednoduchý lichoběžńık.

Vstupem našeho algoritmu bude dvojitě souvislý seznam pro rovinné podrozděleńı
určené mnohoúhelńıkem a výstupem bude dvojitě souvislý seznam pro rovinné podroz-
děleńı dané triangulaćı mnohoúhelńıka.

OBR 4.2 Ukázka triangulace.

Pod́ıváte-li se na předchoźı obrázek a spoč́ıtáte-li si počet trojúhelńık̊u, na které
jsme daný 17-úhelńık rozdělili, tak vás následuj́ıćı tvrzeńı nepřekvaṕı:

Věta 4.1. Každý jednoduchý n-úhelńık lze triangulovat. Každá jeho triangulace se
skládá z n− 2 trojúhelńık̊u.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı podle n. Pro n = 3 jsou obě tvrzeńı evidentńı.
Předpokládejme, že jsou pravdivá pro všechny k-úhelńıky s 3 ≤ k < n a uvažujme
libovolný n-úhelńık P . Prvně ukážeme, že ho lze triangulovat.

Vezměme jeho vrchol v, který je nejmenš́ı v lexikografickém uspořádáńı nejdř́ıv
podle souřadnice x a potom podle y. (Lež́ı ze všech vrchol̊u nejv́ıce vlevo, a pokud
je takových v́ıce, tak nejv́ıce dole.) Z tohoto vrcholu vedou strany do vrchol̊u u a w.
Jestliže úsečka uw lež́ı v P , můžeme vytvořit v P trojúhelńık uvw a t́ım se P rozpadne
na tento trojúhelńık a na (n − 1)-úhelńık Q. Ten lze triangulovat podle indukčńıho
předpokladu.

OBR 4.3 K d̊ukazu věty 4.1.

Jestliže úsečka uw nelež́ı celá v P , muśı v trojúhelńıku uvw ležet ještě nějaké daľśı
vrcholy mnohoúhelńıka P . Z nich vybereme vrchol t nejdále od úsečky uw. Potom
úsečka vt lež́ı celá v mnohoúhelńıku P . (Kdyby tomu tak nebylo, musela by ji prot́ınat
nějaká strana a jeden z jej́ıch vrchol̊u by ležel od uw dále než vrchol t.) Tedy spojnice
vt rozděluje n-úhelńık na dva jednoduché mnohoúhelńıky Q1 a Q2 se společnou stranou
tv, které lze triangulovat. Jejich triangulace dává triangulaci mnohoúhelńıka P .

Nyńı uvažujme libovolnou triangulaci n-úhelńıka P . Pokud je n > 3, pak některá
strana trojúhelńıka v této triangulaci neńı stranou mnohoúhelńıka a tedy rozděluje
n-úhelńık P na dva jednoduché triangulované mnohoúhelńıky Q1 a Q2 se společnou
stranou, které maj́ı postupně n1 a n2 vrchol̊u. Proto n1+n2 = n+2. Použijeme-li na Q1

a Q2 indukčńı předpoklad, je celkový počet trojúhelńık̊u v triangulaci mnohoúhelńıka
P roven

(n1 − 2) + (n2 − 2) = (n1 + n2)− 4 = (n + 2)− 4 = n− 2.
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Monotónńı mnohoúhelńıky. Triangulace konvexńıho mnohoúhelńıku je velice jed-
noduchá. Jedna z v́ıce možnost́ı je, že vezmeme nějaký vrchol a spoj́ıme ho se všemi
nesousedńımi vrcholy.

OBR 4.4 Triangulace konvexńıho mnohoúhelńıku.

Požadavek konvexnosti můžeme oslabit. Můžeme požadovat, aby každá př́ımka rov-
noběžná s osou x (tedy daná rovnićı y = k) prot́ınala mnohoúhelńık v konvexńı
množině, tj. v úsečce, bodě nebo prázdné množině. Takový mnohoúhelńık budeme
nazývat monotónńı vzhledem k ose y.

OBR 4.5 Monotónńı a nemonotónńı mnohoúhelnik.

Tato definice je geometricky názorná, ale pro naše potřeby vyžaduje zpřesnit. Uva-
žujme lexikografické uspořádáńı použ́ıvané pro metodu zametaćı př́ımky:

p > q právě když py > qy nebo py = qy a px < qx.

Označme vrchol mnohoúhelńıka maximálńı v tomto uspořádáńı jako u a minimálńı
vrchol jako d. Tyto body děĺı hranici mnohoúhelńıka na dvě části – levou a pravou.
Budeme mluvit o levé cestě a pravé cestě od u k d. Zpřesněńı definice mnohoúhelńıka
monotónńıho vzhledem k ose y spoč́ıvá v tom, že požadujeme, aby obě cesty od u k d
klesaly v popsaném lexikografickém uspořádáńı. Mnohoúhelńık monotónńı podle této
definice je určitě monotónńı podle předchoźı geometrické definice. Opačně to neplat́ı,
jak ukazuje následuj́ıćı obrázek.

OBR 4.6 Podle geometrické definice jsou oba mnohoúhelńıky monotónńı. Podle
zpřesněné definice je monotónńı pouze P1. Pravá cesta mnohoúhelńıku P2 neńı kle-
saj́ıćı.

Ukazuje se, že monotónńı mnohoúhelńıky lze relativně dobře triangulovat. Proto
rozděĺıme algoritmus pro triangulaci jednoduchého mnohoúhelńıka na dvě části:

• rozděleńı mnohoúhelńıka na monotónńı mnohoúhelńıky,
• triangulace monotónńıch mnohoúhelńık̊u.

Typy vrchol̊u mnohoúhelńıka a jeho monotónnost. Necht’ v je vrchol mnoho-
úhelńıka a p a n jsou jeho sousedńı vrcholy. Vrchol v je právě jedńım z následuj́ıćıch
typ̊u:
Start – jestliže cesta z p do v je rostoućı v uvažovaném lexikografickém uspořádáńı,
cesta z v do n je klesaj́ıćı a mnohoúhelńık P soused́ı s vrcholem v zdola.
End – jestliže cesta z p do v je klesaj́ıćı, cesta z v do n je rostoućı a mnohoúhelńık P
soused́ı s vrcholem v shora.
Split – jestliže cesta z p do v je rostoućı, cesta z v do n je klesaj́ıćı a mnohoúhelńık P
soused́ı s vrcholem v shora.
Merge – jestliže cesta z p do v je klesaj́ıćı, cesta z v do n je rostoućı a mnohoúhelńık
P soused́ı s vrcholem v zdola.
Regular – jestliže cesta z p přes v do n je bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı.

OBR 4.7 Typy vrchol̊u.

Algoritmus pro rozděleńı mnohoúhelńıka na monotónńı části je založen na tvrzeńı:
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Věta 4.2. Jednoduchý mnohoúhelńık je monotónńı vzhledem k ose y, právě když nemá
vrcholy typu split a merge.

D̊ukaz. Z definic je zřejmé, že pokud má mnohoúhelńık vrcholy typu split nebo merge
nemůže být monotónńı.

Jestliže mnohoúhelńık P neńı monotónńı, pak část jeho pravé nebo levé cesty mezi
vrcholy u a d neńı klesaj́ıćı. Tedy existuj́ı na ńı postupně vrcholy p, q a s takové, že

(1) cesta mezi t a p klesá a p je minimálńı s touto vlastnost́ı,
(2) cesta mezi s a d klesá a s je maximálńı s touto vlastnost́ı,
(3) p < q > s a q je maximálńı s touto vlastnost́ı.

Jestliže bod p má mnohoúhelńık zdola, je vrcholem typu merge. Jestliže ho má shora,
má ho shora i vrchol q, a proto je vrchol q typu split.

OBR 4.8 K d̊ukazu věty 4.2.

�

Algoritmus pro děleńı mnohoúhelńıka na monotónńı části. Ćılem algoritmu
bude přidávat v mnohoúhelńıku P spojnice vrchol̊u typu split a merge s daľśımi vrcholy
tak, abychom mnohoúhelńık rozdělili na monotónńı mnohoúhelńıky, které již nebudou
obsahovat žádné vrcholy těchto dvou typ̊u. Spojnice z vrchol̊u typu split muśı být
tedy vedeny směrem nahoru, zat́ımco spojnice z vrchol̊u typu merge směrem dol̊u.
Budeme to provádět metodou zametaćı př́ımky. Událostmi budou vrcholy mnohoúhel-
ńıka seřazené podle popsaného lexikografického uspořádáńı od největš́ıho (to je vrchol
u) k nejmenš́ımu (vrchol d) do fronty Q. Zametaćı př́ımka bude postupovat shora dol̊u
a při přechodu událost́ı (= vrcholem) provedeme proceduru, která bude záviset na
typu vrcholu a bude se týkat pouze ”nejbližš́ıho okoĺı”tohoto vrcholu nad zametaćı
př́ımkou.

Toto ”nejbližš́ı okoĺı”najdeme pomoćı vyváženého binárńıho stromu T , v jehož lis-
tech budou strany mnohoúhelńıka, které

(1) prot́ınaj́ı zametaćı př́ımku a
(2) maj́ı mnohoúhelńık P zprava.

V popisu algoritmu hraje d̊uležitou roli pojem pomocńıka strany e (helper(e)). Vrchol
p mnohoúhelńıka nazveme pro danou polohu zametaćı př́ımky l pomocńıkem strany
e, která je zametaćı př́ımkou prot́ınána, jestliže

(1) p lež́ı nad zametaćı př́ımkou l,
(2) p lež́ı vpravo od úsečky e,
(3) horizontálńı úsečka spojuj́ıćı bod p s úsečkou e lež́ı celá v mnohoúhelńıku P ,
(4) ze všech vrchol̊u splňuj́ıćıch předchoźı podmı́nky má p minimálńı y-ovou souřad-

nici (je nejbĺıže nad zametaćı př́ımkou).

Ve stromě T budeme s každou stranou e držet i jej́ıho pomocńıka.

OBR 4.9 Bod p je pomocńık strany e.

Strategie algoritmu je následuj́ıćı. Vrcholy typu split odstraňujeme v okamžiku. kdy
jimi procháźı zametaćı př́ımka. V tomto př́ıpadě spoj́ıme tento vrchol s pomocńıkem
zleva nejbližš́ı strany mnohoúhelńıka. Tuto stranu najdeme pomoćı binárńıho stromu
T .
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OBR 4.10 Odstraněńı split vrcholu v.

Odstraněńı vrchol̊u typu merge je složitěǰśı. Tyto vrcholy neodstrańıme, když jimi
zametaćı př́ımka procháźı, nebot’ v tomto okamžiku neznáme ”situaci”pod zametaćı
př́ımkou a nemůžeme vrchol spojovat s vrcholy pod ńım. K odstraněńı merge vrchol̊u
docháźı zpětně. V každém z procházených vrchol̊u testujeme, zda pomocńık jeho nej-
bližš́ıch stran je typu merge. Pokud ano, spoj́ıme s ńım daný vrchol.

OBR 4.11 Odstraněńı merge vrcholu p.

Následuj́ıćı pseukód tvoř́ı základńı rámec algoritmu děleńı na monotónńı části.

ALGORITMUS 7 MakeMonotone z pseudo.pdf Mı́sto P prośım psát P .

Procedury pro pr̊uchod r̊uznými typy vrchol̊u. Při pr̊uchodu zametaćı př́ımky
událostmi provád́ıme následuj́ıćı akce:

• spojujeme vrchol s pomocńıkem některé strany,
• do stromu T přidáváme strany mnohoúhelńıka i s jejich pomocńıky,
• měńıme pomocńıky některých stran ve stromu T ,
• ze stromu T odstraňujeme některé strany mnohoúhelńıka.

Procedury pro konkrétńı typy vrchol̊u jsou popsány a ilustrovány obrázky v následu-
j́ıćım textu. Pro popis vrchol̊u mnohoúhelńıka uspořádaných proti směru hodinových
ručiček použ́ıváme značeńı v1, v2, . . . , vn. Strana ei spojuje vrcholy vi a vi+1, přičemž
bereme vn+1 = v1.

OBR 4.12 Pr̊uchod zametaćı př́ımky vrcholem typu start.

ALGORITMUS 8 HandleStartVertex z pseudo.pdf

OBR 4.13 Pr̊uchod zametaćı př́ımky vrcholem typu end.

ALGORITMUS 9 HandleEndVertex z pseudo.pdf

OBR 4.14 Pr̊uchod zametaćı př́ımky vrcholem typu split.

ALGORITMUS 10 HandleSplitVertex z pseudo.pdf

OBR 4.15 Pr̊uchod zametaćı př́ımky vrcholem typu merge.

ALGORITMUS 11 HandleMergeVertex z pseudo.pdf

OBR 4.16 Pr̊uchod zametaćı př́ımky vrcholem typu regular.

ALGORITMUS 12 HandleRegularVertex z pseudo.pdf

Korektnost algoritmu a jeho časová náročnost. V d̊ukazu korektnosti algoritmu
bychom měli ukázat, že v pr̊uběhu algoritmu

• přidáváńım spojnic vrchol̊u odstrańıme všechny vrcholy typu split a merge,
• přidané spojnice vrchol̊u se navzájem neprot́ınaj́ı.
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Se split vrcholy je to jednoduché. Odstrańıme je, když jimi procháźı zametaćı
př́ımka. Jak je to s merge vrcholy? Každý merge vrchol v je po pr̊uchodu zametaćı
př́ımkou pomocńıkem nějaké strany e. Odstrańıme jej při pr̊uchodu vrcholem p, který
lež́ı pod v a nahrad́ı vrchol v v roli pomocńıka strany e.

OBR 4.17 Odstraněńı merge vrcholu v.

Důkaz, že se přidané hrany neprot́ınaj́ı, je potřeba provádět induktivně. Předpoklá-
dáme, že přidané spojnice nad zametaćı př́ımkou se neprot́ınaj́ı, a když dojdeme do
vrcholu v , pak v závislosti od jeho typu muśıme ukázat, že ani po provedeńı př́ıslušné
procedury, se přidané spojnice nebudou prot́ınat. Je-li např́ıklad v split vrchol, pak
v pásu mezi ńım a pomocńıkem p nejbližš́ı levé strany, žádná z dř́ıve přidaných hran
nemůže prot́ınat nově přidanou spojnici vp.

OBR 4.18 K předchoźımu d̊ukazu.

Věta 4.3. Časová náročnost algoritmu pro rozděleńı jednoduchého n-úhelńıka na mo-
notonńı mnohoúhelńıky je O(n log n).

D̊ukaz. Seřazeńı vrchol̊u mnohoúhelńıka do fronty Q trvá čas O(n log n). Pr̊uchodem
jednou událost́ı stráv́ıme konstantńı čas. Událost́ı je n. Tedy celková časová náročnost
je O(n log n) + O(n) = O(n log n). �

Triangulace monotónńıch mnohoúhelńık̊u. Uvažujme monotónńı n-úhelńık P .
Jeho levá a pravá cesta jsou klesaj́ıćı v daném lexikografickém uspořádáńı, proto
můžeme v čase O(n) uspořádat vrcholy mnohoúhelńıka od největš́ıho k nejmenš́ımu
do posloupnosti v1, v2, . . . , vn. Základńı myšlenka našeho algoritmu pro triangulaci
monotónńıho mnohoúhelńıka je následuj́ıćı. Procháźıme postupně vrcholy v daném
uspořádáńı a vytvář́ıme trojúhelńıky spojnicemi s předchoźımi vrcholy, kdykoliv je to
možné.

Mı́sto fronty budeme v algoritmu použ́ıvat zásobńık (stack). Ten se vyznačuje t́ım,
že vrcholy v něm jsou uspořádány v obráceném pořad́ı, než v jakém byly do zásobńıku
vkládány.

Na začátku algoritmu vlož́ıme do zásobńıku vrcholy v1 a v2, tedy zásobńık bude
S = (v2, v1). Tyto dva body lež́ı oba na levé nebo pravé cestě mnohoúhelńıku P .
Jestliže následuj́ıćı vrchol v3 lež́ı na opačné cestě, spoj́ıme jej s vrcholem v2 a vznikne
trojúhelńık v1v2v3. Přitom ze zásobńıku nejdř́ıve vyndáme v2 a v1 a pak vlož́ıme v2 a
v3. Tedy zásobńık bude S = (v3, v2).

OBR 4.19 v3 na opačné cestě než předchoźı vrcholy.

Necht’ nyńı vrchol v3 lež́ı na stejné cestě jako vrcholy zásobńıku. Jestliže úsečka v3v1
lež́ı uvnitř P , body v3 a v1 spoj́ıme a t́ım vznikne trojúhelńık v1v2v3. Ze zásobńıku
vyndáme v2 a v3 a vlož́ıme do něj v1 a v3, tedy S = (v3, v1). Jestliže úsečka v3v1 nelež́ı
v P , nemůžeme žádný trojúhelńık vytvořit. V tomto př́ıpadě do zásobńıku vlož́ıme v3.
Tedy zásobńık bude S = (v3, v2, v1).

OBR 4.20 v3 na stejné cestě jako předchoźı vrcholy.

Necht’ P3 je mnohoúhelńık P bez trojúhelńıka v1v2v3, pokud tento trojúhelńık lež́ı
v P , a necht’ P3 = P v opačném př́ıpadě. Mnohoúhelńık P3 bude opět monotónńı.
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V obou př́ıpadech budou vrcholy v zásobńıku ležet všechny na levé nebo pravé cestě
mnohoúhelńıka P3. T́ım jsme si popsali prvńı krok algoritmu při pr̊uchodu vrcholem
v3.

Nyńı přibĺıž́ıme krok algoritmu při pr̊uchodu vrcholem vj pro 4 ≤ j ≤ n− 1. Necht’

po pr̊uchodu předchoźımi vrcholy zbude z mnohoúhelńıku P po odřezáńı vzniklých
trojúhelńık̊u monotónńı mnohoúhelńık Pj−1. Necht’ všechny vrcholy zásobńıku

S = (vi1 , vi2 , . . . , vik), j − 1 = i1 > i2 > · · · > ik ≥ 1

lež́ı na pravé nebo levé cestě mnohoúhelńıka Pj−1.
Jestliže vrchol vj lež́ı na opačné straně než vrcholy v zásobńıku, vrchol vj se všemi

vrcholy v zásobńıku spoj́ıme, zásobńık vyprázdńıme a vlož́ıme do něj vrcholy vj−1 a
vj. Tedy zásobńık bude S = (vj, vj−1). Vytvoř́ıme také mnohoúhelńık Pj tak, že z
mnohoúhelńıku Pj−1 odř́ızneme nově vzniklé trojúhelńıky.

OBR 4.21 vj lež́ı na na opačné cestě než vrcholy vj−1, vj−2, vj−4, vj−5 ze zásobńıku.

Jestliže vrchol vj lež́ı na stejné straně mnohoúhelńıku Pj−1 jako vrcholy v zásobńıku,
snaž́ıme se vrchol vj spojovat postupně s vrcholy vi2 , vi3 , atd, pokud je to možné. To
znamená, že pokud úsečka vjvi2 lež́ı uvnitř Pj−1, vrcholy spoj́ıme. Jestliže nav́ıc také
úsečka vjvi3 lež́ı uvnitř Pj−1, vrcholy rovněž spoj́ıme. Postupujeme tak dlouho, dokud
nenaraźıme na vrchol zásobńıku vis takový, že úsečka vjvis uvnitř Pj−1 nelež́ı. Ze
zásobńıku přitom vyndáme vrcholy vi1 , vi2 , . . . , vis−1 a vlož́ıme do něj vrcholy vis−1 a
vj. Mnohoúhelńık Pj vznikne opět z mnohoúhelńıku Pj−1 odř́ıznut́ım nově vzniklých
trojúhelńık̊u.

OBR 4.22 vj lež́ı na stejné cestě jako vrcholy vj−1, vj−2, vj−3, vj−4 ze zásobńıku.

Popsaný algoritmus je zachycen následuj́ıćım pseudokódem:

ALGORITMUS 13 TriangulateMonotonePolygon z pseudo.pdf

Triangulaci monotónńıho 11-úhelńıku provedenou podle tohoto algoritmu zachycuje
následuj́ıćı obrázek.

OBR 4.23 Trojúhelńıky jsou oč́ıslovány v pořad́ı, ve kterém byly algoritmem vy-
tvořeny.

Věta 4.4. Časová náročnost algoritmu na triangulaci monotónńıho n-úhelńıka je
O(n).

D̊ukaz. Lexikografické uspořádáńı vrchol̊u monotónńıho mnohoúhelńıka zabere čas
O(n). V pr̊uběhu algoritmu je každý z n vrchol̊u vložen a vyndán ze zásobńıku nejvýše
dvakrát. Při každém vložeńı a vyndáńı prob́ıhaj́ı operace potřebuj́ıćı konstantńı čas.
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