4. TRIANGULACE MNOHOUHELNIKU

Uvod. V této kapitole si ukdzeme, jak dany jednoduchy mnohouhelnik rozdélit na
trojuihelniky s vrcholy ve vrcholech tohoto mnohouhelnika. Pfipomenme si, ze v jed-
noduchém mnohotuhelniku lze kazdou uzavienou kiivku stahnout spojité do jediného
bodu. To znamena, ze v ném nejsou zadné ”diry” a ze ma pouze vnéjsi hranici tvorenou
jedinou lomenou ¢arou.

OBR 4.1 Jednoduchy a nejednoduchy lichobéznik.

Vstupem naseho algoritmu bude dvojité souvisly seznam pro rovinné podrozdéleni
urcené mnohouhelnikem a vystupem bude dvojité souvisly seznam pro rovinné podroz-
déleni dané triangulaci mnohouhelnika.

OBR 4.2 Ukazka triangulace.

Podivate-li se na predchozi obrazek a spocitate-li si pocet trojuhelniki, na které
jsme dany 17-thelnik rozdélili, tak vés nasledujici tvrzeni neprekvapi:

Veéta 4.1. Kazdy jednoduchy n-thelnik lze triangulovat. KaZda jeho triangulace se
sklddd z n — 2 trojuhelniki.

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle n. Pro n = 3 jsou obé tvrzeni evidentni.
Predpokladejme, Ze jsou pravdiva pro vSechny k-uhelniky s 3 < k < n a uvazujme
libovolny n-thelnik P. Prvné ukazeme, Ze ho lze triangulovat.

Vezméme jeho vrchol v, ktery je nejmensi v lexikografickém uspotadani nejdiiv
podle soutadnice z a potom podle y. (Lezi ze vSech vrcholu nejvice vlevo, a pokud
je takovych vice, tak nejvice dole.) Z tohoto vrcholu vedou strany do vrcholu u a w.
Jestlize tsecka uw lezi v P, muzeme vytvotit v P trojuhelnik uvw a tim se P rozpadne
na tento trojuhelnik a na (n — 1)-dhelnik Q. Ten lze triangulovat podle indukéniho
predpokladu.

OBR 4.3 K dukazu véty 4.1.

Jestlize usecka uw nelezi cela v P, musi v trojihelniku uvw lezet jesté néjaké dalsi
vrcholy mnohothelnika P. Z nich vybereme vrchol ¢ nejdale od tsecky ww. Potom
tsecka vt lezi celd v mnohotihelniku P. (Kdyby tomu tak nebylo, musela by ji protinat
néjakd strana a jeden z jejich vrcholu by lezel od uw déle nez vrchol ¢.) Tedy spojnice
vt rozdéluje n-tithelnik na dva jednoduché mnohouhelniky ), a ()5 se spoleénou stranou
tv, které 1ze triangulovat. Jejich triangulace dava triangulaci mnohouhelnika P.

Nyni uvazujme libovolnou triangulaci n-uihelnika P. Pokud je n > 3, pak néktera
strana trojuhelnika v této triangulaci neni stranou mnohotihelnika a tedy rozdéluje
n-thelnik P na dva jednoduché triangulované mnohothelniky @)1 a ()2 se spoleé¢nou
stranou, které maji postupné n, a ny vrcholu. Proto ny+ns = n+2. Pouzijeme-li na
a ()2 indukéni predpoklad, je celkovy pocet trojuhelniku v triangulaci mnohothelnika
P roven

(n1—2)+ne—2)=(Mn1+mns) —4=(n+2)—4=n-—2.
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Monotonni mnohothelniky. Triangulace konvexniho mnohotihelniku je velice jed-
noduchd. Jedna z vice moznosti je, Ze vezmeme néjaky vrchol a spojime ho se vSemi
nesousednimi vrcholy.

OBR 4.4 Triangulace konvexniho mnohothelniku.

Pozadavek konvexnosti muzeme oslabit. Muzeme pozadovat, aby kazda primka rov-
nobézna s osou z (tedy dand rovnici y = k) protinala mnohothelnik v konvexni
mnozingé, tj. v usecce, bodé nebo prazdné mnoziné. Takovy mmnohoihelnik budeme
nazyvat monotonni vzhledem k ose y.

OBR 4.5 Monotonni a nemonoténni mnohothelnik.

Tato definice je geometricky ndzornd, ale pro nase potieby vyzaduje zpiesnit. Uva-
zujme lexikografické usporadani pouzivané pro metodu zametaci piimky:

p > q prave kdyz p, > g, nebo p, = q, a p, < ¢,.

Ozna¢me vrchol mnohothelnika maximalni v tomto usporfaddani jako w a minimalni
vrchol jako d. Tyto body déli hranici mnohotihelnika na dvé ¢asti — levou a pravou.
Budeme mluvit o levé cesté a pravé cesté od u k d. Zptresnéni definice mnohotihelnika
monoténniho vzhledem k ose y spociva v tom, ze pozadujeme, aby obé cesty od u k d
klesaly v popsaném lexikografickém usporadani. Mnohothelnik monoténni podle této
definice je urcité monoténni podle predchozi geometrické definice. Opacné to neplati,
jak ukazuje nésledujici obrazek.

OBR 4.6 Podle geometrické definice jsou oba mnohothelniky monoténni. Podle
zpresnéné definice je monoténni pouze P;. Prava cesta mnohothelniku P, neni kle-
sajici.

Ukazuje se, ze monoténni mnohothelniky lze relativné dobte triangulovat. Proto
rozdélime algoritmus pro triangulaci jednoduchého mnohothelnika na dvé ¢asti:

e rozdéleni mnohothelnika na monoténni mnohothelniky,
e triangulace monoténnich mnohothelniku.

Typy vrcholtit mnohothelnika a jeho monoténnost. Necht v je vrchol mnoho-
uhelnika a p a n jsou jeho sousedni vrcholy. Vrchol v je pravé jednim z nasledujicich
typu:

Start — jestlize cesta z p do v je rostouci v uvazovaném lexikografickém uspotradéni,
cesta z v do n je klesajici a mnohotihelnik P sousedi s vrcholem v zdola.

End — jestlize cesta z p do v je klesajici, cesta z v do n je rostouci a mnohotihelnik P
sousedi s vrcholem v shora.

Split — jestlize cesta z p do v je rostouci, cesta z v do n je klesajici a mnohotihelnik P
sousedi s vrcholem v shora.

Merge — jestlize cesta z p do v je klesajici, cesta z v do n je rostouci a mnohotihelnik
P sousedi s vrcholem v zdola.

Regular — jestlize cesta z p pies v do n je bud rostouci nebo klesajici.

OBR 4.7 Typy vrcholu.

Algoritmus pro rozdéleni mnohothelnika na monoténni ¢ésti je zaloZen na tvrzeni:
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Véta 4.2. Jednoduchy mnohothelnik je monotonni vzhledem k ose y, pravé kdyz nema
vrcholy typu split a merge.

Diikaz. 7 definic je zfejmé, ze pokud méa mnohouhelnik vrcholy typu split nebo merge
nemuze byt monotdénni.

Jestlize mnohothelnik P neni monoténni, pak ¢ast jeho pravé nebo levé cesty mezi
vrcholy u a d neni klesajici. Tedy existuji na ni postupné vrcholy p, ¢ a s takové, ze

(1) cesta mezi t a p klesd a p je minimalni s touto vlastnosti,
(2) cesta mezi s a d klesd a s je maximalni s touto vlastnosti,
(3) p < ¢ > s aq je maximalni s touto vlastnosti.

Jestlize bod p ma mnohothelnik zdola, je vrcholem typu merge. Jestlize ho ma shora,
ma ho shora i vrchol ¢, a proto je vrchol ¢ typu split.

OBR 4.8 K dukazu véty 4.2.
O

Algoritmus pro déleni mnohotihelnika na monoténni ¢asti. Cilem algoritmu
bude pridavat v mnohothelniku P spojnice vrcholu typu split a merge s dalsimi vrcholy
tak, abychom mnohotuhelnik rozdeélili na monoténni mnohotuhelniky, které jiz nebudou
obsahovat zadné vrcholy téchto dvou typu. Spojnice z vrcholu typu split musi byt
tedy vedeny smérem nahoru, zatimco spojnice z vrcholi typu merge smérem dolu.
Budeme to provadét metodou zametaci primky. Udalostmi budou vrcholy mnohothel-
nika setazené podle popsaného lexikografického uspotrddani od nejvétsiho (to je vrchol
u) k nejmensimu (vrchol d) do fronty Q. Zametaci piimka bude postupovat shora dolu
a pii prechodu udélosti (= vrcholem) provedeme proceduru, kterd bude zaviset na
typu vrcholu a bude se tykat pouze "nejblizsitho okoli”tohoto vrcholu nad zametaci
piimkou.
Toto "nejblizsi okoli”najdeme pomoci vyvazeného bindrniho stromu 7, v jehoz lis-
tech budou strany mnohothelnika, které
(1) protinaji zametaci piimku a
(2) maji mnohoihelnik P zprava.
V popisu algoritmu hraje dulezitou roli pojem pomocnika strany e (helper(e)). Vrchol
p mnohoihelnika nazveme pro danou polohu zametaci piimky [ pomocnikem strany
e, ktera je zametaci primkou protindna, jestlize
(1) p lezi nad zametaci piimkou ,
(2) p lezi vpravo od usecky e,
(3) horizontélni usecka spojujici bod p s tseckou e lezi celd v mnohothelniku P,
(4) ze vsech vrcholu spliujicich predchozi podminky ma p minimalni y-ovou souiad-
nici (je nejblize nad zametaci piimkou).
Ve stromé T budeme s kazdou stranou e drzet i jejiho pomocnika.
OBR 4.9 Bod p je pomocnik strany e.

Strategie algoritmu je nédsledujici. Vrcholy typu split odstranujeme v okamziku. kdy
jimi prochéazi zametaci piimka. V tomto pripadé spojime tento vrchol s pomocnikem
zleva nejblizsi strany mnohothelnika. Tuto stranu najdeme pomoci binarnitho stromu

T.



OBR 4.10 Odstranéni split vrcholu v.

vvvvvv

zametaci piimka prochdzi, nebot v tomto okamziku nezndme ”situaci”pod zametaci
piimkou a nemuzeme vrchol spojovat s vrcholy pod nim. K odstranéni merge vrcholu
dochézi zpétné. V kazdém z prochazenych vrcholu testujeme, zda pomocnik jeho nej-
blizsich stran je typu merge. Pokud ano, spojime s nim dany vrchol.

OBR 4.11 Odstranéni merge vrcholu p.
Nasledujici pseukdd tvori zakladni ramec algoritmu déleni na monoténni ¢asti.

ALGORITMUS 7 MakeMonotone z pseudo.pdf Misto P prosim psat P.

Procedury pro prichod riznymi typy vrcholi. Pri prichodu zametaci primky
udélostmi provadime nésledujici akce:

e spojujeme vrchol s pomocnikem nékteré strany,

e do stromu 7 priddvame strany mnohothelnika i s jejich pomocniky,
e ménime pomocniky nékterych stran ve stromu 7T,

e ze stromu 7 odstranujeme nékteré strany mnohothelnika.

Procedury pro konkrétni typy vrcholu jsou popsany a ilustrovany obrazky v nasledu-
jicim textu. Pro popis vrcholu mnohouhelnika usporddanych proti sméru hodinovych
rucicek pouzivame znaceni vy, vo, ..., v,. Strana e; spojuje vrcholy v; a v;,1, pficemz
bereme v, 11 = v;.

OBR 4.12 Pruchod zametaci piimky vrcholem typu start.
ALGORITMUS 8 HandleStartVertex z pseudo.pdf

OBR 4.13 Pruchod zametaci ptimky vrcholem typu end.
ALGORITMUS 9 HandleEndVertex z pseudo.pdf

OBR 4.14 Pruchod zametaci primky vrcholem typu split.
ALGORITMUS 10 HandleSplitVertex z pseudo.pdf

OBR 4.15 Pruchod zametaci pitimky vrcholem typu merge.
ALGORITMUS 11 HandleMergeVertex z pseudo.pdf

OBR 4.16 Prichod zametaci pitimky vrcholem typu regular.
ALGORITMUS 12 HandleRegularVertex z pseudo.pdf

Korektnost algoritmu a jeho ¢asova narocnost. V dukazu korektnosti algoritmu
bychom meéli ukéazat, ze v prubéhu algoritmu

e piridavanim spojnic vrcholu odstranime vSechny vrcholy typu split a merge,

e pridané spojnice vrcholi se navzajem neprotinaji.
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Se split vrcholy je to jednoduché. Odstranime je, kdyz jimi prochéazi zametaci
piimka. Jak je to s merge vrcholy? Kazdy merge vrchol v je po pruchodu zametaci
piimkou pomocnikem néjaké strany e. Odstranime jej pii pruchodu vrcholem p, ktery
lezi pod v a nahradi vrchol v v roli pomocnika strany e.

OBR 4.17 Odstranéni merge vrcholu v.

Dikaz, ze se pridané hrany neprotinaji, je potieba provadét induktivné. Predpoklé-
déame, ze ptridané spojnice nad zametaci primkou se neprotinaji, a kdyz dojdeme do
vrcholu v , pak v zavislosti od jeho typu musime ukézat, ze ani po provedeni piislusné
procedury, se pridané spojnice nebudou protinat. Je-li naptiklad v split vrchol, pak
v pasu mezi nim a pomocnikem p nejblizsi levé strany, zadnd z diive pridanych hran
nemuze protinat nové pridanou spojnici vp.

OBR 4.18 K predchozimu dukazu.

Véta 4.3. Casovd ndrocénost algoritmu pro rozdélend jednoduchého n-ihelnika na mo-
notonni mnohoihelniky je O(nlogn).

Diikaz. Setazeni vrcholi mnohothelnika do fronty Q trvé ¢as O(nlogn). Prichodem
jednou udalosti stravime konstantni ¢as. Udalosti je n. Tedy celkova casova narocnost
je O(nlogn) + O(n) = O(nlogn). O

Triangulace monoténnich mnohothelnik. Uvazujme monoténni n-ihelnik P.
Jeho leva a prava cesta jsou klesajici v daném lexikografickém uspotradani, proto
muzeme v ¢ase O(n) usporadat vrcholy mnohothelnika od nejvétsitho k nejmensimu
do posloupnosti vy, vs, ..., v,. Zakladni myslenka naseho algoritmu pro triangulaci
monoténniho mnohothelnika je néasledujici. Prochazime postupné vrcholy v daném
usporadani a vytvarime trojihelniky spojnicemi s predchozimi vrcholy, kdykoliv je to
mozné.

Misto fronty budeme v algoritmu pouzivat zdsobnik (stack). Ten se vyznacuje tim,
ze vrcholy v ném jsou usporadany v obraceném potadi, nez v jakém byly do zédsobniku

vkladany.
Na zacatku algoritmu vlozime do zasobniku vrcholy v; a wvs, tedy zasobnik bude
S = (vg,v1). Tyto dva body lezi oba na levé nebo pravé cesté mnohouhelniku P.

Jestlize nasledujici vrchol v3 lezi na opacné cesté, spojime jej s vrcholem vy a vznikne
trojuhelnik vivovs. Pritom ze zasobniku nejdiive vyndame vy a v; a pak vlozime vy a
vg. Tedy zasobnik bude S = (vs, v3).

OBR 4.19 v3 na opa¢né cesté nez predchozi vrcholy.

Necht nyni vrchol vz lezi na stejné cesté jako vrcholy zasobniku. Jestlize usecka vsv;
lezi uvniti P, body vz a v; spojime a tim vznikne trojihelnik vyvov3. Ze zédsobniku
vynddme v, a vz a vlozime do néj vy a vs, tedy S = (vs, v1). Jestlize isecka vzv; nelezi
v P, nemuzeme zadny trojuhelnik vytvorit. V tomto pripadé do zasobniku vlozime vs.
Tedy zasobnik bude S = (v3, va, v1).

OBR 4.20 v3 na stejné cesté jako predchozi vrcholy.

Necht P; je mnohothelnik P bez trojtihelnika v,vyv3, pokud tento trojihelnik lezi
v P, a necht P; = P v opa¢ném pifpadé. Mnohothelnik P; bude opét monoténni.
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V obou piipadech budou vrcholy v zasobniku lezet vSechny na levé nebo pravé cesteé
mnohouhelnika P;. Tim jsme si popsali prvni krok algoritmu pti priuchodu vrcholem
V3.

Nynf pfiblizime krok algoritmu pii prichodu vreholem v; pro 4 < j < n — 1. Necht
po pruchodu predchozimi vrcholy zbude z mnohothelniku P po odfezani vzniklych
trojihelniku monoténni mnohotihelnik P;_;. Necht vSechny vrcholy zdsobniku

SI(UZ'“'U,L'W...,UZ']C), j—1221>22>>lk21

lezi na pravé nebo levé cesté mnohotihelnika P;_;.

Jestlize vrchol v; lezi na opacné strané nez vrcholy v zdsobniku, vrchol v; se vSemi
vrcholy v zdsobniku spojime, zasobnik vyprdzdnime a vlozime do néj vrcholy v;_; a
vj. Tedy zasobnik bude & = (v;,v;_1). Vytvoiime také mnohoihelnik P; tak, ze z
mnohothelniku P;_; odfizneme nové vzniklé trojihelniky.

OBR 4.21 v; lezi na na opacné cesté nez vrcholy v;_1, vj_2, vj_4, vj_5 ze zasobniku.

Jestlize vrchol v; lezi na stejné strané mnohotihelniku P;_; jako vrcholy v zdsobniku,
snazime se vrchol v; spojovat postupné s vrcholy v;,, v;,, atd, pokud je to mozné. To
znamena, ze pokud usecka v;v;, lezi uvnitt P;_;, vrcholy spojime. Jestlize navic také
usecka vjv;, lezi uvnitt P;_;, vrcholy rovnéz spojime. Postupujeme tak dlouho, dokud
nenarazime na vrchol zasobniku v;, takovy, Ze usecka vjv;; uvniti P;_; nelezi. Ze
zasobniku pfitom vyndame vrcholy v;,,vi,,...,v;,_, & vlozime do néj vrcholy v;__, a
vj. Mnohothelnik P; vznikne opét z mnohouihelniku P;_; odiiznutim nové vzniklych
trojihelniku.

OBR 4.22 v; lezi na stejné cesté jako vrcholy v;_1, vj_9, v;_3, vj_4 ze zdsobniku.

Popsany algoritmus je zachycen nésledujicim pseudokédem:

ALGORITMUS 13 TriangulateMonotonePolygon z pseudo.pdf

Triangulaci monoténniho 11-ithelniku provedenou podle tohoto algoritmu zachycuje
nasledujici obrazek.

OBR 4.23 Trojthelniky jsou ocislovany v poradi, ve kterém byly algoritmem vy-
tvoreny.

Véta 4.4. Casovd ndrocnost algoritmu na triangulaci monoténniho n-ihelnika je
O(n).

Diikaz. Lexikografické uspotadéani vrcholi monotéonniho mnohothelnika zabere cas
O(n). V prubéhu algoritmu je kazdy z n vrcholu vlozen a vyndén ze zasobniku nejvyse

dvakrat. Pti kazdém vlozeni a vyndani probihaji operace potiebujici konstantni cas.
O



