
9. Diagramy Voronoia

Úvod. Diagramy Voronoia podávaj́ı řešeńı problému známého pod anglickým názvem
”post office problem”. V něm jde o to rozdělit teritorium města na oblasti okolo jednot-
livých pošt tak, aby v každé oblasti byla mı́stńı pošta ta nejbližš́ı. Jiným př́ıkladem je
určeńı spádových oblast́ı nemocnic podle vzdálenosti. Matematická formulace problému
je následuj́ıćı:

V rovině je dána množina bod̊u P = {p1, p2, . . . , pn}. Diagram Voronoia (zkráceně
V-diagram) je rovinné podrozděleńı, které má oblasti

V (pi) = {q ∈ R2; dist(q, pi) ≤ dist(q, pj) pro všechna j ∈ P \ {i}},
kde dist(q, p) označuje klasickou vzdálenost bod̊u q a p.

OBR 9.1 Př́ıklad diagramu Voronoia.

Množinou bod̊u v rovině, které maj́ı vzdálenost k bodu pi menš́ı nebo rovnu vzdá-
lenosti k bodu pj 6= pi je polorovina

h(pi, pj) = {q ∈ R2; dist(q, pi) ≤ dist(q, pj)}.
Oblast Voronia V (pi) je tedy rovna pr̊uniku všech takových polorovin pro j 6= i

h(pi, pj) =
⋂

j∈P\{i}

h(pi, pj).

Pr̊unik n− 1 polorovin umı́me podle 5. kapitoly naj́ıt v čase O(n log n) nebo podle 6.
kapitoly v očekávaném čase O(n). Naj́ıt t́ımto zp̊usobem všechny oblasti by vyžadovalo
čas aspoň O(n2). My si ukážeme algoritmus pro nalezeńı diagramu Voronoia s časovou
náročnost́ı O(n log n). O tom, že taková časová náročnost je reálná, svědč́ı následuj́ıćı
tvrzeńı:

Věta 9.1. Diagram Voronoia pro n ≥ 3 bod̊u má nejvýše 2n − 5 vrchol̊u a nejvýše
3n− 6 hran.

D̊ukaz. Označme m počet vrchol̊u a h počet hran V-diagramu. Přidáńım vrcholu v∞
v ”nekonečnu”, do kterého vedou všechny hrany V-diagramu, které jsou polopř́ımky,
vytvoř́ıme z V-digramu rovinný graf, který má n oblast́ı, m + 1 uzl̊u a h hran. Viz
obrázek.

OBR 9.2 Doplněńı V-digramu na planárńı graf.

Pro něj plat́ı Eulerova věta

m+ 1− h+ n = 2.

Stupeň každého uzlu je aspoň 3, součet všech stupň̊u je 2h. Tedy

2h ≥ 3(m+ 1).

Dosad́ıme-li do této nerovnosti h = m+ n− 1 z Eulerovy věty, dostaneme

2m+ 2n− 2 ≥ 3(m+ 1),

tedy po úpravě m ≤ 2n− 5. Obdobně po dosazeńı m = h− n+ 1 je

2h ≥ 3(h− n+ 2),
1
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což dává h ≤ 3n− 6. �

Pro množinu P a každý bod q ∈ R2 \P definujeme kruh se středem q a poloměrem,
který je roven vzdálenosti bodu q od množiny P

CP (q) = {r ∈ R2; dist(q, r) ≤ dist(q, P )}.
Na kružnici ohraničuj́ıćı tento kruh lež́ı vždy aspoň jeden bod množiny P .

Je zřejmé, že plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 9.2. Bod q lež́ı na hraně V-diagramu, právě když na hranici CP (q) lež́ı aspoň
dva body z množiny P .

Bod r je vrcholem V-diagramu, právě když na hranici CP (r) lež́ı aspoň tři body z
množiny P .

OBR 9.3 Ilustrace lemmatu 9.2.

9.1. Metoda zametaćı př́ımky. Jeden z možných algoritmů pro konstrukci V-dia-
gramu použ́ıvá metodu zametaćı př́ımky, ale v podobě, která je poněkud sofistiko-
vaněǰśı než byly ty, se kterými jsme se prozat́ım setkali. Zametaćı př́ımka l postupuje
rovinou shora dol̊u a nad ńı se vytvář́ı V-diagram. Tento diagram nemůže vznikat v
celé polorovině l+ nad př́ımkou l, ale pouze v jej́ı části, která je sjednoceńım oblast́ı
nad jistými parabolami. Jak taková oblast vypadá?

Bod q lež́ı v této oblasti, jestliže pro některý bod pi ∈ P ∩ l+ plat́ı

dist(q, pi) ≤ dist(q, l).

Pak totiž pro všechny body pj ∈ P z poloroviny l− pod př́ımkou l je

dist(q, pi) ≤ dist(q, l) ≤ dist(q, pj).

Tedy bod q z této oblasti určitě nelež́ı v oblasti Voronoia V (pj) pro pj ∈ P ∩ l−.
Označme α(p, l) parabolu tvořenou body, které maj́ı stejnou vzdálenost od bodu p i

př́ımky l. Bod p je ohniskem a př́ımka l ř́ıd́ıćı př́ımkou této paraboly. Necht’ α+(p, l) je
množina bod̊u lež́ıćıch nad parabolou α(p, l) nebo na ńı. Oblast nad zametaćı př́ımkou
l, kde bude V-diagram vytvořen, je sjednoceńı⋃

pi∈P∩l+
α+(pi, l).

Hranici této oblasti, tvořenou oblouky parabol, budeme nazývat plážová linie (beach
line).

Strom T bude v tomto př́ıpadě vyvážený binárńı strom, který ve svých listech
udržuje pořad́ı oblouk̊u parabol v plážové linii. Zlomové body plážové linie, tj. body
kde se setkávaj́ı dva po sobě jdoućı oblouky plážové linie př́ıslušné parabolám s ohnisky
p1 a p2, maj́ı stejnou vzdálenost od p1 i p2, nebot’

dist(q, p1) = dist(q, l) = dist(q, p2),

a lež́ı tedy na hranách diagramu Voronoia. Tyto zlomové body jsou vnitřńımi uzly
stromu T . Jejich popis tvaru 〈p1 : p2〉 znač́ı, že se jedná o pr̊useč́ık parabol s ohnisky
p1 a p2 (obě maj́ı ř́ıd́ıćı př́ımku l) a to ten (obvykle jsou dva), který má oblouk paraboly
s ohniskem p1 zleva a oblouk paraboly s ohniskem p2 zprava. Pomoćı takového stromu
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lze pro bod p na zametaćı př́ımce l vyhledat oblouk plážové linie, který lež́ı nad bodem
p. Následuj́ıćı obrázek ukazuje př́ıklad plážové linie a př́ıslušného stromu.

OBR 9.4 Plážová linie

OBR 9.5 Vyvážený binárńı strom př́ıslušný předchoźı plážové linii.

9.2. Události. Zásadńı význam maj́ı odpovědi na následuj́ıćı dvě otázky:

• Kdy se v plážové linii objev́ı nový oblouk?
• Kdy z plážové linie nějaký oblouk zmiźı?

Na tyto otázky odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı dvě lemmata. Jejich d̊ukazy jsou technické, proto
je nebudeme provádět a raději se omeźıme na jejich ilustraci pomoćı obrázk̊u.

Lemma 9.3. Nové oblouky v plážové linii vznikaj́ı, právě když zametaćı př́ımka procháźı
některým bodem množiny P .

Takový bod nazýváme mı́stńı událost, anglicky site event. Situaci ilustruje následuj́ıćı
obrázek. Zametaćı př́ımka l procháźı bodem p ∈ P . Necht’ α je oblouk plážové linie
nad bodem p, který je část́ı paraboly s ohniskem v bodě p1 ∈ P . Po pr̊uchodu zametaćı
př́ımky bodem p se oblouk α rozděĺı na dva oblouky α1 a α2 a mezi nimi vznikne v
plážové linii nový oblouk β, který je část́ı paraboly s ohniskem v bodě p.

OBR 9.6 Mı́stńı událost p

V pr̊uniku dvojice oblouk̊u α1 a β a dvojice β a α2 lež́ı body hrany diagramu
Voronoia, která odděluje oblast V (p1) od oblasti V (p). Této změně v plážové linii
odpov́ıdá následuj́ıćı změna ve stromě T :

OBR 9.7 Změna ve stromě T
Vnitřńı uzly 〈p1 : p2〉, 〈p1 : p〉 a 〈p : p1〉 stromu T popisuj́ı zlomové body plážové

linie pomoćı ohnisek př́ıslušných parabol v pořad́ı zleva doprava tak, jak jsme to popsali
výše. Po změně ve stromu T je potřeba provést jeho vyvážeńı.

Nyńı uvažujme tři po sobě jdoućı oblouky α, β a γ plážové linie. Necht’ p1, p2 a
p3 jsou postupně ohniska jim př́ıslušej́ıćıch parabol. Uvažujme kružnici opsanou těmto
třem bod̊um. Nazvěme s jej́ı střed a označme q nejspodněǰśı bod této kružnice, tj. bod
s minimálńı souřadnićı y. Jestliže bod q lež́ı pod zametaćı př́ımkou l, nazýváme jej
kruhovou událost́ı pro oblouk β (anglicky circle event).

Při pr̊uchodu př́ımky l t́ımto bodem má střed s kružnice opsané bod̊um p1, p2,
p3 a q od těchto bod̊u stejnou vzdálenost jako od př́ımky l, lež́ı tedy na všech třech
obloućıch α, β a γ plážové linie. Při posunu zametaćı př́ımky l pod bod q, oblouk
β miźı z plážové linie. Střed s kružnice opsané je vrcholem diagramu Voronoia, do
kterého přicházej́ı hrany odděluj́ıćı oblast V (p1) od V (p2), oblast V (p2) od V (p3) a
oblast V (p1) od V (p3).

OBR 9.8 Pr̊uchod zametaćı př́ımky kruhovou událost́ı q

OBR 9.9 Změna ve stromě T při pr̊uchodu kruhovou událost́ı

Lemma 9.4. Oblouk paraboly miźı z plážové linie, právě když zametaćı př́ımka procháźı
přes jeho kruhovou událost.
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9.3. Algoritmus. Začátek algoritmu odpov́ıdá poloze zametaćı př́ımky l nad všemi
body. Strom T je prázdný a fronta událost́ı Q obsahuje všechny body z množiny P
(mı́stńı události) uspořádané lexikograficky shora dol̊u a zleva doprava. Při pr̊uchodu
zametaćı př́ımky událost́ı provád́ıme v závislosti na tom, zda se jedná o mı́stńı nebo
kruhovou událost, následuj́ıćı akce:

• přidáme oblouk do stromu T a hrany do dvojitě souvislého seznamu pro V-
diagram,
• vezmeme oblouk ze stromu T , přidáme hranu a vrchol do V-diagramu,
• z fronty Q odebereme událost, kterou jsme právě prošli, př́ıpadně kruhové

události, které odpov́ıdaly trojićım po sobě jdoućıch oblouk̊u, které po pr̊uchodu
danou událost́ı zmizely. Měńı se totiž pořad́ı oblouk̊u a aktuálńı kruhové události
se poč́ıtaj́ı ze tř́ı aktuálńıch po sobě jdoućıch oblouk̊u. Nově vzniklé kruhové
události zařad́ıme do fronty.

Tento postup provád́ıme tak dlouho, až je fronta Q prázdná. Strom T však prázdný
nebude. Jeho aktuálńı vnitřńı uzly určuj́ı hrany V-diagramu, které jsou polopř́ımkami
(př́ıpadně př́ımkami). To umožńı naj́ıt pravoúhelńık R, ve kterém lež́ı všechny body
množiny P , všechny vrcholy V-diagramu a zlomové body odpov́ıdaj́ıćı těmto zbývaj́ıćım
vnitřńım uzl̊um stromu T .

Pr̊uběh algoritmu v nejjednodušš́ı možné situaci množiny tř́ı bod̊u je demonstrován
následuj́ıćı animaćı.

ANIMACE

Přesný popis algoritmu je zachycen v následuj́ıćıch pseudokódech.

PSEUDOKÓD 30 z pseudo.pdf

PSEUDOKÓD 31 z pseudo.pdf

PSEUDOKÓD 32 z pseudo.pdf

9.4. Časová náročnost. Necht’ množina P , pro kterou provád́ıme algoritmus, má n
bod̊u. Po pr̊uchodu prvńı mı́stńı událost́ı ve frontě bude plážová linie tvořena jedinou
parabolou. Při pr̊uchodu daľśımi mı́stńımi událostmi přibudou vždy maximálně dva
oblouky parabol. Proto celkový počet oblouk̊u, které se někdy vyskytnou v plážové
linii nepřevýš́ı 2n− 1. V binárńım vyváženém stromě s maximálně 2n− 1 listy trvaj́ı
operace přidáńı dvou list̊u a ubráńı jednoho listu a př́ıpadné vyvážeńı stromu čas

O(log(2n− 1)) = O(log n).

Protože každý oblouk v plážové linii jednou vznikne a nejvýše jednou zanikne, bude
realizovaných událost́ı O(2n− 1) = O(n). V každé události provedeme konečný shora
omezený počet krok̊u, které trvaj́ı konečný čas nebo čas maximálně O(log n). T́ım jsme
dokázali:

Věta 9.5. Časová náročnost algoritmu zametaćı př́ımky pro vytvořeńı V-diagramu
množiny n bod̊u je O(n log n).
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Implementace algoritmu pomoćı Matlabu je provedena v bakalářské práci Jany
Tomš̊u O algoritmech poč́ıtačové geometrie dostupné na

https://is.muni.cz/auth/th/175345/prif b/


