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1 Udalosti a cenzurovanie

Udalostou nazyvame ukonéenie pozorovania z dovodu zlyhania alebo smrti pacienta — do konca
sledovaného obdobia.

Priklady udalosti:

e overall survival — smrt z akéhokolvek dovodu,

. . ’ . Y
e progression-free survival — prvé znaky progresie choroby alebo smrt,
e disease-free survival — prvé znovuobjavenie sa choroby alebo smrt,

e event-free survival — prvé znovuobjavenie sa choroby, objavenie sa inej Specifikovanej choroby
alebo smrt,

e disease-specific survival (cause-specific survival) — smrt ako dosledok $pecifikovanej cho-
roby,

e relapse-free survival (recurrence-free survival) — prvé znaky recidivy (opakovania sa)
chodoby,

e time-to-progression — prvé znaky progresie choroby.

V mnohych pripadoch v danom pokuse musime pozorovania ukonéit z dovodu iného ako je zlyhanie
alebo smrt pacienta. Teda do konca sledovaného obdobia dojde k imrtiu len niektorych subjektov
(pacientov), zatial ¢o u ostatnych k timrtiu do konca sledovaného obdobia bud’ nedéjde alebo sa tieto
subjekty z pozorovania stratia. Cenzirované pozorovanie obsahuje v sebe len ¢iastoc¢nu informéciu o
case umrtia.

Predpokladajme, Ze n subjektov s rovnakymi znakmi zacneme pozorovat v case t = 0. Pre ich
casy do zlyhania 13,75, ...,T, plati, ze s nezavislé, rovnako rozdelené nahodné premenné, kde
nahodna veli¢ina T; (i = 1,2,...,n) ma distribuéni funkciu F (), o ktorej obycajne predpokladame,
7e je absolutne spojitd. Teoreticky by sme mali pozorovat subjekty tak dlho, pokial neziskame tiplny
ndhodny vyber casov do zlyhania pre vsetkych n pozorovani. Ide o velmi dlhy ¢asovy interval, a
preto nemozeme tiito stidiu alebo experiment z rdznych dévodov urobit’ az do konca. Musime preto
vhodnym sposobom rozhodnit o ukonéeni pozorovani, k ¢omu nds mozu donutit napr. technické
alebo ekonomické dovody, a teda ziskame neiplné cenzurované ddta. V medicine sa mozu vyskytnit
z nasledujucich pricin:

e ukoncenie stidie (termination of the study): pacient prezije casovy interval experimentu,

e konkuren¢né riziko (competing risk): pacient zomrie z iného dévodu, ako v dosledku
sledovanej choroby;,

e prerusenie/vysadenie liecby (drop-out): pacient prerusi liecbu a odide z kliniky predcasne,
napr. z dovodu zlych vedlajsich icinkov liecby, pacient sa sam rozhodne nepokracovat’ v liecbe,

e strata z d'alsiecho sledovania (loss to follow-up): pacient sa rozhodne prestahovat a
nemame o nom uz ziadne informécie.

Za predpokladu, ze experiment prebehne bez cenzirovania, i-ty jedinec z populdcie o rozsahu n
zomrie za ¢as T od zaciatku sledovania. Cas, ktory mienime sledovat i-teho jedinca oznacime Cj

Podla sposobu ukonéenia experimentu mézeme rozdelit: cenzurovanie do nasledovnych typov:

(10. decembra 2014)
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e cenzurovanie L. typu,

e cenzurovanie II. typu,

e progresivne (zrychlené) cenzurovanie,
e lubovolné a ndhodné cenzirovanie,

e intervalové cenzirovanie 1. typu,

e intervalové cenzurovanie II. typu.

1.1 Cenzurovanie I. typu

Predpokladame, ze vsetkych n jedincov vstupuje do experimentu sucasne. Ide o cenzurovanie ¢asom,
pretoze si zvolime pevné cislo t., ktoré nazveme fixrovany cenzurujuci cas, teda jedind pricina cen-
zurovania je planované ukoncenie experimentu. Takto ziskame informaciu o prvych d pozorovaniach
TW <« T® < . < TW kde TW < t, < T+ a o ostatnych n — d nepozorovanych zlyhaniach
vieme iba to, ze nastali az po cenzurujicom case t.. Pocet skutocne pozorovanych zlyhani d je ndhodnd
velicina, ktord moze nadobidat hodnoty 0,1,...,n.

Namiesto pozorovania T; pozorujeme X, Xo, ..., X, kde

T;,T; <t., pre necenzurované X,
t.,T; > t., pre cenzurované X,

X; = min (T}, t.) = {

Pre distribu¢ni funkciu X plati Pr(7° > t.) > 0 v bode = = t., pretoze Pr(X = t.) = Pr(T >
te) = 1 — F(t.) > 0. To znamend, ze X je zmiesand ndhodna premennd so spojitym a diskrétnym
komponentom. Kumulativna distribuéné funkcia M (X) ndhodnej premennej X bude teda spojita do
casu t. (v case < t.) a v Case t. sko¢i do jednotky (diskrétny komponent). Majme bindrnu premenni
0, ktora indikuje, ¢i bol ¢as zlyhania pozorovany alebo cenzirovany,

1,T; <t., pre necenzurované X,
0; = , , :
0,7; > t., pre cenzgurované X,

Skutoénym pozorovaniam potom zodpoveda nahodny vektor (X;,d;),i=1,2,...,n.

Pozn.: Treba si uvedomit, ze ak (6 = 0 a T' < t.) implikuje, Ze ¢as zlyhania bol presne T = t., ¢o

nastane s nulovou pravdepodobnostou, ak je T' spojitd premennd. Pre diskrétne premenné moZzeme
definovat t. rovné poslednému dostupnému ¢asu zlyhania, ktory moze byt pozorovany. Potom Pr(d§ =
OANT <t.) #0.

1.2 Cenzturovanie II. typu

Aj pri tomto type cenzirovania vstupuje do experimentu stucasne vsetkych n jedincov. Zvolime pevné
¢islo d, ktoré nazveme fixovany pocet zlyhani. Ukoncenie potom nastava po vopred zvolenom pocte
d zlyhani, tj. ide o cenzirovanie zlyhanim, kde d = [np] +1,p € (0,1),7M <T@ < ... <T@,
Odtial vidime, Ze d < n a vsetkych zostdvajicich n — d pozorovani ma ¢as zlyhania vicsi ako
T, Dostavame tak celistvii informéciu o prvych d pozorovaniach. Ndhodnou velicinou je ¢as trvania
experimentu T@.
Namiesto pozorovania T; pozorujeme X, Xo,..., X, kde

T.. T, <T@ pre necenzirované X,
= mi . (d)y — Tl — » P i
Xi = min(T;, T°7) { T T, > T, pre cenzirované X; -

Skutoénému pozorovaniu potom zodpovedd ndhodny vektor (X, d;), kde

5 — 1,7, <T@, pre necenzirované X;
“T10,7, > T, pre cenzirované X;

(10. decembra 2014)
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1.3 Progresivne cenzurovanie

Cielom tohto typu cenziirovania je ¢o najvicsie skratenie ¢asu experimentu. Znovu vstupuje do
experimentu sucasne vsetkych n jedincov. Teraz mame dve moznosti postupu.

Zrychlené cenzurovanie I. typu. Ide o cenzurovanie zlyhanim, kedy zvolime éisla t., 1 =
1,2,...,k, ktoré nazveme fizované cenzurujice casy. Vieme, ze t, < to < ... < tg. V Case t
vyradime m; subjektov, t.j. v ¢ase t.; vyradime my subjektov, v ¢ase t.o vyradime msy subjektov, ...,
v case t. vyradime my subjektov. Po k-tom kroku mame vyradenych my +mso + ...+ my subjektov.
Ndhodnou veli¢inou je pocet skutocne pozorovanych zlyhani d € {0,1,...,n}.

Zrychlené cenzurovanie II. typu. Ide o cenzurovanie casom, kedy zvolime éisla d;, ktoré
nazveme fizované pocty zlyhani. Vyradenie teda nastava po vopred zvolenom pocte d; zlyhani, kde
d; = [np;] + 1,p; € (0,1), t.j. po dy zlyhaniach vyradime m; subjektov, po ds zlyhaniach vyradime
my subjektov, ..., po di zlyhaniach vyradime m; subjektov. Po k-tom kroku mame vyradenych
my + mso + ...+ my subjektov. Ndhodnou velicinou je cas trvania experimentu.

1.4 Tubovolné a nahodné cenzirovanie

V predchadzajucich typoch cenzirovania vstupuje do experimentu sucasne vsetkych n jedincov a
¢asy zlyhania su v takom poradi, v akom nastali. Ale takyto idedlny pripad nemusi nastat’.
Cas do cenzirovania i-teho jedinca oznacme C;, potom C4, Cs, ..., C, si nezévislé, rovnako roz-
delené ndhodné premenné, kde nahodna velicina C; (i = 1,...,n) ma distribuénu funkciu G ().
Pozorujeme X1, X5, ..., X, kde

T;,T; < C};, pre necenzirované X;
C;, T; > C;, pre cenzurované X;

X; =min (T}, C;) = {

Skuto¢nému pozorovaniu potom zodpovedd ndhodny vektor ( X;,0;),i = 1,2,...,n, kde X; = min (T}, C;) ,

5 — 1,T; < C;, pre necenzirované X;
! 0,T; > C;, pre cenzurované X;

Ak C; povazujeme za lubovolné konstanty a nie za ndhodné veliciny, kde napr. C; = ¢,i =
1,2,...,n, potom hovorime o Tubovolnom cenzirovani. Cenzirovanie I. typu je jeho $pecidlnym
pripadom.

Ak povazujeme C; za ndhodné veli¢iny, potom hovorime o ndhodnom cenziirovani a predpo-
kladdme nezévislost ndhodnych velicin C; a Tj. Tento typ cenziirovania vznikd ¢asto v medicinskych
studiach.

Pozn.: Je to viak dost silny predpoklad. Treba si uvedomit sivislost s typom cenziiry drop-out (z
dovodu vedlajsich ticinkov liechby). Ale prave za tohoto predpokladu je funkcia vierohodnosti lahko
spocitatelna.

1.5 Intervalové cenzurovanie 1. typu

Majme n subjektov. Ozna¢me Tj,i = 1,2,...,n, nepozorovatelné ¢asy zlyhania. Skuto¢nému
pozorovaniu potom zodpoveda ndhodny vektor (X, d;), kde X; = C; st ¢asy cenzir a 6; = I(T; < C}),
£.].

5 — 1,T; < C;, pre necenzirované X;
‘ 0,T; > C;, pre cenzurované X;

Priklad 1 (nddor plic, animalny model) Laboratérne mysi si injektované ldtkou, ktord sposo-
buje nddor. KedZe tento druh nddoru nie je smrtelny, je potrebné mys najprv zabit, aby sme zistili,
¢t bol nador indukovany, t.7. po casovom useku ndahodnej dl/iky C je mys zabitd, aby sme zistili, ¢i sa
nddor vyvinul alebo nie. Endpoint zaugmu je cas T' do objavenia sa nadoru.

(10. decembra 2014)
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1.6 Intervalové cenzurovanie II typu

Majme opit n subjektov. Ozna¢me T;,i = 1,2,...,n, nepozorovatelné éasy zlyhania. Vieme
len, Ze T; nastalo bud vnitri nejakého ndhodného casového intervalu, pred jeho l'avou hranicou
alebo po jeho pravej hranici. Oznacme C1; a C; ¢asy dvoch vysSetreni a indika¢né funkcie definujeme
nasledovne 512‘ = I(,I; < Cli); (SQZ‘ = I(Clz <T; < CQZ) a 531‘ = ](,I; > CQZ‘), tJ

i

5 1,T; < Cy;, pre necenzurované X;
1i = .
! 0,T; > C4;, pre cenzurované X;

S — 1,Cy; < T; < Oy, pre necenzurované X;
270 0,7 > Cy, pre cenzurované X;

a nakoniec d3; = 0.
Potom mdame nasledovné tri moznosti:

1. udalost mohla nastat niekedy pred prvym vysetrenim C1;, kde d1; = 1 a do; = d3; = 0,

2. udalost mohla nastat niekedy medzi prvym a druhym vySetrenim, t.j. v intervale (Ci;, Cy;),
kde (511' = O, 5% =1a 531' = 0,

3. udalost sa do druhého vySetrenia nevyskytla, t.j. mohla nastat’ niekedy po Cb; (ale nevieme
kedy), kde (512‘ = 0, 521' =0a (53@' = 0.

Nech Xi; = C1; a Xg; = Cy;. Skutoénému pozorovaniu potom zopoveda ndhodny vektor
(X1i, Xoi, 014, 09i).

Vsimnime si, Ze ds; nie je potrebné pouzit, pretoze nemame d’alsie vysetrenie po Cs;. Keby sme mali
Cs; alebo aj d'alsie (po nom nasledujiice) vySetrenia, hovorili by sme zovSeobecnenom intervalo-
vom cenzurovani.

Priklad 2 (nddor pltc, pacienti) Pacienti navstevovali kliniku opakovane kazdych 4 aZ 6 mesia-
cov, kde pozorovania si bud intervaly (Cy;, Co;) ak sa retrakcia prsnika vyskytla medzi poslednymi
dvoma ndvstevami alebo (Cy;, 00), ak sa do Cy; retrakcia nevyskytla.

(10. decembra 2014)
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2 Zakladné charakteristiky prezivania

Priklad 3 (k-ty moment ¢asu prezivania) Nech nezdpornd ndhodnd velicina T je charakterizo-
vand funkciou prezivania S(T). Nech je k-ty moment, E[T*], konecny, E[T*] < oo,k € N.

a) Ukdzte, Ze plati E[T] = Y, Pr(T > t) = > 15, 1 — F(T) = > en, S(T). Pouzite pri tom
definiciu strednej hodnoty E[T| = >, tPr(t) a pomocné turdenie 1 +1+...+1 = 22:1 1 =

-1

Zézo 1= Z§<t,§eNo L.

b) Ukdzte, Ze plati E[T] = [[° S (t) dt. PouZite pri tom definiciu strednej hodnoty E[T] = [;*tf(t)dt,
aplikujte viastnosti sim z (a) ako aj [[°S (t)dt = fooo(f(f 1dx)S (t) dt. Vipocet Viam ulahéi metdda
per-partes.

t-krat

¢) Pomocou metddy per-partes ukdzte, Ze E[T*] =k [~ t"1S(t)dt. DU
Priklad 4 (strednd hodnota zostatkového zivota) Pomocou metddy per partes ukdzte, Ze plati )
poslednd rovnost v nasledovnom vztahu DU
[ =D fwdu [ S(u)du
I(t) = E[T —t|T >t] =+ = =t .
Priklad 5 (funkcia prezivania) Ukdzte, Ze plati poslednd rovnost v nasledovnom vztahu DU
o ! mri(0) bodu
0= [ eris = e ([ Awir) e (-a0) = 2o e (- [ —2es)
Priklad 6 (riziko) Ukdzte, Ze plati poslednd rovnost v nasledovnom vztahu DU
0 f(t) 0 1
ANt)=——=InS(t) === = =mri(t) + 1
) =—g 050 =557 = \a™W+1) T
Priklad 7 (hustota) Ukdste, Ze plati poslednd rovnost v nasledovnom vztahu DU
0 0 mrl(0) < / b du )
t)=—=S5t)=AXt)S{t) = =mrl(t) +1 ) ——=exp | — .
F10) = S0 = M0() = (gmeit) +1) e (- [ s

Tdto rovnost vyplyva zo vztahu f(t) = A\(t)S(t) a z vysledku predchddzagicich dvoch prikladov.

3 Odhady zakladnych charakteristik prezivania

Priklad 8 (Akitna myelogénna leukémia, AML) AML pacienti boli po absolvovani chemote-
rapie a zmierneni priznakov ndhodne rozdeleni do dvoch skupin. Prvd skupina (skupina A) dostala
udrzujicu chemoterapiu a druhd (kontrolnd; skupina B) nie (pozri tabulku). Cielom bolo zistit, ¢i
udrzugica chemoterapia predlzZuje c¢as remisie (opdtovného zhorsenia stavu). cvic.

Tabulka 1: Data AML

skupina | ¢as po kompletny relaps (v tyzdnoch) n | udalosti | cenzir
A | 9,13,13+, 18, 23,28+, 31, 34,45+, 48,161+ | 11 7 4
B | 5,5,8,8,12,16+, 23,27, 30, 33,43, 45 12 11 1

Tri ndhlady na problém analyzy AML déta:

(10. decembra 2014)
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e problém 1: po odstraneni cenzirovanych pozorovani;

e problém 2: po oSetreni cenzurovanych pozorovani, ktoré zoberieme do tvahy akoby boli uda-
lostami (zlyhaniami) a

e problém 3: bertc do tvahy cenzirované pozorovania.

Tabulka 2: Zakladné charakteristiky AML podla skupin (v tyZzdiioch)

problém 1 | problém 2 | problém 3

skupina | A B A B A B
T | 251 21.7 | 385 21.3 | 52.6 22.7
x[23.0 230 |28.0 19.5 |31.0 23.0

Priklad 9 (€asy do zlyhania alebo cenziry, AML) Nakreslite c¢asy do zlyhania a ¢asy do cen-
zury pre AML ddta ako horizontdlne tusecky ukoncené bodom typu e (pre zlyhania) a bodom typu +
(pre cenziry). Na y-ovej osi oznacte pacientov skratkami A1-A11 a B1-B12 a na x-ovej o0si zobrazte
casy po desiatich tyzdnoch od 0 po 160.

2
|

]

+

+

@

B

|
7 II|||

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

cas (v tyzdnoch)

Obr. 1: Casy do zlyhania (ozn. e) a ¢asy do cenztiry (ozn. +) pre AML dita

3.1 Empiricka funkcia prezivania

Majme diskrétny pripad. Predpokladajme, ze casy do zlyhania si uZ zoradené, t.j. oznacenie t(;) <
t) < ... < ty,I < n, preznacime na t; <ty < ... < ¢;. Potom empiricki funkciu prezivania
vypocéitame nasledovne

§.(t) = #pozorovani >t #{t; >t} YU I(t; > 1)

n n n

kde n je rozsah stboru. Ide teda o podiel tych pacientov, ktori s stéle v riziku. S, (t) je sprava spojita
schodovita funkcia so schodmi smerom nadol v kazdom ¢;. Ide o konzistentny odhad skutocénej funkcie
prezivania S(t). Exaktné rozdelenie nS,(t) pre kazdé fixované t¢ je Bi(n,p), kde n je pocet pozorovani
ap = Pr(T > t). Na zéklade centrédlnej limitnej vety pre kazdé fixované ¢ plati asymptoticky S, (t) 2
N(p,p(1 —p)/n).

(10. decembra 2014)
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Priklad 10 (programovanie; empirickd funkcia prezivania) Naprogramujte v @ algoritmus
na vypocet empirickej funkcie prezivania.

Priklad 11 (empirickd funkcia prezivania, AML) Vypocitajte empiricki funkciu prezivania vo
vSetkijch casoch t pre skupinu A (1) pre problém 1, (2) problém 2 a (3) pre problém 3. Zobrazte tieto
tri funkcie do jedného obrazka ako schodovité funkcie. PouZite tri rozne typy c¢iar alebo tri rozne farby
a pridajte legendu a popis 0si.

RieSenie (Ciastkové — pre problém 3; pozri tabulku)

t]0 9 13 18 23 28 31 34 45 48 161
Sm|L L 2 T 8 & 4 3 I L O
n 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

—— problem 1
- problem2a3

empiricka funkcia prezivania

cas (v tyzdnoch)

Obr. 2: Empirickd funkcia prezivania pre AML déta (problem 1, 2 a 3)

Priklad 12 (programovanie; pocetnosti d; a n;) Naprogramujte v ® algoritmus na vypocet d;
a n; pre véetky casy zlyhania t;. Vijstupom bude tabulka so stlpcami t;, d; a n;.

3.2 Odhady funkcie prezivania

Klasicky Kaplan-Meierov (KM) odhad funkcie prezivania je definovany nasledovne

Sn (t) = TT (1-2aw).

i:ti St

kde Mt;) = A = % (ide o mazimdlne vierohodny odhad rizika), d; je pocet zlyhani (Gmrtf) v
case t; < t a n; pocet Iudi v riziku tesne pred ¢asom t. KM odhad kumulativneho rizika

~

Akt (t) = —In Siem (t) == i<« In (1 — )\i>. Ak je najvicsi cas cenzirovany €as Cpax > t7, potom

podla definicie S (t7) = S (cmax) a kedZe funkcia vierohodnosti nezdvisi na S (t) pre t > cpayx, nie je
mozny ziadny odhad za cpax.

Priklad 13 (programovanie; KM odhad funkcia prezivania) Naprogramujte v ® algoritmus
na vgpocet KM odhadu funkcie prezivania Sy (t) vo vetkych casoch zlyhania.

(10. decembra 2014)
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Priklad 14 (KM odhad funkcia prezivania, AML) Vypocitajte Sk (t) vo vietkych ¢asoch zly-
hania a porovnajte ho s S, (t) pre skupinu A. Zobrazte tieto dve funkcie do jedného obrdzka ako
schodovité funkcie. PouZite dve rozne typy ciar alebo dve rozne farby a pridajte legendu a popis osi. cvic.

Riesenie (tiastkové; pozri tabulku)

|O 9 13 13+ 18 23 28+ 31 34 45+ 48 161+

0o s 8 1 6 5 4 3 2 1 0}
1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

N

3

—~

~

~— ~— | ~

»—ll»—-

e L
—

. 11
Sk (t 1 091 082 082 0.72 0.61 0.61 049 037 037 0.18 0.18
Sin (0) =1
3

)

X
Nej
S
I
N
=
=9
—
&«

(
(
(
§KM (18) = L?\KM (13) X 8—g1
§KM (23) = K/M (18) X 7;71
— KM
- EFP
0 5‘0 1(;0 1‘50

cas (v tyzdnoch)

Obr. 3: Dva odhady funkcie prezivania — S (t) a S, — pre AML data (skupina A)

Modifikovany KM odhad funkcie prezivania je definovany nasledovne

Skmmoa(t) = ] (1 =Xi), kde 1A {1_%’ dedi =1
KMmod (?) = — Ai), kde 1 — Ay = di—1
s (1-55) . akdi>1

i:t; <t

Breslowov (B) odhad funkcie prezivania definujeme nasledovne

~

Sg () = exp (—/AXNA (t)) = H exp (—XZ> ,

(10. decembra 2014)
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kde Aya () = D i<t i = D i, <t + je Nelson-Aalenov (NA) odhad kumulativneho rizika.

Flemingom a Harringtonom (FH) modifikovany B odhad funkcie prezivania definujeme
nasledovne

§FHmodB (t) = exp <_KFHmodNA (ﬂ) ;

kde KFHmodNA = ngt (Zd'_l > je FH modifikovany NA odhad kumulativneho rizika.

]On]

Priklad 15 (programovanie; odhady funkcie prezivania) Naprogramujte v ® algoritmus na
vypocet Skpmod (t), Sp(t) a Srumeds (t) v kaZdom case zlyhania.

CVIC.

Priklad 16 (porovnanle, odhady funkcie prezwanla, AML) Vypocitajte nasledovné odhady fun-

kcii prezivania — Sga (1), Skammod (1), S5 (t) @ Spimeas (t) pre AML ddta (skupina A). Zobrazte tieto
styri funkcie do jedného obrdzka ako schodovité funkcie. PouZite Styri rozne typy ciar alebo styri
rozne farby a pridajte legendu a popis osi.

# t d n KM KMmod B FHmodB
#[1,] 9 1 11 0.9090909 0.9090909 0.9131007 0.9131007
#[2,] 13 1 10 0.8181818 0.8181818 0.8262077 0.8262077
#[3,] 18 1 8 0.7159091 0.7159091 0.7291257 0.7291257
#[4,] 23 1 7 0.6136364 0.6136364 0.6320630 0.6320630
#[5,] 31 1 5 0.4909091 0.4909091 0.5174894 0.5174894
#[6,] 34 1 4 0.3681818 0.3681818 0.4030212 0.4030212
#[7,] 48 1 2 0.1840909 0.1840909 0.2444447 0.2444447
o
" 7] —— KM a KMmod
- B aFHmodB
«Q |
o
<
S 2
o
o
[
k) <
= o
L e +
o T
o |
o
T T T
0 50 100 150

cas (v tyzdnoch)

Obr. 4: Styri odhady funkcie prezivania — Skt (1), SkMmod (1), Sk (t) a [ (t) — pre AML data
(skupina A)

Priklad 17 (odhady funkcie prezivania) Vypocitajte odhady §KMmod (1), §B (t) a §FHmodB (t) v
case 12 a 88 (pozri tabulku).

t di n;
45 |1 |70
115 2 | 68
160 | 1 | 65
20.7 | 2 | 55
208 | 1 |53
31.0 | 1 | 47
345 | 1 |45
46.0 | 1 | 34
61.0 | 1 | 25
875 | 5 | 15

(10. decembra 2014)
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Pre 2 zhody v case 12 plati:

Siw (12) = (69/70) (66/68) = 0.9567

Sicntmod (12) = (69/70) (67/68) (66/67) = (69,/70) (66/68) = 0.9567
Druhy pripad predstavuje upravu §KM (t) pri zlome zhod rozdelenim casu 11.5 na 11.48 a 11.52, z
¢oho je zrejma invariantnost Sy (£) na zhody.

S (12) = exp [— (1/70 + 2/68)] = 0.9572

Sptimodn (12) = exp [— (1/70 + 1/68 + 1/67)] = 0.9570

Pre 5 zhod v case 88 plati:

Skt (88) = 0.5294

Srtmodn (88) = 0.5395

S (88) = 0.5709

SFHmodn () déva vo vseobecnosti odhad blizsie ku §KM (t) a je mensi ako §B () pri zhodéach.

Priklad 18 (porovnanie; odhady funkcii prezivania) Vypocitajte nasledovné odhady funkcii pre-
Zivania — S (), Skamod (t), SB (t) a Srmmean (t) pre ddta (pozri tabulku). Zobrazte tieto Styri funkcie
do jedného obrdzka ako schodovité funkcie. PouZite Styri rozne typy ciar alebo Styri rozne farby a

pridajte legendu a popis osi. Pouzite ddata z predchddzagiceho prikladu. cvic.
o | o -
- - -
I
o ",
S o | o | ;
E o g © - .
[=% [ | PR,
@ X Lo,
£ o | g o | ..
5 © % o -
o ‘C }
(] 4 .
< c
= ~ 2 0~ L}
_g o 7] s o .
S 2 !
: : i
X © o © .
s o o 7 !
=
X
Te} n
S S
T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
cas cas
o [— o |
- — .l —
_h
o |
c o | v o ]
_S [} L o
5 lL— ]
& . ©
o g «
e o7 L——=n 2 o 7
5 I 8
3 I s
£ 54 T~
° o | é o
o S
o | =
e}
2 |
E o | o |
I o I o
v — KM aKMmod
I 5
v | ©v _| --- FHmodB
o o
T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
cas cas

Obr. 5: Styri odhady funkcie prezivania — gKM (1), §KMmod (1), §B (t) a §FHm0dB (t) — pre AML déta
(skupina A)

(10. decembra 2014)
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# t d n KM KMmod B FHmodB
# [1,] 4.5 1 70 0.9857143 0.9857143 0.9858158 0.9858158
# [2,] 11.5 2 68 0.9567227 0.9567227 0.9572435 0.9570334
# [3,] 16.0 1 65 0.9420039 0.9420039 0.9426294 0.9424225
# [4,] 20.7 2 55 0.9077492 0.9077492 0.9089677 0.9084623
# [5,] 20.8 1 53 0.8906218 0.8906218 0.8919781 0.8914822
# [6,] 31.0 1 47 0.8716724 0.8716724 0.8732004 0.8727148
# [7,] 34.5 1 45 0.8523019 0.8523019 0.8540099 0.8535351
# [8,] 46.0 1 34 0.8272342 0.8272342 0.8292578 0.8287967
# [9,] 61.0 1 25 0.7941449 0.7941449 0.7967421 0.7962991
#[10,] 87.5 5 15 0.5294299 0.5294299 0.5708907 0.5395385

Rozdiely medzi odhadmi funkcif prezivania si malé, s vynimkou vel'mi malého n alebo pri velkom
poéte zhod. Odhad Sky (£) je invariantny na zhody. Odhad Sp (¢) mézeme vylepsit pouzitim odhadu
§FHmOdB (t) v pripade velkého poctu zhod. Ak e™* =~ 1—x, pre malé x, potom si oba odhady §KM (1) a
Sp (t) podobné v pripade, Ze narasty dA st malé, ¢o znamenad, Ze v riziku je vel'a 0sob. Oba odhady st
v skutocnosti asymptoticky ekvivalentné (n — oo). Avsak e™ > 1—z = Si (t) > Skt (t) v pripade,

~

ze ide o konecné ndhodné vybery (ale ak posledny prispevok je smrt’, potom Sk () = 0, Sp (t) > 0).

Priklad 19 (porovnanie odhadov funkcie prezivania) Pouzitim Taylorovho rozvoja (prvého rd-
du) minus logaritmu Ay (t) ukdzte, Ze Ay (t) je proym clenom tohoto rozvoja. DU

3.3 Odhady rizika a kumulativneho rizika

Priklad 20 (riziko a ¢asové jednotky) Zduvislost hodnoty rizika na jednotkdch casu. pred

Prt <T <t+ AT >t)=1
Ak At = £ dna, potom A(t) =

ol

= 0.75 na den.
1

Ak At = o tyzdia, potom A(t) = 4+ = 5.25 na tyzden.
21
Odhad rizika v ¢asovom intervale ¢; <t < ¢, je definovany nasledovne
- d;
A(@:: )
ni(tiv1 — ti)

Priklad 21 (riziko, AML) Vypocitajte odhad rizika A(t) v intervale t; < t < t; 1 v case 26 (pre

skupinu A). pred
A(23) = 1 =0.143
A(26) = A(23) = 75755 = 0.018

Priklad 22 (programovanie; riziko) Naprogramujte v @® algoritmus na vijpocet odhadov rizika
A(t) a A(t) pre vsetky t;. cvic.

Priklad 23 (riziko, AML) Vypocitajte odhad rizika /)\\(t) a porovnajte ho s odhadom \(t) v inter-
vale t; <t < ;11 pre vsetky t;. cvic.

# cas n.i d.i lambda.KM lambda.INT

#1 9 11 1 0.0909 0.0227
#2 13 10 1 0.1000 0.0200
#3 18 8 1 0.1250 0.0250
#4 23 7 1 0.1429 0.0179
#5 31 5 1 0.2000 0.0667
#6 34 4 1 0.2500 0.0179
#7 48 2 1 0.5000 NA

(10. decembra 2014)
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Priklad 24 (programovame, kumulativne riziko) Naprogramujte v @ algoritmus na vijpocet
odhadov kumulativneho rizika AKM a ANA pre vsetky t. cvie.

Priklad 25 (kumulativne riziko, AML) Vypocitajte Ay a Aya pre vSetky t (pre skupinu A).
Zobrazte tieto dve funkcie do jedného obrdzka ako schodovité funkcie. PouZite dve rozne typy ciar
alebo dve rozne farby a pridajte legendu a popis osi. cvic.

1.0 15 2.0

kumulaticne riziko

0.5

— Lambda KM
a ----- Lambda NA

T T T T T
0 10 20 30 40

0.0

cas

Obr. 6: Dva odhady kumulativneho rizika — ]\\KM a KN A — pre AML data (skupina A)

3.4 Odhady rozptylu kumulativneho rizika a funkcie prezivania

Greenwoodov (G) odhad rozptylu kumulativneho rizika definujeme nasledovne

55 (t) = Varg [/A\KM (t)] =y milns — i)

ity <t (

plug-in odhad rozptylu kumulativneho rizika (nazyva sa aj Kleinov odhad; mazimdlne viero-
hodny odhad)

—

52(t) = Varg [A ()] = 3 A D)

it <t i
binomicky odhad rozptylu kumulativneho rizika

—

G2(t) = Varg [K (t)} ==

Zt7 St

n?(n; — 1)’

NA odhad rozptylu kumulativneho rizika (nazyva sa aj Aalenov, Poissonov alebo Tsiatisov
odhad)

53(t) = Var [Ra (0] = 3 %
it <t ?

FH modifikovany NA odhad rozptylu kumulativneho rizika

opu(t) = Var [K;n;NA (t)] = Z <(§ (—12> .

n._
it <t \j=0 * " J)

(10. decembra 2014)
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Odhad 74(t) je o nieco vacsi ako 04(t) v pripade vyssich hodnot odhadu kumulativneho rizika. Vo
vSeobecnosti plati 0% (t) < 05(t) < 4(t). Ak sa nevyskytuji zhody, potom 03(t) = o2 (t). Vsetky
odhady st mensie ako 04 (t). Odhad 04(t) mozeme v pripade zhod vylepsit pouzitim odhadu oay(¢).
Odhad 04(t) m4 mensiu vychylku ako 7% (). V praktickych aplikdcidch st odhady rozptylu rozne v
zavislosti od mnozstva zhod v analyzovanych datach. Ignorovanim sumy Zmi <; dostaneme odhady
rozptylov rizika v ¢ase ¢, ktoré oznacujeme ako 04 (t;), 0x(t;), 05(t:), 05(t;) a oag(t;).

Priklad 26 (rozptyl kumulativneho rizika, AML) Vypocitajte odhady rozptylu kumulativneho
rizika 0%(t), 0%(t), 0%5(t), 0%(t) a 0%5(t) v case 26 pre AML ddta (skupina A). pred

—

~ B N _ 1 I
6¢,(26) = Varg[Akm(26)] = 37— + ogoy + s + sy = 0-0619

—

5%(26) = Vary | A (26)| = 22 + 24550 4+ 2650 4 A0 — 0,0478

——

~ B ~ 1(11-1) 1(10-1) 1(8—1) 1(7-1)
53(26) = Varg |R(26)| = s + ittty + sy + iy = 0.0543

-

62(26) = Var[Axa(26)] = oy + 1h + & + 2 = 0.0543

Priklad 27 (programovanie, rozptyl kumulativneho rizika) Naprogramujte v @ algoritmus
na vypocet odhadov rozptylu kumulativneho rizika 5%(t), 0%(t), 0%5(t), o%(t) a 024(t). cvic.

Priklad 28 (rozptyl kumulativneho rizika, AML) Vypocitajte odhady rozptylu kumulativneho
rizika 0%(t), 0%(t), 0%5(t), 0%(t) a 025(t) pre AML ddta (skupina A). cvic.

# cas ni di rozptyl.G rozptyl.K rozptyl.B rozptyl.T rozptyl.FH

#1 9 11 1 0.0091 0.0075 0.0083 0.0083 0.0083
#2 13 10 1 0.0202 0.0165 0.0183 0.0183 0.0183
#3 18 8 1 0.0381 0.0302 0.0339 0.0339 0.0339
#4 23 7 1 0.0619 0.0477 0.0543 0.0543 0.0543
#5 31 5 1 0.1119 0.0797 0.0943 0.0943 0.0943
#6 34 4 1 0.1952 0.1266 0.1568 0.1568 0.1568
#7 48 2 1 0.6952 0.2516 0.4068 0.4068 0.4068

Greenwoodov odhad rozptylu KM odhadu funkcie prezivania je definovany ako

Varc,@ 0] = [ (0] “Var [@M )] = [ (0] “52(8).

Aalen-Johansenov odhad rozptylu KM odhadu funkcie prezivania piseme ako

VarAquM (1)] = [Siu (t)]ZVarm (1)] = [Siw (t)r&%(t).

Oba odhady rozptylu funkcie prezivania odhadni rozptyl mensi ako v skutocnosti (underestimation)
pre malé a stredne velké vybery. V priemere je Greenwoodov odhad blizsie k skutoénému rozptylu.
Podobne ako pre KM odhad mo6zeme zapisat aj rozptyl B odhadu funkcie prezivania (Klein 2003)

—

Vare [Sp (1)] = [ (t)rvarm(t)} =[5 (t)]zﬁé(t).

Var@ 0] = 8o )] i var[/K; (t)] = [5s (1) 52

Pokial mdme v datach zhody, pouZijeme nasledovné rozptyly FHmodB odhadu funkcie prezivania

Varg |:§F;odB (t)} = [§FHmodB (t)] i Va?“m (t)] = [§FHmodB (t)] ’ 3%;(?5).

(10. decembra 2014)
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Varna @odB (t)} = [§FHmodB (t)] i VCN’?A\; (t)} = [§FHmodB (t)] : orn(?).

Vo vSeobecnosti potom odhad rozptylu funkcie prezivania definujeme ako
T~ ~ 2 T =
Var [5 (t)] - [5 (t)} Var [msu)]

Priklad 29 (rozptyl funkcie prezivania, AML) Vypocitajte odhad rozptylu KM a B odhadu fun-
kcie prezivania v ¢ase 13 pre skupinu A pomocou Greenwoodovej formule. pred

—

Vara[Si(13)] = 082 (= + mos=py) = 0.0136

—

Varna[S(13)] = 0.83%(s + 115) = 0.0125

112

Priklad 30 (programovanie, rozptyl funkcie prezivania) Naprogramujte v @ algoritmus na
vypocet odhadov rozptylu KM a B odhadu funkcie preZivania. cvic.

Priklad 31 (rozptyl funkcie prezivania, AML) Vypocitajte odhad rozptylu KM a B odhadu fun-
kcie prezivania vo vsetkych ¢asoch pre skupinu A pomocou Greenwoodovej formule. cvic.

36 |rozptyl.funkcie.prezivania(survobjA.KM)

37 |# kontrola -- Gl je rozptyl vypocitany funkciou z kniznice survival
38 |# <cas ni di rozptyl.Gl rozptyl.G2

39 | #1 9 11 1 0.0075 0.0075

40 |#2 13 10 1 0.0135 0.0135
41 (#3 18 8 1 0.0195 0.0195
42 (#4 23 7 1 0.0233 0.0233
43 |#5 31 5 1 0.0270 0.0270
44 (#6 34 4 1 0.0265 0.0265
45 (#7 48 2 1 0.0236 0.0236

46 |B.rozptyl.funkcie.prezivania(survobjA.B)

47 |# kontrola -- Bl je rozptyl vypocitany funkciou z kniznice survival
48 |# cas ni di rozptyl.Bl rozptyl.B2
49 [#1 9 11 1 0.0069 0.0069
50 |#2 13 10 1 0.0125 0.0125
51 |#3 18 8 1 0.0180 0.0180
52 |#4 23 7 1 0.0217 0.0217
53 |#5 31 5 1 0.0253 0.0253
54 |#6 34 4 1 0.0255 0.0255
o5 |#7 48 2 1 0.0243 0.0243

3.5 Empirické intervaly a pasy spolahlivosti
3.5.1 Intervaly spolahlivosti

Pri vypocte hranic empirickych intervalov spolahlivosti (ISs) sa pouzivaji nasledovné principy

1. Waldov princip, skére princip a vierohodnostny princip (vsetky tri vychddzajice z
funkcie vierohodnosti),

2. princip transformdcie funkcie vierohodnosti v S(t) pomocou nejakej funkcie g(S(¢))
aplikovany na Waldov princip (hranice IS vypocitané pomocou ¢(S(t)) sa spétne transformuji
do skdly S(t)), kde podla ¢g(S(t)) rozozndvame nasledovné skaly

e g(S(t)) = S(t) — skdla funkcie prezivania

(10. decembra 2014)



KATINA, S., 2014: ANALYZA PREZIVANIA 15

e ¢(S(t)) =1In S(t) - skdla logaritmu funkcie prezivania (log §kéla funkcie prezivania;
skala kumulativneho rizika) — spitna transformécia pre funkciu prezivania exp (In S(t)),
e g(S(t)) =In(—1nS(t)) - log-log skala funkcie prezivania (log §kdla kumulativneho
rizika; Skala logaritmu kumulativneho rizika) —
spéatna transformécia pre funkciu prezivania exp (exp (—In S(¢))),
spéatnd transformécia pre kumulativne riziko exp (—1In S(t)),

e ¢(S(t)) = arcsin <(S ()Y 2) — arcus sinus odmocninova skala funkcie prezivania —

2
spatnd transformacia pre funkciu prezivania (sin (arcsin ((S ()" 2)))

e ¢(S(t)) = arcsin (exp (—@)) — arcus sinus odmocninova skdla kumulativneho

rizika —
In S(¢)

spatna transformécia pre kumulativne riziko —2In sin ( <arcsin <exp (— T) ) ) )

Pre extrémne malé alebo extrémne velké hodnoty t sa moze stat, ze empiricky interval spo-
lahlivosti pre S(¢) ma hranice mimo intervalu (0, 1). Ak budeme predpokladat asymptoticky
normadlne rozdelenie nejakej transformécie S (t), ktorej hodnoty nie si ohrani¢ené, mozeme sa
tomuto problému vyhnit.

3. princip dpravy hranic IS pomocou efektivneho rozsahu siboru v ¢ase ¢ (n*(t) alebo
n**(t)) z dovodu vyskytu cenzir v datach (resp. rozdielu medzi rozptylom S(t) v case t
vypocitanym pre cenzirované data a rozptylom za predpokladu, Ze cenziry v ddtach nie si)

4. princip korekcie hranic IS z dovodu zlych Statistickych vlastnosti (konzervativny
alebo liberdlny IS, t.j. predpokladdme, Ze nomindlny koeficient spolahlivosti 1 — « je iny ako
teoreticky)

3.5.2 Intervaly spolahlivosti pre kumulativne riziko

Pri tvorbe IS pre A(f) mame tri moznosti.
1. Axu(t) a 64(t),
2. KNA(t) a 0m(t) (namiesto o4 (t) mozeme pouzit aj o4(t) alebo o&(t)),

3. KFHmodNA(t) a opy(t),

3.5.3 Intervaly spolahlivosti pre funkciu preZivania

Pri tvorbe IS pre S(t) mdme pit moznosti podla pouzitych odhadov funkcif prezivania a ich rozptylov

1. Skm (t) a Varc;@ (t)]a
2. S5 (t) a Vam\;[gg (t)},

P

3. §B (t) a Varay [§B (t)},

—

4. Spitmods (t) a Varna |:§FHmodB (75)] a

—

D. §FHmodB (t) a Varg |:§FHmodB (75)}

(10. decembra 2014)
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Priklad 32 (intervaly spolahlivosti pre kumulativne riziko) Naprogramujte v @ 100 x (1 —
)% intervaly spolahlivosti pre kumulativne riziko

(a) v skale kumulativneho rizika,

(b) v log Skdle kumulativneho rizika.

Pri vijpocte pouZite /AXKM (t) a /A\FHmOdNA (t) a ich rozptyly.

Priklad 33 (intervaly spolahlivosti pre kumulativne riziko) Vypocitajte v @ 95% intervaly
spolahlivosti pre kumulativne riziko v oboch skdlach pre AML ddta (skupina A). Zobrazte do okna
2 x 1 odhady kumulativneho rizika a IS pre kumulativne riziko v tvare pismena ,[* v kaZdom case
zlyhania v oboch skdlach. Pouzite (a) Ay (t) a (b) Apgmoana (t) a ich rozptyly.

Priklad 34 (intervaly spolahlivosti pre funkciu prezivania) Naprogramujte v @ 100 x (1 —
a)% intervaly spolahlivosti pre funkciu preZivania

(a) v Skale funkcie preZivania,

(b) v log skdle funkcie prezivania a

(¢) v log-log skdle funkcie prezivania.

Pri vijpocte pouZite §KM (t) a §pHmodB (t) a ich rozptyly.

Priklad 35 (intervaly spolahlivosti pre funkciu preZivania) Vypocitajte v @ 95% intervaly
spolahlivosti pre funkciu preZivania vo vietkych troch skdlach pre AML ddta (skupina A). Zobrazte
do okna 3 X 1 odhady funkcie prezivania a IS pre funkciu prezivania v tvare pismena 1% v kaZdom
case zlyhania vo vsetkych troch skdlach. Pouzite (a) Sk (t) a (b) Skmoean (1) a ich rozptyly.

3.6 Odhady strednej hodnoty a medianu prezivania
Pre odhad strednej hodnoty casu zlyhania E [T'] plati

tmax
i- [ W
0

kde S (t) je KM odhad funkcie prezivania a tya.y je maximum pozorovanych ¢asov. Tomuto odhadu
hovorime aj urezany.
V diskrétnom pripade odhad strednej hodnoty vypocitame nasledovne

max(tmax,Cmax ) —1
= > (i —t)S(t),
i=0
kde to = 0 a I < n je pocet roznych zlyhani a t; = tac. AK thax < Cmax, Kde cpax je maximalnym
casom do cenzury, potom odhad strednej hodnoty pocitame na intervale (0, cpax). Pre KM odhad
funkcie prezivania je odhad strednej hodnoty prezivania nedefinovatelny, ak je posledné pozorovanie
cenztra. Je mozné definiciu modifikovat’ tak, Ze odhad je nulovy za poslednym pozorovanim. Takyto
odhad strednej hodnoty je sice vychyleny smerom k nule, ale doteraz nebola objavena lepsia alter-
nativa. Podla pouzitych odhadov funkcif preZivania rozlisujeme nasledovné odhady strednej hodnoty

HKM = HKMmod, MB & HFHmodB-

Potom pre odhad rozptylu strednej hodnoty ¢asu prezivania plati

2

Var 3] = /0 o [ /t "8 () du] 52 (t)dt

a v diskrétnom pripade

Var [ = 3 3 (tier — )S(t) | 32(t):

1:t; Smax(tmamcmax)_l 7t Stj Smax(tmamcmax) -1

(10. decembra 2014)
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Za S (t) dosadime Skt (1), Sp () alebo Sk Hmods (t). Podobne ako pri rozptyle funkcie prezivania
dostaneme pét nasledovnych rozptylov

— e e e e~ —

Varg [fikm] = Vare [ikvmod), Varna (s, Varay [fixv], Varna [Bramods] & Varg [[iramods)-

Priklad 36 (priemerny cas prezivania, AML) Vypocitajte priemerny cas preZivania i, jeho rozp-
tyl Var(i] a 100x (1 — a)% intervalov spolahlivosti pre i pre AML ddta (skupina A). pred

—

7l = 52.6 tyzdiia, Var [fi] = 19.82,95%IS = (13.792,91.408) tyzdiia

Priklad 37 (programovanie, priemerny ¢as preZivania) Naprogramujte v @ algoritmus na vy-
pocet obsahu pod krivkou preZivania. cvic.

Priklad 38 (priemerny ¢as prezivania, AML) Vypocitajte priemerny cas prezivania pre AML
ddta (skupina A). Pri vijpocte pouzite Sk (t) a Sp(t). Okomentujte vysledky. Nakreslite krivku od-
hadu funkcie preZivania a pomocou funkcie polygon() wvyfarbite obsah pod nou.

56 |# vysledok 60.30259
57 |# kontrola
58 |print (survobjA.B,rmean="individual") # 60.3

Ked’ie §KM (t) S §B (t), pOtOHl //ZKM S ﬁKM

Priklad 39 (programovanie, rozptyl priemerného ¢asu prezivania) Naprogramujte v R al-
goritmus na vypocet rozptylu priemerného casu preZivania. cvic.

Priklad 40 (rozptyl priemerného ¢asu prezivania, AML) Vypocitajte rozptyl a smerodajni od-
chylku priemerného ¢asu prezivania pre AML ddta (skupina A). Pri vijpocte pouzite Skpr(t) a Sp(t).
Okomentugjte vysledky.

59 |rozptyl.mu(survobjA.KM,error="G") # 393.1735

60 |rozptyl.mu(survobjA.B,error="T") # 414.8907

61 |rozptyl.mu(survobjA.B,error="G") # 655.1461 (ako prednastavene v R)
62 | sqrt(rozptyl .mu(survobjA.KM,error="G")) # 19.8286

63 | sqrt (rozptyl .mu(survobjA.B,error="T")) # 20.36887

64 | sqrt(rozptyl .mu(survobjA.B,error="G")) # 25.59582

Medidn ¢asu prezivania je 50-ty percentil to5. Medidn funkcie prezivania je potom S(tgs5) = 0.5.
Vyberovy medidn je definovany ako prvy ¢as, v ktorom S (;5\0.5) = 0.5. Teda (g = tos < S1 0.5).

Niekedy je potrebné pouzit linedrnu interpoldciu pre #o5 v podobe

S(t;)—05 S(t;)— 05
— =t + ——=——,t; < tos < tiq1,

S(t;) — S(tis1) ft:)

Pint = ti + (tiv1 — t;)

kde f(tl) = %, ¢o je pravdepodobnost zlyhania v intervale (¢;,, —t;) Skdlovand jeho dlzkou.

Horné a dolnd hranica intervalu spolahlivosti (IS) pre medidn je definovand na zdklade IS pre
S (t) v danom ¢ase, t.j. horna hranica IS pre median je prvy ¢as, v ktorom je hornd hranica IS pre
S (t) vicsia alebo rovna 0.5 (rovnaky vztah plati pre dolni hranicu IS pre medién). To koresponduje
s narysovanim horizontalnej usecky na grafe krivky prezivania, tj. pretnutim tejto tsecky s krivkou
prezivania, dolnou a hornou hranicou IS pre S (¢) v danom case.

Nech t, je p-ty kvantil rozdelenia 7" (100 x p-ty percentil), potom

8@) =Pr(T >8)=1-p5 <5 (1-p)

(10. decembra 2014)



65
66
67
68
69
70

KATINA, S., 2014: ANALYZA PREZIVANIA

18

Ked'ze KM krivka prezivania je schodovitd funkcia, inverzia 51 (t,) nie je jednoznacne definovana.
Odhad kvantilu bude potom

t, = min{t; : S(t;) < 1—p}.

—

Aplikovanim delta metédy na Varg[S (,)] dostaneme

‘//C”"\ﬁ\p] _ Va?;G/[\S(tP)] ’ f@;) _ S(af) _/\Sap)

malé cislo. Najcastejsie € =

[f(tp)]z lp - Yp

kde u, = max{t; : St) > 1 —p+e€} alAp = min{t; : St) <1 —p—e€pprei=1,2...,1 <n,
kde wu koresponduje s hornou hranicou, [ s dolnou, I je pocet rozdielnych casov zlyhania, € je Vg\fmi
0.05 akceptovatelné, ale musi byt velké, ak |l, — @,| ~ 0. Za S (¢)
dosii_l’ge Sk (1), Sp () alebo §E—@B (t). Potowstaneme M) g(KMmod) ((B) -, jliHmodB)

—

Var F;,KM)} =Var [%KMmOd)], Var F}(,B)} a Var [%\;FHmOdB)].

—

Priklad 41 (medidn, AML) Vypocitajte medidan casu prezivania i, jeho rozptyl Var[n] a 100x (1—
a)% intervalov spolahlivosti pre tos pre AML ddta (skupina A).

ﬁ::%b5,VQM{ﬁ]:

To5 = 31 tyzditov, g5 = max{t; : S(t;) > 0.55} = 23 a los = min{t; : S(t;) < 0.45} = 34

—

Varg [g(fos)]

[ (f0.5)]2

f(?)l) _ S(@o.5)=S(los) _

lo.s—o.5
Vm] _ (0.16419327
= \0.02231405

)2 = 54.144,

S(23)-5(34) _ 0.6136364—0.3681818 _ 0.022

34—23 11

—

Var[31] = 7.358,95% IS = (16.578, 45.422) tyzdiia

Priklad 42 (programovanie, kvantily) Naprogramujte v ® funkciu na vijpocet odhadu kvantilov

casu preZivania %;,, Var@] a 100 x (1 — )% intervalov spolahlivosti pre t,,.

Priklad 43 (medidn, AML) Vypocitajte medidn tys a jeho 100 x (1 —a)% intervalov spolahlivosti
pre AML data (skupina A).

kvantily.km(survobjA.KM,p = 0.5,

# kvp sd(kvp)
#01,] 31 7.3583 16.578 45.422

kvantily.km(survobjA.B,p

# kvp sd(kvp)
#01,] 34 8.5516 17.2392 50.7608

DHIS

HHIS

= 0.5, eps = 0.05, conf.coef =

DHIS HHIS

eps = 0.05, conf.coef = 0.975)

0.975)

3.7 Odhad strednej hodnoty a medianu zostatkového zivota a ich rozptyl

Odhad strednej hodnoty zostatkového zivota v case t nazyvame priemerny zostatkovy zivot v
case t a vypocitame ho v spojitom pripade ako

a v diskrétnom pripade ako

—

mrl(t)

1

()

e Swdu
HlI'l t) = ——nr——"—
(t) o

)

(tir — )S(t:) + >

j:ti+1 Stj Smax(tmax 7Cmax) -1

(tie1 —1)S(t;) | .

(10. decembra 2014)
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kde t; S/\t < Tit1- N N N
Za S(-) dosadime Sk (-), Sp(+) alebo Spamoan (). Rozptyl priemerného zostatkového zivota od-
hadneme nasledovne

Var(m(t)] = §21(t) ( /t o { / o §(:v)dw}

pre spojity pripad, kde u € (t, tyax), a ako

2

52 (u) du + { /t o §(u)du]

= 1

Var[mrl(t)] = =0

> > (ti1 —1;)S(t;)| F&(t:)

i:tSti Smax(tmax »cmax)fl j:ti Stj Smax(tmaxacmax)fl

+ [ (tisr = DS(t) + > (b1 = )8t | D 3%@))

Jitita Stj SmaX(tmax,Cmax)_l it <t

pre diskrétny pripad, kde t; <t < t;,1. Za S (t) dosadime §KM (1), §B (t) alebo §FHmodB (). Potom
dostaneme mrlgy (), mrlg (1) a mrlpgmeqs () pit nasledovnych rozptylov

—— e~ e~

Varg [@KM] =Varg [ﬁKMmod]a Varxa [BHB}’ Varag [BHKM},

— —

Varxa [mrlFHmodB:| a Varg [mrlFHmodB:|'

Median zostatkového zivota (median residual life, median remaining lifetime) definujeme ako

mrl(t) = (t — 1) + (tis1 — t)ggi :%(55 <t; PP - :.)55@)

kde t; <t < tiy1, S(t;) > 0.5§(t) a S(tip) < O.5§(t). To znamen4, 7e ak sme mali pravdepodobnost
prezitia S(t) v ¢ase t, potom budeme mat nazive polovicu z tohoto mnozstva, t.j. 0.55(t), v case
t + mrl(¢). Rozptyl odhadneme nasledovne

VGT/[;I—;E@)} ~ 4%% <f;((:;>

Za S () dosadime Skt (1), S (t) alebo Sk Hmods (). Potom dostaneme mrliy (t), mrlg (t) a mrlppmeas ()
pit nasledovnych rozptylov

— — e

Varg [Hl\r/lKM] = Varg [ﬁKMmod]a Varxa [&EB}, Varag [/D—fl\r/lKM},

Varxa [mrlFHmodBi| a Varg [mrlFHmodB]

Priklad 44 (programovanie, priemerny zostatkovy Zivot) Naprogramujte v @® funkciu na vyj-
pocet odhadu strednej hodnoty zostatkoveho Zivota v case t. cvic.

Priklad 45 (priemerny zostatkovy zivot, AML) Vypoditajte priemerny zostatkovy Zivot v ¢ase
t =0 at=30 pre AML ddta (skupina A). Nakreslite krivku odhadu funkcie prezivania a pomocou
funkcie polygon () vyfarbite obsah pod nou za bodom t. cvic.

(10. decembra 2014)
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0)$mrl # 52.64545 52.64545 52.64545
30)$mrl # 45.70000 52.73077 52.57692

mrl (survobjA.KM, tcko
mrl (survobjA.KM, tcko

Priklad 46 (programovanie, rozptyl priemerného zostatkového Zivota) Naprogramujte v @®
funkciu na vgpocet odhadu rozptylu priemerného zostatkového Zivota v case t. DU

Priklad 47 (rozptyl priemerného zostatkového zivota, AML) Vypocitajte odhadu rozptylu prie-
merného zostatkového Zivota v ¢ase t =0 a t = 30 pre AML data (skupina A). DU

Priklad 48 (programovanie, median zostatkového Zivota) Naprogramujte v @ funkciu na vy-
pocet odhadu medidnu zostatkového Zivota v case t. DU

Priklad 49 (medidn zostatkového zivota, AML) Vypocitajte medidn zostatkového Zivota v ¢ase
t=0 at=30pre AML ddta (skupina A). DU

Priklad 50 (programovanie, rozptyl medidnu zostatkového zivota) Naprogramujte v @ fun-
kciu na viypocet odhadu rozptylu medianu zostatkového Zivota v case t. DU

Priklad 51 (rozptyl medidnu zostatkového Zivota, AML) Vypocitajte odhadu rozptylu medidnu
zostatkového Zivota v éase t =0 a t = 30 pre AML ddta (skupina A). DU

(10. decembra 2014)
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4 'Testy na porovnanie kriviek prezivania

Priklad 52 (nador plic) Nech t;;,i=1,...,n;,7=1,2 si éasy do zlyhania (imrtia) od diagnos-
tiky nddoru pliic v mesiacoch, kde j = 1 predstavuje I. typ terapie a j = 2 zasa IL. typ terapie (pozri
tabulku). Otestujte Hy : Sy (t) = Sy (t) oproti alternative Hy : Sy (t) # So (t) pomocou Sw a Syw
nesledovne (1) Sy = Wy a Sw = Wx, (2) Syw = Uy a Syw = Ux. VZdy presne naformulujte H;.
Okomentugjte vysledky.

ti; |52 240 19 53 15 43 340 133 111 231 378 49
skap (1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

Urcenie poradi

tiy |15 19 43 49 52 53 111 133 231 240 340 378

skap| 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 1
D1 - - 4 5 6 T 8 - - - 12
G0 2 3 o o o 0 9 10 11 -

Priklad 53 (asymptotickd normalita Sy) Pre ny =7 a ny = 5 porovnajte v ® asymptotické
rozdelenie Syw s jej exaktnym rozdelenim. Na vypocet asymptotickej hustoty pouzite funkciu dnorm()
a na vypocet asymptotickej distribucnej funkcie pouzite funkcie dnorm() a cumsum(). Na viypocet
exaktnej hustoty pouzite funkciu dwilcoz () a na vypocet exaktnej distribucnej funkcie pouzite fun-
kciu pwilcoz (). Teoretické a exakiné rozdelenie superponujte v podobe (1) hustoty, (2) distribucnej
funkcie a (3) qq-diagramu s qq-priamkou (na x-ovej osi bude sekvencia x od teoreticky mozného
min(Syw) po teoreticky mozné max(Syw) a na y-ovej osi teoretické kvantily y vypocitané pomocou
funkcie gnorm(); qq-priamka bude prechddzat bodmi (To.2s, To75) @ (Yo.25, Yo.r5))-

Hustota MW statistiky Distribucna funkcia MW statistiky qq-diagram MW rozdelenia

A

1.0

0.8
|

f(x)
|

06
20

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
I
kvantily

F(x)
0.4
1

S

. .

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35 0 10 20 30 40

0.0

X X X
nl=7,n2=5 nl=7,n2=5 nl=7,n2=5

Obr. 7: Rozdelenie Mann-Whitneyho statistiky Sy (ng = 7,19 = 5)

Priklad 54 (asymptotickd normalita Sy;) Porovnajte v @ asymptotické rozdelenie Syw s jej
exaktngm rozdelenim pre (1) ny =5 any =50, (2) ny =50 a ny =50, (8) ny =50 any =100 a (4)
ny = 100 a ny = 100.

Priklad 55 (nador plic pokrac.) Nech t;;,i=1,...,n;,j = 1,2 si éasy do zlyhania (dmrtia) od
diagnostiky nddoru pliic v mesiacoch, kde j = 1 predstavuje I. typ terapie a j = 2 zasa II. typ terapie
(pozri tabulku). Otestujte v @ Hy : Var[S, (t)] = Var[Sy (t)] oproti alternative Hy : Var[S; (t)] #

alt

Var[Sy (t)] pomocou Ssr a S&}. Okomentugte vysledky.

(10. decembra 2014)
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Riesenie (aj v ®):
Siegel-Tukey test

ti; |52 240 19 53 15 43 340 133 111 231 378 49
skap| 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1
rRYl9 - - 11 1 - - 10 12 - 2 7
R - 6 3 - - 5 4 - - 8 - -

Priklad 56 Naprogramujte v @ test Hy : Var[S, (t)] = Var[Ss ()] oproti alternative Hy : Var[S; ()] #

Var[Sy (t)] pomocou Ssr a S pouzitim algoritmu 1. Okomentujte vysledky.

Priklad 57 (dvojcatd; Wilcoxonov znamienkovy test) Pri skimani agresivnosti dvojéat psy-
cholégovia zaznamenali nasledovné skére (pozri tabulku). Otestujte Hy na o = 0.05, Ze prvorodené
dvojéa je agresivnejsie. PouZite Wilcozonov znamienkovy test, t.j. statistiky (1) Sw, (2) Sy, a (3)
Sw s korkeciou rozptylu na zhody. Porovnagte visledky.

i 1 2 3 4 5> 6 7 8 9 10 11
X;dvojcal | 8 70 76 68 90 72 77 90 70 71 87
Y, dvojca2 | 87 76 75 64 95 72 65 89 65 80 80

Zi=X;,-Y;|-2 =6 1 4 -5 0 12 1 5 -9 7
Zll 2 6 1 4 5 - 12 1 5 9 7
Ri| 3 7 15 455 - 10 15 55 9 8

Priklad 58 (asymptotickd normalita Skw) Pre ny = ny = n3 = 5 porovnajte v ® asympto-
tické rozdelenie Skw s jej exaktnym rozdelenim. Na vypocet asymptotickej hustoty pouzite funkciu
dchisq() a na vypocet asymptotickej distribucnej funkcie pouZite funkcie dchisq() a cumsum().
Na vypocet exaktnej hustoty pouzite funkciu dwilcoxz() a na vypocet exakinej distribucnej funkcie
pouZite funkciu dKruskalWallis() v kniZnici SuppDists. Teoretické a exakiné rozdelenie super-
ponujte v podobe (1) hustoty, (2) distribuénej funkcie a (3) qq-diagramu s qq-priamkou (na x-ovej
o0si bude sekvencia x od teoreticky mozného min(Skw) po teoreticky mozné max(Skw) a na y-ovej
osi teoretické kvantily y vypocitané pomocou funkcie qchisq(); qq-priamka bude prechddzat bodmi
(To.25, To.75) @ (Yo.25, Yo.75) alebo alternativne bude qq-priamku reprezentovat os prvého a tretieho kvad-
rantu).

Priklad 59 (asymptotickd normalita Sk ) Porovnajte v @ asymptotické rozdelenie Sgw s jej
exaktnym rozdelenim pre (1) ny = ny =5 a ng = 50, (2) ny = ny = n3 = 50, (3) ny =ny =50 a
ns =100 a (4) ny = ny = ng = 100.

Priklad 60 (WBC pokrac.) Majme pacientov s akitnou myeloidnou leukémiou a v rdmci nich
skupinu AG-pozitivnych (vyskyt urcitiych Specifickijch indikatorov choroby v kostnej dreni). Pre cho-
robu je charakteristické, Ze s poctom bielych krviniek (white blood cells counts, WBC) wvzrastnd
zdvaznost choroby. Nech t;,i = 1,2,...,17 si ¢asy do zlyhania v tyzdiioch (pozri tab.). (a) Otes-
tujte Hy = S1(t) = Sa(t) = S5(t), alternativa a) Hy : S;(t) # S;(t),i < jii,5 = 1,2,3, b)
Si(t) £ S(t) & Sy(t), ¢) Si(t) X Sa(t) X Ss(t). Pousite (1) Sicw, (2) Sy, (3) Sc a (4) Si.
(b) Vypocitagte Kendalov korelaényj koeficient T medzi ¢asom do zlyhania a prislusnostou do skupiny
1,2, a 3 pomocou Sy. (¢) Porovnajte Sc a Sy. (d) Otestujte odklon od trendu. (e) Graficky zndzornite
prislusnost do skupiny voci ¢asu do zlyhania spolu s krivkou spdjagicou priemerny ¢as do zlyhania v
kazdej skupine. Okomentujte adekvdtnost lindrneho trendu.

RieSenie:
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CVic.

pred.

DU

DU

pred.



KATINA, S., 2014: ANALYZA PREZIVANIA 23

Tabulka: Rozdelme AG-pozitivnych pacientov do troch skupin nasle-
WBC L dovne
2300 | 65
750 | 156 e Skupina 1: WBC > 100000, n; = 3, (1, 1, 65)
4300 | 100
2600 | 134 e Skupina 2: WBC € (10000, 100000), ny = 6, (108, 121,
6000 | 16: 4, 26, 22, 5),
10500 ) 108 e Skupina 3: WBC < 10000, ng = 8, (65, 156, 100, 134,
10000") 121 16, 39, 143, 56)
17000 4
5400 | 39 Tabulka:
7000 | 143 sk.1 1 1 - - - - - -
9400 | 56 sk.2 - -4 5 - 22 26 -
32000 | 26 sk3| - - - - 16 - - 39
35000 | 22 poradie | 1.5 1.5 3 4 5 6 7 8
100000 1 sk.1| - 65 - - - - - _
100000 1 sk.2 | - - - 108 121 - - .
52000 5 sk.3 156 65 100 - - 134 143 156
100000 65 poradie | 9 105 12 13 14 15 16 17

Ry =4.50, Ry, = 7.833, Ry = 11.5625
Skw = iy S E 3+ 1) = A2 [3x 45246 x 7.833 +8 x 11.56252] —3x18 = 4.762662,

i=1"n; 17x18
p-hodnota= 0.0924
Sp =300 1nj(Lj— M;)R; =3x (0—14) x 4546 x (3 —8) x 7.833+8 x (9 —0) x 11.5625 = 408.5
Var[Sy] = "52 525 g (L = My)* = TG 3% (0~ 14) 4+ 6 x (3 - 8)?
+8 x (9 —0)?] = 187.99732
Z5, = 408.5/187.9973 = 2.172903, p-hodnota=0.0298

Skw — (Z1)% = 4.762662 — 2.172903% = 0.0412, p-hodnota=0.8392

WBC

50

1.0 15 2.0 25 3.0

skupina

Obr. 8: Linearny trend pre WBC data

Priklad 61 (nador plic pokrac.) Necht;;,i=1,...,n;,j = 1,2 si éasy do zlyhania (dmrtia) od
diagnostiky nddoru pliic v mesiacoch, kde j = 1 predstavuje I. typ terapie a j = 2 zasa II. typ terapie
(pozri tabulku). Otestujte Hy : Sy (t) = So (t), alternativa Hy : Sy (t) # S (t). Pouzite (1) Sgw, (2)
Sy, (3) Sc a (4) Sp. Vidy presne naformulujte Hy.

Priklad 62 (pokraé. WBC) Majme pacientov s akitnou myeloidnou leukémiou a v rdmci nich
skupinu AG-pozitivnych (vyskyt urcitych Specifickijch indikatorov choroby v kostnej dreni). Pre cho-
robu je charakteristické, Ze s poctom bielych krviniek (white blood cells counts, WBC) vzrastnd
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zdvaznost choroby. Nech t;,i = 1,2,...,17 si casy do zlyhania v tyZdrioch prishichagice zoradenym
WBC' (pozri tab.). Vypocitajte Kendallov korelacny koeficient 7. Otestujte nezdvislost medzi poctom
bielych krviniek a casmi do zlyhania na hladine viyznamnosti o = 0.05.

WBC tz Cij dij
750 [ 156 | O | 16
2300 65| 5| 9
2600 | 134 | 1] 13
4300 | 100 | 3| 10
5400 | 39| 5| 7
6000 | 16| 7| 4
7000 | 143 | 0| 10
9400 | 56| 3| 6
10000 [ 121 | O | 8
10500 | 108 | O | 7
17000 41 4| 2
32000 | 26| 1| 4
35000 | 22 1| 3
52000 o1 1] 2
100000 1] 1] 0
100000 11 11 0
100000 | 65| O] O

Riesenie:
cij =#(1 t;, T WBC;) pod i, c =) ¢y,
di; = #(1 t;,1 WBC;) pod i, d =) d;;,
— 101, Mn=D) _ 17><16
d

c= 37d » T 9 T2
7= =05

2
Var[7] = 2220 — 0,032,

9x17(17—1)

2z = —0.5/1/0.032 = —2.801 a p-hodnota=0.005.

Priklad 63 (WBC pokraé.) Vypocitajte Spearmanov korelacnyj koeficient rs. Otestujte nezdvislost

medzi poctom bielych krviniek a ¢asmi do zlyhania pomocou Zg na hladine vijznamnosti o = 0.05.

Priklad 64 (testy pre cenzurované data) Majme ddata z klinickej §tidie zhrnuté v nasledovnej
tabulke (pozri tabulku). (a) Vytvorte kontingenéné tabulky v kazdom case zlyhania t;,1 = 1,2,...,7
pouzitim celkového poctu subjektov v riziku n; v case t;, celkového poctu zlyhani d; v case t;, celkového
poctu subjektov prvej skupiny v riziku ny; v case t; a celkového poctu zlyhani dy; subjektov prvej sku-

piny v case t;. (b) Vypocitajte stredné hodnoty Eoldy;], rozdiely empirickych a o¢akdavanych pocetnosti

dii — Epldyi], ako aj rozptyly Vargldy). (¢) Otestujte Ho : Ay (t) = Ao (t) oproti Hy = Ay (t) = 0o (¢)
pomocou testovacich Statistik Qaw, Qon, Qrw a Qpp. (d) Nakreslite Kaplan Meierove odhady fun-
kcie prezivania pre obe skupiny do ]edneho obrdzka. (e) Vypocitajte (1) Op, Var[0uu) a 95%IS pre
Op, (2) GMH a 95%1S pre Oy a (3) 0

RiesSenie:
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ti ng di my dy | Eo [du] dy; — Ey [du] Var [du]

3 10 1 5) 1 0.50 0.50 0.2500

5 9 1 4 1 0.44 0.56 0.2469

7T 8 1 3 1 0.38 0.62 0.2344

12 6 1 1 0 0.17 —0.17 0.1389
18 5 1 1 1 0.20 0.80 0.1600

19 4 1 0 0 0.00 0 0
20 3 1 0 0 0.00 0 0
suma 4 1.69 2.31 1.0302

Q = 2.312/1.0302 = 5.179674, p-hodnota=0.02285261.
2g = 4/2.312/1.0302 = 2.275890, p-hodnota=2 x 0.01142630 = 0.02285259

KT v kazdom c¢ase t;:
| di ai|sp|ds ax|sp|ds as|[sp|di aslsp
skup. 1] 1 4| 5 1 3| 4| 1 2| 3| 0 1| 1
skup. 2| 0 5| 5 0 5| 5| 0 5| 5| 1 4| 5
splf 1 9710 1 8| 9 1 7| 8| 1 5| 6

| ds a5 |sp|ds as|sp|dr ar|sp| |

skup. 1 1 0] 1§ 0 O] Of O 0] O

skup. 2| 0 4| 4 1 3| 4| 1 2| 3

sp 1 4] 5 1 3] 4 1 2] 3
testovacie kritérium (Q p-hodnota

GW | 4.695652 0.03023902
CM | 5.197242 0.02262275
TW | 4.970637 0.02578116
PP | 4.732935 0.02959035

— skup. 1
- skup. 2

funkcia prezivania
00 02 04 06 08 10 12

cas

Obr. 9: Kaplan Meierove odhady funkcie prezivania

Priklad 65 (AML, pokrac.) Nakreslite (a) kumulativne riziko jA\KMJ(t),j = 1,2 pre obe skupiny,
(b) kumulativne riziko KNA,J- (t),7 = 1,2, (¢) Kaplan-Meierove krivky prezivania :S*\KMJ (t),7 =1,2.
(d) Otestujte Hy : A\ (t) = Ao (t) oproti Hy = A (t) = OXy (t) pomocou testovacich Statistik Qg
a Qpp. Pouzite funkcie survdiff() s argumentami rho=0 (Quu) a Tho=1 (Qpp). (e) Otestujte
Ho = A (8) = A2 (t) oproti Hy : Ay (t) = 0As(t) pomocou testovacich Statistik Qaw, Qom, Qrw a
Qpp. (f) Vypocitajte (1) Op, Var[Ban] a 95%IS pre 0p, (2) Oy a 95%IS pre Oy a (3) Ty
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KM kumulativne riziko pre AML data NA kumulativne riziko pre AML data
|
o o — skup M I
k> <
N N
s 2 _ s = |
[ - [ -
= =
T ke
=3 =3
E w_ E v |
= o = [=]
| | | | | | | | \ | | |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
cas do relapsu (v tyzdnoch) cas do relapsu (v tyzdnoch)

Obr. 10: Odhady kumulativneho rizika pre AML data

Krivky prezivania a IS

— skup M
***** skup NM
)
.‘g
o
]
(=]
c
=}
o
=}
(=]
o
@
o
g
=
T T T
0 50 100 150

cas do relapsu (v tyzdnoch)
plain skala

Obr. 11: Kaplan Meierove odhady funkcie prezivania pre AML déta

5 Charakteristiky definované sc¢itacim procesom

Vo formuldcidch séitacim procesom (X;,0;) nahradime (N;(t),Y;(t)), kde N;(t) je pocet pozoro-
vanych udalosti v intervale (0,t) v jednotke 1,

{ 1 jednotka i je v riziku v case t (pozorujem ju)
Yi(t) = : :
0 inak

Tdto formuldcia obsahuge ddta s pravym typom cenzir ako $pecidlny pripad, teda Y; (t) = I ({T; > t})
a N; (t) =1({T; <t, § =1}). Vsimnime si, Ze N (t) je zprava spojitd a Y (t) zlava spojitd. Y (t) je
prikladom predikovatelného procesu, ktorého hodnoty v ¢ase t si zndme nekoneéne krdtko pred t, v
case t—, ak nie skor. Scitaci proces je stochasticky proces zac¢inajuci v case 0, ktorého trajektoria je
zprava spojitd funkcia so skokmi velkosti 1. Pre N (t) potom plati {N (t) : t > 0}, N (0) =0 [7].

Odhad kumulativneho rizika je definovany na zdklade agregovaného procesu Y (t) = .. Y; (t),
N(@)=>,N;(t),dN (t)=AN(t)= N (t)— N (t7), kde N (t) je suma udalosti do ¢asu t vrdtane,
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Y (t) je pocet jednotick v riziku v case t (formdlne ide o pocet jednotick v riziku v casovom intervale
(t —€,t) pre malé €).

Priklad 66 Majme ndhodnyj vektor (X;,6;), definovany nasledovne (pre nejaku fiktivnu i-tu statistickd
jednotku, t.j. subjekt)

1) (XZ,(S) = (3,0), t.j. v ¢ase X; = 3 je cenzira, N;(t) = N;(3) = 0, V;(3) = Vi(3) =1
— (Ni(3),Yi(3)) = (0, 1),

2) (XZ,(S) = (4, 1) tg. v case X; = 4 je udalost (zlyhaniec), N;(4) = 1, Y;(4) = 1, t.j.
(Vi (4),Yi(4)) = (1,1),

3) Ak mdme viac udalosti: (N; (0.5),Y;(0.5)) = (1,1), (V; (2),Y:(2)) = (2,1).

Klasicky Kaplan-Meierov (KM) odhad funkcie preZivania je definovany nasledovne

Sku(® = TT [1 - AR (1) -

i:ti St

kde AKKM (t;) = Y(t ) ]6 odhad rizika a KM odhad kumulativneho rizika AKM( )=—1In §KM (t) =

- Zi:tigt hl <]_ — AAKM (tz)> .
Breslowov (B) odhad funkcie preZivania definujeme nasledovne

§B (t) = exp <_KNA (t)> = H e_AKNA(ti)

it <t

kde Ayy (1) = D i<t N = D i, <t . je Nelson-Aalenov (NA) odhad kumulativneho rizika.
Greenwoodov (G) odhad rozptylu kumulativneho rizika definujeme nasledovne

2 - —_ B AN (s)
oa(t) = Varg [AKM (t)} - i;tY(s) [V (s) = AN (s)]’

plug-in odhad rozptylu kumulativneho rizika (nazjva sa aj Kleinov odhad; mazimdlne viero-
hodnyj odhad)

—

5200 = Varn [7\ (t)] ~ 42 AN (s) (Y?(s() ) AN (s))’

binomicky odhad rozptylu kumulativneho rizika

53(t) = Varg [R (0] = 3 AN (5) (V (s) = AN (5))

it <t Y (5) (? (5> - 1)

NA odhad rozptylu kumulativneho rizika (nazyva sa aj Aalenov, Poissonov alebo Tsiatisov
odhad)

o7(t) = Varm( )} = Z A?ZS)
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6 Softvérova implementacia charakteristik prezivania

@ kniznica l1ibrary (survival) pomika nasledovné moznosti. Oznacme

surv.obj <- survfit(Surv(cas,status)~1, type="...",error="...",conf.type

=" .m)).
Potom
1. odhady funkcie preZivania vypocitame ako
(a) Sk (t): type="kaplan-meier" (prednastavené);
(b) Sp (t): type="fleming-harrington";
(¢) Srimoan (t): type="fh2";

2. odhady rozptylu ako

(a) Varg [§KM (t)] : error="greenwood" (prednastavené);

—

(b) Varg [§B (t)] s error="tsiatis";
3. typy intervalov spolahlivosti (IS) ako

(a) Ziadny: conf.type="none";
(b) skadla funkcie prezivania: conf.type="plain";
(c¢) skala kumulativneho rizika: conf.type ="log" (prednastavené);

(d) skdla logaritmu kumulativneho rizika: conf.type="log-log".
Dalsimi arqgumentami si
4. koeficient spolahlivosti conf.int=0.95 (prednastavené);
5. uprava spodnej hranice IS, kde argument

(a) conf.lower="usual" (nemodifikovand dolnd hranica IS);
(b) conf.lower="peto" (pouziva Petov efektivny rozsah siboru n**(t));

(c) conf.lower= "modified" (pouziva Dorey-Korn modifikiciu).

Priemerny vek preZivania a jeho smerodajnd odchylka ako aj medidn a jeho smerodajnd
odchylka sa vypocitaji ako

1. print (surv.obj,print. rmean=TRUE) alebo
2. print (surv.obj, rmean="individual").

Na rozlisenie typu cenzurovania je dolezity pocet argumentov funkcie Surv(). Ak su dva, t.].
Surv(cas, status), ide o pravy typ cenzurovania. Ak siu tri, t.j. Surv(cas,casl, status),
potom ide o intervalové cenzurovanie. Pomocnym argumentom je type="..." kde rozlisujeme

1. type="right" (pravy typ), type="interval” (intervalovy typ cenzirovania I. typu, kde in-
terval (—oo,t;) oznacujeme (NA,t;));

2. type="interval2" (intervalovy typ cenzirovania II. typu; kde interval je typu (t1;,t2;) alebo
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3.

interval (t;,00), ktory oznacujeme (t;, NA)).

Dolnou hranicou intervalu moze byt aj 0 a hornou hranicou tmx.

Vistupmi objektu surv.obj a summary(surv.obj) si nasledovné

~

AT T s B S o R S

rozsah — n,

pocet jedincov v riziku v jednotlivijch ¢asoch — n.risk,

pocet udalosti (zlyhani) v jednotlivijch ¢asoch — n.event,

pocet cenzur v jednotlivijch casoch — n.censor,

odhad funkcie preZivania v jednotlivijch ¢asoch — surwv,

odhad odmocniny z rozptylu funkcie preZivania v jednotlivych casoch — std. err,
dolnd hranica IS pre funkciu preZivania v jednotlivich ¢asoch — lLower,

hornd hranica IS pre funkciu prezivania v jednotlivych ¢asoch — upper,

casy, v ktorych nastalo

e zlyhanie alebo cenzira — time (pre surv.obj).

e zlyhanie — time (pre summary(surv.obj)).
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7  Struktira funkcii na cviéenia a do DU

Sruktira funkcie pre odhad kumulativneho rizika, jeho rozptylu, intervaly spolahlivosti a pds spolah-
livosti pre kumulativne riziko a graf, tj. funkcie, ktord bude ,vietko“ pocitat a zobrazovat v jednot-
livijch ¢asoch zlyhania to,ty, . .., max(tmax, Cmax), jé nasledovnd (¢iselny vijstup je vo forme tabulky
TAB.kum.riz. IS, pozri nizsie)

kumulativne.riziko.all (cas,status, type="KM", error="G",
conf.coef=0.95,conf.type="plain",
plot=FALSE,plot.conf.int=FALSE,plot.conf.band=FALSE),

kde st mozné nasledovné

1. kombinacie odhadov

o~

(a) type="KM" pre Axy(t) a error="G" 04 (t); prednastavené;

(b) type="NA" pre Ayu(t) a error="T" 52(t); namiesto 6%(t) mézeme pouzit aj 5%(t) alebo

o2(t), potom error="B", resp. error="K");

(c) type="FHmodNA" pre Apmmoana(t) a error="FH" 52, (t):

2. typy IS

(a) skdla kumulativneho rizika: conf.type ="plain" (prednastavené);
(b) skala logaritmu kumulativneho rizika: conf.type="log";

(¢) skdla arcus-sinusovd odmocninovd: conf.type="arc-sin".
3. volby kreslenia obrdzkov (¢iselné vypocty si vidy vystupom funkcie)

(a) plot=FALSE, plot.conf.int=FALSE, plot.conf.band=FALSE — nekreslime Ziaden obrdzok;

(b) plot=TRUE, plot.conf.int=FALSE, plot.conf.band=FALSE — kreslime obrdzok len s
odhadom kumulativneho rizika;

(c) plot=TRUE, plot.conf.int=TRUE, plot.conf.band=TRUE — kreslime obrdzok s odhadom
kumulativneho rizika, a intervalmi a pdsmi spolahlivosti pre kumulativne riziko.

Struktira funkcie pre funkciu prezivania, jej rozptylu, intervaly spolahlivosti a pds spolahlivosti pre
funkciu prezivania a graf, tj. funkcie, ktord bude ,vsetko“ pocitat a zobrazovat v jednotlivijch éasoch
Zlyhania to, ty, . .., max(tmax, Cmax ), j€ nasledovnd (¢iselny vijstup je vo forme tabulky TAB. fcia.prez. IS,
pozri nizsie)

funkcia.prezivania.all(cas,status, type="KM", error="G",
conf.coef=0.95,conf.type="plain",
plot=FALSE,plot.conf.int=FALSE,plot.conf.band=FALSE),

kde si mozné nasledovné

1. kombindcie odhadov

(a) type="KM" pre Sk (t) a error="GKM" Varg [:S'\KM (t)] ,

——

(b) type="B" pre Sp (t) a error="NAB" Varya [S\B (t)},
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(c) type="B" pre S (t) a error="AJB" Var, [§B (t)] ,
(d) type="FHmodB" pre S ptmodB (t) a error="NAFH" Varya [ngmodB (t)} a

—

(e) type="FHmodB" pre §FHmOdB (t) a error="GFH" Varg [S\FHmodB (t)]

2. typy IS

(a) skdla funkcie prezivania: conf.type ="plain" (prednastavené);
(b) skdla logaritmu funkcie preZivania: conf.type ="log";
(¢) $kdla logaritmu kumulativneho rizika: conf.type="log-log";

(d) skdla arcus-sinusovd odmocninovd: conf.type="arc-sin".
3. volby kreslenia obrdzkov (ciselné vypocty si vidy vistupom funkcie)

(a) plot=FALSE, plot.conf.int=FALSE, plot.conf.band=FALSE — nekreslime Ziaden obrdzok;

(b) plot=TRUE, plot.conf.int=FALSE, plot.conf.band=FALSE — kreslime obrdzok len s
odhadom kumulativneho rizika;

(¢) plot=TRUE, plot.conf.int=TRUE, plot.conf.band=TRUE — kreslime obrazok s odhadom
kumulativneho rizika, intervalmi a pdsmi spolahlivosti pre kumulativne riziko.

Vyssie uvedené funkcie budi nacitavat vo svojom tele dalsie funkcie

1. pocetnosti(time,status) s vistupom v podobe tabulky obsahugjicej casy do zlyhania t; (ozn.
ti), pocty jedincov v riziku n; tesne pred c¢asom t; (ozn. ni) a pocty zlyhani d; v case t; (ozn.
di);

2. kumulativne.riziko(ti,ni,d,type="KM",error="G"), ktorej vystupom je tabulka
TAB. kum. riz obsahujuca stlpce ti, di, ni, Lambda a Var[Lambda] (nastavenia argumentov type
a error kopiruji nastavenia funkcie kumulativne.riziko.all());

3. kumulativne.riziko.IS(TAB.kum.riz,conf.type ="plain"), ktorej vystupom je tabulka
TAB.kum.riz.IS obsahujuca stlpce t4, di, ni, Lambda, Var[Lambda], DH.IS a HH.IS (nasta-
venie argumentov conf.type a conf.coef kopiruji nastavenie funkcie kumulativne.rizi-
ko.all());

4. funkcia.prezivania(ti,ni,di,type="KM", error="G"), ktorej vijstupom je tabulka
TAB. fcia.prez obsahujuca stlpce ti, di, ni, S a Var[S] (nastavenia argumentov type a error
kopiruji nastavenia funkcie funkcia.prezivania.all());

5. funkcia.prezivanta.IS(TAB. fcia.prez,conf.coef=0.95,conf.type="plain"), ktorej vys-
tupom je tabulka TAB. fcia.prez.IS obsahujuca stlpce ti, di, ni, S, Var[S], DH.IS a HH.IS
(nastavenia argumentu conf. type a conf. coef kopiruji nastavenie funkcie funkcia.preziva-
nia.all()).

Dalsou funkciou bude funkcia

zakl.char.prezivania(TAB. fcia.prez, conf.coef=0.95,t,epsilon=0.05,
plot.mu=FALSE, plot.mrl=FALSE),
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ktord bude nacitavat vo svojom tele dalsie funkcie (kazdd z nich bude mat vijstup v podobe vektora ob-
sahujiiceho parameter, Var[parameter], DH.IS a HH. IS a celkovy vystup je tabulka so styrmi riad-
kami (ozn. ako priemer, median, priemerny.zostatkovy.zivot a median.zostatkove- ho.zivota)
a styrmai stli?cami; vstupom je okrem iného samotny odhad funkcie preZivania, preto nie je nutné mat
ako vstup typ odhadu a jeho rozptyl)

1. priemerny.cas.prezivania(TAB. fcia.prez,conf.coef=0.95,plot. mu=FALSE), ktorej vys-

tupom bude vektor obsahugici parameter [, Var[parameter] Var[i|, DH.IS dolnd a HH.IS
hornd hranica Waldovho empirického 100 x (1 — «)% IS pre stredni hodnotu c¢asu preZivania
(argument plot.mu znamend, Ze funkcia nakresli obsah pod krivkou prezivania pomocou funkcie

polygon());

2. median.casu.prezivania(TAB. fcia.prez, conf.coef=0.95,plot.mr1=FALSE), ktorej

vystupom bude vektor obsahujici parameter ji, Var[parameter] Var(n], DH. IS dolnd a HH. IS
hornd hranica Waldovho empirického 100 x (1 — )% IS pre medidn casu preZivania (argument
plot.mrl znamend, Ze funkcia nakresli za bodom t obsah pod krivkou preZivania pomocou fun-
kcie polygon());

3. priemerny.zostatkovy.zivot (TAB. fcta.prez,t,conf.coef=0.95), ktorej vstupom je ok-

rem iného c¢ast a vystupom vektor obsahujici parameter ;L?l(t), Var[parameter] Var[?n?l(t)],
DH. IS dolnd a HH. IS hornd hranica Waldovho empirického 100 x (1 — )% IS pre stredni hod-
notu zostatkového Zivota;

4. median.zostatkoveho.zivota(TAB. fcia.prez,t,conf.coef=0.95), ktorej vstupom je ok-

rem iného c¢ast a vystupom vektor obsahujici parameter ;n\r/l(t), Var[parameter] Var[;gr/’l(t)],
DH. IS dolnd a HH.IS hornd hranica Waldovho empirického 100 x (1 — )% IS pre medidn zo-
statkového Zivota.
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