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1 Model rozdelenia pravdepodobnosti a Statisticky model

Priklad 1 (porovnanie dvoch typov modelov) Model rozdelenia pravdepodobnosti je modelom
ndhodnej premennej X, napr. model rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X Sirka dolnej
celuste alebo (2) model rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X hribka koZnyjch rias u
dospelijch zdravijch Zien. Statisticky model je modelom ndhodnej premennej Y|X (Y kauzdlne zavisi
na X ), napr. (1) model zdvislosti ndhodnej premennej Y Sirka dolnej celuste na premennej X pohlavie
alebo (2) model zdvislosti ndhodnej premennej Y hribka koznijch rias w dospelych zdravijch Zien na
premennej X BMI. Vimnime si, Ze ndhodné premenné oznacujeme X alebo'Y podla toho, aky model
ich charakterizuje. pred

Priklad 2 (jednoduchy nahodny vyber) V jednoduchom ndhodnom vijbere s rozsahom n z po-
puldcie s konecniym rozsahom N md kazdy prvok rovnaki pravdepodobnost vybratia. Ak vyberdme bez
vrdtenia, hovorime o jednoduchom mndhodnom vyjbere bez vrdtenia' (Dalgaard 2008). Ak vy-
berdme s vrdtenim, hovorime o jednoduchom ndhodnom vybere s vrdtenim?. Majme mnozinu
M s N =10 prvkami a chceme z nej vybrat n = 3 prvkov (a) bez vrdtenia a (b) s vrdtenim. Kolko
mdme moznosti? Ako vyzerd jedna takdto moznost, ak ide o mnoZinu M = {1,2,...,10}. Zopakujte
to isté pre N =100, n = 30 a mnozinu M = {1,2,...,100}. cvic

RieSenie aj v ®

(a) Spolu méme (]X ) moznych ndhodnych vyberov. Ak N = 10 a n = 3, potom kombinaéné &islo
(%) = v = (5) = 120 moznosti. Ak N =100 a n = 30, potom (7)) = (') = 2937234 x 10
moznosti.

choose (10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

choose (100,30)

library (utils)

combn (10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

combn (100,30)

sample (x=1:10,size=3,replace = FALSE) # jednoduchy nahodny vyber bez vratenia
sample (x=1:100,size=30,replace = FALSE)

(b) Spolu mame (Nt?*l) moznych nahodnych vyberov. Ak N = 10 a n = 3, potom (NJr:*l =
S = (%71 = 220 momosti. Ak N = 100 a n = 30, potom (Y1) = (007 —

2.009491 x 102 moznosti.

choose (10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

choose (100+30-1,30)

library (utils)

combn (10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

combn (100+30-1,30)

sample (x=1:10,size=3,replace = TRUE) # jednoduchy nahodny vyber s vratenim
sample (x=1:100,size=30,replace = TRUE)

Priklad 3 (jednoduchy ndhodny vyber) Nech je skupina ludi oznacend identifikacniymi cislami
(ID) od 1 do 30. Vyberte (a) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, (b) ndhodne 5 ludi z 30 s ndvratom
a nakoniec (c) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, kde ludia s ID od 28 do 30 maji pravdepodobnost
vybratia 4x vicésiu ako ludia s ID od 1 do 27. cvic.

'Kombindcie bez opakovania n-tej triedy z N prvkov mnoziny M.
2Kombinécie s opakovanim n-tej triedy z N prvkov mnoziny M.

(14. decembra 2014)
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Riesenie v ®

sample (x=1:30, size=5,replace = FALSE)
sample (x=1:30, size=5,replace = TRUE)
sample (x=1:30, size=5, prob=c(rep(1/39,27) ,rep(4/39,3)), replace = FALSE)

Priklad 4 (normadlne rozdelenie) Majme ndhodni premenni X (méze to byt napr. vyska postavy
10-ro¢ngjch dievéat) a predpokladdme, Ze md normdlne rozdelenie s parametrami pu (strednd hodnota)
a o2 (rozptyl), éo zapisujeme ako X ~ N(u,0?), u = 140.83,0% = 33.79. Normdlne rozdelenie pred-
stavuje model rozdelenia pravdepodobnosti pre tito ndhodnii premennii. Vypocitajte pravdepodobnost
Pra<X <b)=Pr(X <b)—Pr(X <a)=Fx (b)—Fx (a), kdea=p—ko,b=pu+ko, k=1,2,33
Nakreslite hustotu rozdelenia pravdepodobnosti, vyfarbite oblast medzi bodmi a a b a popiste osi x a
y tak, ako je uvedené na obrdzku 1.

Riesenie (aj v @®); (pozri obrdzok 1)

0= —o0=1350171, b= ju + o = 146.6429,

Pr(|X — | > o) = 0.3173,Pr (|X — u| <o) =1 — 0.3173 = 0.6827,

@ = — 20 = 129.2042, b =y + 20 = 152.4558,

Pr(|X — p| > 20) = 0.0455, Pr (|X — | < 20) = 1 — 0.0455 = 0.9545,
a=p—30=123.3913, b = pu + 30 = 158.2687,

Pr(|X — pu| > 30) = 0.0027, Pr (|X — p| < 30) = 1 — 0.0027 = 0.9973.

Alternativny vypocet cez Standardizované normalne rozdelenie (syn. normélne normované rozdelenie)
je nasledovny:

mu <- 0

sig <- 1

bin <- seq(mu-3*sig,mu+3*sig,by=sig)

pnorm(bin[7]) - pnorm(bin[1]) # 0.9973002

pnorm(bin[6]) - pnorm(bin[2]) # 0.9544997

pnorm(bin[5]) - pnorm(bin[3]) # 0.6826895

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. ,,miery normalneho rozdelenia*“).

Priklad 5 (normdlne rozdelenie) Majme X ~ N(u,0?), kde p = 150,0% = 6.25. Vypocitajte
= —Ti_o0 ab=p+x,_o0 tak, aby Pr(a < X <b) =1 — a, bola rovnd 0.90,0.95 a 0.99. Cislo
T1_q je kvantil normdlneho normovaného rozdelenia, t.j. Pr(Z = % <Ti_o)=1—a,Z ~ N(0,1).
Nakreslite hustotu rozdelenia pravdepodobnosti, vyfarbite oblast medzi bodmi a a b a popiste osi x a
y tak, ako je uvedené na obrdzku 2.

Dostaneme pravidlo 90 — 95 — 99 (tzv. ,upravené miery normadlneho rozdelenia*). Pouzili
sme nerovnost Pr (ua/g <7< Ul_a/g) = (Ul_a/g) - (ua/g) = 1—a, kde ® je distribu¢na funkcia
normalneho normovaného rozdelenia a vseobecne « € (0,1/2); v priklade v = 0.1, 0.05 a 0.01. Pozri
obrazok 2.

Priklad 6 (normdlne rozdelenie) Predpokladajme model normdineho rozdelenia N (132,13%) pre
systolickyj krvny tlak. Akd éast populdcie (v %) bude mat hodnoty vicsie ako 160 mm Hg?

3Pravdepodobnost Pr(a < X < b) = Pr(a < X <b), pretoze pravdepobnost v bode (tu a a b) je rovnd nule pre
spojité premenné, t.j. Pr(a) = Pr(b) = 0. Pre diskrétne premenné to neplati.

(14. decembra 2014)
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Obr. 1: Upravené miery normalneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto
krivkou medzi prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s
danou normovanou vyskou v rozpéati tychto kvantilov
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Obr. 2: Upravené miery normalneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto
krivkou medzi prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s
danou normovanou vyskou v rozpéti tychto kvantilov

Priklad 7 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze pocet ludi uprednostiujicich liecbu A pred
lieébou B sa sprdva podla modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost viskytu
udalosti) a N (rozsah ndhodného viberu), ozn. Bin (N,p), kde N = 20,p = 0.5, t.j. ludia preferuji
oba typy liecby rovnako. (a) Akd je pravdepodobnost, Ze bude 16 a viac pacientov uprednostriovat
lieccbu A pred liechou B? (b) Akd je pravdepodonost, Ze bude 16 a viac a zdrovern 4 alebo menej
pacientov uprednostriovat liecbu A pred liecbou B ? cvic

RieSenie (aj v ®)
0.5)20-% = 0.006.

1 |pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.9987116
2 |1-pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.001288414

Z vyssie uvedeného @-kédu vyplyva, Ze ide o pravdepodobnost Pr(X < 16) a Pr(X > 16), ale my
potrebujeme Pr(X > 16). Preto @-kdéd upravime nasledovne

1 ‘1—pbinom(15,size=20,prob=0.5) # 0.005908966

(14. decembra 2014)
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2 |sum(choose(20,16:20)*0.5“(16:20)*0.5“(20—16:20)) # 0.005908966

(b) Pr(X <4, X >16) =1— >, s Pr(X =) + >, <, Pr(X =) = 0.012. Tato pravdepo-
dobnost je dvojnasobkom predchddzajiicej pravdepodobnosti, lebo Bin(N,0.5) je symetrické okolo
0.5, t.j.

1 |1—pbinom(15,size=20,prob=0.5) + pbinom(4,size=20,prob=0.5) # 0.01181793

Priklad 8 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze Pr(vir) = 0.533 = p; je pravdepodobnost
vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na palci pravej ruky muzov éeskej populdcie a Pr(ostatné) =
0.467 = po je pravdepodobnost vijskytu ostatnijch vzorov na palci pravej ruky muzov ceskej populdcie,
pricom X je pocet virov a Y je pocet ostatnijch vzorov, kde X ~ Bin(N,p1) a Y ~ Bin(N,p,).
Vypoéitagte (1) Pr(X < 120), ked N =300 a (2) Pr(Y < 120), ked N = 300.

Priklad 9 (parametre) Priklady parametrov 6 — strednd hodnota i, rozptyl o, korelacny koeficient
p, pravdepodobnost p vyskytu nejakej udalosti, rozdiel dvoch strednijch hodnét p, — pis, podiel dvoch
rozptylov o3 /o3, rozdiel dvoch korelacnyjch koeficientov py — pa, rozdiel dvoch pravdepodobnosti py — ps
a pod.

Priklad 10 (binomické rozdelenie) Ak X ~ Bin(N,0),6 =p € (0,1), potom Yy je rovnaky pre
vSetky 0 a koinciduge s vyberovym priestorom Y = {0,1,... N }.

Priklad 11 (aproximdcia binomického rozdelenia normélnym) *Nech Pr(muz) = 0.515 zna-
mend pravdepodobnost viskytu muzov v populdcii a Pr(Zena) = 0.485 pravdepodobnost vyskytu Zien.
Nech X je pocet muzov a'Y pocet Zien. Za predpokladu modelu Bin(N,p) vypocitagte (a) Pr(X < 3),
ak N =5, (b) Pr(X <5), ak N =10 a (c¢) Pr(X < 25), ak N = 50. Porovnagte vypocitané prav-
depodobnosti s pravdepodobnostami aproximovaniymi normdlnym rozdelenim N(Np, Npq). Nakres-
lite hustotu rozdelenia pravdepodobnosti normdalneho rozdelenia a superponujte ju pravdepodobnostou
funkciou binomického rozdelenia tak, ako je uvedené na obrdzku 3. Nakreslite distribucni funkciu
normdlneho rozdelenia a superponujte ju distribucnou funkciou binomického rozdelenia tak, ako je
uvedené na obrazku 4.

Priklad 12 (normaélne rozdelenie) Model pre ndhodny vijber X1, Xo, ..., X,, je N(u,0?) a hovo-

rime, Ze X1, Xo, ..., X, pochddza z normdineho rozdelenia, t.j. X ~ N(u,c?). Parameter modelu
(@—)?

\/2177;6_ 207 ;v €R.

N(u,0?) je vektor @ = (u,0?). Hustota tohto rozdelenia md tvar f (x) =

Priklad 13 (Standardizované normalne rozdelenie) Model pre nahodny viber Xq, X, ..., X,
je N(0,1) a hovorime, Ze Xy, Xo,..., X, pochddza zo Standardizovaného normdlneho rozdelenia, t.j.

X ~ N(u,0?%), kde . = 0 a 0* = 1. Parameter modelu N(u,c?) je vektor @ = (0,1). Hustota tohto

22
rozdelenia md tvar ¢ (z) = f(x) = \/%76’7,35 eR.

Priklad 14 (dvojrozmerné normdlne rozdelenie) Ndhodnij vektor (X,Y )T md dvojrozmerné nor-
malne rozdelenie

2
. T _ 01 pO102
NZ(“‘az)a kdel/"_(ﬂbﬂZ) ad= <p0_10_2 0_% )7

4 Aproximécia znamend ,,priblizné vyjadrenie®, t.j. bud’ nejaké rozdelenie aproximujeme inym (majiicim isté vyhody
oproti tomu, ktoré aproximujeme), alebo aproximujeme ddta nejakym rozdelenim (ktoré popisuje ddta pomocou 'ahko
interpretovatelnych parametrov).

(14. decembra 2014)
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Obr. 3: Aproximécia binomického rozdelenia normalnym pre p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribuénou funkciou (druhy riadok)

s hustotou
1

1 2 2
_ (z—p) (x—p1)(y—p2) | (Y—p2)
z, o eXpy— { o —2 o10 + o }} )
f@y) 21/ o205 (1 — p?) { 2(1-p?) ' g e :

kde (z,y)" € R?, u; € RY, 07> 0,7 =12 pe (=1,1) si parametre, potom 6 = (p1, pi2, 07,05, p).
Vijraz v exponente mozeme pisat ako

1 T 9 -1
LT = 01 pPO102 T —
2(%#2) (pam a3 ) (y—u2>’

margindlne rozdelenia® st X ~ N (uy,03) aY ~ N (ug,032), p je koeficient koreldcic® (pozri obrdzok 5).

Priklad 15 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného nor-
malneho rozdelenia Ny (p,X) pomocou funkcie image() a superponujte ho s kontirovym grafom
hustoty toho istého rozdelenia pomocou funkcie contour(). (2) Nakreslite hustotu dvojrozmerného
normdlneho rozdelenia Ny (p,3) pomocou funkcie persp (). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov,
kde hodnoty v tyjchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). PouZite nasledovné
parametre

(a) pp =0, =0, 00 =1,00 =1, p=0;

(b) pp =0, =0, 0y =1,00 =1, p=0.5;

(¢c) t1 =0, =0, 01 = 1,00 = 1.2, p=0.5.

Vzorové riesenie pozri na obrazku 5.

SMargindne rozdelenie je rozdelenie marginilnej ndhodnej premennej, tu X nezdvisle na Y a naopak Y nezévisle
na X.

67 tohto prikladu je zrejmé, ze na dostatoény popis dvojrozmerného normalneho rozdelenia potrebujeme p it para-
metrov, t.j. strednt hodnotu a rozptyl pre marginalne rozdelenie ndhodnych premennych X a Y a korela¢ny koeficient
p = p(X,Y) popisujici silu linedrneho vztahu X a Y.

(14. decembra 2014)
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Obr. 4: Aproximacia binomického rozdelenia normélnym pre p = 0.1 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribuénou funkciou (druhy riadok)

Priklad 16 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Nech ndhodnou premennou X je najvicsia
vyska mozgouvne u muzov (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou Y je morfologickd viyska tvdre
u muzov (face.H; v mm); ddta: one-sample-correlation-skull.tzt. Nech E[X] = u je strednd
hodnota najvicsej vijsky mozgovne a Var[X] = o? je rozptyl najvicsej vijsky mozgovne, E[Y] = uy je
strednd hodnota morfologickej vysky tvdre a Var[Y| = o3 je rozptyl morfologickej vijsky tvdre. Pred-
pokladajme, Ze najvicsia vijska mozgovne X md normdlne rozdelenie N(u1,0%) a morfologickd vijska
tvdre Y md normdlne rozdelenie N(p2,03). Potom (X,Y)T md dvojrozmerné normdine rozdelenie
Ny (e, X) s parametrami p = (py, po), ¢o je vektor strednijch hodnét a o2, o3 a p, co si parametre
kovariancénej matice X, kde sila linedrneho vztahu tijchto dvoch premennych je dand velkostou a
znamienkom p. Potom 0 = (uy, pa,0%,03,p)%. (1) Nakreslite hustotu dvojrozmerného mnormdlneho
rozdelenia No (p, 3) pomocou funkcie image () a superponugte ho s kontirovym grafom hustoty toho
istého rozdelenia pomocou funkcie contour (). (2) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty po-
mocou funkcii kde2d () a image () a superponujte ho s kontirovym grafom hustoty dvojrozmerného
normdlneho rozdelenia Ny (p,3) pomocou funkcie contour (). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov,
kde hodnoty v tychto intervaloch budi zodpovedat farbdm terrain.colors(12). Namiesto O pouZite
vektor @ odhadnuty z ddt. RieSenie pozri na obrdzku 6.

Priklad 17 (Standardizované dvojrozmerné normaélne rozdelenie) Ndhodny vektor (X,Y)T
ma dvojrozmerné normdlne rozdelenie

Ny (0,%), kde 0= (0,0)" a = = (;’1))

s hustotou

o(e,y) = [ (2,9) ! {—1’ —Zpzy +y }

= ————exp
2w/ 1 — p? 2(1 —p?)

(14. decembra 2014)
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Obr. 5: Hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia pri roznych parametroch (prvy riadok —
konturovy graf, druhy riadok — perspektivny trojrozmerny graf v podobe plochy); ¢im je p odlisnejsie
od nuly, tym viac sa kontury lisia od kruhov (menia sa na elipsy); so zv a¢sujicim sa rozdielom medzi
01 a 0y sa zvicsuje rozdiel rozptylenia koncetrickych kruhov v smere jednotlivych osi (hovorime, ze
rozdiel variability premennych X; a X, sa zvicsuje)

kde (x, y)T € R?, p € (—1,1) si parametre, potom @ = (0,0,1,1, p). Vijraz v exponente mozeme pisat

ako . )
50) G G)
2 \y pl1 y)’
margindlne rozdelenia si obe N (0,1) a p je koeficient koreldcie.

Priklad 18 (Standardizované dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Nech ndhodnou premen-
nou X ~ N(ui,0}) je najuicsia vijska mozgovne (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou Y ~
N(p2,03) je morfologickd vijska tvdre (face.H; v mm). Nech X a'Y maji dvojrozmerné normdlne
rozdelenie s parametrami (py, o)’ a o2, 02 a p si parametre kovariancénej matice . Ked od X
odpocitame jej stredni hodnotu 1y a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu oy, dostaneme
ndhodni premenni Zx, ktord ma asymptoticky normdlne rozdelenie so strednou hodnotou j; = 0
a rozptylom o? = 1, ¢o zapisujeme ako Zx ~ N(0,1). Ked od Y odpocitame jej strednii hodnotu
Lo a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu oo, dostaneme ndahodni premenni Zy, ktord md
asymptoticky normdlne rozdelenie so strednou hodnotou jiy = 0 a rozptylom o5 = 1, éo zapisujeme ako
Zy ~ N(0,1). Potom (Zx, Zy)T md $tandardizované dvojrozmerné normdlne rozdelenie Ny (p, %) s
parametrami p = (0,0)T a 02 =1, 03 =1 a p si parametre kovariancénej matice 3.

Priklad 19 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Simuldciu pseudondhodnych ¢isel z Ny (p, 32)
mozeme v ®R urobit nasledovne pouZitim:
1) kniznice library (MASS) a funkcie muvrnorm();

(14. decembra 2014)
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Obr. 6: Hustota dvojrozmerného normalneho rozdelenia s parametrom 5, ktory je odhadnuty z dat
(vlavo) a superimpozicia kontir hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia s parametrom 6,
ktory je odhadnuty z dat a dvojrozmerného jadrového odhadu hustoty (vpravo)

2) kniznice library (mvtnorm) a funkcie rmvnorm();

3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu — nech X; ~ N(0,1) a Xy ~ N(0,1); potom (Y1,Y3) ~
Ny (p, X)), kde p = (1, po)™, o je vektor strednijch hodnét a o2, o2 a p, co si parametre kovariancnej
matice X, kde sila linedrneho vztahu Y, a Ys je dand velkostou a znamienkom p; Y, = o1 X1 + i1 a
Yo = 09(pX1 + /1 — p?Xs) + p2. Nasimulujte pseudondhodné c¢isla Y1 a Yy z Ny (p, X). Vypocitajte
dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty (Yi,Ys)T pomocou funkcie kde2d (). Nakreslite ho pomocou fun-
kcie image () a superponujte ho s kontirovym grafom hustoty dvojrozmerného normdalneho rozdelenia
Ny (e, X) pomocou funkcie contour (). Pri simuldcii pouZite nasledovné parametre

(a) pp = 0,0 =0, 01 =1,00=1, p=0; (1) n="50 a (2) n = 1000,

(b) t1 = 0,00 =0, 01 = 1,00 =1, p=0.5; (1) n =50 a (2) n = 1000,

(¢)pr =0,10 =0, 00 = 1,00 =12, p=0.5; (1) n. =50 a (2) n = 1000.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 6.

Priklad 20 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Simuldciu pseudondhodnych ¢isel z No (p, 32)
mozeme v ® urobit pouZitim nasledovnyjch alternativnych funkcii:

1) kniznice 1ibrary (MASS) a funkcie murnorm();

2) kniznice library (mvtnorm) a funkcie rmvnorm();

3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu — nech X; ~ N(0,1) a Xy ~ N(0,1); potom (Y71,Y3) ~
Ny (0, X)), kde p = (1, j12)*, ¢o je vektor stredngich hodnét a o2, a3 a p, ¢o si parametre kovarianénej
matice X, kde sila linedrneho vztahu Y, a Yy je dand velkostou a znamienkom p; Y, = o1 X1 + i1 a
Yo = 09(pX1 + /1 — p?Xs) + p2. Nasimulujte pseudondhodné cisla Y1 a Yy z Ny (p, X). Vypocitajte
dvojrozmernyj jadrovy odhad hustoty (Yi,Ys)T pomocou funkcie kde2d (). Nakreslite ho pomocou fun-
kcie image () a superponujte ho s kontiurovym grafom hustoty dvojrozmerného normdalneho rozdelenia
Ny (@, X) pomocou funkcie contour (). Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tijchto in-
tervaloch budii zodpovedat farbdm terrain.colors(12). Pri simuldcii pouZite nasledovné parametre
(a) py = 0,00 =0, 01 =1,00=1, p=0; (1) n =150 a (2) n = 1000,

(b) 11 =0, =0, 01 = 1,00 =1, p=0.5; (1) n =50 a (2) n = 1000,

(¢c) t1 =0, =0, 01 =1,00 =12, p=0.5; (1) n =150 a (2) n = 1000.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 7.

(14. decembra 2014)
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Obr. 7: Hustoty dvojrozmerného norméalneho rozdelenia (prvy riadok n = 50; druhy riadok n = 1000)

Priklad 21 (zmes dvoch dvojrozmernych normalnych rozdeleni) Simuldciu pseudondhodnijch

¢éisel zo zmesi dvoch mormdlnych rozdeleni pNy (py, 31) + (1 — p)Na (py, Bo) mozeme v R urobit
pouzitim jedného z alternatinych postupov z prikladu 20. Nasimulujte pseudondhodné ¢isla X a'Y (1)
20 zmesi pNa (py, 1) + (1 = p)Na (H, B2), kde 0 = (a1, f12, 011, 08, p1, fizn, Haz, 051,053, p2) " a (2)
z dvojrozmerného rozdelenia Ny (p,X), kde parametre predstavuji spoloény vektor strednijch hodndt
a spolocnii kovariancni maticu. t.j. @ = (1, po, 02,02, p)t. Pre (1) vypoéitagte dvojrozmerny jadrovy
odhad hustoty (X,Y)T pomocou funkcie kde2d ().

(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour().

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovgm gra-
fom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(¢) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty realizdci (1) pomocou funkcie image () a super-
ponugte ju s kontiroviym grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tijchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors(12). Pri simuldcii pouzite 0 = (—1.2,-1.2,1,1,0,1,1,1, 1,0)7,

(1) 0 = (fi11, fi12, 01y, 039, P1, Hot, a2, 01, 0a9, P2)°, m1 = ny = 50 a p = 0.5 (odhady pochddzaji z
nasimulovanych ddt).

(2) 6 = (1iy, [i2, 52,52, 0)7 any = ny =50 (odhady pochddzaji zo spolocného vijberu nasimulovanyjch
ddt).

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 8.

Priklad 22 (zmes dvoch dvojrozmernych normélnych rozdeleni) Nech (X1,Y1)" pochddza 2
rozdlenia No (py,%1), kde X, je priemernd dlzka dolnej koncatiny lowez.L v milimetroch a Yy diZka
trupu tru.L v milimetroch (u muZov). Nech (Xo,Y2)T pochddza z rozdlenia Ny (py, o), kde Xy je

(14. decembra 2014)
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Obr. 8: Spoloénd hustota dvojrozmerného norméalneho rozdelenia (vlavo), hustota zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normalnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany husto-
tou zmesi dvoch dvojrozmernych normalnych rozdeleni (vpravo)

priemernd dizka dolnej koncatiny lowezx.L v milimetroch a Y, dlzka trupu tru.L v milimetroch (u
zien). Predpokladajme, Ze X je priemernd dizka dolnej koncatiny a 'Y dizka trupu pochddzaji (1) zo
Zmesi pN2 (ula 21) + (1 - p)NQ (’-"27 22)? kde 60 = (;ullv Hi2, U%la 0%2’ P1s 21, H22, U%lv 0-%27 pQ)T a (2) Z
dvojrozmerného rozdelenia Ny (p, X), kde parametre predstavugi spoloény vektor stredngch hodnot a
spoloénii kovariancnid maticu. t.j. @ = (uy, s, 03,05, p)T. Pre (1) vypoéitajte dvojrozmerny jadrovy
odhad hustoty (X,Y)T pomocou funkcie kde2d ().

(a) Nakreslite teoreticki hustotu (2) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovgm gra-
fom teoretickej hustoty (2) pomocou funkcie contour().

(b) Nakreslite teoreticki hustotu (1) pomocou funkcie image () a superponujte ju s kontirovym gra-
fom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

(¢) Nakreslite dvojrozmerny jadrovy odhad hustoty realizaci (1) pomocou funkcie image () a super-
ponugte ju s kontirovym grafom teoretickej hustoty (1) pomocou funkcie contour().

Hustotu rozsekajte na 12 intervalov, kde hodnoty v tijchto intervaloch budi zodpovedat farbdm terra-
in.colors(12).

(1) 0 = (Ji11, fl12, 0%y, 0o, P1, Hot, H22, Oy, 09, P2)° @ p = ny/(ny +ny); parametre si odhadnuté z ddt.
(2) 0= (i1, iz, 03,53, 0)% ; parametre si odhadnuté zo spoloéného vyberu.

Vzorové riesenie pozri na obrazku 9 (ddta two-samples-correlations—trunk. tzt).

Odlisnosti od teoretického rozdelenia. Odlisnosti empirického rozdelenia (rozdelenia realizécii)
od teoretického (napr. normdlneho) rozdelenia, mozeme charakterizovat’ napr. ako pravostranne alebo
lavostranne zosikmené rozdelenie (obrdzok 10, prvy riadok vlavo a vpravo), ploché alebo $picaté
rozdelenie (obrézok 10, prvy riadok uprostred). Pri viacrozmernych rozdeleniach je situacia kom-
plikovanejsia. Pri dvojrozmernom normalnom rozdeleni moze byt napr. zosikmend jedna alebo obe
premenné (priklad zosikmenia oboch premennych zl'ava pozri na obrazku 10, dolny riadok).

Priklad 23 (binomické rozdelenie, binomicky experiment) Experiment pozostdvajici z fixné-
ho poétu Bernouliho experimentov (ozn. N ) sa nazijva binomicky experiment. Pravdepodobnost tispechu
ozn. p, pravdepodobnost nevspechu ¢ =1 — p. Ndhodnd premennd X je pocet pozorovanijch tispechov
pocas experimentu. Pravdepodobnost X = x za podmienky, e X pochddza z binomického rozdelenia
Bin(N,p) piseme ako Pr(X = x) = (g)px(l —p)N" 2 =0,1,...,N (Ugarte a kol. 2008). Strednd

(14. decembra 2014)
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Obr. 9: Spoloénd hustota dvojrozmerného normélneho rozdelenia (vlIavo), hustota zmesi dvoch dvoj-
rozmernych normalnych rozdeleni (uprostred) a dvojrozmerny jadrovy odhad superponovany husto-
tou zmesi dvoch dvojrozmernych normalnych rozdeleni (vpravo) — redlne data

hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X] = Np(1—p). Naprogramujte a zobrazte v R pravdepodobnostni
funkciu a (kumulativnu) distribuéni funkciu pre Bin(5,0.5). Riesenie pozri na obrdzku 11. cvic.

Priklad 24 (multinomické rozdelenie) Majme ndhodné premenné (1) socioekonomicky status
(vysoky — H, nizky — Lo), (2) politickd prislusnost (demokrat — D, republikin — R) a (3) politickd filo-
zofia (liberal — Li, konzervativec — C). Oznacme ich interakcie nasledovne Xy (H-D-Li), Xo (H-D-C),
X3 (H-R-Li), X4 (H-R-C), X5 (Lo-D-Li), X¢ (Lo-D-C), X7 (Lo-R-Li) a Xg (Lo-R-C). Predpokla-
dagme, Ze mdame ndhodny vijber s rozsahom N = 50. Pravdepodobnosti p; si nasledovné

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 0.12 0.12 0.04 0.12 0.4
Lo 0.18 0.18 0.06 0.18 0.6
spolu 0.30 0.30 0.10 0.30 1.0

Vypocitajte Var[X:], Var[Xs], Cov [X1, X3], Cor [X1, X3] a o¢akdvané pocetnosti Np;,j =1,2,...,8. pred

Riesenie

X = (X1, Xy,...,Xg) ~ Mult(N,p), kde N =50, p = (p1,p2,...,ps)", vieme, ze X; ~ Bin(N,p;),
p; st v tabulke v zadan{ prikladu a j = 1,2,...,8. Potom

Var[X;] =50 x 0.12 x (1 —0.12) = 5.28,

Var[X3] =50 x 0.04 x (1 —0.04) = 1.92.

Vybrana kovariancia a koreldcia (medzi po¢tami prislusnych skupin) je rovna

Cov[X1, X3) = —50 x 0.12 x 0.04 = —0.24, Cor [X1, X3] = —0.24/,/5.28 x 1.92 = —0.075.
Ocakévané poctetnosti pre kazdi bunku tabulky st (vSeobecne nemusia byt) celé ¢isla:

D-Li D-C R-Li R-C
H 6 6 2 6
Lo 9 9 3 9

(14. decembra 2014)
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Obr. 10: Hustoty normalneho rozdelenia a zosikmeného normélneho rozdelenia pri roznych paramet-
roch (prvy riadok); hustoty dvojrozmerného zosikmeného norméalneho rozdelenia (druhy riadok vlavo
a uprostred) a dvojrozmerného norméalneho rozdelenia (druhy riadok vpravo) pri roznych paramet-
roch

Priklad 25 (stic¢inové multinomické rozdelenie) Majme ddta z predchddzagiceho prikladu a nd-
hodngj vijber s rozsahom Ni = 30 zo skupiny H, d’alsi ndhodnij vijber s rozsahom Ny = 20 zo skupiny
Lo. Oznacme interakcie premennych nasledovne X1 = Xq1 (H-D-Li), X19 = Xop (H-D-C), X153 =
X3|1 (H—R-LZ), X14 == X4‘1 (H—R-O), X21 == X1|2 (LO-D-LU, XQQ == X2‘2 (LO-D-C), X23 = Xg‘g (LO-
R—LZ) a X24 = X4‘2 (LO—R—C), kde X1 = (Xll,X127X137X14)T a Xg = (Xgl,X227X237X24)T. Potom
X = (X1, Xy) ma sucinové multinomické rozdelenie s K = 2, Ny = 30, J; = 4, Ny = 20, J, = 4. Zapis
s Xji, kde j = 1,2,3,4 a k = 1,2 zvyrazniuje fakt, Ze rozdelenie je podmienené socioekonomickym
statusom (vysoky — H, nizky — Lo), t.j. rozdelenie v stl}?coch tabulky je podmienené jej riadkom.
Realizacie Xj, oznacujeme ako njj, = ny;, pravdepodobnosti ekvivalentné X, = Xy, ako pjj = prj-
Vypocitajte podmienené pravdepodobnosti pji, ocakdvané pocetnosti Niyprj, Var[Xis], Cov [Xa1, Xog]
a Cor [X11, Xag).

Riesenie

Pravdepodobnosti styroch kategorii asociovanych s H statusom st podmienené pravdepodobnosti
dané H statusom. Napr. Pr(X3) = 0.04/0.4 = 0.1. Pr(Xy1) = 0.12/0.4 = 0.3, Pr(X32) = 0.06/0.6 =
0.1. Musime ale tabulku prepisat na st¢inovo-multinomicky model, teda podmienené pravdepodob-
nosti pj;;; dané socioekonomickym statusom ¢ budu

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 03 0.3 0.1 0.3 1.0
Lo 03 03 01 0.3 1.0

(14. decembra 2014)
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Obr. 11: Pravdepodobnostna funkcia a distribuéna funkcia Bin(5,0.5)

Pre Ny = 30 a Ny = 20 mame ocakavané pocty nasledovné

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 9 9 3 9 30
Lo 6 6 2 6 20

Var(Xs:) =30 x0.1x(1-0.1)=27.

Vybrané kovariancie (medzi po¢tami prislusnych skupin) s rovné
Cov X1|2, X3|2 =-20x0.3x0.1= —0.6,

Cov X1|1,X3|i =0, lebo X; a X st nezavislé.

Priklad 26 (Poissonovo rozdelenie; pocet havarii za tyzden) Ak kazdy z 50 milidnov ludi So-
féruje auto v Taliansku budiici tijZden nezdvisle, potom pravdepodobnost smrti pri autonehode bude
0.000002, kde pocet umrti md binomické rozdelenie Bin(50mil,0.000002) alebo limitne Poissonovo
rozdelenie s parametrom 50mail x 0.000002 = 100.

Priklad 27 (Poissonovo rozdelenie; pruské armadne jednotky) Nech pocetnostiimrti X ako
ndsledok kopnutia koriom v Pruskyjch armddnych jednotkdch (Bortkiewicz 1898), md Poissonovo roz-
delenie s parametrom X, t.j. X ~ Poiss()\). Pravdepodobnost, Ze niekto bude smrtelne zranens v da-
nom dni je extrémne malda. Majyme 10 vojenskych jednotiek za 20-roéni periodu s rozsahom M = 200
(200 = 10 x 20), kde popri pocetnostiach imrti n = 1,2,3,4,5+, v danej jednotke a v danom roku,
zaznamendvame aj pocetnosti vojenskijch jednotiek m,, pri danom n, kde M = m,, (pozri tabulku,).

>, M

Vypocitajte ocakdvané pocetnosti, za predpokladu X ~ Poiss(\), kde A = S cvic.

n| 0| 1] 2|3]4]5+
m, | 109] 65|22 3] 1] 0

Priklad 28 (podiel chlapcov a dievcat v rodinach) Nech X predstavuje poéetnost chlapcov me-
dzi detmi v rodindch. Tu mozeme predpokladat, Ze X ~ Bin(N,p), t.j. rodina moéze mat vychyleny
pomer pohlavi deti v smere ku chlapcom alebo dievéatdm. V realite teda mozeme mat prilis vela rodin
len s chlapcami alebo len s dievcatami a nemame dostatok rodin s pomerom pohlavi blizkym 51 : 49
(pomer chlapcov ku dievéatam). Z toho nam vyplyjva, Ze rozptyl pocetnosti chlapcov bude v skutocénosti
vacsi ako rozptyl predpokladany binomickym modelom Bin(N,p). pred

(14. decembra 2014)
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Priklad 29 (overdispersion v binomickom modeli) V klasickej §tidii pomeru pohlavi u ludi z
roku 1889 na zdklade zaznamov z nemocnic v Sasku (blizsie pozri Lindsey a Altham (1998)) Geissler
(1889) zaznamenal rozdelenie poctu chlapcov v rodindch. Medzi M = 6115 rodinami s N = 12
detmi pozoroval nasledovné pocetnosti chlapcov (n si pocetnosti chlapcov a m,, pocetnosti rodin s n
chlapcamsi)

n|lo| 1] 2| 38| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10]11]12
m, | 3| 24| 104 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112 829 | 478 | 181 ] 45| 7

Vypocitajte m,, za predpokladu, Ze pocetnosti chlapcov X v rodindch maji binomické rozdelenie s

N
parametrami T = % =0.5192 a N =12, ozn. X ~ Bin(N, ).

RieSenie

n|O| 1] 2] 3| 4] 5] 6] 7| 8| 9] 10]11]12
ocakdvané m,, | 1 [ 12 | 72 | 258 | 628 | 1085 | 1367 | 1266 | 854 | 410 | 133 | 26 | 2
Ked porovndme pozorované m,, a vypocitané (teoretické) m,, zistime, ze pozorované poukazuji na

overdispersion, t.j. mame vicsie pocetnosti rodin s malym a velkym mnozstvom chlapcov v porovnani
. s’ . ~ ) .
s teroretickymi pocetnostami.

Priklad 30 (overdispersion v Poissonovom modeli) Majme pocetnosti irazov n medzi robot-
nikmi v tovdrni, kde pocetnosti robotnikov m,, pri danom n pozri v tabulke (Greenwood a Yule 1920).

n| 0| 1] 2] 3|4|>5
my | 447|132 42| 21] 3] 2

Vypocitajte ocakdvané pocetnosti robotnikov za predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X
maji Poissonove rozdelenie s parametrom \ = % = 0.47, ozn. X ~ Poiss(\).

RieSenie

n| 0] 1] 2[3]>4
ocakavané m,, | 406 | 189 | 44 | 7 | 1

Ked porovndme pozorované m, a vypocitané (teoretické, ocakdvané) m,, zistime, Ze pozorované

poukazuji na overdispersion, t.j. mame viac robotnikov bez urazu ako aj viac robotnikov s vac¢sim
~ 7 ’ . 7 . ~ ) .

mnozstvom drazov v porovnani s teroretickymi pocetnost ami.

Priklad 31 (binomicky rozdelenie, simula¢na stidia) Vygenerujte pseudondhodné cisla X (po-
éetnosti ispechov) opakovane M-krdt (M = 1000) z Bin(N,p), kde N = 5 ap = 0.5. Vytvorte tabulku
vygenerovanych (simulovanych) ako aj teoretickijch relativnych pocetnosti (pren = 0,1,...,5). Super-
ponujte histogram vygenerovanych pseudondhodnijch cisel s teoretickou pravdepodobnostnou funkciou.

Riesenie (pozri obrazok 12)

r| 0 1 2 3 4 5
simulované relativne pocetnosti | 0.021 0.152 0.318 0.324 0.155 0.030
teoretické relativne pocetnosti | 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031
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Obr. 12: Histogram vygenerovanych pseudondhodnych ¢isel superponovany spojnicovym grafom teo-
retickej pravdepodobnostnej funkcie X

Priklad 32 (binomické vs normaélne rozdelenie) Nech Xy ~ Bin(N,p), potom mdzeme ap-
roximoval binomické rozdelenie normdlnym nasledovne — Xy ~ N(Np, Np(1 — p)), kde tiez plati
ZN = % ~ N(0,1). Ukdzte, ze CLV plati pre N =100 a p = 1/2 na tri desatinné miesta.
Riesenie

Priklad hovori o tom, ako dobre normalne rozdelenie aproximuje binomické pri rozsahu N = 100, ¢o
je dolezité pri testovani hypotéz.

E[Xy] = Np =50, /Var[Xy] = /Np(1 — p) = V/5.

Ak Yy = Xy /N, potom Pr([Yy — 1/2] < €) = 0.236, kde € = 0.02. Pr(0.48 < Yigp < 0.52) = Pr(48 <

X100 < 52) = Pr(48.5 < X0 < 51.5) = Pr(% < Zygo < %), kde X199 ~ N(50,5) s pouzitim

lpravy na spojitost.

Priklad 33 (normadlne rozdelenie, simulaéna stadia) Na zdklade simulacnej stiudie preverte,
ze ak X ~ N(150,6.25), potom X, ~ N(150,6.25/n). Pouzite n = 30. Pre kazdi simuldciu X
vypocitajte aritmetické priemery T,,, m =1,2,..., M, kde M = 500000. Superponujte ich histogram
v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty pre X,. Vypocitajte Pr(X, > 151) zo simulovanych
ddt a porovnagte tento vysledok s teoretickou (ocakdvanou) pravdepodobnostou. Rieenie pozri na
obrazku 135.

Priklad 34 (normélne rozdelenie, simulaéna stiidia) Nech X ~ N(p1,0?) a 'Y ~ N(po,03).
Potom X, —Y py ~ N (pi1—piz, Z—f—l—z—g) Generujte pseudondhodné ¢isla X aY rozdeleni N (fi;, 0]2-),j =
1,2, kde py = 100,01 = 10, uy = 50,09 =9 pri (a) ny = 4,ne =5, (b) ny = 100,ny = 81. Pre kazdu
stmuldciu X a'Y wvypocitajte rozdiel T,, —Y,,,m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histo-
gram tyjchto rozdielov v relativnej skdle s teoretickou krivkou hustoty rozdielu X,, —Y ,. Pre pripad
(a) aj (b) vypocitajte Pr(X,, —Y,,) < 52 na zdklade empirického (vygenerovaného) a teoretického
rozdelenia X, — Y p,.

Priklad 35 (Statistika) Majme ndhodny vgber (X1, Xo, ..., X,)T, kde X; € Ryi = 1,2,...,n, po-

tom prikladmi Statistik su: Ty =Y ¢ X, €R, To =" | X2 e RV U{0}, T3 = (O, Xi, >0 X7)
e R?.
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Priklad 36 (testovacia Statistika, simula¢na stadia) Na zdklade simulacnej stidie preverte, Ze
ak nahodnd premennd X md asymptoticky binomické rozdelenie Bin(N, p), potom testovacia Statistika

Ly = %, ma asymptoticky normdlne rozdelenie N(0,1). PouZite p = 0,0.1,0.5,0.9 a 1, a

N = 5,10,30,50 a 100. Okomentujte vysledky v spojitosti s Haldovou podmienkou Np(l —p) > 9.
Pre kazdi simuldciu X vypocitajte 2w, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram
vygenerovanych testovacich Statistik v relativnej skale s teoretickou krivkou hustoty Zyy.

Priklad 36 hovori o pouziti jednovyberovej testovacej statistiky pre parameter binomického rozdelenia
(pravdepodobnost) pre rozne pravdepodobnosti a rézne pocetnosti. Ak Haldova podmienka nie je
splnen, nie je moZné testovaciu Statistiku pouzit'.

Priklad 37 (testovacia Statistika, simula¢na stiadia) Na zdklade simulacnej stidie preverte, Ze
ak (a) X ~ N(p,02), kde p = 0,0> =1 a (b) X ~ Exp(\), kde A =1, E[X] =1 a Var[X] =1,
potom testovacia Statistika F' = (";—12)32 md asymptoticky x> _, rozdelenie s n — 1 stupriami volnosti.
Pouzite rozsahy ndhodnych vijberov n = 15 an = 100. Pre kaZdi simuldciv X vypocitajte Fp,, pm, m =
1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativnej

Skdle s teoretickou krivkou hustoty F'.

Priklad 38 (maximadalne vierohodné odhady; Poissonovo rozdelenie) Kazdy rok za poslednijch

pit rokov boli v nejakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze
pocet zemetraseni za rok X md Poissonovo rozdelenie s parametrom A\, t.j. X ~ Poiss(\), odhadnite
A (A predstavuje oéakdvanii pocetnost zemetraseni za rok).

Priklad 39 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Bin(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovanii

—

Fisherovu mieru informdcie Z(p) a rozptyl Var(p).

Priklad 40 (I(X) a rozptyl pre \; X ~ Poiss(\)) Kazdy rok za poslednych pit rokov boli v ne-
jakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze pocet zemetraseni za
rok X ~ Poiss()), odhadnite rozptyl parametra A a vypocitajte hodnotu tohoto odhadu rozptylu pre
pocet zemetraseni.

Priklad 41 (kvadratickd aproximdcia funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skdlovany loga-
ritmus funkcie vierohodnosti binomického rozdelenia. Na xz-ovej osi bude p a na y-ovej osi In L(p) =
l(p|x) — max(l(p|x)). Porovnajte In L(p) s kvadratickou aproximdciou vypocitanou pomocou Taylo-
rovho rozvoja In L(p) = 1n(§§%'§§) ~ —1T(p)(p—Dp)*. (2) Nech skére funkcia S(p) = a% In L(p|x). Ked’
zoberieme deriwdciu kvadratickej aproximdcie uwvedenej vyssie, dostaneme S(p) ~ —Z(p)(p —p) alebo
~Z7'2(p)S(p) =~ I'2(p)(p — p). Potom zobrazenim pravej strany na z-ovej osi a lavej strany na
y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednotkovym sklonom. Asymptoticky tieZ plati
TY2(p)(p—p) ~ N(0,1). Je postacujiice mat rozsah z-vej osi (—2,2), pretoZe funkcia je asymptoticky
(lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte y-ovi os. Zobrazte pre (a) n = 8 N = 10,
(b) n =80, N =100 a (¢) n =800, N = 1000 (p € (0.5,0.99)). Okomentujte rozdiely medzi (a), (b)
a (c). Grafické riesenie je na obrdzku 13.

Priklad 42 (Z() pre vektor 8 = (11,02)7; X ~ N(u,02)) Nech X ~ N(u,02). Comu je rovnd
pozorovand Fisherova informacnd matica Z(0), kde 6 = (ji,02)1 ?
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Obr. 13: Porovnanie skédlovaného logaritmu funkcie vierohodnosti (plna ¢iara) s jeho kvadratickou
aproximéciou (¢iarkovand ¢iara) v prvom riadku a porovnanie skdlovanej skére funkcie a priamky s
nulovym interceptom a jednotkovym sklonom v druhom riadku

Priklad 43 (Z(p) a rozptyl pre p; X ~ Mult;(N,p)) Z funkcie vierohodnosti odvod’te pozorovanii
Fisherovu informacni maticu Z(p) a kovarianéni maticu Var|[p). pred

Priklad 44 (profilova vierohodnost; normalne rozdelenie) Profilovd funkcia vierohodnosti pre
p pocitand pre kazde firované pi, kde mazimdlne vierohodny odhad o® bude 67, = L 37" (z; — p)?,
md tvar L(p|x) = ¢ (07, _n/Q, kde ¢ je nejakd konstanta. L(u|x) nie je identickd s odhadnutou fun-
kciou vierohodnosti L(p, 0? = 6%x) = cexp (—5 iy (xi — p)?), tj. s rezom L(p,0%|x) v bode
0% = 52. Obe funkcie vierohodnosti budi velmi podobné, ak je rozptyl o dobre odhadnuty. V opacnom

pripade sa preferuje profilovd funkcia vierohodnosti. Profilovd funkcia vierohodnosti pre o* je rovnd
L(0?|x) = ¢ (02) P exp (=50 S0y (7 — T)?) = ¢ (62) " exp (—n52/(207)). pred

Priklad 45 (kvadratickd aproximadcia profilovej funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite ska-
lovany logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti normadlneho rozdelenia pre . Na xz-ovej o0si bude p
a na y-ovej osi In L(p|x) = I(p|x) — max(I(p|x)). Porovnagte In L(u|x) s kvadratickou aprorimdciou
vypocitanou pomocou Taylorovho rozvoja In L(u|x) = ln(éggig) ~ —iZ()(p — [1)%. (2) Nech skdre
funkcia S(p) = a% In L(u|x). Ked zoberieme derivdciu kvadratickej aprozimdcie uvedenej vyssie, do-
staneme S(p) ~ —I(1)(u — 1) alebo —TV2(0)S(p) ~ T*(1)(p — [i). Potom zobrazenim pravej
strany na z-ovej 0si a lavej strany na y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednot-
kovgm sklonom. Asymptoticky tiez plati TV (i) (pn — 1) ~ N(0,1). Je postacugice mat rozsah z-vej

(14. decembra 2014)
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0si (—2,2), pretoze funkcia je asymptoticky (lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne Skdlujte
y-ovt o0s. Zobrazte pre (a) n = 10, (b) n = 100 a (¢) n = 1000. Pouzite (1) X ~ N(0,1) a (2)
X ~ (1 =p)N(0,1) + pN(0,2), kde p = 0.05. Okomentujte rozdiely medzi (a), (b) a (c), ako aj
rozdiely medzi (1) a (2).

Priklad 46 (maximdlne vierohodny odhad u a 0?) Vygenerujte pseudondhodné cisla z X ~
N(4,1), n = 1000. (a) Napiste logaritmus profilovej funkcie vierohodnosti pre u a o* a preverte, ¢i
st mazimdlne vierohodné odhady i a o dostatocne blizko k ich skutocnym hodnotdm. Nakreslite grafy
I(u|x) a l(0?|x), kde zvyraznite polohu mazim tijchto funkcii. (b) Napiste logaritmus funkcie viero-
hodnosti pre @ = (u1,0?) a preverte, ¢i je mazimdlne vierohodny odhad 6 = (u, )T dostatoéne blizko
k jeho skutocénej hodnote. (c) Nakreslite graf 1((p, 0?)|x) pouZitim funkcie image () a superponugjte ho
s kontirovym grafom pouzitim funkcie contour (). Zvyraznite polohu maxima (pozri obrdzok 14).

-1400
|
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-1500
ng’\

oY
0sLV

-2000
I
-1460 -1440 -1420
1

I(1Ix)
-2500
I(0°[x)

-1480

-3000
-1500
1

-1540 -1520

-3500

Obr. 14: Profilovd funkcia vierohodnosti pre u (vlavo), o (uprostred) a funkcia vierohodnosti pre
oba parametre (vpravo); X ~ N(4,1)); maximélne vierohodné odhady strednej hodnoty a rozptylu
sti oznacené zvislou ¢iarkovanou ¢iarou (vlavo a uprotred) a maximalne vierohodny odhad vektora
parametrov je oznaceny e (vpravo)

Priklad 47 (binomické rozdelenie, maximalne vierohodny odhad p) Nech X ~ Bin(N,p)
a realizacie X si x = n. Predpokladajme, Ze sme pozorovali (a) x = 2, (b) x = 10 a (¢) x = 18
ispechov v N = 20 pokusoch. Pomocou @ wvypocitajte mazximdlne vierohodny odhad p. Vysledok
zobrazte do grafu spolu s funkciou vierohodnosti.

Priklad 48 (maximadalne vierohodné odhady; multinomické rozdelenie) Majme ddta more-
samples-probabilities—-pubis. taxt. Nakreslite logaritmus standardizovanej funkcie vierohodnosti
v parametroch py a ps Eurdpskej populdcie (ny = 30, ny = 20 a ng = 10) pomocou funkcie contour().
Dokreslite do obrdzku jej maximum v bode @ = (py,p2)T.
Priklad 49 (overdispersion v Poissonovom modeli, pokra¢.) Majme pocetnosti irazov n me-
dzi robotnikmi v tovdrni, kde pocetnosti robotnikov m,, pri danom n pozri v tabulke (Greenwood a
Yule 1920).
n| 0| 1] 2] 3|4|>5

m, | 447] 132] 42 21| 3| 2
Vypocitajte m,, za predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X maju negativne binomické roz-
delenie s parametrami o a 7.
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2 Charakteristiky polohy a variability a Statisticka grafika

Prl'klad 50 (argument minima) Vygenerujte pseudondhodné ¢isla X ~ N(u,0?), n = 1000, u =
0,02 = 1. Vygenerované ¢isla ozn. x;,i = 1,2, ...,1000. Ndjdite numericky také c, ktoré minimalizuje
(a) sumu §tvorcov odchgjlok Y100 (x; — ¢)?, t] ¢ = argming, > 1% (z; — ¢)? a (b) sumu absolitnych
odehylok 32,20 | —c|, t.j. cg = argming, >.100 |2 —¢|. Za ¢ dosadzujte postupne (1) vietky z;) (T4)
sti usporiadané x; podla velkosti od najmensieho po najvicsie) a vybrané charakteristiky polohy ako
(2) aritmeticky priemer, (3) nejaké kvantily z,, kde p € (0,1) a pod. Nakreslite obrdzok zdvislosti (a)
sumy Stvorcov odchylok na x(j), t.g. body [z;,y;], kde y; = z:lw(io(:cZ —x(;))% a (b) sumy absolitnych
odchylok na x(;), t.j. body [x),y;l, kde y; = 21.1020 |z, — x¢j)|. Podobné obrdzky nakreslite aj pre x,
namiesto xj.

Definicia 1 (asymptotické rozdelenie poriadkovej Statistiky) Nech X1y, X(2),..., X(n) st po-
riadkové Statistiky ndhodného vyberu Xy, X, ..., Xn. Majme pravdepodobnost «, kde F(t,) = «.
Asymptoticky plati, ze \/n(£ — a) konverguje k 0. Potom je poriadkovd Statistika X(jy normdlne roz-

delend so strednou hodnotou E[X(j)] = to a rozptylom ag((j) = f2 ta)n Ak X ~ N(u, %), potom
2 _ 2 n°
UX(j) =0 3in-

Priklad 51 (rozptyl poriadkovej Statistiky) Pomocou delta metddy odvod'te rozptyl poriadkovej
Statistiky v definicii 1.

Priklad 52 (rozptyl poriadkovej statistiky, X ~ N(u,02)) Pomocou definicie 1 odvod'te rozp-
tyl poriadkovej Statistiky, ak X ~ N(u,oc?).

Definicia 2 (stredna hodnota a rozptyl medlanu) Strednd hodnota medidnu X » nil) je rovnd
E[X(m)] = 11 a rozptyl medidnu 03((%1) = 4f2 , kde n je nepdrne. Ak X ~ N( o?), potom
o3 = 02%

(2

Priklad 53 (rozptyl medidnu) Pomocou delta metédy odvod'te rozptyl poriadkovej $tatistiky v de-
finicii 2.

Priklad 54 (rozptyl medidnu, X ~ N(u,c?)) Pomocou definicie 2 odvod'te rozptyl poriadkovej
statistiky, ak X ~ N(u,o?).

Priklad 55 (pasy normality) Na zdklade vygenerovanych pseudondhodnyjch ¢isel X ~ N(p,0?),
n = 100,u = 0,02 = 1, kde M = 1000, odhadnite (a) hustotu m-tej realizdcie pomocou funkcie
density (); ponechajte argument n=512 a nastavte from=-3 a to=3; (b) distribucni funkciu m-tej
realizdcie pomocou (a) a funkcie cumsum() a (c¢) empirické kvantily m-tej realizacie pomocou funkcie
ggnorm(). Vygenerované cisla xp,;,m = 1,2,...,1000 a ¢ = 1,2,...,100, ulozte po riadkoch do
matice X, ktord bude mat rozmery 1000 x 100. Odhadnuté hustoty a distribucné funkcie ulozte po
riakodch do matic H a D, ktoré bude mat rozmery 1000 x 512 a empirické kvantily do matice K,
ktord bude mat rozmery 1000 x 100. Pre kazdi z matic H, D a K vypoéitajte To o5 a To.gs po stlpcoch
a zobrazte ich ako pdsy pomocou funkcie polygon(). Do obrdzkov vkreslite (a) teoreticki hustotu,
(b) teoreticki distribucni funkciu a (c) kvantilovi priamku (pomocou funkcie qqline()) cervenou
farbou. Obrdzky usporiadajte ako trojicu vedla seba. Ddta, ktorych normalitu chceme graficky testovat
budi (1) X ~ N(0,1), n = 100, (2) X ~ [pN(0,1) + (1 — p)N(0,4)], n = 100 a p = 0.95 a (3)
X ~ [pN(0,1) + (1 = p)N(0,4)], n = 100 a p = 0.9. Zobrazte (1), (2) a (3) oddelene do grafov (a),
(b) a (c). Okomentugjte. Riesenie (1) pozri na obrdazku 15.
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Obr. 15: Pasy spolahlivosti normdlneho rozdelenia — pre hustotu (vl'avo), distribuéni funkciu (upro-
stred) a kvantilovi priamku (vpravo)

3 Testovanie hypotéz

Aby sme mohli z dét vyvodit nejaké interpretovatelné zdvery, musime najprv ciele (ucely, biolo-
gicky formulované hypotézy) vyskumu preformulovat do matematicko-statistickej podoby. Takato
formulacia je dolezitd pri vybere spravneho modelu na data. V pripade parametrického modelu
mame jeho parametre 6, kde hypotézy su o tychto parametroch. Jednou hypotézou je tzv. nulova
hypotéza, ¢o je tvrdenie o 0, ktoré testujeme prostrednictvom nejakého statistického testu. Dalsou
je alternativna hypotéza, ktord je doplnkom nulovej hypotézy v priestore, z ktorého pochadza 6.
Na zaklade vysledku testu vyvodime zaver o 0. Proces testovania hypotéz nazyvame aj Statisticka
inferencia, ktorej zdkladom je Statisticka tedria testovania hypotéz.

Definicia 3 (Statisticky test) Ak parametricky priestor ©, do ktorého patri parameter @ modelu F
rozdelime na dve podmnoziny Oy a ©1, kde © = OqUO1, potom Statisticky test T = T (X) predsta-
vuge funkciv X z vijberového priestoru Y do priestoru ©gU O, . Statisticky test je teda pravidlo vijberu
jednej z dvoch moznosti, nulovej a alternativnej, na zdklade dat. Nulovid hypotézu definujeme ako
Hy : 0 € Oy a alternativnu hypotézu ako Hy : 0 € ©,. Prvky mnozZiny Y, pre ktoré zamietame
Hy, predstavujii tzv. oblast (obor) nezamietania nulovej hypotézy. Ticto prvky oznacujeme
Yo. V tomto pripade Hy nezamietame. Proky mnozZiny Y, pre ktoré nezamietame Hy, predstavuji tzv.
oblast (obor) zamietania nulovej hypotézy alebo kritickid oblast. Tieto proky oznacujeme
Y1 = Wx. V tomto pripade Hy zamietame. Rozdelenie priestoru © na obor zamietania Wy = W a
nezamietania Ar prebieha na zdklade testovacej Statistiky T'(X).

Stretdvame sa s nasledovnymi Styrmi moznost ami:
A) ak plati Hy, tak nase rozhodutie je nezamietnut Hy (spravne);
B) ak plati Hy, tak nase rozhodutie je zamietnut Hy (nespravne);
C) ak neplati Hy, tak nase rozhodutie je nezamietnut Hy (nespravne);
D) ak neplati Hy, tak nase rozhodutie je zamietnut Hy (spravne).

V pripade B, C je nase rozhodnutie nespravne, v pripade A, D spravne. V pripade B sa doptist'ame
chyby prvého druhu (CHPD), kde Pr(CHPD) < « a a sa nazyva hladina vyznamnosti. Doplnok
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ku «a je pravdepodobnost 1 — a a nazyva sa koeficient spolahlivosti (pripad A). V pripade C
sa dopustame chyby druhého druhu (CHDD), kde Pr(CHDD) = 3. Doplnok ku Pr(CHDD) je
pravdepodobnost 1 — /3 a nazyva sa sila testu (pri nejakej alternative; pripad D). Sila testu zévis{
na zvolenej testovacej metode a hlavne na tom, aké je skutocné rozdelenie ndhodnej premennej X,
aky je typ pouzitej testovacej Statistiky alebo aké su skutoéné hodnoty parametrov 6.

Teda

rozhodnutie/skutoc¢nost H, plati Hy neplati
Hy nezamietnut spravne rozhodnutie chyba II. druhu
Hy zamietnuf chyba I. druhu spravne rozhodnutie

Vyssie uvedené pravdepodobnosti moézeme zosumarizovat nasledovne:
A) 1 — «a < Pr(nezamietni Hy|Hy plati) = Pr(nezamietni Hy|H; neplati);
B) a > Pr(CHPD) = Pr(zamietni Ho|H, plati) = Pr(zamietni Hy|H; neplati);
C) = Pr(CHDD) = Pr(nezamietni Hy|H, neplati) = Pr(nezamietni Hy|H; plati);
D) 1 — = Pr(zamietni Hy|Hy neplati) = Pr(zamietni Hy|H; plati).

V pripade (A) a (B) hovorime o teste na hladine vyznamnosti a (a-level test). Ak v (A) a (B)
nahradime znamienko nerovnosti rovnostou, hovorime o teste trovne « (size a test). Test 7 (x)
charakterizujeme jeho silofunkciou 5*(0) = 1 — 5(0) = Pr(6 € © : T(x) = ©,). Této je zdvisla
na 6 a niekolkych inych argumentoch (vzdy si Specifikované pri konkrétnych testoch) ako aj na
type alternativnej hypotézy. Hladinu vyznamnosti « je mozné definovat tiez pomocou 3*(6), kde
@ = Supyee, 3(0), t.j. ide o najvacsiu mozni pravdepodobnost chyby I. druhu.

Hladina vyznamnosti « je dand (urCena Statistikom, experimentatorom) vopred, testovacia Sta-
tistika 7'(x) sa vypocita na zéklade realizacii (odpovedi) = ndhodnej premennej X, kritickd hodnota
(alebo kvantil) sa ndjde v Statistickych tabulkdch alebo ju vypocéitame pomocou @.

V praxi teda volba W zdvisi na poziadavke, aby pravdepodobnost chyby I. druhu bola mensia
alebo rovna zvolenému kladnému ¢islu «, kde a € (0,1/2), najcastejsie o = 0.05, 0.01 alebo 0.001.
Sucasne volime W tak, aby pravdepodobnost chyby I. druhu bola ¢o najmensia. Optimdlne by sme
cheeli mat 3*(0) (pri nejakej hodnote ) tak velké ¢islo (bliziace sa jednotke) ako je mozné, ked
0 € ©; a také malé ¢islo, ked § € ©g. Tieto dve poziadavky si v konflikte, t.j.

e zvicSovanie oboru nezamietania H, zmensuje pravdepodobnost chyby I. druhu, ale zvicsuje
pravdepodobnost chyby II. druhu;

e zmenSovanie oboru nezamietania H, zvicsuje pravdepodobnost chyby I. druhu, ale zmenguje
pravdepodobnost chyby II. druhu.

Extrémnymi pripadmi st dve situdcie, kde Zo(x) = Og a 71(x) = O, t.j. kazdy z tychto dvoch testov
je najlepsi mozny, ked' 6 patri ur¢itej podmnozine ©, ale najhorsi mozny v opa¢nom pripade.
Klasickym pristupom k tejto dileme je Neyman-Pearsonov pristup, kde dopredu fixujeme « a
vyberieme taky test, ktory ma pri danej alternative najvacsiu silu 1 — 3 pre 6 € ©1 medzi vsetkymi
moznymi na teoreticky stanovenej (danej, nominélnej) hladine vyznamnosti «. Testy spominané v
kapitoldch 5 az 8 si najsilnejsimi testami pri danych alternativach za urcitych predpokladov (blizsie
pozri kap. 5 az 8). V redlnych situdciach (alebo casto aj za porusenie predpokladov testov) sa no-
mindlna hladina vyznamnosti 1isi od aktudlnej (skutoénej) hladiny vyznamnosti.
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Definicia 4 (kvantil) Nech Fx je distribucnd funkcia ndhodnej premennej X a o € (0,1), kde
Fx (z4) = a. Potom ¢islo x, = Fy'(a) sa nazjva a-kvantil prislusného rozdelenia. Pre vybrané
rozdelenia plati

e Pr(iX<z(l—a))=1—apre X ~ N(0,1) (normdlne rozdelenie s parametrami p = 0
a 0? = 1; hovori sa mu aj mormdlne normované rozdelenie alebo standardizované
normdlne rozdelenie); x(1 — «) sa casto zapisuje ako x1_4;

o Pr(X <xj(l—a)) =1—apre X ~ % (chi-kvadrdt rozdelenie s df stupriami volnosti);
o Pr(X <ty(l—a))=1—apreX ~ty (Studentovo t-rozdelenie s df stupriami volnosti);

o Pr(X <Fyag,(1—0a)) =1—a«apre X ~ Fy, 4, (Fisherovo F-rozdelenie s df, a df>
stupriami volnosti).

Hustoty vyssie spomenutych rozdeleni pozri na obrazku 16. Tiez plati
e Pr (Ia/g <X < Il_a/g) = Fy (Il_a/g) — I (Ia/g) =1- o, kde a € (0, 1/2),
X < @) =1/4, kde Q; = Fy' (1/4) sa nazyva vyberovy prvy kvartil (dolny kvartil);

Pr(
Pr(X < Qy) =1/2, kde Qu = F' (1/2) sa nazyva vyberovy druhy kvartil (medién);
Pr (

X < Q3) =3/4, kde Q3 = Fy' (3/4) sa nazyva vyberovy treti kvartil (horny kvartil);

Q4 = Fx' (k/10) sa nazyva vyberovy k-ty decil, Q, = Fy' (k/100) sa nazyva vyberovy
k-ty percentil.
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0.15
|

S
—— chi-sq(5) - — F(5,5)
""""" chi-sq(10) © - F(10,10)
>~ 0 Y . 100Ny HiR N R T
S ° chi-sq(20) =] F(20,20)
—
ol © 5 © © |
S o g ° g ©
= 17} 17}
2 2 0 2 3
= =
o N
o
9 8 o
© T T T T S 7 T T T T T © T T T T
-4 -2 0 2 4 0 10 20 30 40 50 0 1 2 3 4
X X X

Obr. 16: Grafické zndzornenie hustot normdlneho rozdelenia, t-rozdelenia, y?-rozdelenia a F-
rozdelenia pri roznych stupiioch volnosti

Definicia 5 (kritickd hodnota) Kritickd hodnota prislusného rozdelenia je hodnota, ktori nahodnd
premennd X prekrocéi s pravdepodobnostou . Pre vybrané rozdelenia plati

o Pr(X >u(a))=apre X ~N(0,1); u(a) sa casto zapisuje ako uy;
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e Pr (X > Xflf(a)) =apre X ~ X?zf;
o Pr(X >ty (o) =apre X ~ty;
o Pr(X > Fyp, () = a pre X ~ Fyp, gp,.

7 vyssie uvedeného je zretelné, ze o x 100% kritickd hodnota je identickd s (1 —a) x 100% kvantilom.
Pri kritickej hodnote poc¢itame obsah pod krivkou hustoty prislusného rozdelenia nad tymto bodom
a pri kvantile pod tymto bodom.

Stupne volnosti df predstavuji mnoZstvo nezavislej informécie, ktoré potrebujeme na cha-
rakterizaciu rozdelenia pravdepodobnosti nejakej ndhodnej premennej. Pouzivaji sa aj namiesto n
ako prevencia pred nadhodnotenim odhadu nejakého parametra (napr. rozptylu). Ide najcastejsie
o rozsah ndhodného vyberu n zmenseny o jedna (napr. Studentovo t-rozdelenie, F-rozdelenie), kde
jednotka odpoc¢itand od n znamena jeden volne viazany parameter (napr. jedna strednd hodnota,
jeden rozptyl a pod.). Pri zlozitejsich modeloch s viacerymi parametrami odpoéivame od n pocet
volne viazanych parametrov (napr. pocet strednych hodnoét) alebo df moze tiez predstavovat pocet
hladin kategoridlnej premennej zmenseny o pocet vol'ne viazanych parametrov.

Priklad 56 (Standardizované normadlne rozdelenie) Vypocitajte kritické hodnoty u(a) rozdele-
nia N(0,1), kde a = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riesenie v @ (pozri obrazok 17 a 18)

gqnorm(1-0.1) # 1.281552
gnorm(1-0.05) # 1.644854
gnorm(1-0.01) # 2.326348
gnorm (1-0.025) # 1.959964
gqnorm (1-0.005) # 2.575829

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pnorm(Q). Na vypocet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pnorm(Q). Ked'Ze standardizované normélne
rozdelenie je symetrické okolo nuly, u(a) = u(1 — ).

S N N
o o o
™ (2] ™
o | o | o |
© © ©
S o | S o S o
8 o g © g o
° = =
— — —
o | S g
o e o _|
© \ \ \ \ \ \ \ © \ \ \ \ \ \ \ © \ \ \ \ \ \ \
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
z z z
Pr(-1.6449<X<1.6449)=0.90 Pr(-=1.9599<X<1.9599)=0.95 Pr(-2.5758<X<2.5758)=0.99

Obr. 17: Grafické znazornenie vyznamu pravdepodobnosti pod krivkou rozdelenia medzi dvoma kvan-
tilmi (normalne rozdelenie)
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Obr. 18: Grafické znazornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou norméalneho rozde-
lenia; obsah pod (prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

Priklad 57 (Studentove t-rozdelenie) Vypocitajte kritické hodnoty Studentovho t-rozdelenia so
stupriami volnosti df = 10, t.j. tg(a), kde o = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riesenie v @ (pozri obrazok 19)

qt(1-0.1,10) # 1.372184
qt (1-0.05,10) # 1.812461
qt (1-0.01,10) # 2.763769
qt (1-0.025,10) # 2.228139
qt (1-0.005,10) # 3.169273

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pt(Q,df). Na vypocet pravdepo-
dobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pt(Q,df). KedZe Studentovo t-rozdelenie je
symetrické okolo nuly, t4 (o) = tgr(1—c). Nejaky kvantil standardizovaného normélneho rozdelenia je
priblizne rovny kvantilu ¢-rozdelenia az pre velmi velké stupne volnosti (resp. pravdepodobnosti nad
kritickymi hodnotami si priblizne rovnaké). Napr. 1-pnorm(1.644854)~1-pt (1.644869,100000) =
0.05. Avsak napr. 1-pt(1.644869,100)= 0.052.

Priklad 58 (y*-rozdelenie) Vypocitajte kritické hodnoty x2-rozdelenia so stupriami volnosti df =
10, t.j. Xzf(oz), kde o = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riesenie v @ (pozri obrazok 20)
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Obr. 19: Grafické znazornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou t-rozdelenia s df =
10; obsah pod (prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

qchisq(1-0.1,10) # 15.98718

qchisq(1-0.05,10) # 18.30704
qchisq(1-0.01,10) # 23.20925
qchisq(1-0.025,10) # 20.48318
qchisq(1-0.005,10) # 25.18818

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom alebo nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia
pchisq(Q,df). Kedze x*-rozdelenie nie je symetrické, x7; (o) # x3 (1 — a).

Priklad 59 (F-rozdelenie) Vypocitajte kritické hodnoty F-rozdelenia so stupriami volnosti df; =
20 a dfy =20, t.5. Fy, af,(a), kde o = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Riesenie v @ (pozri obrazok 21)

qf (1-0.1,20,20) # 1.793843
qf (1-0.05,20,20) # 2.124155
qf (1-0.01,20,20) # 2.937735
qf (1-0.025,20,20) # 2.464484
qf (1-0.005,20,20) # 3.317786

Na vypocet pravdepodobnosti pod kvantilom sa pouziva funkcia pf(Q,df1,df2). Na vypocet prav-
depodobnosti nad kritickou hodnotou sa pouziva funkcia 1-pf (Q,df1,df2). KedZe F-rozdelenie nie

je symetrické, Fur, ar, () # Fur, a5, (1 — ).
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Obr. 20: Grafické zndzornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou y2-rozdelenia s
df = 10; obsah pod (prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

Veta 1 (koeficient variacie) Nech ndhodnd premennd X pochddza z normdlneho rozdelenia s pa-
rametrami p a 0®, X ~ N(u,0?), kde E[X]| = u je strednd hodnota a Var[X| = o2 je rozptyl ndhodnej
T

premennej X. Nech g(8) = o/p, kde @ = (u,02)T, g(0,) = 2= a A = %g(@) = (—%, 1 > . Potom

T X 12’ 204
Ji (i _ 9) 2 N, (0, A7(i(8))A)
Xn H
kde AT(i(0))"1A o 1 o 0 o 1 T a2 (o> 1 d
e A6 A = (‘F’ ﬂ) 0 20 <_u_ﬂ) — (u_ + 5)' pre
Priklad 60 (koeficient varidcie) Pomocou delta metddy odvod’te rozptyl koeficientu varidcie z vety )
1. DU

Priklad 61 (MC experiment pre IS) Nech (a) X ~ N(0,1) a (b) X ~ [pN(0,1)+(1—p)N(0,4)],
kde p = 0.9, t.j. ide o zmes dvoch normdlnych rozdeleni X ~ N(0,1) a X ~ N(0,4) v pomere 9:1.
Vygenerugte M = 100 ndhodnijch vgberov s rozsahom n = 500 a vypocitajte 100(1 — )% empi-
ricky IS pre u. Zistite, kolko IS obsahuje strednii hodnotu p = 0. Toto ¢islo podelené M predstavuje
simulovani hladinu vijznamnosti o. cvic.
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Obr. 21: Grafické zndzornenie vyznamu pravdepodobnosti (obsahu) pod krivkou F-rozdelenia s df; =
20 a dfy = 20; obsah pod (prvy riadok) a nad (druhy riadok) prislusnym kvantilom

Definicia 6 (hodnoty distribuénej funkcie v kvantiloch) Empirickd distribucnd funkcia F,,(x)
je definovand nasledovne
0, akx< X(l),
Fn(l’) = %7 ak X(i) <z < X(i+1)7

1, ak x > X(n).

Majme transformdciv Ty = F.(Xq)), T2y = Fu(X©@)s - Ty = Fu(Xwy). Potom Ty, T(2),
..., I(y) su poriadkové Statistiky. Potom plati

lim Pr(sup [F,(z) — F(z)]n*? < X) = ®(N),

oo ey
kde F(X) je teoretickd distribucnd funkcia a ®(\) = 372 __ (=1)ke=2*** Potom 100 x (1 —a)% pds
spolahlivosti pre F,(z) definujeme ako F,(x) 4+ M\o1/n/2, kde ®(\y) = 1 — a a Var|[F,(z)] = 1/n.
Potom mozeme turdit, e F(X) patri do 100 x (1 — a)% pdsu spolahlivosti a zdroven je medzi nulou
a jednotkou s pravdepodobnostou 1 — c.

Priklad 62 (graf distribucnej funkcie a jej IS) Nakreslite graf distribucnej funkcie N(u,c?),
kde p = 0 a 0> = 1. Do grafu dokreslite 95% pds spolahlivosti pre F(z). Jeho hranice vypocitajte
pomocou simuldcie pseudondhodnych cisel z N(0,1) pri n =50, kde F,(x) je odhadnutd z ddt.
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