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Kapitola 1
Pripravné uvahy

Nejprve se pokusime sestavit matematicky model jednoduchého procesu, déje, ktery lze néjak
kvantifikovat a ktery se odehrava v pribéhu casu. Konkrétné pujde o model riustu néjaké po-
pulace. Pfitom si budeme pfedstavovat, ze proces pozorujeme nebo popisujeme v oddélenych
casovych okamzicich. Béh ¢asu si tedy budeme predstavovat jako diskrétni, jako plynouci v né-
jakych krocich nebo taktech, jejichz trvani budeme povazovat za jednotkové. Tato predstava
bude podstatna.

Zakladnim objektem vystupujicim v modelu bude posloupnost. Pravé ¢leny posloupnosti
budou vyjadiovat stav procesu v jednotlivych okamzicich. U posloupnosti si budeme vsimat
jejl monotonnosti, ohrani¢enosti, existence nebo neexistence limity, ptipadné jiné charakteris-
tiky chovani posloupnosti. To ukazuje, ze je uzitecné pripomenout nékteré zakladni poznatky
o posloupnostech piipadné je uvést v novych souvislostech. Zejména si ukdzeme, ze pro po-
sloupnosti muzeme vytvorit kalkulus, ktera je analogii diferencidlniho a integralniho poctu
pro funkce.

Jednoduchy model rustu populace

Predstavme si populaci slozenou z néjakych organismu; mohou to byt obratlovci, rostliny,
mikrobi — na zvolené urovni abstrakce na jejich povaze nezalezi. VSechny jedince budeme
povazovat za stejné, jeden od druhého se nijak nelisi, v prubéhu svého Zivota se nijak neméni.
Do nasi Gvahy zahrneme jediné dva déje, konkrétné ze jedinci vznikaji (rodi se, lihnou, kliéi,
pudi, ...) a zanikaji (umiraji, hynou, déli se, ...). Jako jedinou kvantitativni charakteristiku
populace budeme uvazovat jeji velikost; ta mtze byt vyjddirena poctem jedincti, populac¢ni
hustotou, celkovou biomasou a podobné. Dale si budeme predstavovat, ze velikost populace
zjistujeme v pravidelnych ¢asovych intervalech, jinak feceno, ze mame néjakou ,pfirozenou*
jednotku ¢asu, takze mtizeme casové okamziky ocislovat prirozenymi ¢isly 0,1,2,. ... Je celkem
jasné, ze

(velikost populace v ¢ase t + 1) = (velikost populace v ¢ase t) +
+ (mnozstvi jedinct vzniklych v ¢asovém intervalu od ¢t do ¢ + 1) —
— (mnozstvi jedinc uhynulych v ¢asovém intervalu od ¢ do ¢t + 1).

7 tohoto pojmového modelu vytvorime model matematicky tak, ze zavedeme veli¢inu x zavislou
na Case, tedy = = x(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost populace
v Casovém okamziku ¢. Déle oznac¢ime B(t) mnozstvi jedinct vzniklych v ¢éasovém intervalu

1



2 KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY

od t do t 4+ 1 a D(t) mnozstvi jedincii uhynulych v tomto obdobi. Symboly jsou voleny tak,
7e x oznacuje veli¢inu, kterou chceme znat, B je zkratkou slova ,birth“ a D slova ,death”.
Uvedené slovné vyjadiené rovnici nyni mtizeme dat tvar

z(t+1) = x(t) + B(t) — D(1). (1.1)

Abychom z této rovnice mohli spocitat velikost populace v jednotlivych ¢asovych okamzicich,
potiebujeme jesté specifikovat veli¢iny B(t) a D(t). Vzhledem k pfedpokladu, ze vSichni je-
dinci jsou stejni, muzeme ocekavat, ze kazdy z nich ,vyprodukuje* béhem c¢asového intervalu
jednotkové délky urcité stejné mnozstvi zivych potomki; oznacme toto mnozstvi b. Alterna-
tivné bychom mohli Fici, Ze b je stfedni hodnota poc¢tu potomku jedince za jednotkovy casovy
interval. Hodnota b tedy nemusi byt celé ¢islo. Celkové mnozstvi jedincii vznikljch v ¢asovém
intervalu od ¢ do ¢ + 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

7 téhoz predpokladu také mizeme odvodit, ze kazdy jedinec ma v libovolném intervalu jed-
notkové délky stejnou pravdépodobnost, ze uhyne; oznac¢me tuto pravdépodobnost d. Klasicky
spoc¢itame pravdépodobnost, Ze jedinec béhem jednotkového intervalu uhyne jako podil mnoz-
stvi uhynulych jedincti a mnozstvi vSech jedinct, tj. d = D(t)/x(t), neboli

D(t) = da(t). (1.3)

Moznost, ze néjaky jedinec vznikne i zanikne v témze jednotkovém casovém intervalu,
nemd na vztahy (1.2), (1.3) vliv. Takovi jedinci by totiz nemohli byt zahrnuti mezi zivé
potomky, kterych je b, a tim padem by v odvozenych rovnostech vibec nefigurovali.

Pii odvozeni vztahu (1.2) jsme vSak uvazovali, jako by se mnozstvi jedinci, ktefi zili
v Casovém okamziku ¢, v prubéhu intervalu do ¢ + 1 neménilo. Mlcky jsme tedy prijali dalsi
zjednodusujici predpoklad: k rozeni dochézi ,kratce po zacatku* uvazovaného casového in-
tervalu, k tthyntm ,kratce pred jeho koncem“.

Vyjadieni (1.2) a (1.3) dosadime do rovnice (1.1). Dostaneme

z(t + 1) = x(t) + ba(t) — dx(t),
nebo po trivialni apravé
z(t+1) = (1+b—d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovnici nazyvame porodnost (birth rate); tento parametr je kladny, nebot
v nevyhynulé populaci musi novi jedinci vznikat. Parametr d nazyvame dmrtnost (death rate);
ponévadz vyjadiuje pravdépodobnost, nabyva hodnot mezi 0 a 1 — Gmrti je mozné, ale neni
nutné. Tedy

b>0, 0<d<l. (1.5)

Oznacime-li
r=1+b-d, (1.6)

muzeme rovnici (1.4) zapsat v kratsim tvaru
x(t+1) = rx(t); (1.7)

parametr 7 nazveme koeficient rustu (rustovy koeficient, growth rate). Vyjadiuje relativni
prirtstek populace za jednotku ¢asu. Podle podminek (1.5) plati

r > 0. (1.8)



Rovnost (1.7) mizeme chépat jako rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost

{z(0),2(1),z(3),... }

s kvocientem r, dobfe zndmou ze stredni skoly. Pokud tedy na pocatku, tj. v case t = 0, je
velikost populace rovna

2(0) = &o, (1.9)

kde & je néjaké kladné ¢islo, pak velikost populace v libovolném c¢asovém okamziku ¢ je rovna
z(t) = &or'. (1.10)

Dostavame tak prvni zavér: velikost populace roste jako geometrickd posloupnost (,,populace
roste geometrickou fadou®). Tento zavér — ovSem odpozorovany na ristu obyvatelstva seve-
roamerickych osad, nikoliv odvozeny uvedenym postupem — zpopularizoval Thomas Malthus
ve svém slavném Pojednéni o principech populace z roku 1798. Proto rovnici (1.7) s po¢éateéni
podminkou (1.9) budeme nazyvat malthusovsky model ristu populace.

Zavér bychom ale méli formulovat opatrnéji: pokud se populace vyviji podle modelu (nebo
snad podle pfirodniho zdkona?) vyjadfeného rovnosti (1.7) a na poc¢atku ma velikost rovnu o,
pak jeji velikost v ¢asovém okamziku ¢ je ddna vyrazem na pravé strané rovnosti (1.10). Je-li
pfitom r > 1, tj. porodnost je vétsi nez imrtnost, pak velikost populace roste nade vSechny
meze, tlggo x(t) = oo; je-li r < 1, tj. Gmrtnost je vétsi nez porodnost, pak populace vymira,

tlim z(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost by se vyrovnala s Gmrtnosti, velikost populace
—00

by se neménila, z(t) = & v kazdém Casovém okamziku ¢.

Geometricky rust populace skute¢né muze byt pozorovan v pripadech, kdy populace je
mala a prostredi, ve kterém se vyviji, je prakticky neomezené; jako napt v dobé pocatecniho
osidleni Ameriky imigranty z Evropy a zapadni Afriky, nebo rust kolonie bakterii na zivném
substratu. Malthusovsky model (1.7) tedy za jistych podminek popisuje rist realné populace.
Ovsem zadna populace nemuze rust nade vsechny meze, prinejmensim proto, ze povrch Zemé
je konecny.

Nyni jsme tedy v situaci, Ze pro popis rustu (nebo presnéji pro popis vyvoje velikosti)
populace mame matematicky model (1.4), ktery adekvatné popisuje skutecnost za jistych,
dosti omezujicich predpokladi. Chtéli bychom vsak mit model, ktery zachovava ,,dobré vlast-
nosti“ modelu (1.4), tj. spravné popisuje poc¢ateéni faze ristu malé populace, ale nemé jeho
,vlastnost Spatnou®, tj. nepredpovida nerealisticky rist nade vSechny meze.

V omezeném prostiedi velka populace spotiebovava velké mnozstvi omezenych zdroji, na
jedince pripadne jejich mensi podil a proto se mu nebude dostévat energie k reprodukci. Je-li
tedy v prostfedi s omezenymi zdroji velkd populace, je jeji porodnost (pocet potomki na
jedince) mensi, nez by byla v pfipadé, ze by populace byla mala.

Velkd populace znecistuje prostfedi produkty svého metabolismu; zadny organismus ale
nemiize zit v prostiedi tvoreném odpady jeho ¢innosti nebo zivota. Je-li tedy populace v ome-
zeném prostiedi velka, na jedince pfipadne vétsi mnozstvi produkovanych odpadnich latek,
které byvaji toxické a proto se tmrtnost v populaci zvétsi.

Témito tvahami mtzeme dojit k zavéru, ze u velké populace je mala porodnost nebo velka
umrtnost. Tyto jevy se vzdjemné zesiluji podle (1.6), rist populace pisobi pokles rustového
koeficientu. Pii ,vylepSovani“ modelu (1.4) tedy konstantni koeficient rtistu r nahradime
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néjakym vyrazem zavislym na velikosti populace, néjakou funkci proménné z. Model ristu
populace tedy muze mit obecny tvar

z(t+1) = g(z(t))z(t). (1.11)

Pritom funkce g je definovana pro nezaporné hodnoty argumentu x a je klesajici. Chceme, aby
model (1.7) byl specidlnim pfipadem modelu (1.11) pro ,malé“ velikosti populace. Pfesnéji
tento pozadavek vyjadiime ve tvaru

g(0) =r>1. (1.12)

V tomto piipadé se r nazyva vnitini koeficient ristu (intrinsic growth rate). Vyjadiuje ma-
ximalni mozny relativni prirtustek velikosti populace za jednotku casu, tj. takovy prirustek,
ktery by populace méla v prostiedi s neomezenymi zdroji.

Existujici populace ziji v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, jejich velikost se dlou-
hodobé neméni, prestoze jedinci se rodi a umiraji. Toto pozorovani vede k predpokladu, ze
pro kazdou populaci existuje néjaka ,rovnovazna velikost“. Pokud by populace byla vétsi,
spotiebovavala by vice zdroji nebo produkovala vice odpadt a jeji rustovy koeficient by byl
mensi nez 1. Naopak, kdyby populace byla mensi nez ,rovnovazna“, méla by nadbytek zdroji
na jedince a ,prebytecna“ energie by se mohla vyuzit pro reprodukci. Rustovy koeficient ta-
kové populace by byl vétsi nez 1. Tyto uvahy nyni vyjadiime tak, ze pro klesajici funkci g
existuje konstanta K takova, ze g(K) = 1,

(3K > 0) g(K) = 1. (1.13)

Hodnota K vyjadiuje kapacitu (uZivnost) prostreds.

Funkce ¢ vystupujici v modelu (1.11) je tedy klesajici a splituje podminky (1.12), (1.13).
Tuto funkci potiebujeme déle néjak specifikovat.

Nejjednodussi volbou je linearni funkce,

tato funkce je na obr. 1.1 zndzornéna modrou piimkou. Model (1.11) tedy ziska tvar

2t +1) = 2(t) <7" - 1x(t)> . (1.14)

Tato rovnice se nazyva logistickd. Jako model ristu populace ji patrné poprvé pouzil John
Maynard Smith ve slavné knize Mathematical Ideas in Biology!.

Rovnici (1.14) 1ze opét chapat jako rekurentni formuli pro néjakou posloupnost. Pro obecny
¢len takové posloupnosti vSak neznédme vzorecek. Asporn ale muZzeme vypocitat prvnich nékolik
¢lent1 této posloupnosti pro rizné hodnoty parametri. Tyto simulace provedeme pro hodnoty
K =1axz(0) =& = 0,01; to lze interpretovat jako rtist populace v neobsazeném prostiedi,
do néhoz invadovalo nékolik jedincti, rovnovéznou velikost populace pritom povazujeme za
jednotkovou.

Vidime, ze pro malé hodnoty koeficientu r, presnéji pro r < 2, populace roste. Pro malé
hodnoty ¢, rast pfipomind geometrickou posloupnost, poté se stane skoro linedrnim (pfi-
pomind aritmetickou posloupnost s kladnou diferenci), pak se zpomali az doséhne hodnoty

!Cambridge Univ. Press, 1968



Obrazek 1.1: Ruzné moznosti volby funkce g na pravé strané obecného modelu (1.11) ristu
populace v prostfedi s omezenymi zdroji.

kapacity prostfedi a rist ustane. Jinak feceno, posloupnost zadana rekurentné rovnosti (1.14)
je rostouci omezenou posloupnosti, pro niz plati
tli>I?O z(t) = K. (1.15)

Pokud je hodnota ristového koeficientu r vétsi, presnéji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
prekroc¢i hodnotu kapacity prostiedi, ale s tlumenymi oscilacemi se na této hodnoté postupné
ustéli. Stale tedy plati (1.15), ale posloupnost jiz neni monotonni.

Pri jesté vétsi hodnoté r se hodnoty posloupnosti neustali na kapacité prostiedi, ale kolisaji
kolem ni. Pro mensi r pravidelné, pro velka r jiz z obrazkt zadnou pravidelnost vypozorovat
nemiizeme.

Z téchto pozorovani mizeme uzaviit, ze model (1.14) muze popisovat jak populaci, jejiz
velikost je v dynamické rovnovaze se svym prostiedim (takové jsou napf. populace velkych
savcll, nazyvame je K-stratégové — ustéli se na hodnoté K), tak populaci, jejiz velikost kolisa
(to je typické napf. pro drobné hlodavce, nazyvame je r-stratégové — maji velkou hodnotu
7). Jeden model popisuje rtizné ekologické jevy. To je jeho velkd pfednost a proto je model
(1.14) dobrym adeptem na ,objeveny pfirodni zakon“.

Velkd nevyhoda modelu (1.14) vSak spociva v tom, ze pro velkou poc¢ateéni hodnotu &
jsou jeji dalsi hodnoty zaporné, konkrétné pro &y > Kr/(r — 1) je z(1) < 0. Realna populace
nemiize mit zapornou velikost. Pritom velkd poc¢ate¢ni hodnota muze vyjadfovat napr. to, Ze
se v duisledku néjaké ekologické disturbance skokem zmensila Gzivnost prostiedi. Model (1.14)
tedy neni dostatecné obecny.

Naznac¢eny problém modelu (1.14) spo¢iva v tom, ze funkéni hodnoty funkce g jsou pro
velké hodnoty argumentu zaporné. Potfebujeme tedy klesajici funkci, kterda ma vlastnosti
(1.12), (1.13) a navic je pro vSechny hodnoty argumentu kladna. Takovou funkci muze byt

funkce lomena,
rK

g(x) = m,
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ktera je na obr. 1.1 znazornéna zelenou kiivkou. Pfislusny model ma tvar

rkK
K+ (r—1)z(t)

z(t+1) = z(t) (1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt?, nezévisle na nich a jinym zptisobem
ho odvodila Evelyn Pielou®. Casto byva nazjvan Bevertonova-Holtova logisticka rovnice nebo
logistickd rovnice Pielou.

Opét muzeme vypocitat nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu prostiedi K = 1,
s pocatecni hodnotou zg = &y a s riznymi hodnotami koeficientu r. V tomto piipadé vidime,
ze vyslednd posloupnost vzdycky roste a dosdhne kapacity prostifedi, tedy pro libovolnou
hodnotu r plati vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodny pouze pro popis populace K-
stratégt.

Cenou za odstranéni nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazenim modelem (1.16) je ztrata
universality. Oba modely (1.14) i (1.16) maji néjaké ,,dobré vlastnosti, ale také ,nedostatky*.
Zkusime v modelu (1.11) pouzit funkci g, ktera je ,néco mezi“ funkei linedrni a lomenou.

Elementarni klesajici kladna funkce, kterd ma vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejiz hodnoty
jsou mezi hodnotami funkce linearni a lomené, je funkce exponencialni

g(x) = plo/ K — Ii/rzx: exp [(1 — %) lnr] ,

viz na obr. 1.1 ¢ervenou kiivku mezi modrou pfimkou a zelenou ktivkou. Prislusny model je
tvaru
x(t)

2(t+1) = z(t) exp [(1 - 7) lnr] (1.17)

a zavedl ho William Ricker?. Byva nazyvan Rickerova (logistickd) rovnice. Vypocitame-li
z ného nékolik prvnich ¢lent posloupnosti pro kapacitu K = 1 a s po¢ateéni hodnotou z(0) =
& = 0,01 pro ruzné hodnoty rustového koeficientu r, vidime, ze model (1.17) je universalni
jako model (1.14) a nemé jeho vadu.

Jesté si mizeme povsimnout skutecnosti, ze malthusovsky model (1.7) je meznim pfipadem
vSech logistickych modeli (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K — oo. Malthusovsky model proto
miizeme povazovat za popis rustu populace v prostiedi s neomezenymi zdroji, tj. s nekonec¢nou
uzivnosti.

1.1 Posloupnosti
Pro celé ¢islo tg € Z oznacime
Zty ={to+n:ne€N}={to,to+ 1,t0 +2,...}

mnozinu vSech celych ¢isel vétsich nebo rovnych ¢islu tg. Pro sjednoceni symboliky budeme
nékdy mnozinu celych ¢isel oznacovat Z_ ..

2R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynamic of exploited fish populations. Fisheries Investigations
Series 2(19). Ministry of Agriculture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3E. C. Pielou, Mathematical Ecology. Wiley Interscience, 1977

W. E. Ricker, Stock and recruitment. J.Fish.Res. Board Can., 11:559-623, 1954
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Definice 1. Redlnd posloupnost je zobrazeni a z mnoziny celych ¢isel Z do mnoziny realnych
cisel R takové, ze jeho defini¢ni obor Doma je celd mnozina Z nebo nékterd z mnozin Zy,.

Pfivlastek ,redlna“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji t-ty c¢len posloupnosti. Hodnotu nezéavisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud ty > —oo a Doma = Zy,, fekneme, ze g
je pocatecni index posloupnosti.

Posloupnost a muzeme také zapisovat pomoci jejich clent jako {a(t)}$2, mnebo strucné
{a(t)}.

Mnozinu posloupnosti definovanych na Zi,, resp. na Z, oznacime symbolem P, resp.
P_so; mnozinu vsech posloupnosti oznacime symbolem P, tj.

P ={a:Zy - R}, Pogo={a:Z—-R}, P= Uptoup_oo_

to€Z
Tvrzeni 1. Bud 7 € Z U {—o0}. Mnozina posloupnosti P, je vektorovym prostorem nad
polem realnych ¢isel R. S¢itani posloupnosti je definovano vztahem
(a +b)(t) = a(t) + b(t) pro vSechny posloupnosti a,b € P a kazdé t € Z,,,
nulovym prvkem je posloupnost o € P, takova, ze Imo = {0}, tj.
o(t) =0 pro vSechna t € Dom o,
nasobeni skalarem je definovano vztahem
(aa)(t) = aa(t) pro vSechny posloupnosti a € P; a vSechna ¢isla o € R.

Véta 1. Necht 7 € ZU{—o0}, a1,az,...,a, € Pr. Oznacme

ay(t) as(t) e an(t)
C(t) = Ct;ay, az, ... an) = ‘“(tf Y wf Y a"(tf !
ar(t+n—1) ax(t+n—-1) ... ap(t+n-1)

Pokud ezistuje t € Z, takovy index, Ze C(t) # 0, pak jsou posloupnosti ay,as,...,a,
linedarné nezavislé.
Jsou-li posloupnosti ay, as, . .., a, linedrné zavislé, pak C(t) = 0 pro viechny indexyt € Z..
Drikaz: Necht pro konstanty aq, s, ..., a, plati
aial + agag + -+ apay =0
a necht t € Z; je takovy index, ze C(t) # 0. Z ptfedchozi rovnosti nyni plyne
aja(t) +  agas(t) + -+ apan(t) =0
ara1(t+1) + agas(t+1) + -+ + apap(t+1) =0

arai(t+n—1)+agas(t+n—1)+ -+ +anap(t+n—1) =0.
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To je homogenni soustava n linedrnich rovnic pro n nezndmych ay,as,...a, a C(t) je jeji
determinant. Odtud plyne, ze tato soustava ma jen trivialni feSeni, tj.

ap =g =--=qa, =0.

To ovSem znamenad, Ze posloupnosti ai,ao,...,a, jsou linedrné nezavislé a prvni tvrzeni je
dokazano.
Druhé tvrzeni je bezprostiednim dusledkem prvniho. O

Pozndamka 1. Determinant C(t;ay,ag, ..., a,) zavedeny v pfedchozi vété se nazyva Casoratidn
posloupnosti ay, as, ..., ay v indexu ty. Tvrzeni 1 lze tedy preformulovat: Jsou-li posloupnosti
ai,a9,...,a, € P, linearné zavislé, pak jejich Casoratian je nulovy v kazdém indexu ze
spolecného definiéniho oboru téchto posloupnosti.

Definice 2. Posloupnost a € P se nazyva

ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny c¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje né¢jaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;

ohranicend, pokud je ohrani¢end zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h.
Definice 3. Posloupnost a € P se nazyva

rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

ryze rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) > a(t + 1);

ryze klesajict, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma) a(t) > a(t + 1);

monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;
ryze monotonnt, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;

staciondarni, pokud je soucasné rostouci a klesajici.

Terminologickd pozndmka. Uvedend terminologie monotonnich posloupnosti je méné obvykla
— posloupnost splnujici podminku

(th € Zto)(vtg S Zto) t <tlg = a(tl) < a(tg)
je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliujici podminku

(th € Zto)(vtg S Zto) 1 <tlg = a(tl) < a(tg)
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Vo Vv

,rostouci“, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradi¢néjsi terminologii vSak posloup-
nost, kterd neni ,klesajici“ jesté nemusi byt ,neklesajici“ (napi. posloupnost dana rovnosti
a(t) = sint).

V terminologii zavedené v Definici 2 je ryze rostouci posloupnost také posloupnosti ros-
touci; pojem oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho
pojmu lisi pfivlastkem (v pojeti aristotelské logiky nebo biologické klasifikace 1ze slovo ,ros-
touci® povazovat za rodové jméno, slovo ,ryze“ za druhové jméno).’

Poznamka 2. 7 tranzitivity relaci <, <, >, > plyne, Ze posloupnost a € P je

— rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)ty < ta = a(t1) < a(ta);

ryze rostouci pravé tehdy, kdyz (Vt1,ts € Doma)t; < to = a(t1) < a(t2);

— klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,t2 € Doma)t; < to = a(t1) > a(t2);

— ryze klesajici pravé tehdy, kdyz (Vt1,ta € Doma)t; <ty = a(t1) > a(te).
Poznamka 3. Obor hodnot stacionarni posloupnosti je jednoprvkovy, tj. existuje a € R takové,
ze Ima = {a} a (Vt € Doma) a(t) = a.

Je-li a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psit a = «. S pouzitim této
symboliky muZeme nulovou posloupnost zapsat jako o = 0.

Pozndmka 4. VSechny pojmy zavedené v Definici 3 lze relativizovat na interval nezavisle
proménné. Napf. posloupnost a € P se nazyva klesajici na intervalu [n, m], jestlize pro kazdy
index posloupnosti ¢ takovy, ze {t,t + 1} C [n,m| N Doma plati a(t) > a(t + 1), tj.

(Vt € Doma) {t,t + 1} C [n,m|NDoma = a(t) < a(t+1).
Definice 4. Bud a € P a t € Dom a. Rekneme, Ze index t je
uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;
argument lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1€ Doma = a(t) > a(t — 1);
argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1€ Doma = a(t) < a(t —1);
argument ostrého lokdlntho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1 € Doma = a(t) > a(t—1);
argument ostrého lokdlntho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1 € Doma = a(t) < a(t—1);
argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokalniho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokalniho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokalnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivame pro ostré lokalni extrémy, maxima a minima.

5Analogické terminologie byla navrzena v knize L. KoSMAK. Zdklady matematickej analyzy. Bratislava-
Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Misto slova ,ryze“ je tam pouzivano slovo ,ostro“.
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Definice 5. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mnoziny posloupnosti P do rozsitené
mnoziny redlnych ¢isel R* = R U {—o00, 00}. Obraz posloupnosti a pii zobrazeni lim znacime
tlim a(t). Rekneme, 7e limita posloupnosti a je rovna hodnoté o € R*, pokud ke kazdému
nde el

okoli a existuje takovy index posloupnosti 7, ze vSechny ¢leny posloupnosti a s indexy alespon
T jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = o pokud (VO(«)) (37 € Z)(Vt € Doma) t > 7 = a(t) € O(a).

t—o00

Limita se nazyva vlastni, pokud a € R, tj.

lima = lim a(t) = o € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — a] < €.

t—o00

Limita se nazyvéa nevlastni, pokud a € {—o00, 00}, tj.

lima = lim a(t) = oo pokud (Vh € R)(I7 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—o00

Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje a € R, o = tlim a(t). Posloupnost
— 00

a € P se nazyva divergentni, pokud lim a(t) = oo nebo lim a(t) = —oo.
t—r00 t—»00

Terminologickda pozndmka. Nevlastni limita posloupnosti obvykle v ucebnich textech o po-
sloupnostech nebyva povazovana za limitu; ,nevlastni limita neni limita analogicky jako ne-
vlastni matka neni matka“. Terminologie zavedena v Definici 5 je vSak stejné jako terminologie
pouzivand v textech o funkcich.

Véta 2. Monotonni posloupnost ma limitu. Podrobnéji:

e je-li a rostouci neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
—00
o je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
—00

e je-li klesagici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf{a(t) : t € Doma};
—00

e je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
—00
Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.5., str. 127. ]

Dusledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takova, ze Im k C Z. Pak tliglo k(t) = oo.
Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdét e N.
Necht h € R je libovolné ¢islo. K nému existuje ¢t € N, ze t > h — k(0). Pro tento index t plati
k(t) >k(t—1)+1>k(t—2)+2>--->k(0)+t > k(0) + h — k(0) = h.

To znamena, ze posloupnost k£ neni ohranic¢ena shora a dokazované tvrzeni plyne z Véty 2.0J
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Tvrzeni 2. Necht 7 € Z U {—o00}. Ozna¢me Py mnozinu konvergentnich posloupnosti z vek-
torového prostoru P, tj.

P = {a €Pr: (Ja G]R)oz:tlim a(t)}.

—00

Pak P? je vektorovy podprostor prostoru P, a zobrazeni lim : P; — R je linearni.

Dikaz: lim(ca + b)) = tlim (aa + BO)(t) = oztlim a(t) + ﬁtlim b(t) = alima+ flimb e R
—00 —00 —00
O

Definice 6. Necht a € P, je libovolna posloupnost a k € Py je ryze rostouci posloupnost
celych cisel takova, ze k(0) > 7, tj. Imk C Doma. Pak slozené zobrazeni a o k se nazyva
posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k disledku Véty 2 je slozené zobrazeni a o k z pfedchozi definice skutec¢né
posloupnost, -ty ¢len vybrané posloupnosti je a(k:(t)).

Tvrzeni 3. Necht a € P je konvergentni nebo divergentni posloupnost. Pak a € R* je jeji

limitou, tj. lima = lim a(s) = «, pravé tehdy, kdyz « je limitou kazdé posloupnosti vybrané
$—00

z posloupnosti a;

lima = lim a(s) =a <
S§—00

((Vk € Po) Imk C Dom a,tlim k(t) = oo = limaok = lim a(k(t)) = a) .
—00

t—o00

Dikaz: ,=“: Bud O(«a) libovolné okoli limity « a a o k libovolna posloupnost vybrané z po-
sloupnosti a. K okoli O(«) existuje s; € Z takové, ze pro vSechna s € Doma, s > s1 je
a(s) € O(a). Mnozina {t € N : k(t) > s1} je podmnozinou dobfe uspofddané mnoZiny pfiro-
zenych ¢isel, a tato mnozina je neprazdné, nebot tlg& k(t) = oo. Existuje tedy

t1 =min{t e N: k(t) > s1}.
Pro libovolné ¢ > t1 je k(t) > k(t1) > s1, a tedy
aok(t) = a(k(t)) € O(a).

»<=“: Necht sg € Dom a. Definujme k € Py vztahem k(t) = so+t. Pak aok je posloupnost
vybrana z posloupnosti a. Je tedy

lim a(s) = lim a(sg +t) = lim a(k(t)) = o

5§—00 o t—o00 o t—o00
]

Definice 7. Rekneme, ze o € R* je hromadny bod posloupnosti a, pokud ke kazdému okoli
a a kazdému celému ¢islu 7 existuje takovy index ¢ posloupnosti a, ktery neni mensi nez 7 a
¢len a(t) posloupnosti lezi v tomto okoli, tj.

a € R* je hromadny bod posloupnosti a pokud
(VO(a)) (V7 € Z) (3t € Doma) t > 7,a(t) € O(a).
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Tvrzeni 4. Hodnota a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a préavé tehdy, kdyz existuje
posloupnost a o k vybrana z posloupnosti a takova, ze lima o k = «, tj. tlim a(k(t)) = a.
— 00

Diikaz: ,=“: Necht o € R* je hromadnym bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostouci
posloupnost k& € Py takovou, ze Doma C Z a lima o k = a.

Bud O(«) libovolné okoli bodu « a s9 € Dom a libovolny prvek.

Polozime k(0) = so. K s¢ existuje s; € Doma, Ze s1 > sp a a(s1) € O(a).

Polozime k(1) = s1. K s1 existuje sy € Doma, 7Ze sy > s1 + 1 a a(s2) € O(«).

Polozime k(2) = s9 atd.

Vysledkem této induktivni konstrukee je ryze rostouci posloupnost k € Py; pritom k(t) =
st a s € O(a) pro kazdy index t > 0 a tedy a o k(t) = a(s;) € O(a). Pro vSechny indexy
t>0jeaock(t) e O(a), coz znamena, ze lima o k = a.

»<“: Necht existuje vybrana posloupnost a o k takova, ze limaok = a € R*. Necht O(«)
je libovolné okoli v a 7 € Z je libovolné ¢islo. Podle Definice 5 existuje ¢islo 71 € Z takové, ze
pro kazdé t > 71 je a o k(t) € O(a). Vezmeme t; € Dom k takové, ze t; > 71, k(t1) € Doma
a k(t1) > 7; takové ¢islo 1 existuje, nebot posloupnost k je rostouci a lim k& = oo. Polozime
s1 = k(t1). Pak s1 > 7 a a(s1) = a(k(t1)) = aok(t;) € O(a), tedy o je hromadnym bodem
posloupnosti a. O

Tvrzeni 5. Necht existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadnym bodem posloup-
nosti a.

Diikaz plyne bezprostfedné z Tvrzeni 3 a 4. O

Priklady. Uvazujme posloupnosti z mnoziny Py.

a) a(t) = (—%)t, obr. 1.2 a).
Jediny hromadny bod je 0.

b) b(t) = (1), obr. 1.2 b).
Hromadné body jsou 1 a —1.
t 1+ 3
) elt) = (~1)' + (=3)' = (-1

c= {2,—%, %),—%, %,—%, - }, obr. 1.2 ¢). Hromadné body jsou 1 a —1.

d) Definujme posloupnost m € Py predpisem m(t) = [% (\/1 + 8t — 1)], kde [z] oznacuje
celou ¢ast z redlného cisla x.
Polozme d(t) =t — 3 (m(t) + 1)mi(t).
d=1{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,... }, obr. 1.2 d).
Kazdé prirozené cislo se v této posloupnosti vyskytuje nekoneéné mnohokrat, je tedy
jejim hromadnym bodem. Vybrana posloupnost
{0,1,2,3,4,... } = {a(0),a(2),a(5),a(9),a(14), ... ,a(3t(t + 3)),... }

diverguje do oo, je tedy také oo hromadnym bodem posloupnosti d.

e) Uvazujme posloupnosti m a d zavedené v predchozim pfikladu a polozme
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Obrazek 1.2: Piiklady posloupnosti s rtiznymi mnozinami hromadnjch bodi.

e(t)={1,0,1,0,3,1,0,%,%,1,0,4,%,2,1,0,1,2,2,2,1,0,... }, obr. 1.2 ¢).

Kazdé raciondlni ¢islo z intervalu [0, 1] se mezi ¢leny této posloupnosti vyskytuje neko-
necné mnohokrat. V kazdém okoli libovolného realného ¢isla z intervalu [0, 1] existuje
néjaké raciondlni éislo ¢ € [0, 1]. To znamena, ze kazdé realné ¢islo z intervalu [0, 1] je
hromadnym bodem posloupnosti ¢, mnozina vSech hromadnych bodd vyplni kompaktni
interval [0, 1].

Piiklady ukazuji, Ze posloupnost mtze mit jeden hromadny bod (a), koneéné mnoho hro-
madnych bodt (b, ¢), spocetné (d) nebo nespoéetné (e) mnoho hromadnych bod; hromadny
body mohou byt koneéné (a, b, ¢, e) nebo nekoneéné (d); koneény hromadny bod mize byt
¢lenem posloupnosti (b, d, e) ale nemusi (a, c, e). [ |

Tvrzeni 6. Mnozina hromadnych bodi libovolné posloupnosti a € P méa nejmensi a nejveétsi
prvek.

Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.7., str. 131. U

Definice 8. Nejmensi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes inferior a oznacuje
litm inf a(t); nejvétsi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes superior a oznacuje
— 00

lim sup a(t).

t—o00

7 definice bezprostredné plyne

liminf a(t) < limsup a(t).

t—00 t—ro0

Posloupnost a € P je ohranicena zdola pravé tehdy, kdyz

—oo < liminf a(t);
t—o0

je ohranicend shora pravé tehdy, kdyz

limsup a(t) < oo;

t—o00
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je konvergentni pravé tehdy kdyz

—o0o0 < liminf a(t) = limsup a(t) < oo;
t—o0 t—o0

nemd (vlastni ani nevlastni) limitu pravé tehdy, kdyz

liminf a(t) < limsup a(t).
t—o0 t—00

Definice 9. Nechf ¢ € P, m € Doma, n € Z takové, ze n + 1 € Doma. Soucet cleni
posloupnosti a od m do n definujeme vztahem

n a(m)+a(m+1)+---+a(n), n>m,
Za(t): 0, n=m-—1,
t=m —(a(n+1)+an+2)+-+alm—-1)), n<m-—1

Soucin c¢lent posloupnosti a od m do n definujeme pro n > m — 1 vztahem

, n=m—1;

& ~ Ja(m)a(m+1)---a(n), n>m,
I et = {1

t=m

pokud n <m+1aa(t) #0prot e [0+ 1,m— 1] NZ, klademe

. 1
Ha(t)— a(n+Da(n+2)---a(m—1)

t=m

Tvrzeni 7. Necht a € P. Pak plati

n—1 m—1 l n n
at)==> a(t), Y alt)+ > alt)=>_ a(t),
t=m t=n t=m t=l+1 t=m
n i_Z?a(n - t)’ nzm, n—1 ¢ n—1
a(t) = ‘0 > alr) = (n—ta()
t=m 72 a(m—t), n S m — 1, t=mT1t=m t=m

pro vsechna m,n, [ takova, Ze uvedené soucty jsou definovany.
Pokud navic a(t) # 0 pro ¢t € Dom a, pak

n—1 m—1 -1 l n n
oo~ (TTa0) - TLaw T 0= L0
t=m t=n t=m t=l+1 t=m
n TZHTOna(n o t)’ nzm, n—1 t n—1
I = ’O I1 a(n) = [[(n—t)at)
t=m _H a(m o t), n<m-— 17 t=m T=m t=m

pro vSechna m,n, [ takova, ze uvedené souciny jsou definovany.
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Diikaz: Necht m < n. Pak také m —1 <n —1 a tedy

m—1 n—1
a(t) = —(a(m) + a(m + 1) + -+ a(n - 1)) = = > a(t),

coz je ekvivalentni s prvni rovnosti. Jeji platnost budeme v dalsich ¢astech dtikazu vyuzivat.
Platnost druhé rovnosti ovéfime pro m < n. Je-li m <[ < n, pak

l n n
D a®)+ > a(t) = (a(m)+a(m+1)+-+a(l)) + (al+1)+a(l+2)+-+a(n)) = Y _ a(t);
t=m t=Il+1 t=m

l n n
jeelim <n=1pak > a(t)+ > a(t)= > a(t)+0;
t=m t=l+1 t=m
l

l n l
jeellim <n <l pak > a(t)+ > a(t) > alt)
t=m t=Il+1 t=m t=n-+1 t
l n m— n n
jelil+1=m<mn,pak > a(t)+ > a(t)= > a(t)+ a(t) =0+ >
t=m t=Il+1 t=m t=m t=m t
2

Il
=)
—
~
SN—
|
Il
I s
™
=)
—
~
:_/

m—1

l n n
jelil+1<m<mn,pak > a(t)+ > at)=— > alt)+ > a(t)=
t=m t=l+1 t=l+1 t=I+1 t=m
V pripadech m > n a m = n ukazeme platnost druhé rovnosti analogicky.

Pri ovérovani treti rovnosti rozlisime ¢tyri pripady:

je—lianpaktEn: a(t)=a(m)+am+1)+---+a(n—1)+a(n) =

—a(n—0)+a(n—1)+-+a(n— (n—m)) :i;;na(n—t);
jelin=m —1 pak :ﬂz;:a(t) :o:tgojla(n_t);
jeli n = m — 2 pak ’:Lz;a(t) _ —tm%:_lla(t) — a(m—1) = —til a(m —t) = tia(m—t);
jelin < m — 2 pak tia(t) . —t:n_;a(t) — —m§_2a(m 1=

Ctvrtou rovnost dokazeme tiplnou indukci:

m—1 t m—1
pron =m plati ) < > CL(T)) =0= > (m—t)a(t);

t=m \T=m t=m
n t n n—1 t
indukéni krok ,vpred“: >° > a(r) = a(t)+ > > a(r) =
t=mT=m T=m t=mT=m
n n—1 n—1
= 2 a(t)+ > (n—tat) = a(n) + > (n—t+1a(t) =
t=m t=m t=m
n—1 n
=n+1-—n)an)+ > (n+1—2t)a(t)= > (n+1—1t)a(t);
n-2 t n—1 t Ty e
indukéni krok ,vzad“: >, > a(r) =3 > a(r)+ > a(r) =
t=mT1t=m t=mT1t=m t=n T=m
n—1 n—1 t n—1 n—1

= L (—tat) = 2 a(r) = > (n—ta(t) = 3 a(r) =

t=m t
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Rovnosti pro soucin ovéfime stejné. O

1.2 Operatory na prostoru posloupnosti

1.2.1 Operator posunu

Definice 10. Operdtor posunu (shift operator) -° : P — P ptitadi posloupnosti a posloupnost
a? definovanou vztahem
a’(t) =a(t+1).

Obrazem posloupnosti a € Py, pri zobrazeni -° je tedy posloupnost a’ € Py, 41, obrazem
posloupnosti a € P_, je posloupnost a’ € P_.
Véta 3. Operdtor posunu -° je bijekce. ZuzZeni -° na mnoZinu Py, kde 7 € Z U {—o0} je
linedrni.
Diikaz: Necht b € P je libovolna posloupnost. Definujme posloupnost a € P tak, ze pro kazdé
t € Dom b polozime a(t) = b(t —1). Pak je a”(t) = a(t+1) =b(t+1—1) = b(t), tedy b = a°.
Zobrazeni -? je tedy surjektivni.

Necht posloupnosti a,b € P jsou rizné. Pokud Dom a = Dom b, existuje néjakd hodnota
t1 € Doma takova, ze a(t1) # b(t1); odtud plyne, ze a?(t; — 1) = a(ty) # b(t1) = v7(t1 — 1),
tedy a” # b?. Pokud Dom a # Dom b, pak podle Definice 10 je také Dom a” # Dom b° a opét
a’ # b°. Zobrazeni -7 je tedy injektivni (prosté).

Pro vsechny posloupnosti a,b € P takové, ze Doma = Dom b, pro vSechna redlna cisla
a,  a kazdé celé ¢islo t € Dom a plati

(a + )7 (t) = (wa+ Bb)(t + 1) = aa(t + 1) + Bb(t + 1) = aa? (t) + BV (1),

takZe zobrazeni -7 je linearni. O

1.2.2 Diference

Definice 11. Operdtor (pruni) diference (vpred) A : P — P ptifadi posloupnosti a € P
posloupnost Aa € P definovanou vztahem

Aa(t) = a(t + 1) — a(t).
Je-li a € P;, pak také Aa € P, pro libovolné 7 € Z U {—o0}.
7 definice operatoru diference a posunu plyne, Ze
Aa=a’ —a, a’ = a+ Aa, (1.18)

nebo struc¢néji A = -2 —idp, -7 = A +idp.
Operatory posunu a diference komutuji na prostoru posloupnosti, tj. pro kazdou posloup-
nost a € P plati
(Aa)” = A(a%).

Pro libovolny index ¢ € Dom a totiz plati

(Aa)?(t) = (Aa)(t+1)=a(t+2)—a(t+1)=a(t+1) —a’(t) = A(a”) (2).
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Véta 4. Operdtor diference A je surjektivni zobrazent, které neni prosté. Zuzeni A na mno-
zZinu Pr, kde T € ZU{—o0}, je linedrni a jeho jadrem je mnoZina staciondrnich posloupnosti.

Diikaz: Bud a € P libovolna posloupnost, ¢y € Dom a. Pro kazdé ¢ € Dom a polozime

t—1

s(t) =Y ali).

i=tg

Pak podle Tvrzeni 7 plati

t t—1
As(t) = Y ali) = Y ali) = alt),

coz znamend, ze posloupnost a je obrazem posloupnosti s pfi zobrazeni A.
Necht ¢ € R, ¢ # 0, a € P je libovolné posloupnost. Pro kazdé ¢ € Doma polozme
b(t) = a(t) + c. Pak b € P a b # a. AvSak pro libovolné ¢t € Dom a = Dom b plati

Ab{t) = bt + 1) = b{#) = (alt +1) +¢) = (alt) + ¢) = a(t + 1) — a(t) = Aa(?),

tedy Aa = Ab.
Necht a,b € P,, a, 5 € R. Pak
A(aa + Bb)(t) = (aa + Bb)(t + 1) — (aa + Bb)(t) =
=afa(t+1) —a(t)) + B(b(t+1) — b(t)) = ala(t) + BAb(L).

Necht a € P;, a = a. Pak Aa(t) = a— a =0, tedy a € ker Alp, .
Necht b € ker Alp_, tedy Ab = 0. Pak pro kazdé ¢t € Dom b plati 0 = Ab(t) = b(t+1)—b(t),
tedy pro vSechna ¢t € Domb je b(t) = b(t + 1), takze posloupnost b je stacionédrni. O

Poznamka 5. 7 dikazu prvni ¢asti Véty 4 plyne

t—1

A Z a(i) = a(t) (1.19)

pro libovolnou posloupnost a € P a indexy t,ty € Dom a.
Druhou ¢ast véty 4 lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se stejnym definiénim
oborem a pro kazdé realné ¢islo a plati

A(aa) = ala, A(a+b) = Aa+ Ab, (1.20)

Aa = o pravé tehdy, kdyz posloupnost a je stacionéarni.

Z rovnosti (1.20) bezprostiedné plyne
A(a —b) = Aa — Ab.

Mame tedy formule pro diferenci souctu a rozdilu posloupnosti.
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Véta 5 (Diference sou¢inu a podilu posloupnosti). Bud' 7 € ZU{—oc0} a a,b € P;. Pak plati

b bO' o

Aab = bAa + a®Ab = ¥ Aa + alb = +2 Aa+ “*2“ Ab. (1.21)
Pokud b(t) # 0 pro kazdy index t € Dom b, pak plati
1 Ab

A= —— 1.22

b bbo’ (122)

a a’b—ab’ bAa—alAb b"Aa—a’Ab  (b+b7)Aa— (a+a”)Ab
T T T bbe - 20b° - (129

Dikaz: Prvni rovnost v (1.21) plyne z vypocétu

(Aab)(t) = a(t +1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
= a(t+ Dbt + 1) — a(t + 1)b(t) + a(t + 1)b(t) — a(t)b(t) =
= a(t+1)(b(t + 1) — b(t)) + b(t) (a(t + 1) — a(t)),

druhd z vypoctu

(Aab)(t) = a(t + Dbt + 1) — a(t)b(t) =
= a(t+ 1)b(t + 1) — a(O)b(t + 1) + a(t)b(t + 1) — a(t)b(t)
t

= (a(t+1) —a(t))b(t + 1) + a(t) (b(t + 1) — b(t))

a treti je dtisledkem prvnich dvou.
Necht vSechny c¢leny posloupnosti b jsou nenulové. Pak

Al Ca(t+1)  a(t)  a(t+1)b(t) —a(t)b(t +1)
< 3) ()= b(t+1)  b(t) b(t + 1)b(t) ’

coz je prvni rovnost (1.23). Z ni plyne rovnost (1.22); z té a z rovnosti (1.21) plynou zbyvajici
rovnosti (1.23). O

1.2.3 Sumace

Definice 12. Bud 7 € ZU {—0} a ty € Z, tg > 7 libovolny index. Operdtor sumace od tg
Zto : P, — P, prifadi posloupnosti a € P, posloupnost Zto a definovanou vztahem

t—1

Zto a(t) = a(i).

i=to

Véta 6. Bud' 1 € ZU{—o00} aty € Z, tg > 7 libovolny index. Operdtor sumace ), : Pr — P
je linearnt prosté zobrazeni, které nent surjektivni.

Drikaz: Budte a,b € P; libovolné posloupnosti a a, 8 € R libovolna ¢isla. Pak

t—1

Zto(aa+ﬂb)(t):2( a(i) + Bb(3) —az +BZb —aztoa(t)—l—ﬁztob(t)

i=tg i=tg i=to
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pro libovolny index ¢ € Dom a. To znamena, ze zobrazeni Zto je linearni.

Pripustme, Ze zobrazeni Zt neni prosté, tj. existuji rizné posloupnosti a, b € P, takové, ze
>t alt) = >, b(t) pro vSechna t € Z;. Ponévadz a # b, existuje index t; € Doma = Dom b
takovy, ze a(tl) # b(t1). To znamena, Ze

t t1—1
O:Z a(t;+1) Z bty +1) = Z(z‘)—ib(i):lz i) +al(t) Zb
i=tg i=tg i=to i=to

_Z a(t1) + a(ty) Z b(t1) — b(t1) = a(t1) — b(t1) # 0,

COZ je spor.
to—1
Pro libovolnou posloupnost a € P plati »_, a(to) = >_ a(i) = 0, takze posloupnost
i=tg
b € P takova, Ze b(to) # 0 neni obrazem zadné posloupnosti a € P, pii zobrazeni » , . [

Bud 7 € ZU{—o0} a ty € Z, ty > 7 libovolny index. Pak plati

t—1 t—1 t i—1
> Aa() =) (a(i+1)—a@) = > a(i)— > a(i) = alt) — alto),
i=tg i=to i=tg+1 i=to

strucné

t—1
> Aa(i) = alt) — alto), (1.24)

i=to

Rovnosti (1.19) a (1.24) muzeme bezprostfedné pfepsat na tvar
— t
A Zto a(t) = a(t), . Da(t) = [alf;. (1.25)

Abychom jesté zestru¢nili zapis, zavedeme operator |4, : Pr — P, predpisem

alty () = a(t) — a(to)-

Operator |, lze interpretovat jako odecteni tp-tého ¢lenu posloupnosti. Pokud posloupnost
a € P; je takova, ze a(tg) # 0, pak

alt (to) = a(to) — a(to) = 0 # a(to) = idp, a(to),

coz znamena, ze idp_ # |;,. Porovnanim rovnosti (1.19) a (1.24) nyni vidime, ze

Azto =idp, # |1, = Zto A.

To zejména znamenad, ze operatory diference a sumace nejsou vzajemné inversni na mnoziné
,P'r-

Operatory posunu a sumace od ¢y na prostoru posloupnosti obecné nekomutuji, tj. existuje

posloupnost a € P takova, ze
g ag
(Zto a) 7& Zto a-
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Tyto operatory vsak komutuji na podprostoru {a € P : a(tg) = 0}. Pro kazdy index ¢t € Doma

totiz plati
(Zto a)" (=3, at+1) = a0

t—1 t—1 t
D a7 => a7 =) ali+1)= >  a(i).
i=to i=to i=to+1

Tvrzeni o linearité operatoru sumace lze preformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se
stejnym definiénim oborem a pro kazdé realné ¢islo « plati

Zto aa =« Zto a, Zto (a+0b) = Zto a+ Zto b.

7 téchto rovnosti bezprostifedné plyne

Z (a —b) Z a—

Méame tedy formule pro sumaci souctu a rozdilu posloupnosti. Jisté vyjadfeni sumace souéinu
posloupnosti vyjadiuje nasledujici véta.

Véta 7 (Sumace ,per partes“). Bud 7 € ZU{—0}, a,b € P; atg € Doma. Pak plati
Zto alAb = ably, — Zto b Aa, (1.26)
Zto a’ Ab = ably, — Zto bAa. (1.27)

Dikaz: Podle (1.24) plati

a podle druhé z rovnosti (1.21) a Véty 6 plati

t—1 t—1 t—1 t—1
Z Alab)(i) = Z (b(i + 1)Aa(i) + a(i)Ab()) = Z b(i + 1)Aa(i) + Z a(i)Ab(i)

Odtud jiz plyne rovnost (1.26). Rovnost (1.27) odvodime analogicky s vyuzitim prvni z rov-
nosti (1.21). O

1.2.4 Diference a posun vyssiho radu

Operatory -2, A a Zto jakozto zobrazeni z mnoziny P do sebe miizeme skladat. Slozeny
operator A2 = A o A, tj. operétor, ktery posloupnosti a pfifadi posloupnost definovanou
vztahem

A?%a(t) = A(Aa(t)) = Aa(t +1) — Aa(t) = (a(t +2) —a(t + 1)) — (a(t + 1) —a(t)) =
=a(t+2) —2a(t+ 1)+ a(t)
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nazyvame druhd diference (vped). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe A" = Ao A" ! a
tento operator nazyvame n-td diference (vpred). Pro n = 0 miizeme psat Aa(t) = a(t), tj.
A% = idp.

Slozeny operator SR prifadi posloupnosti a posloupnost definovanou vztahem
a” (t) = a(t 4 2). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe -°" = 90 7" tedy a”" () = a(t +n),
aa (t)=a(t+0)=a(t), tj. - =idp.

Tvrzeni 8. Bud a € P libovolné posloupnost, n € N. Pak

n n

A"a(t) =Y (~1)! (ZL) a(t+n—i)=Y (-1) (ZL) a" "' (b),

=0 i=0

Drikaz: Uplnou indukei.

Ala(t) = Aa(t) = a(t+1) —a(t) = (

|
[—
N~—
=]
N\
O =
~_
)
—
~
+
[u—
|
(e)
~—
+
T
[—
N~—
~
Y
—_ =
~_
S
—
~
+
[a—
|
[—
\‘_/

Indukéni krok pro prvni formuli:

Indukéni krok pro druhou formuli:
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a(t+n)=Aa(t+n—1)+a(t+n—1) :Ag <”Z_1> Aia(t)+:§<”f1> Ala(t) =
n—1

- A:LZ:;I (“ - 1) Ala(t) + S (" - 1> Aa(t) + a(t) =

i=1

— Aji: <” Z_ 1) Ala(t) + Tf (7;;) AT a(t) +a(t) =

=0
=A <A"1a(t) +:§ ((" . 1) + (7;;)) Na(t)> +af(t) =
n—2 n - n—1 n A
= A"a(t) + 2% (Z . 1) Aa(t) + a(t) = A™a(t) + 2 <Z> Ala(t) + af(t).

O
Pozndmka 6. Tvrzeni Véty 8 mizeme zapsat v operatorovém tvaru

A" = (7 —idp)" = f:(—w' <7> ST = (At idp)” = i <7> N

=0 1=0
Pozndmka 7. Ponévadz slozeni linedrnich zobrazeni dava linearni zobrazeni, je n-ta diference
linedrni zobrazeni mnoziny posloupnosti P, na sebe pro libovolné 7 € Z U {—oc}.
1.3 Diferenc¢ni a sumacni pocet
Nasledujici tii véty plynou pfimo z Definic 3, 4 a 11.

Véta 8. Necht a € P je posloupnost a necht celd ¢isla m, n splriuji podminky m € Dom a,
n > m. Pak plati

e a je rostouci na intervalu [m,n| prdvé tehdy, kdyz pro kazdy index t € [m,n) plati
nerovnost Aa(t) > 0, tj.
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) >0,

e a je ryze rostouci na intervalu [m,n| prdvé tehdy, kdyz
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) > 0;
e a je klesajici na intervalu [m.n| pravé tehdy, kdyz
(Vt)t € [m,n) = Aa(t) <0;
e a je ryze klesajici na intervalu [m,n] pravé tehdy, kdyz

(Vt)t € [m,n) = Aa(t) < 0;
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e a je monotonni na intervalu [m,n| pravé tehdy, kdyz posloupnost Aa na intervalu [m,n)
neméni znaménko, tj.

(Vt)t € [m,n —1) = Aa(t)Aa(t +1) > 0;

e a je ryze monotonni na intervalu [m,n] prdvé tehdy, kdyz mezi indexy t € [m,n) neni
uzel posloupnosti Aa, tj.

(Vt)t € [m,n —1) = Aa(t)Aa(t+1) > 0.

Véta 9. Necht a € P je posloupnost a t € Doma. Pak plati

e { je argumentem ostrého lokalniho mazima pravé tehdy, kdyz Aa(t) < 0 a pokud t neni
podédtecni index, pak Aa(t —1) >0, tj.

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e t je argumentem lokalniho maxima pravé tehdy, kdyzZ

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e t je argumentem ostrého lokdlniho minima prave tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)<0).

e | je argumentem lokdlniho minima prdvé tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

Véta 10. Necht a € P je posloupnost, index t € Doma neni pocatecni a t — 1 je uzlem
posloupnosti Aa. Pak index t je argumentem lokdlniho extrému. V pripadé A2a(t — 1) < 0
se jednd se o mazximum, v pripadé A%a(t — 1) > 0 se jednd se o minimum. Pokud je pFitom
Aa(t — 1) # 0, pak je tento extrém ostry.

Véta 11 (Rolleova). Necht a € P je posloupnost a t1,ta € Doma jsou takové indexy, Ze
t1 <ty aa(ty) = a(te). Pak ezistuje index s € [t1,ta — 1|, ktery je uzlem posloupnosti Aa.

Dikaz: Kdyby zadny index z intervalu [t1, t3 — 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle Véty 8
byla ryze monotonni na intervalu [¢1,t2 + 1] a proto by nemohlo platit a(t1) = a(ta). O

Véta 12 (Lagrangeova o stiedni hodnoté). Necht a € P je posloupnost a t1,ts € Doma jsou
takové indexy, Ze t1 < to — 1. Pak existuje index s € [ty + 1,ty — 1] takovy, Ze plati aspon
jedna z dvojic nerovnosti

alt) — afth) < Aa(s —1), Aa(s—1) < altz)

Aa(s) < < T =
to — t1 to — 11
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Dikaz: Polozme (t2) ()
a(ty) — alty
— 2 (t —1t1).

ty —t1 (t=t)

Pak b(t1) = a(t1), b(ta) = a(tz) — (a(t2) — a(t1)) = a(t1), coz znamené. Ze posloupnost b
spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € [t1,t2 — 1] takovy index, ze Ab(c) =0
nebo Ab(c)Ab(c+ 1) < 0. Polozme s = ¢+ 1. Pak je s € [t; + 1,t; — 1] a plati

b(t) = a(t) —

Ab(s—1) =0 mnebo Ab(s—1)Ab(s) <0.

Dale podle Véty 4 je
to) —alt
Ab(t) = Aa(t) — alte) — a(t1)
ty — 1
pro kazdy index t € Dom a, takze

a(tz2) —a(t1)

Aa(s—1) = Ab(s—1) = P
2 — 11

= Aa(s) — Ab(s).
Pokud Ab(s — 1) = 0, pak

a(t2) —alt1) a(tz2) —a(t1)

Aa(s—1) = < Aa(s) nebo Aa(s) < = Aa(s —1).
lo — 11 ta —t
Pokud Ab(s — 1)Ab(s) < 0, pak v pfipadé Ab(s — 1) > 0, Ab(s) <0 je
ta) —al(t
Aa(s) < alte) — a(ty) < Aa(s —1),
to — 11
a v pripadé Ab(s —1) <0, Ab(s) > 0 je
a(tg) — a(tl)
AG(S — 1) < ﬁ < AG(S). ]

Véta 13 (de 'Hopitalovo pravidlo, Stolzova-Cesarova véta). Budte a,b € P posloupnosti a
necht je posloupnost b od jistého indexu ryze monotonni, tj.

(37 € Domb)(Vt € Domb) t > 17 = sgn Ab(t) = sgn Ab(1) # 0.

Jestlize tli)m b(t)‘ = 00 a existuje limita lim A—Z, pak existuje take limita lim% a plati
. a(t) . Aa(t)
lim —= =1 ) 1.2
Jm gy = lm (1.28)
Jestlize tlggo a(t) =0= tlg& b(t) pak plati
lim inf Aa(t) < lim inf @ < lim sup @ < lim sup Aa(t). (1.29)

t—00 Ab(t) t—00 b(t) t—00 b(t) t—00 Ab(t)

a a
Zejména pokud existuje limita lim —-, pak existuje take limita lim — a opét plati rovnost

Ab’ b
(1.28).
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Diikaz: Necht pro uréitost Ab(t) < 0 prot¢ > 7. V piipadé ryze rostouci posloupnosti b bychom

postupovali analogicky.
Necht ‘tlim b(t)‘ = oo. Ponévadz posloupnost b je klesajici, musi byt tlim b(t) = —oo podle
— 00 — 00
Véty 2 a tedy od jistého indexu g jsou vSechny ¢leny posloupnosti b zdporné

b(t) < 0 pro kazdy index t > o.

Aa(t
Necht lim a(t) = ¢ € R. Pak pro libovolné ¢ > 0 existuje index o takovy, ze
t—o0 Ab(t)
c—e< Aa—(t) <c+e
Ab(t)

pro vSechny indexy ¢t > 0. Pro t > max{o, 7} tedy plati
(c —e)Ab(t) > Aa(t) > (c+e)Ab(t).

Vezmeme libovolné indexy t; > max{r, o, o}, to > t; a seéteme predchozi rovnosti od ¢; do
ts — 1. Podle (1.24) dostaneme

(c — o) (b(t) — b(t1) > altz) — altr) > (e + &) (blt2) — b(t1)).

Tyto nerovnosti upravime na tvar
bt1) ) | alt) _ a(tz) b(t1) | alt1)
=0 (1= 55) + 56 < e <+ (1 7am) * iy

Limitnim pfechodem to — co nyni dostaneme nerovnosti

. oealt)y a(t)
—e< — < — <
c e_htrgloglf 0 _hlrtriigp 0 <c+e.

Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati

a(t)

¢ < lim inf <limsup —= < ¢

alt)

a(t)

coz znamena, ze ve vSech nerovnostech nastane rovnost a tedy lim —= = c.
t—o0 b(t)
. Aa(t) : . L .
Pokud lim = —o00, pak pro libovolné h € R existuje index o takovy, ze
t—o00 Ab(t)
Aa(t
al) _,
AD(t)

pro vSechny indexy t > o. Nyni miizeme zopakovat pfedchozi iivahy s tim, ze budeme pouzivat
pouze ,pravou Cast“ nerovnosti, v nichz misto ¢ + ¢ budeme psat h. Dostaneme

a(t) a(t)

liminf —= <limsup —= < h

B By = el () =
a(t)

coz vzhledem k tomu, ze ¢islo A bylo libovolné, znamena, ze lim —= = —o0.
t—00 b(t)
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. Aa(t)
Pokud lim Ab(t)

Necht nyni lim a(t) = 0 = lim b(¢). Ponévadz pro ¢t > 7 plati Ab(t) < 0, podle Véty 8 je
t—»00 t—»00

= o0, provedeme ditkaz analogicky.

posloupnost b na intervalu [r, 00) klesajici a ponévadz tlim b(t) = 0, plati b(t) > 0 pro kazdy
— 00

index t > 7.

Aalt
Prostiedni nerovnost v (1.29) je trivialni. Pokud litm inf alt) = —o00, je trividlni i prvni

—oo  Ab(t)
nerovnost. Necht tedy

. Aa(t)
htrggolf Ab() =ceR,

tj. existuje index o takovy, ze pro libovolné kladné ¢islo € a pro vSechny indexy ¢ > o plati

B>

a(t
Ab(t)

~—

>c—e¢.

Pro vSechny indexy ¢ > max{7, o} tedy méame nerovnost
Aa(t) < (c—e)Ab(t).

Necht ¢, to jsou libovolné indexy takové, ze to > t; > max{7,0}. Seftenim predchozich
nerovnosti od ¢t do ty dostaneme podle (1.24) nerovnost

a(ts) —a(t1) < (c—e)(b(t2) — b(t1))
ze které limitnim pfechodem to — oo plyne
a(ty) > (¢ —e)b(tr).
Ponévadz index t; > max{7, o} byl libovolny, pro kazdy index index ¢ > max{7, o} plati

a(t
(t)

~—

ZC—&,

S

a(t
coz znamena, ze liminf Q > ¢ + €. Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati prvni

t—o0 b(t)
nerovnost v (1.29).
Posledni nerovnost v (1.29) dokazeme analogicky. O

Poznamka 8. Predpoklad o ryzi monotonnosti posloupnosti b je podstatny. Uvazujme napii-
klad posloupnosti a, b definované na Z, vztahy

2t2, t sudé,
2t, t liché.

0=t W= 1) o )=
Pak je tlir&b(t) =00, Aa(t)=(t+1)—t=1a

Ab(t) = (1+ (D" ¢+ 12+ (1 - (=) ) ¢+ 1) - 1+ (-1 * - (1 - (-1 t=
=2((-1)" 2+t +1),
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takze Aa() )
a
1. = 1. — 0
5 Ab(l) 1o 2((—1)HI2 4 +1)
avsak )
a(t) 1 _ o t sudé,
b(t)  (I+(D)t+1-(=1)" |1 ¢liche,
COZ znamena, ze
a1 )
1 f——=0<==1 —
R T VT2 TP

a limita podilu posloupnosti a, b neexistuje.
Pro ptipad limity typu % uvazujme posloupnosti a, b definované na Z; vztahy

1 (-1)°
t) = — b(t) =
ay=1. ="
Palk 11 t—(t41) 1
— _|_ —
A t = — — — = =
=777 e+ WD
1 1 t+(t+1) 2t + 1
Ab(t) = (—1 t+1_ -~ -1 t- -1 t+17: -1 t+1 < T -
) = (=1) t+1 ( )t (=1) t(t+1) (=1) t(t—!—l)’
. .1 . (=t . Aalt) (=Dt
A= f g =00 BatO=lg =00 B R = et =
e ca(t) . .
avSak limita posloupnosti @ = (—1)" neexistuje.

Véta 14 (o stfedni hodnoté sumaéniho poctu). Budte a,b posloupnosti a necht existuji celd
¢isla m,n takova, Ze m < n, m € Doma N Domb a pro kazdy index t € [m,n| je b(t) > 0.
Pak ke kazdé dvojici indexi to,t1 € [m,n] existuje ¢islo ¢ takové, Ze

min{a(t): m<t<n}<c<max{a(t): m<t<n} a Za(z’)b(z’):ch(i).

Dikaz: Ozna¢me oo = min{a(t) : m <t <n}, A=max{a(t): m <t <n}.

Je-li t; > tg, pak
t1

a) b(i) <Y a(ib(i) < AY b(),

i=to i=to i=to
je-li tp <tg—1, pak
t1 to—1 to—1 to—1 t1
a) b)) =—a > b)) =— Y a(bi)=-A > bi) =AY bli),
i=to i=t1+1 i=t1+1 i=t1+1 i=to
je-li t1 =ty — 1, pak
t1 t1
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t1 t1
Odtud plyne, Ze v kazdém pfipadé, kdy > b(i) = 0, je také >~ a(i)b(i) = 0 a za éislo ¢ lze
i=tg i=tg
vzit libovolné éislo z intervalu [, AJ.
t1
Je-li Y a(i)b(i) # 0, pak v pripadé t; > o je
i=to
b . b . . b .
ad b(i) X2 a()b(i) A b(i)
o= 1=t S 1=tg S 1=to _ A,
t1 ) t1 ) t1 )
> b() > b(j) > b(j)
J=to j=to j=to
a v pripadé t; < tg — 1 je také
t1 ) t1 ] to—1 ] to—1 ] ] t1 ] ]
ad o) o b a 3 b)) >0 a(@b(i) 2 a(i)b(i)
i=to i=to i=t1+1 i=t1+1 i=to
t1 ) t1 ) to—1 ) - to—1 ) t1 ) -
200 X)X () > b() > b(5)
J=to J=to Jj=t1+1 Jj=t1+1 J=to

Staci tedy polozit
t1

a(2)b(i t ]
c= M - Z a(i)ﬂ.
SbG) 3 bG) =

J=to J=to

1.3.1 Diference a sumy nékterych posloupnosti

ato (ot~ — 1
e Adt =(a—-1)f, ¥, o = (—1) pro a # 1;
a_

zejména A2 =2t S 2t =20 — 1.

Diikaz: Aot = o't — ol = ol (a — 1),

1 1 1 o — o
Zto at:—Zto(a—l)aEﬁZto Aa' = o =

a—1
o Aklcosty = k'(kcosp — 1) costy — k! sintpsin ¢,
Axtsintp = k! (kcos p — 1) sintp + k' cos ty cos o,

kit cos(t — 1) — Kkt cos(tg — 1)@ — k! costp + k0 costop

I

t
K" costy =
2to 7 k2 —2Kcosp + 1

kil sin(t — 1) — kP FLsin(tg — 1)¢ — K!sinte + k' sintgep
k2 —2Kkcosp+ 1

>y, Kl sinto =

Y

Dikaz:

Axtcostp = k!l cost + 1o — kf costp = k! (costy cos p — sintysin ) — k'

cos ty,
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Axtsintp = k' lsint + 1o — kfsintyp = k' (sintp cos p + cos tysin p) — k! sintp,

mei‘p)t_to -1

Zt K'(costp +isinty) = Z (nei%")t = (ﬂeiW)tO (— =

0 to kel? — 1

o () 1) (i =) ((kei®) - (net®)) (71— 1)
o ip _ _
= () (kelY — 1) (k71¥ — 1) N K2 — ke ¥ — kel? 4+ 1 N

(k' (cos tp + isintp) — ko (costop + isintop)) (k(cos ¢ —isin ) — 1)

K2 — k((cos p —isingp) + (cosp +ising)) + 1

(k! costy — k' costop + i(k! sintyp — k' sintop)) (K cos p — 1 — ik sin p)

k2 — 2Kk cosp + 1

to to

(k! cost — K costop)(kcos p — 1) + (k! sinty — k

sin o)k sin o,

k2 —2Kcosp+ 1
. —(k'sintp — k" sintgp)ksin p + (k! costyp — k' costop)(k cosp — 1)
i

)

k2 —2kcosp+1

a formule pro sumy jsou realnou a imaginarni ¢asti tohoto vyrazu. O

o At=1, Y, 1=t—to, >, t=35(t—1+t)(t—1to);
zejména Y t=1+2+3+ -+ (t—1)=2t(t —1).

Dikaz: At = (t+1) —t=1.

S 1= At =tly, =t —to.
V nasledujicim vypoctu vyuzijeme sumaci ,per partes®.

Zto L= Zto tAt - t2|t0_2t0(t+1)At = tz_t%_zto t_zto 1= t2_t3_(t_t0)_ztot
a odtud plyne 27, t = > — 5 — (t —to) = (t — to)(t + to — 1). O

e Pro kazdé n € N plati:

At =3 (") =i,

1

i=1
n 1 nd n—1—i41 n S n n—i
g liew (v Ee ) E () me ]

zejména > 12 =1+4+9+ -+ (t —1)% = 2t(t — 1)(2t — 1).
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9 . n __ no__ 4 __ - n n—t _ 4n _ 4n = n n—i _ 4n
Diikaz: At" = (t+1)" —t = > 2t t=t"+ > )t ",
=0 =1

n __ n _ n+l1 _ n _
Ztot _Ztot At =", Zto(t+1)At

—4n+l _ gn+l A" — A" —
t tn Ztott Zto t

n
1 +1 n —i
— g —t"\to—ztotz<z_>t" i
i=1
n
_ 4+l g+l n gn n n—i+l _
=t R AL §t02<¢>t

i—1
= (t—to) Y "ty — (t—to) Y "y — Zt (nt" +) ( > t”‘l“) _
i=0 i=0 0 = \!
n—1 n—1 n
_ . n—i—1/, ) n| n—i __ n _
= (t—to) (Z;t (t — 1)ty + t0> Zto Z; (Z . 1) t L
1= 1=
n—1 ' ‘ n—1 n ‘
=@—w<@—n§>"l%+%)—§2Q+J SO
i=0 i=1

z této rovnosti jiz plyne druha dokazovana formule.

St =4[ DD+ 0 40 - (5) Syt =4 le-ve-de-n). O

e Budt € N, v € R, v < t. Definujme faktoridlovou funkci rovnosti

T(t+1)

t(l’)_i.
rt—v+1)

zejména pro v € Z \ Zyiy1 je t0) = ﬁ Pro diferenci a sumaci faktoridlové funkce
plati

1 (v+1)
t) ¢

At®) = =1, S ) — T

n T(t+2) T(t+1)
Diikaz: At®) = 1)) g — _ _
dkaz: AR = (t+ V)Y = = e T TTa v 1 1)

_ (t+DrE+1) TE+1) D@41 t+1-(t—v+1)
C(t—v+DI(t—-v+1) TE—-v+1) TE—-v+1) t—v+1 B
vI(t + 1) _, I+
C(t-v+D)IEt-v+1) T(Et-v+2)
14 1 14 1 14 1 14
>t = U1 > v+ Dt = U1 > At = U1 > g O
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1.3.2 Prehled vzorcu pro diferenci a sumaci

Tvrzeni Vét 4, 6, 5, 7 a relace (1.19), (1.24) muzeme shrnout:
e Aa=0 & (FyeRa=y
e Ala+b) =Aa+ Ad

e Alaa) = ala
e A(ab) = bAa + a’ Ab = b"Aa + aAb = 3((b+b°)Aa + (a + a®)Ab)
1 Ab
" T e
Al bAa —aAb b"Aa—a’Ab  (b+b7)Aa— (a+ a?)Ab
[ ] - = = =
b bb® bbe 2bb°

o D platd) =3 a+3 b

° > ylaa) =a}, a

e Ay, a=a

® >, Aa = al

o >, aAb=ably, — >, bAa, >, a’Ab=ably, — ), bAa

Uvedené vzorce plati pro posloupnosti a,b € P, se stejnym defini¢nim oborem, jejich index
to € Doma = Domb a ¢islo o € R.

1.4 Cvideni

1. Rozhodnéte, zda je ohrani¢end posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je tvaru

T\t tt t 1
a) 1 — <cos —> , — C —.
) ; b) 51 )23
2. Rozhodnéte, zda je na mnoziné Z; monotonni posloupnost, jejiz obecny ¢len a(t) je
tvaru
t2+1 2
- b) = c) t—logt.
) T ) ) s
3. Dokazte, ze néasledujici posloupnosti jsou konvergentni:
) & b) Y )y
y C -.
& (2t)' ’ i=0 t+ 7 i=0 Z!
4. Vypocitejte limity posloupnosti
202 —t+3 th+t—1 t2—2t+3

L e b) "~~~
) 3 5 )BT



32 KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY

Z bt!
Q) Z e A0 £, e) v/, HVEFT —vE
STt
i=0
Vi by L= (D) ) S+ (-2
g) 1 ) ; ) 3T 4 (=21
t! t Oét
o B , a
.]) tta k) t ’ 1) t',
1 2 3 (—1)1t 1 1 1 1
m) gty Tt ) Wistastaat TR
1 3 5 2t —1 1 1 1 1
Jotatst ot p)\/E Vi+1 Vi+3 V2t
. (t)? J A
q) tq ) |q| < 1’ I') wv S) 1 @;Z WS N,
t 10 11 12 t+9
P ——— peN, — e —
)th p+1 7P R T T ST
5. Najdéte vsechny hromadné body posloupnosti
)~y (243 b) 1+ L cos 1 b) + b
a + ) ) + 7T C08 ¢) 3 ((a+b)+ (=1)(a—0)),

(1)
1=1

2mt\’ 1\ t 1
d) <cos %) , e) <_1_Z> +sinzﬂ, )Z

6. Najdéte extrémni hodnotu posloupnosti na intervalu [1, co)

b)a(t) =12 -9t —10,  ¢) a(t) = iﬁl 2Zz+_ 9
Vysledky:

1. a) ano, 0 < a(t) < 2, b) ne, a(2t) > 2%, c) ne, a(2") > 1+ 1.
2. a) ryze rostouci, b) klesajici, c) ryze rostouci,

3. klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, b) klesajici, zdola ohrani¢ena nulou, c¢) rostouci, shora ohra-
oy , ~ §
ni¢ena napr. 1+ 5.

0, k<m
4 a) 2, b) 0o, ¢) 0.d) { OR/Om F=m e)9,£)0,g)0,h) 1,i) L,7)0,k) oo, 1) 0
3 ’ 00, k>m, cpubi >0, ’ ’ ’ R ’ ’ ’
00, k>m, cpnby <0,
m) ,1n) 1,0)3,p) oo, q) 0, 1) 0, s) _H,t)%,u)O.



1.4. CVICENI

5.a) —2,2,b)0,1,2,¢) a,b,d) 0,1, e) —e— 2/2,—e+ L/2 e — 1,e,e+ 1, f)

11
202"

6. a) amax = a(3) = 2, b) amin = a(4) = a(5) = —30, ¢) amax = a(0) = a(10) = 512.
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Kapitola 2

Diferenc¢ni rovnice

V tvodu predchozi kapitoly jsme modelovali rtist populace v omezeném prostiedi. Dospéli
jsme ke tfem rtznym modelim (1.14), (1.16) a (1.17). Hodnoty z(t) vyjadfuji velikost po-
pulace v ¢ase t. VSechny ti rovnice (1.14), (1.16), (1.17) modeluji, adekvatné do jisté miry,
stejny proces. Ovsem jejich tvar je na prvni pohled dosti odlisny. Pokusime se tuto ,,vadu na
krase“ odstranit.

Pravou stranu rovnice (1.14) pfepiSeme ve tvaru

ra(t) — TI_(lx(t)z — (= Dat) <1 - %) +a(t)

a Clen z(t) pfevedeme na levou stranu. Dostaneme

x(t+1)—x(t) = (r — 1)x(t) < - %) .

Na levé strané je diference posloupnosti x, rovnici proto mizeme prepsat ve tvaru

Az(t) = (r—1)z(t) <1 - %) ,
nebo strucné
= (r—1) <1—%>. (2.1)
Rovnici (1.16) postupné upravime.
Kx(t—l—l)—i—(r—l)()( 1) =
)

Kzx(t + 1) Kz(t) =rKz(t) — Kz(t ) (r—1zt)z(t+1),
K(z(t+1 )) =(r—-1)Kx(t)—(r— 1)x(t):6(t +1),
(r = 1Da(

ot) (1- 1>>.

S pomoci operatoru posunu mizeme tuto rovnici zapsat ve stru¢néjsim tvaru

AT (1-%). (2.2)

x

35
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Rovnice (2.1) a (2.2) jsou ,téméF stejné“, lisi se pouze posunem posloupnosti na pravé
strané; na levé strané maji relativni zménu velikosti populace.

Rovnici (1.17) také upravime:
WZEED () s0Y,
x(t) K

x(t
Inz(t+1) —Inz(t) = <1 — ﬁ) Inr,
K
takZe pomoci operatoru diference dostaneme rovnici ve stru¢ném tvaru

Alnz = (Inr) <1 - %) . (2.3)

Vyrazy na pravych stranach rovnic (2.1) a (2.3) se lisi pouze ve faktorech r —1 a Inr. OvSem
pro ,neprili§ velka* r je podle Taylorovy véty

Inr = i(—l)"“—(r _nl)n =r—14 i(—l)"*lL _nl)n,

takze hodnota r—1 je prvni aproximaci hodnoty In r. Pravé strany rovnic (2.1) a (2.3) jsou opét
,témeér stejné“. Na levé strané rovnice (2.3) je absolutni zména velikosti populace vyjadiena
na logaritmické stupnici.

Levou stranu rovnice (2.3) také aproximujeme Taylorovym polynomem prvniho stupné.
Dostaneme

z(t+1) - z(t+1) 1 x(t+1) —x(t) _ Ax(t)
a(t) a(t) a(t) x(t)

Vidime, ze také levou stranu rovnice (2.1) lze povazovat za prvni aproximaci levé strany
rovnice (2.3).

Poznamenejme jesté, ze dvojice rovnic (1.14) a (2.1), (1.16) a (2.2), (1.17) a (2.3) nejsou
ekvivalentni. Ty ptuvodni (1.14), (1.16) a (1.17) pfipoustéji jako své Feseni nulovou posloup-
nost, tvar upravenych rovnic (2.1), (2.2) a (2.3) nulové feseni nepfipousti.

Provedené manipulace s rovnicemi (1.14), (1.16) a (1.17) ukazuji hlubsi souvislost téchto
rovnic — modelt ristu populace s vnitrodruhovou konkurenci. Rovnice (1.14) je meznim piipa-
dem rovnice (1.17), rovnice (1.16) ve tvaru (2.2) je drobnou modifikaci rovnice (1.14) zapsané
ve tvaru (2.1).

Parametr K interpretujeme jako tzivnost prostfedi, tj. jako velikost populace, ktera je se
svym zivotnim prostfedim v dynamické rovnovaze. Pomér x /K lze chépat jako miru poruseni
této rovnovazné velikosti, rozdil 1 — /K jako vzdalenost od rovnovahy. VSechny ti rovnice
(2.1), (2.2) a (2.3) lze nyni pfecist jednotnym zptsobem: Zména velikosti populace je tmérna
jeji vzdalenosti od rovnovazného stavu.

Jesté si vSimnéme jedné zajimavosti. Model (2.2), ktery mé na pravé strané posunutou
hledanou posloupnost, lze interpretovat tak, ze soucasnd zmeéna stavu je zpusobena stavem
budoucim, tj. Ze populace anticipuje budoucnost. Ovsem ekvivalence rovnic (2.2) a (1.16)
ukazuje, Ze ani prijeti rovnice (2.2) za spravny model riustu populace nas jesté nenuti opustit
Laplacetiv determinismus.

Inz(t+1) —lnz(t) =In

Ukazali jsme, ze jeden model néjakého procesu lze zapisovat riznymi zpisoby. Tyto roz-
manité moznosti zapisu jednoho modelu mohou nabizet jeho riizné intepretace. Vhodny zapis
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riznych modeld mtize naopak ukazat néjakou obecnou nebo spoleénou vlastnost modelované
reality.

Jedna spolecné vlastnost t¥i uvedenych modelt riistu populace byla vsak vidét jiz z jejich
vyjadfeni (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se cas ¢
vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti . To znamena, ze model ristu populace je
v kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutec¢nost lze interpretovat tak, ze zmény okolniho
svéta nemaji zadny vliv na modelovany rust populace v omezeném prostiredi; jinak Feceno,
populaci s jejim prostiedim si predstavujeme jako izolovanou od okolniho svéta. Populaci a jeji
prostiedi povazujeme za uzavieny systém, ktery se vyviji podle svych vlastnich (ATYTOY)
zékoni (NOMOI). Proto rovnice (1.14), (1.16), (1.17) a také (2.1), (2.2), (2.3) nazyvame
autonomni.

Obsahem této kapitoly budou nejprve ruzné zpusoby zapisu rovnic, v nichz vystupuje ne-
znama posloupnost, jeji diference a/nebo posun. Tato diference nebo posun nemusi byt nutné
prvniho fadu, jako v dosud uvedenych ptikladech. To umozni, mimo jiné, zformulovat alter-
nativni model rustu populace, v némz je specifikovan charakter vnitrodruhové konkurence.

Ve druhé sekci se nejprve podivame na model ristu populace z jiného hlediska. Nebudeme
se na populaci a jeji prostfedi divat jako na jeden uzavieny systém, ale populaci budeme
chapat jako otevieny systém, na ktery pusobi okolni prostiedi. Pokud i prostfedi budeme
povazovat za systém, dojdeme k soustavé dvou rovnic. Dojdeme tak k soustavam (systémiim?)
vice rovnic a ukazeme, ze takové systémy miizeme chapat jako rovnice pro posloupnosti, jejiz
¢leny jsou tvoreny vice slozkami, tj. jejichz ¢leny nejsou cisla ale vektory.

V posledni sekci této kapitoly uvedeme mozné zobecnéni zavadénych rovnic a budeme ho
ilustrovat na dalsi moznosti, jak modelovat riist populace s vnitrodruhovou konkurenci.

2.1 Diferenc¢ni rovnice a pocatec¢ni ulohy

Definice 13. Necht @ je funkce 2k+2 proménnych, kterd je nekonstantni v k-+2-hé proménné
nebo ve druhé a v 2k + 2-hé proménné?. Diferencni rovnice k-tého fddu je rovnice tvaru

O(t,x(t), Az(t), A%x(t),..., AFz(t),z(t + 1), 2(t + 2),...,2(t + k)) = 0.
Pokud je funkce ® konstantni v prvni proménné, nazyva se rovnice autonomni.
Speciélni pripady diferen¢nich rovnic:

Diferencni rovnice k-tého tadu prvniho typu nerozresend vzhledem k nejvyssi diferenci
(implicitni diferencni rovnice k-tého Tddu) je rovnice tvaru

F (t,x, Az, A2z, ... ,A%) —0, (2.4)

kde F' je realna funkce k 4+ 2 proménnych, kterd neni konstantni v posledni proménné.

!Slovo ,,systém* obecné oznaluje néjaky vysek reality, ktery je tvoren né&jakymi prvky, mezi kterymi existuji
néjaké vazby. Proto muzeme i nékolik provazanych rovnic nazyvat stejnym slovem. Nebo jinak: slovo ,,soustava“
je ekvivalentem feckého X TXTHMA.

2Pokud je funkce ® = ®(t,z, Az, A%x,.. .,Akx,x07x“274447x0k) diferencovatelna, muzeme predpoklad
o nezavislosti na prislusnych proménnych zapsat ve tvaru
0P 0P 09
0 b - 0.
oAz 70 mebo G Gt 7
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Diferencni rovnice k-tého tddu proniho typu rozresend vzhledem k nejuyssi diferenci (ex-
plicitni diferencni rovnice k-tého tddu) je rovnice tvaru

Arg = f (t,ﬂc, Az, A%z, ... ,A'Hx) ; (2:5)

kde f je realna funkce k + 1 proménnych.
Diferencni rovnice k-tého rddu druhého typu je rovnice tvaru

G(t,z(t),z(t +1),...,2(t + k) =0, (2.6)
kde G je redlna funkce k + 2 proménnych, kterd neni konstantni ve druhé a v posledni pro-

ménné.
Rekurentni formule k-tého Tddu je rovnice tvaru

z(t+k)=g(t,zt),z(t+1),...,z(t+k—1)), (2.7)
kde g je realna funkce k + 1 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé proménné.

Poznamka 9. S pomoci operatoru posunu muzeme diferenéni rovnici k-tého radu, resp, dife-
ren¢ni rovnici k-tého fadu druhého typu ekvivalentné zapsat ve tvaru

P <t,x,Am,A2x,...,Akx,:ca,...,:cak> =0, resp. G (t,x,x”,...,x”k> =0.

Kazdou diferenc¢ni rovnici lze prevést na diferencni rovnici prvniho nebo druhého typu.

Kazdou implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na diferenéni rovnici druhého
typu stejného fadu a naopak.

Kazdou explicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na rekurentni formuli stej-
ného radu a naopak.

Vzhledem k Tvrzeni 8 v Kapitole 1 totiz mtizeme polozit

F(tx(t), Ax(t), ..., AFa(t)) =

G(t,z(t),z(t+1),...,z(t+ k) =

. k
. (t,x(t),x(t+1) —a(t),...,» (-1) <> :c(t+k:—z'),a:(t+1),...,m(t+k:)> .

7
=0

G(t,z(t),z(t+1),...,2(t+k)) =

: k
=F <t,x(t),x(t +1) —z(t), z(t + 2) — 2z2(t + 1) + x(¢), .. ., Z(—l)i <z> z(t+k — z)) ,

1=0

F <t, z, Az, A%z, ... ,Akaz) =G <t, x(t), Ax(t) + x(t),..., i <I;> Aix(t)) .
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g(t,x(t),x(t+1),...,x(t+ k1)) =

:f(a() z(t+1) ,kl ( ) @+k—z+)>

f (t,x,Aw,A%,...,Ak*lx) -

k—1
=g <t’x(t),Ax(7f) +x(t), ... ’Z (k ; 1>

5 (1)) -3 () ao

Definice 14. Necht ¢ty € Z a &y, &1, ...,&x_1 € R jsou takova éisla, ze

(to,&0,&1,---,8k—1) € Dom g.

Rovnosti

.%'(to) = &, .%'(to + 1) =&, .%'(to + 2) =&, .., x(to + k- 1) =& 1 (2.8)

nazveme pocatecni podminky pro rekurentni formuli (2.7).
Pokud ekvivalentné predpokladame, ze

(k-1
<f0,€0,€1 — &0y (1) < ; >§k—1> € Dom f,

=0

nazyvame rovnosti (2.8) pocdtecni podminky pro diferencéni rovnici (2.5). Rovnici (2.5) s po-
¢ateénimi podminkami (2.8) nazyvame poddatecéni dloha (problém) pro diferenéni rovnici (2.5).

Definice 15. Libovolnd posloupnost x € P takova, ze pro kazdy index ¢ € Dom x splnuje
nékterou z rovnosti (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) se nazyva partikuldrni feseni prislusné diferencni
rovnice.
Mnozina v8ech posloupnosti, které jsou partikularnim feSenim nékteré diferencni rovnice
(2.4), (2.5), (2.6) nebo (2.7), se nazyva obecné Tesent prislusné diferencéni rovnice.
Partikularni feSeni, které spliiuje poc¢ateéni podminku (2.8) se nazyva reseni pocdtecni
ulohy.

Pokud lze obecné feseni zapsat ve tvaru {z(t) = u(t,c) : ¢ € A CR™}, budeme také o po-
sloupnosti u(-,c) zavislé na (vektorovém) parametru ¢ (na m-tici konstant) mluvit jako
0 obecném TeSeni prislusné rovnice.

Priklad. Uvazujme rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost s kvocientem 2, tj.
x(t+ 1) = 2x(t)

s poc¢ateéni podminkou x(ty) = &. Tuto formuli mizeme ekvivalentné zapsat jako explicitni
nebo implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu

Az =z, nebo x — Az =0,
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nebo jako diferencni rovnici druhého typu
xz(t+1) —2x(t) = 0.

Libovolna posloupnost definovana vztahem x(t) = a2', kde a je n&jaké realné ¢islo, je
partikularnim fesenim rovnice.

Mnozina {:U eP:x(t)=a2la € R} je obecnym resenim rovnice. Obecné feSeni lze také
zapsat struéné (a méné piesné) jako x(t) = a2'.

Posloupnost definované vztahem z(t) = £,27% je feSenim pocatecni tlohy. |

Priklad. Logisticka rovnice se zpoZdénim

Logistickou rovnici (1.14) vyvoje velikosti populace jsme odvodili z pFedpokladu, Ze popu-
lace svou velikosti, tj. silou vnitrodruhové konkurence, bezprostfedné zmensuje sviij riastovy
koeficient, zmensuje porodnost nebo zvétsuje timrtnost. Vliv velikosti populace na jeji rist
vSak nemusi byt bezprostiedni, mtze k nému dochézet s jistym zpozdénim.

Uvazujme napt. populaci, v niz v jednom obdobi dospéli jedinci produkuji néjaka nedo-
spéla stadia (napf. plazi kladou vejce) a spotiebovavaji zdroje prostiedi. Uzivnost prostiedi
nemd na nedospélé jedince (nakladend vejce) zadny vliv. Teprve az nedospélci dospéji (z vajec
se vylihnou novi jedinci), zévisi jejich pfezivani a/nebo plodnost na mnoZstvi potravy, které
jejich prostiedi poskytuje. To znamend, Ze rtstovy koeficient zavisi na velikosti populace
v predchozi generaci. Tyto tvahy vedou k tomu, ze vyraz

r—1
(1)

r —

r
z rovnice (1.14) nahradime vyrazem r — z(t — 1) a dostaneme rovnici

2t +1) = 2(t) <r— TI_(lx(t—l)> .

Budeme-li misto indexu ¢ psat ¢ + 1, dostaneme diferencéni rovnici druhého radu ve tvaru

z(t+2) =zt +1) <7" - TI_(lm(t)> : (2.9)

Abychom mohli z této rekurentni formule poé¢itat hodnoty posloupnosti z (velikost populace
v jednotlivych ¢asovych okamZicich), musime znét jeji hodnoty ve dvou po sobé nasledujicich
indexech. Potiebujeme tedy pocatecni podminky

z(0) = &o, z(1) = &1. (2.10)

7 pocatecnich podminek muzeme vypocitat hodnoty velikosti populace v libovolném case
t > 0. Takové simulace mtizeme udélat pro rtizné hodnoty parametrt r» a K. Pak uvidime,
ze pro malou hodnotu r se velikost populace ustali na hodnoté kapacity prostiedi. Pozdéji
budeme umét ukazat, ze posloupnost x konverguje k hodnoté K monotonné pro 1 < r < %,
s tlumenymi oscilacemi pro % <r< % Pro vétsi hodnoty ristového koeficientu budou hodnoty
x(t) kolisat kolem hodnoty K. Rovnice (2.9) tedy podobné jako rovnice (1.14) muze modelovat
rist populace K-stratégti i r-stratégi.
Pokud by vSak pocatecni hodnoty &y a & byly takové, ze

K
o Kr
61 r—1
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pak by z(2) < 0; model (2.9) ristu populace ma stejny nedostatek, jako logistickd rovnice
(1.14). V piipadé rovnice se zpozdénim je situace jesté horsi — v dusledku kolisani velikosti
pro velké hodnoty rustového koeficientu r mize dojit k tomu, ze
xz(t—1) Kr
>
x(t) r—1

a simulovana velikost populace klesne do zapornych hodnot. |

2.2 Systémy diferenc¢nich rovnic

Definice 16. Necht f1, fo,..., ft a g1,92,..., gk jsou funkce k + 1 proménnych se stejnym
definiénim oborem. Systém k explicitnich diferencnich rovnic prvniho Tddu je systém rovnic

tvaru
Axl(t) = f1 (t, xl(t), .%'Q(t), L. ,.%'k(t)),
Axg(t) = fo(t, z1(t), 22(t), . ., 2k (1)),

: (2.11)
Az(t) = fu(t, 21(t), 22(t), ..., 24(1)),
systém k rekurentnich formuli pruniho rddu je systém rovnic tvaru
z1(t+1)=g1(t,z1(t), 22(t), . .., 2(1)),
xQ(t—i—1)%gg(t,x1(t),x2(t),...,xk(t)), (2.12)

.%'k(t + 1) =gk(t,1‘1(t),x2(t), e ,xk(t)).

Poznamka 10. Systém explicitnich diferen¢nich rovnic prvniho radu lze prevést na systém
rekurentnich formuli prvniho fadu a naopak. Staci totiz polozit

gi(t,z1(t), 2(t), ..., 2k (1)) = fit,z1(t), 22(t), ..., 2k(t)) + i(t), i=1,2,... k.

Vektorovou posloupnost x a jeji hodnotu v indexu ¢ definujeme vztahy

I ml(t)

T2 Cﬂg(t)
T = , x(t) = .

Tk z(t)

jako vektor (k-tici) posloupnosti. Oznacime dale

fi(t, @1 (t), z2(t), ..., xk(t)) f1(t, x(t))

zt,mlt,xzt,...,m t Qt,.’Bt
F(tz@) = f(tx1(t),22(t), ..., ax(t)) = fa(ts s (1) () (1) = 1 _())

a podobné
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Diferenci a posun vektorové posloupnosti v indexu t definujeme vztahy

Az (t) x{(t)

Az(t) =zt +1) — z(t) = Ax:g(t) a x’(t)=x(t+1) = xg(t)
Az (t) ()

Pri tomto oznaceni muZzeme systém explicitnich diferen¢nich rovnic zapsat jako rovnici
vektorovou

Ax(t) = f(t, =(t))
a systém rekurentnich formuli jako formuli vektorovou
x(t+1) = g(t,2(t)) nebo z7(t) =g(t z(t)).
Pocéateéni podminky pro systém (2.11) nebo (2.12) jsou tvaru
x1(to) = &1, xa(to) = &2y - .., xx(to) = &k nebo vektorové x(tg) = & (2.13)

Rovnice (2.11), resp. (2.12) s pocateéni podminkou (2.13) se nazyva pocdatecni uloha pro
systém (2.11), resp. (2.12).

Necht posloupnost z je FeSenim pocateéni ulohy (2.7), (2.8). Polozme
zi(t)=z(t+i—-1), i=1,2,...,k.
Pak z;(t +1) =a(t+1+i—1)=x(t+1i), proi =1,2,...,k, tedy
ri(t+1) =201(8), i=1,2,...,k—1,

Tt +1) = 2t + k) = g(t2(t), 2t + 1), .. 2t + k= 1)) = g(t, 21(8), 22(2), ..., 24 (8)).
Déle
xi(to) :$(t0+’i—1) =&, 1=1,2,...,k. (214)
Posloupnost z je tedy prvni slozkou FeSeni systému

xl(t + 1) :,172(75)
.%'Q(t + 1)

xg(t)
: (2.15)
xk,l(t + 1) mk(t)

xk(t+1): g(taxl(t)’x2(t)""’xk(t))

s pocatecni podminkou (2.14). Naopak, je-li posloupnost z; prvni slozkou feSeni pocateéni
ulohy (2.15), (2.14), pak je také fesenim tulohy (2.7), (2.8), nebot

z1(t +1) = 22(1),
xl(t + 2) :mg(t + 1) = 1‘3(15),
xl(t =+ 3) 2562(75 =+ 2) = Cﬂg(t + 1) = $4(t),

st + k= 1) = z(8),
it +k)=zp(t + 1) = g(t, z1(2), 22(t), ..., 2p-1(t)) =
=g(t,z1(t), 21 (t +1),... 21 (t +k —1)).
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Systém rekurentnich formuli (2.15) mtzeme piepsat ve tvaru ekvivalentniho systému expli-
citnich diferenc¢nich rovnic prvniho radu

Ary = -1 +12

Azy = —T2 +T3

Ar_1= —Tp_1+Tp
A,Ik = g(taxlaxza"'axk‘) —Tk

Odvodili jsme tak

Tvrzeni 9. Rekurentni formule, resp. explicitni diferen¢éni rovnice, k-tého fadu je ekvivalentni
s néjakym systémem k rekurentnich formuli, resp. k explicitnich rovnic, prvniho radu.

2.3 Operatorové-diferencéni rovnice

Povsimnéme si jesté jednou explicitni diferen¢ni rovnice prvniho fadu, resp. rekurentni formule
prvniho tadu, ve tvaru

Ax(t) = f(t,x), resp. x7(t)=g(t,x). (2.16)

V obou piipadech je na pravé strané realnd funkce dvou redlnych proménnych. Dalekosahlé
zobecnéni téchto rovnic mtzeme ziskat pouhou zménou interpretace téchto pravych stran.
Symbol f, resp. g, nebudeme chapat jako funkci, tj. zobrazeni R x R — R, ale jako operator,
tj. zobrazeni R x P — P, které redlnému cislu ¢ a posloupnosti x priradi posloupnost.

Zakladni rozdil operéatorové-diferencénich rovnic oproti diferenénim rovnicim (2.16) je ten,
ze pro vypocet hodnoty (¢ + 1) nestaci znat jen ,bezprostifedné predchézejici“ hodnotu z(t),
ale je nutné ,néjak znat celou posloupnost® .

Priklad. Rust populace produkujici toxické odpady
Vyraz
r—1
K
vyskytujici se na pravé strané rovnice (1.14), kterd modeluje vyvoj populace, interpretujeme
jako rustovy koeficient, ktery je zmensSovan pusobenim populace o velikosti z. Budeme mo-
delovat jednu z moznosti, jak k tomuto zmensovani dochézi.

r— x

Predpokladejme, Ze zvétseni imrtnosti, a tedy zmenseni ristového koeficientu, je zpiso-
beno tim, ze populace produkuje néjaké skodlivé odpady. Tyto odpady zamoiuji prostiedi,
ale postupné se v ném rozklddaji. Oznacme b mnozstvi odpadi, které vyprodukuje jedi-
nec (nebo presnéji populace jednotkové velikosti) za ¢asovou jednotku. V ¢asovém intervalu
[t,t+1), struéné fekneme v Case t, se tedy do prosttedi dostanou odpady v mnozstvi bz(t). Dale
oznacme symbolem p podil odpadu, ktery se rozlozi za jednotku ¢asu; parametr p samoziejmé
spliiuje nerovnosti

0<p<l

7 odpadu vyprodukovaného v c¢ase t tedy v prostredi zlistane v case t + 1 mnozstvi

(1 —p)ba(t)
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odpadu. Nebo jinak, v ¢ase t bude v prostfedi ztistdvat mnozstvi

(1 =p)bz(t —1)

z odpadu vyprodukovaného v ¢ase ¢t — 1. Populace kontaminovala prostiedi po celou dobu své
existence, proto celkové mnozstvi B(t) odpadu v ¢ase t je rovno

B(t) = bx(t) + (1 — p)ba(t — 1) + (1 = p)((1 - p)ba(t — 2)) =bYy (1—pya(t—j).

7=0

Je pfirozené predpokladat, Ze s rostoucim mnozstvim odpadu v prostfedi se zmensuje
rustovy koeficient populace; ¢im vice je prostiedi kontaminovano, tim vétsi je tmrtnost. Pro
prvni model tohoto typu zvolime nejjednodussi moznost — linearni zavislost. Ristovy koefi-
cient populace zavisly na celkovém mnozstvi B toxického odpadu vyjadiime jako

r—ab,

kde « je vhodné kladnda konstanta; o vyjadiuje citlivost populace na znecisténi.
Provedenymi ivahami jsme dospéli k modelu vyvoje populace ve tvaru

z(t+1) = z(t) r—abz 1—pYa(t—j) (2.17)

Abychom podle tohoto modelu vypocitali velikost populace v nésledujicim ¢asovém okamziku
t+1, potfebujeme znat velikost populace ve vSech pfedchozich ¢asech ¢, t—1,t—2,.... Mnozina
pocatecnich podminek

1‘(0) = fo, .%'(—1) = §_1, 1‘(—2) = 6_2, oo (2.18)

pro operéatorové-diferen¢ni rovnici (2.17) je tedy nekoneéna.

Mizeme se ptat, zda i populace, jejiz velikost se vyviji podle modelu (2.17) mtize byt
v dynamické rovnovaze se svym prostiedim. Ptame se tedy, zda existuje velikost populace,
kterou ozna¢ime z* tak, aby x(t) = z* pro kazdou hodnotu ¢, tj. zda existuje kladné Feseni
algebraické rovnice

[e.9]
xr=ax"[r— abZ(l —p)la*
=0

Ponévadz |p| < 1, mtizeme geometrickou fadu na pravé strané této rovnice secist. Po snadné
upravé dostaneme
* = p(?" — 1) )

ab
Toto dislo je kladné, pokud r > 1. Jiz vime, Ze populace s ristovym koeficientem r > 1,
jejiz rust by nebyl omezovan znecistovanym prostiedim, roste nade vSechny meze. Produkce
odpadu tedy mitize stabilizovat velikost populace.

Opét miizeme rovnovaznou velikost z* oznacit symbolem K. Pak bude

p(r—1)
K

ab =
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a rovnici (2.17) mtizeme pfepsat ve tvaru

p(r—1)
z(t+1) = z(t) — Z (1—p)zt—j)|. (2.19)
j=
Rist populace je nyni charakterizovan tfemi parametry — vnitinim koeficientem rtstu r,

kapacitou prostfedi K a rychlosti rozkladu odpadnich produktd p. PovS§imnéme si, ze v li-
mitnim pfipadé p — 1, tj. v pfipadé, ze vSechny odpadni produkty se rozlozi hned béhem
jednotkového ¢asu, rovnice (2.19) prejde v rovnici (1.14).

Reseni tlohy (2.19), (2.18) nemiizeme bezprostiedné simulovat na poéitaci, nezname a ne-
miizeme zadat nekonecnou mnozinu pocatecnich hodnot. Budeme proto uvazovat jednodussi
ulohu. Predstavme si, ze v ¢ase t = 0 do neobsazeného prostiedi pronikla populace o velikosti
&o. Pak se pocateéni podminky (2.18) redukuji na

xz(0) =&, x(t)=0prot<D0.
V tomto piipadé je také
¢

S (A =pYa(t—j) =Y (1 —pYat—j) =

Jj=0 j=0
=z(t)+ (1 —-pzt—1)+1—plz(t—2)+-+ 1 —p) 'z1) + (1 -p)x0) =

Rovnici (2.19) proto mtizeme pfepsat ve tvaru

a(t+1) =a(t) [ r- 7% St -p)a() |- (2.20)

Jesté poznamenejme, ze operatorové-diferenéni rovnice tohoto tvaru se nazyva diferencni
rovnice s distribuovanym zpozZdénim nebo diferencni rovnice konvolucniho typu. |

2.4 Cviceni

V tlohéch 1-5 prevedte obecnou diferen¢ni rovnici na explicitni rovnici prvniho typu a na
rekurentni formuli.

L 3(z(t+1) —2z(t)) + z(t)x(t+1) =0
2. z(t+ Da(t) +z(t + 1) — 22(t) = 2

)
(

3. A =(2-az(t)z(t+1)
(

P
| |

1—2z(t))x(t + 1)
5. AQx(t) —3Ax(t) =
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6.

7.
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Rekurentni formuli (2.9) prepiste ve tvaru explicitni diferenéni rovnice druhého fadu.

Odvodte model vyvoje velikosti populace za nésledujicich predpokladii: Casové jed-
notka je zvolena tak, ze v laboratornich podminkéch (v naprosto ¢istém prostiedi) se
velikost populace za tuto jednotku zdvojnasobi. V pfirozeném a omezeném prostredi
tato populace vytvaii néjaké produkty svého metabolismu. Tyto latky jsou tak toxické,
Ze v prostiedi jimi nasyceném je populace za ¢asovou jednotku zdecimovéana (jeji veli-
kost se zmensi na desetinu pivodni). Odpadni produkty metabolismu se v8ak rozkladaji
tak rychle, Ze za zvolenou Casovou jednotku z nich zbyde polovina.

Uréete kapacitu prostfedi (velikost populace, ktera je s prostiedim v dynamické rovno-
vaze).

Vysledky:

1.

z(t), z(t+1) = 62(¢)

3 — a(t)

T 3talt
2t a(t) + x(t)? 2 + 2x(t)
B 1+ () 1+ x(t)

x(t)? B 1
() + 1 pt+1)=1- 1+ a(t)

Az(t)=1—xz(t), z(t+1)=1
A%x(t) = 3Ax(t) + t, z(t +2) = bx(t + 1) — dw(t) +t

-1 -1
AQ,@:(T—Q—TK ac)Ax—i—(r—l—rK ac)x

x(t+1) =2x(t)f (Z (%)] x(t j)), kde f je libovolna klesajici funkce takova, ze f(0) = 1,
§=0

li B) = &.

Bl—r>noo f( ) 20

Se svym prostiedim je v dynamické rovnovaze populace, jejiz velikost je * = %y, kde y je jediné
kladné feSeni rovnice yf(y) =1

Ax(t) yx(t+1) =

Ax(t) =

1
Konkrétni mozna volba: f(y) = — 9 , pak

20 " 1oy 120

1 380
x(t+1)=—z@)| 1+ ) x* = 2,046

10 204193 (5) a(t - 5)

=0




Kapitola 3

Linearni rovnice

V tvodu ke kapitole 1 jsme odvodili nejjednodussi mozny model vyvoje populace ve tvaru re-
kurentni formule prvniho fadu (1.7). Je-li ristovy koeficient r > 1, pak jejim feSenim je ryze
rostouci neohranicend geometrickd posloupnost, coz nemé rozumnou ekologickou interpra-
taci v delsim ¢asovém obdobi. Abychom tento nedostatek odstranili, zahrnuli jsme do ivahy
skutec¢nost, ze populace se vyviji v néjakém omezeném prostiedi, které svym pisobenim na
velkou populaci zmensuje jeji rastovy koeficient. Timto zptsobem jsme ziskali nékolik variant
logistické rovnice (1.14), (1.16), (1.17), nebo po tpravach v jednotnéjsich tvarech (2.1), (2.2),
(2.3). Rust populace byl regulovan omezenou uzivnosti prostfedi, kterou jsme v uvedenych
ptipadech povazovali za konstantni, v ¢ase se neménici charakteristiku.

Nerealisticky neomezeny rist populace pfedpovidany modelem (1.7) v8ak muze byt redu-
kovan i jinym zptsobem. Nemusi jit o samoregulaci populace, ale o cilené zasahy do jejiho
rustu. Predstavme si napriklad hospodaisky les, ve kterém majitel chce mit srnce. Nemuze
jich tam ale mit zdaleka tolik, kolik by odpovidalo uzivnosti lesa; takova populace by les
nic¢ila. Proto pfi ,, pfemnozeni“ srncu provadi jejich odsttel. ,Menezment odstielu” mutze mit
nepieberné mnozstvi podob. Ukdzeme dvé moznosti, které pracovné nazveme prvniho a dru-
hého radu; tato terminologie odrazi fakt, ze prvni moznost povede k popisu regulovaného
rustu populace diferen¢ni rovnici prvniho radu, druhé k rovnici druhého radu.

Model prvniho fadu

Uvazme nejprve moznost, ze majitel planuje odstfel srncii na kazdou sezénu jinak; miize se
rozhodovat podle pocétu lovuchtivych pratel, podle aktualni ceny srn¢itho masa a podobné.
Tuto skute¢nost mizeme vyjadrit tak, ze imrtnost populace d mize byt v kazdé sezéné jina,
jeji hodnota zavisi na ¢ase, d = d(t). Rustovy koeficient » = 1 + b — d (kde b oznacuje
porodnost) tedy také zavisi na case, r = r(t). Touto uvahou dostavdme modifikaci modelu
(1.7) ristu populace ve tvaru

z(t+1) =r(t)z(t). (3.1)

Opét se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Zname-li ristovy koeficient r v kazdém case
t =0,1,2,... a pocateéni velikost populace z(0) = &, mizeme postupné vypocitat velikost

47
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populace z(t) v libovolném nésledujicim ¢asovém okamziku:

7(0)&o,
(Dz(1) = r(1)r(0)&,
r(2)r(1)r(0)&o,

atd. Obecné dostaneme velikost populace v ¢ase t vyjadfenu vztahem
t—1
ty=&[[r0)
5=0

O vlastnostech posloupnosti dané timto obecnym pfedpisem vsak nemtizeme bezprostredné
mnoho Fici.

Regulaci populace (stfileni srnct) si mizeme predstavit i jinak. Majitel lesa ma né&jakou
kyzenou velikost populace 7 a ,pFespocetné” srnce vystfili, tj. v ¢ase t (v t-té sezéné) zlikvi-
duje populaci o velikosti z(t) — n. Pokud odstfel provadi na zavér sezény a pocet ulovenych
zvirat stanovi na zédkladé velikosti populace zjisténé na zacatku sezény, bude velikost populace
v néasledujici sezéné dana rovnosti

x(t+1)=rx(t) — (:U(t) - 77),
nebo po snadné tpravé
z(t+1)=(r—1)x(t) +n. (3.2)

Znovu se jedna o rekurentni formuli prvniho fadu. Ze znalosti pocatecéni velikosti populace
x(0) = & muZeme nyni postupné vypocitat

2(1) = (r = 1)z(0
():( = Dz(1) +n=(r=1((r = Dz(0) +n) +n=(r—1)*& + ((r = 1) + 1),
-1 )

)
M )
Ve 4=t = D(0 =120+ ((r= 1)+ 1)n) + 1 =
— 1%+ (P =12+ (= 1) + o,

+n,

/\

atd. Obecné dostaneme o
w(t) = (r=1)'&+nYy_ (r—1)
5=0
Na pravé strané této rovnosti se objevuje soucet prvnich ¢ ¢leni geometrické posloupnosti
s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem r — 1. Pokud tedy r # 2, plati

= ;== (r-1f-1
jzo(r_l)zl—(r—l): r—2

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s pocate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno

o) = (=10 + 2 = -1t (804 5 ) -
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pokud r = 2, plati

t—1 A t—1
dr—1y =) 1=t
=0 =0

a FeSeni diferen¢ni rovnice (3.2) s pocate¢ni podminkou z(0) = &y je rovno
z(t) = (r = 1)"6 +nt = o + 11t

Vidime tedy, ze v pripadé r > 2 je posloupnost x ryze rostouci a neohranic¢end, v pfipadé
1 < r < 2 je posloupnost x monotonni a plati

. n
tliglox(t) 27
Metoda ,odstrelu prespocetnych srnct“ tedy nevede k Zadoucimu cili; bud neni schopna
populaci zregulovat (pfi velkém ristovém koeficientu) nebo ji zreguluje na hodnotu vétsi, nez
byla hodnota stanovena. Ovsem v pfipadé rustového koeficientu r € (1,2) lze metodu snadno
modifikovat; za velikost ,,populace k odstfelu“ v ¢-té sezéné lze stanovit hodnotu z(t)—(2—r)n
a celkova velikost populace se pfi této volbé bude vyvijet k potfebné hodnoté n; vyvoj velikosti
populace je popsan rovnici

x(t+1)=(r—1Dax(t)+ (2—r)n.

Majitel lesa (honitby) muze stanovit presny pocet ulovenych srnci. Ve skutecnosti se ne
kazdy stielec vzdycky trefi nebo naopak v lovecké euforii posttili srnci vice, nez mél pridéleno.
V kazdé sezéné tedy bude odstielen jiny pocet srncii. Clen (2 — 7)1 na pravé strané predchozi
rovnice tedy nahradime néjakym vyrazem zavislym na cCase, feknéme b(¢). Navic v kazdé
sezoné jinak prsi a sviti slunce, takze je jiné mnozstvi potravy pro srnce, v riznych sezénach
maji srnci riznou kondici. To znamena, Ze i rustovy koeficient je v kazdé sezéné jiny, zavisi
na ¢ase, r = r(t). Tato ivaha vede k tomu, ze pfedchozi rovnici nahradime ponékud obecnéjsi
rovnici

z(t+1) = (r(t) — 1)x(t) + b(t). (3.3)

Predchozi modely (3.1) a (3.2) lze povazovat za specialni pfipady modelu (3.3).

V diferen¢ni rovnici (rekurentni formuli) (3.3) je podstatné, Ze na pravé strané jsou hod-
noty hledané posloupnosti v prvni mocniné, tj. funkce na pravé strané rovnice (3.3) je linearni
funkci proménné z(t). Z tohoto divodu se diferen¢ni rovnice tvaru (3.3) nebo tvaru s nim
ekvivalentniho nazyva linearni.

Model druhého radu

Vratme se k predstavé majitele lesa, ktery reguluje velikost populace srnct jejich odstielem.
Predstavme si, ze kvétu ulovenych zvitat v jedné sezoné stanovi podle prirtistku populace
od sezény predchozi, konkrétné jako pfimo tmeérnou tomuto prirtistku. V ¢-té sezoné se tedy
lovem zlikviduje populace srncii o velikosti

afz(t) — z(t — 1)),
kde a je néjaké kladné ¢islo. V nésledujici, tj. ¢ + 1-ni sezéné bude mit populace velikost

x(t+1) =ra(t) — a(x(t) —x(t — 1));
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parametr r stile oznacCuje prirozeny rustovy koeficient populace. Uvedend rovnost mé platit
pro libovolnou hodnotu ¢, mizeme v ni tedy psat ¢ + 1 misto t. Po snadné tpravé dostaneme

z(t+2)—(r—a)zt+1) —ax(t) =0. (3.4)
To je diferen¢ni rovnice druhého typu, kterou muzeme prepsat ve tvaru rovnice prvniho typu
A’z +(2—r+a)Ar — (r— 1)z =0. (3.5)

Hodnoty posloupnosti = jsou v rovnici (3.4) v prvni mocniné, diference této posloupnosti
v rovnici (3.5) jsou také v prvni mocniné. Nebo jinak feceno, na levé strané rovnice (3.4) je
linedrni kombinace t¥i po sobé jdoucich ¢leni posloupnosti x, na levé strané rovnice (3.5) je
linearni kombinace hodnoty posloupnosti z a jeji prvni a druhé diference. Toto pozorovani
nés opraviuje k tomu, abychom diferen¢ni rovnice (3.4) a (3.5) opét nazvali linearni.

3.1 Linearni rovnice prvniho radu

Linedrni diferencni rovnice je rovnice tvaru
Az = a(t)x + b(t). (3.6)

Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud b = 0, a nehomogenni v opacném pripadé. Linearni
homogenni rovnice

Az = a(t)x (3.7)

se nazyva pridruzend homogenni rovnice k linedrni rovnici (3.6).
Rovnici (3.6) jako rekurentni formuli zapiSeme ve tvaru

z(t+1) = (1+a(t))z(t) + b(t). (3.8)

3.1.1 Homogenni rovnice a exponencialni posloupnost

Zname-li hodnotu z(t), mizeme z rekurentni formule (3.8) vzdy vypocitat (¢ + 1). Naopak,
zname-li z(t + 1) a pfitom je a(t) + 1 # 0, mizeme z (3.8) vypocitat z(t). Hodnoty feSeni
rovnice (3.8), a ekvivalentné rovnice (3.6), mizeme pocitat ,dozadu“ pouze tehdy, pokud
a(t) # —1. Toto pozorovani inspiruje zavedeni nasledujictho pojmu.

Definice 17. Rekneme, Ze posloupnost p € P je regresivni, pokud p(t) # —1 pro vsechny
indexy t € Dom p. Mnozinu regresivnich posloupnosti oznac¢ime R,

R ={peP: (Vt € Domp) 1+ p(t) #0}.

Podobné jako v pripadé obecnych posloupnosti mizeme zduraznit defini¢ni obor posloupnosti
dolnim indexem, t;j.

Ri, = R NPy, pro tg € Z, R =RNP_s.

Na mnoziné regresivnich posloupnosti definujeme binarni operaci & a unarni operaci & vztahy

p@qt) =pt)+qt)+pt)gt),  opt) = %}%_
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Snadno ovéfime, Ze mnozina regresivnich posloupnosti s operaci @ tvori komutativni
grupu, nulova posloupnost o = 0 je neutralnim prvkem této grupy a ©p je opaénym prv-
kem k prvku p.

Tvrzeni 10. Necht p € R je regresivni posloupnost. Pak pro kazdou hodnotu zy € R existuje
jediné posloupnost = € P takovd, ze Dom xz = Domp, x(tg) = xg a Ax(t) = p(t)x(t).

Diikaz: Ponévadz x(t+1) = (1+p(t))z(t), je posloupnost = definovéna pro kazdé ¢ > to. Dale
pro kazdy index ¢ takovy, ze t — 1 € Domp plati (t) = (1 + p(t — 1))z(t — 1) a tedy

_ ()
T

coz znamena, ze posloupnost x je definovana také pro t < ty takové, ze t € Dom p. O

Definice 18. Nechf p € R je regresivni posloupnost. Ezponencialni posloupnost prislusnou
k posloupnosti p s pocdtkem tg € Dom p definujeme jako jediné feSeni diferenc¢ni rovnice

Az = p(t)x (3.9)
s pocatecni podminkou z(tg) = 1. Jeji t-ty ¢len znacime e, (¢, to).

Véta 15 (Vlastnosti exponencidlni posloupnosti). Necht p,q € R takové, Ze Dom p = Dom g,
to,t,s € Domp. Pak plati

1 ep(tto) = T1 (1+ (i),
i=to
2. eo(t,to) =1, e1(t,tg) = 2710,
3. ep(t,to)eq(t, to) = epaq(t;to),
4. (ep(t,t0) " = eep(t, o),
5. ep(t, s)ep(s, to) = ep(t, to),
6. Je-li p(t) > —1 pro vsechny indexy t € Domp, pak ep(-,to) = 2ot (1HP)

to—1

Dikaz: Podle Tvrzeni 7 plati _H (1+p@)=1a
AT (14 p) = T (14 96) — [T (14 0@) = (1400 1) T[ (1 4+00) =
= p(0) [T (1+20).

Odtud plyne platnost prvni ¢asti véty. Nyni

t—1 t—1
eo(t,to) = [J(1+0) =1, ex(t,to) = [J(A1+1) =207D"0o=1) = g~to,

i=to i=tg
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coz je druhé tvrzeni véty. Tteti a ¢tvrté plyne z nasledujicich vypoctl

t—1 t—1 t—1
ep(t,to)eq(t, to) = H (1+p(i)) H (1+q()) = H (14 p(i) + q(i) + p(i)q(i)) =

= ep+q+pq(t7 to) = ep@q(ta to),

Podle Tvrzeni 7 plati

t—1 s—1 t—1
ep(t, s)ey(s, to) = H (1+p(i)) H (1+p(@) = H (14 p(3))

a to je paté tvrzeni véty. Rovnost v poslednim tvrzeni je ekvivalentni s rovnostmi

Ine,(t,to) = i In (14 p(i)) = lnﬁ (1+p(3)). .

Necht p € R je regresivni posloupnost. Reseni po¢ateéni tlohy pro homogenni linearni
rovnici
Ar=p(tyr,  alto) = o

je dano rovnosti
t—1

x(t) = moep(t,t0) = zo [ [ (1 +p(3)), (3.10)

i=to
nebot
x(to) = zoep(to,to) = xol = 29

a podle Vét 4 a 15 plati
Az (t) = zoAey(t, to) = wop(t)ey(t, to) = p(t) (woep(t, to))-

3.1.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstanty

Necht p € R je regresivni posloupnost a b € P posloupnost se stejnym definicnim oborem.
Uvazujme pocatecni tilohu pro linedrni nehomogenni rovnici ve tvaru

Az = p(t)x + b(t), z(to) = xo. (3.11)
Reseni této tlohy budeme hledat ve tvaru

z(t) = c(t)ep(t, to)- (3.12)
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Jednd se o analogii feseni daného formuli (3.10) s tim rozdilem, ze misto konstanty xg uva-
Zujeme nestacionarni posloupnost c.
Aby byla splnéna pocateéni podminka v tloze (3.11), musi platit
zo = z(to) = c(to)ep(to, to) = c(to),
tedy
C(to) = Xy. (3.13)

Soucasné musi byt splnéna rovnice, tedy podle Véty 5 ma byt

p(t)x(t) +b(t) = Ax(t) = A(cep( -, t0)) (t) = c(t)Aey(t, to) + €5 (¢, to) Ac(t) =
= c(t)p(t)ep(t, to) + ep(t + 1,t0)Ac(t) = p(t)x(t) + ep(t + 1,t0)Ac(t).
Z této rovnosti vyjadiime b(t) = e,(t + 1,%9)Ac(t). Pro posloupnost ¢ tedy podle Véty 15.4

plati
Ac(t) = b(t)eap(t + 1,tp).

Rovnaji-li se dvé posloupnosti, musi se rovnat i jejich sumy od ¢y, takze podle (1.25) dostaneme
c(t) — c(ty) = Zto b(t)eey(t +1,t0).

Z této rovnosti spolu s podminkou (3.13) vyjadiime

t—1
c(t) =xo+ Y _ bli)eep(i+ 1,t).

i=to

Dosazenim této posloupnosti do rovnosti (3.12) dostaneme s vyuzitim Véty 15 feSeni ulohy
(3.11),

x(t) = <xo + i b(i)eop (i + 1,t0)> ep(t, to) =

i=tg
t—1
= moep(t,to) + D bli)eap(i + 1 to)ep(i + 1,to)ep(t,i + 1) =
i=to
t—1
= zoep(tto) + > b(i)ep(t,i + 1) = moey(t, to) + Zto bey(-,i+ 1)(t).
i=tg

Exponencialni posloupnost mtizeme piepsat jako soucin podle Véty 15.1. ReSeni pocatecni
ulohy pro nehomogenni linedrni rovnici s regresivni posloupnosti v linedrnim ¢lenu, tj. feSeni
ulohy (3.11) tedy muZeme psat v jednom z tvart

£(t) = woey(t.t0) + 3 b(i)e(ti+ 1) =20 [] (1 + @) + S 56) [ (1+90)).
i=to i=to i=to j=it+1

Piimym vypoctem se presvédcime, Ze FeSeni pocatecni tlohy pro obecnou linearni dife-
ren¢ni rovnici (3.6) s poc¢ateéni podminkou z(ty) = x¢ je stejného tvaru. Jediny rozdil je
v tom, Ze defini¢ni obor feSeni miize byt mensi nez defini¢ni obor posloupnosti a.
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Véta 16. Necht Doma = Domb, tg € Doma a xg € R. PoloZme
7 =sup{t € Doma: t <tg,a(t) =—1}.

Resent pocatecni ilohy pro linedrni diferencni rovnici,

Az = a(t)z + b(t), x(to) = zo, (3.14)
je posloupnost x € P, deﬁnovand vztahem
t—1
—on (1+a(i +Zb H (1+a(y)).
i=to i=tg Jj=t+1

Podivejme se jesté na druhy séitanec ve vyrazu pro feseni tlohy (3.14), tedy na posloupnost

danou predpisem
t—1

Zb T (1+a0)).

i=tg Jj=i+1
Plati #(tg) =0 a

t—1 t—1
AZb I & Zb H (1+a(j Zb II t+a() =
i=tg Jj=i+1 i=to Jj=i+1 i=to Jj=i+1
t—1 t—1
=b(t) + (1 +alt Zb IT 0+ Zb II +al) =
1=to j=i+1 i=tg j=i+1
t—1
Zb [T A +a() =0b0t) + a®)i(t).
i=tlg Jj=i+1

To znamend, ze posloupnost & je FeSenim nehomogenni rovnice (3.6) s nulovou pocate¢ni
podminkou. Prvni séitanec v feSeni tlohy (3.14) je feSenim pfidruzené homogenni rovnice
(3.7). Dostavame tak zaveér:

Dusledek 1. Reseni pocateéni ulohy pro linedrni diferencni rovnici (3.14) je souctem tesend
pocatecniho problému pro pridruzenou homogenni rovnici (3.7) a TeSeni nehomogenni rovnice
s nulovou pocdtecni podminkou.

Jesté explicitné vypiSeme tvar feSeni linedrni rovnice (3.6) v nékterych specialnich piipa-
dech.
Dusledek 2. Reseni rovnice (3.6) v pripadech, kdy nékterd z posloupnosti a, b je staciondrni:

e Az =ax +b(t), z(tg) = xo.

Reseni: x(t) = zo(1 + o)t~ + Z (14 )= 1b(3).

o Az =a(t)z + 5, (to)zxo- L
Reseni: ()—xon(l—i-a())—FﬂZ II ( ())

i=to i=tg j=i+1
e Az =ax+ S, z(ty) = zo.

Resent: a(t) = mo(1 + a0 + LT " =1 _ (xo T é) (1+ayto— 2.
(6% (6% (6%
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0<a ryze monotonni, neohranicend | lim |z(t)| = oo
t—00
-1<a<0 ryze monotonni, konvergentni
o= —1 | monotonni, konvergentni lim z(t) = —
t—r00 (0}

—2 <a< —1 | konvergentni

2p
2k+1) = —xg — —
a= —2 | ohranifend #(2k+1) Ty
x(2k) =x9, k€L
a < —2 | neohrani¢end liminf z(t) = —o0, limsupz(t) = oo

t—oo t—00

Tabulka 3.1: Vlastnosti feSeni x pocatecni tlohy (3.15) pro linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty v zavislosti na hodnotach parametru «; pro pocateéni hodnotu plati axg # —f.

3.1.3 Kbvalitativni vlastnosti FfeSeni linearni rovnice ve zvlastnich pripadech
Rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme pocatecni tlohu
Azrx =az+ 3, z(0)=x (3.15)

s parametrem o € R. Reseni uvazujeme v prostoru posloupnosti Py.
Je-li —1 # «a # 0, pak ma tato Gloha TeSeni tvaru

x(t) = <360 + g) (1+a) — g

které je definovano pro kazdé t € Z. Jednd se tedy o geometrickou posloupnost s kvocientem
1+ «, od niz je ode¢tena konstanta (3/c.
Je-li @ = 0, pak ma tloha (3.15) feSeni tvaru

x(t) = o + B,

jedna se tedy o aritmetickou posloupnost s diferenci (.
Pocatecni tloha (3.15) s dosud neuvazovanym parametrem o = —1 se redukuje na tvar

(t+1) =B, 2(0) = o,

takze x(t) = 8 pro kazdé t > 0, feSeni je od t = 1 konstantni.

Pokud poéate¢ni hodnota xg vyhovuje relaci axg # —f3, pak je feseni tlohy (3.15) nekon-
stantni, v opa¢ném pripadé je feseni konstantni.

7 uvedenych vyjadreni reseni je vidét, ze monotonnost, ohranic¢enost a konvergence po-
sloupnosti x zavisi na hodnoté parametru «. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v tabulce 3.1.

Rovnice s periodickymi koeficienty

Reseni linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem

Ax = ax
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je geometricka posloupnost s kvocientem 1+, tj. 2(t) = zo(1+ «)'. Pokud koeficient rovnice
neni konstantni, ale néjak pravidelné kolisa kolem néjaké pevné hodnoty, lze ocekavat, ze
feSeni bude pravidelné kolisat kolem néjaké geometrické posloupnosti. Tuto myslenku nyni
vyjadiime presnéji.

Necht w je kladné celé ¢islo a a € R_o je w-periodickd regresivni posloupnost, tj. pro
kazdé t € Z plati a(t +w) = a(t) # —1. Uvazujme homogenni rovnici (3.7) a ozna¢me

w—1

1/w
a= (H (1+ a(i))) —1, (3.16)

=0

tzn. Ze ¢islo 1 4+ a je geometrickym priumeérem hodnot posloupnosti 1 + a na intervalu délky
periody. Podle vysledkiti uvedenych v 3.1.1 miizeme feSeni rovnice (3.7) s po¢ateéni podminkou
x(0) = xo psat ve tvaru

:C(t) = xoea(ta 0) = Cﬂoea(ta O)GGE(t’ O)Ga(t’ 0) = Cﬂoea(t, 0)60@& (t’ 0)'

Oznac¢me nyni

t—1
B B a aa(i)\
ﬂo_ﬁ@A@m_Jl<y+mn S 1+a>_
t—l1+a+a(z)+aa(z)—a—(za(z’) ﬁ(1+ (M)
= ~ = a(i
1=0 l+a (1 a)t i=0
Posloupnost ¢ je jednozna¢nym fesenim pocatecni tlohy
Ap=(aca)p, ¢0)=1,
neboli 0
a(t) —a
Ap(t) = ——op(t 0)=1. 3.17
p(t) = =), #(0) (3.17)

Ponévadz posloupnost a je w-periodicka, plati

1 t+w—1 .
¢@+wyza:5ﬁall(1+qm::
= ! ﬁ (14 a(d)) ! Hﬁl (1+a()) | =
1+a) s (1+a)” -+

= (p(t)ﬁ ! (1+a(i) = (),

1=

€

takze posloupnost ¢ je také w-periodickd. Muzeme ji tedy také vyjadiit jako w-periodickou
posloupnost, pro jejiz pocateéni hodnoty plati

<.
|
_

e() =] @ +a@@), j=01,...,w—1

1

I
=)

7 provedenych vypoctl plyne vysledek:
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Véta 17. Necht a je regresivni w-periodickd posloupnost. Pak veseni linedrni homogenni
rovnice (3.7) je tvaru

z(t) = wo (1 +a) (1),
kde o = x(0), hodnota @ je ddna vyrazem (3.16) a ¢ je w-periodickd posloupnost, kterd je
reSenim pocdtecni ulohy (3.17).

Reseni homogenni linedrni rovnice s periodickym koeficientem je tedy soucinem geomet-
rické posloupnosti a w-periodické posloupnosti. Toto vyjadieni lze povazovat za rozklad reSeni
na trend a sezénni slozku v multiplikativnim tvaru.

Ponévadz w-periodicka posloupnost je ohrani¢ena, dostavame

Duisledek 3. Reseni x homogenni linedrni rovnice (3.7) s periodickym koeficientem a je

ohraniéend prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —2 < a < 0.
— 00

Rovnici (3.16) muzeme piepsat do tvaru rekurentni formule (3.8). Pfi oznaceni ¢ =1+ a
miizeme pro tuto rekurentni formuli napsat poc¢atecni tlohu

z(t+1)=q(t)z(t), =(0)=xo. (3.18)
Prepsanim véty 17 a jejiho prvniho dtsledku dostaneme

Dusledek 4. Necht q je w-periodickd posloupnost takovd, Ze q(t) # 0 pro véechna t € Z. Pak
resent ulohy (3.18) je tvaru

T—1 (’L) T—1
2(t) = 20(@)' [] &2 = zo@)' " [ a0,
i=0 q =0

kde

tj. q je geometricky prumeér hodnot posloupnosti q na intervalu délky periody a T je zbytek po
déleni cisla t cislem w.

Dusledek 5. Posloupnost x dand rekurentni formuli v dloze (3.18) s periodickou posloupnosti
q je ohranicend pravé tehdy, kdyz —1 < g <1; tlim x(t) = 0 prdvé tehdy, kdyz —1 < g < 1.
— 00
3.2 Linearni rovnice k-tého radu
Jedna se o rovnici
Az 4 ap (A z + ap_o () AR 2 () 4 - - + ay(t) Az + ag(t) = b(2). (3.19)

O posloupnostech ag,ay,as,...,ar_1, b predpokladame, Ze maji stejny definiéni obor, ozna-
¢ime ho D, a pro kazdé ¢ z tohoto defini¢niho oboru plati

ap_1(t) — ap_o(t) + ap_3(t) — -+ (=1)*Lag(t) # 1. (3.20)

V piipadé b = 0 se rovnice (3.19) nazyva homogenni, v opacném piipadé nehomogenni.
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Je-li tg € D, jsou pocateéni podminky pro rovnici (3.19) tvaru

z(to) = &o, z(to+1) =&, ..., z(to+k—1) = -1 (3.21)

Rovnici (3.19) pfepiSeme na rovnici druhého typu. Podle Tvrzeni 7 plati

k _ 1\ k Y=g — \k—j k T .
AFg(t) = z(t + k) +;( 1)/ (J) ot +k—j)=xz(t+k) +j20( 1)k (J) (t +7),
k—1 ‘ k—1 J ' . k—1k—1 ' .
> 0i087a() = S as) (-1 (1) 4= = 5 Y as(0-1) (1) alt i i) -
j=0 j=0 i=0 =0 j=i

k—1k—1—1 o k—1k—1—1 A P+
S ID I AR TR D) SR CIC I Chl) B!
i=0 j=0 j=0 i=0
takze leva strana rovnice (3.19) je tvaru
w0+ 3 |1 (5)+ 3 a1y (T ate+ 2
=0 J i=0 o !

Oznacime
k—1—j L
¢;(t) = (—1)F <k> + aii()(~1)° (J i Z> proj=0,1,2,... k-1
J i=0 !
a dostaneme rovnici druhého typu ekvivalentni s rovnici (3.19) ve tvaru
z(t+k)+ep1(t)x(t+k—1)+cp_o(t)z(t+k—2)+ - +cr1(t)z(t+1)+co(t)x(t) = b(t); (3.22)

podminka (3.20) zaruéi, ze cy(t) # 0 pro vSechna t € D, takze se skuteéné jedné o rovnici k-
tého Fadu. Z tvaru rovnice (3.22) vidime, Ze poc¢ate¢ni tloha (3.22), (3.21), nebo ekvivalentné
uloha (3.19), (3.21), m4 jediné feSeni, které je definovano na mnoziné D.

3.2.1 Fundamentalni systém feseni homogenni rovnice

Linearni homogenni diferenc¢ni rovnice k-tého fadu
x(t+k)+tep1W)x(t+k—1)+cpot)z(t+k—2)+ - +c1(t)x(t+1)+co(t)z(t) =0 (3.23)

spliiuje princip superpozice: jsou-li posloupnosti 21 a xo feSeni rovnice (3.23) a p a ¢ jsou
libovolné realné konstanty, pak také posloupnost x = pxj + gz je FeSenim rovnice (3.36), tj.
libovolné linearni kombinace feSeni této rovnice je jejim feSenim. Navic nulova posloupnost
x = 0 je FeSenim rovnice (3.36). To znamend, Ze mnozina vSech FeSeni linedrni homogenni
diferen¢ni rovnice tvori vektorovy prostor.

Proi € {0,1,2,...,k — 1} ozna¢me y; posloupnost, kterd je feSenim homogenni rovnice
(3.23) s pocateénimi podminkami

L, j=1 4
x(to+j):{0 j_#z_ i=0,1,2,...,k—1.
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Pak je zfejmé, ze posloupnosti yg, y1, . - . , Yp—1 jsou linedrné nezavislé. To znamena, ze dimenze
vektorového prostoru reseni je alespon k.
Necht y je libovolné Feseni homogenni rovnice (3.23). Oznac¢me

mo =y(to), m =ylto+1), ..., m—1=ylto+k—1).
Linearni kombinace posloupnosti yg, y1, - - -, yx—1 s koeficienty ng, 71, ..., mx_1, tj. posloupnost
NoYo +Mmy1 + -+ Np—1Yk—1 (3.24)

je podle principu superpozice feSenim rovnice (3.23) a splituje stejné pocateéni podminky,
jako posloupnost ¥. Z jednoznacnosti feSeni poc¢atecni ulohy plyne, ze posloupnost y a linearni
kombinace (3.24) jsou shodné. Odtud déle plyne, Ze prostor Feseni linedrni homogenni rovnice
(3.23) méa dimenzi k a posloupnosti y;, ¢ = 0,1,2,...,k — 1 tvofi bazi tohoto prostoru.

7 provedenych uvah plyne, ze plati

Véta 18. Mnozina vSech Tesent linedrni homogenni diferenecni rovnice k-tého radu (3.23)
tvori vektorovy prostor dimenze k.

Definice 19. Béze vektorového prostoru vsech feSeni linedrni homogenni rovnice (3.23) se
nazyva fundamentdlni systém resent.

Posloupnosti 21, 22, . . ., zx tvori fundamentalni systém reseni linedrni homogenni diferené¢ni
rovnice (3.23) pravé tehdy, kdyz libovolné feseni = této rovnice lze vyjadrit jako jejich linedrni
kombinaci, tj. pravé tehdy, kdyz existuji jednozna¢né urcené konstanty Ai, As, ..., Ay takové,
ze

m(t) = Alzl(t) + AQZQ(t) + -+ Akzk(t) (3.25)
pro libovolné t z defini¢niho oboru D. Pfedchozi rovnost je ekvivalentni s rovnostmi
Arza(t) 4+ Aszm(t) 4+ Apz(t) = o
Alzl(t + 1) + AQZQ(t + 1) + -+ Akzk(t + 1) = 51
. . . ) (3.26)
Alzl(t—{—k:— 1)+A222(7f—|— k — 1)+ —{—Akzk(t—{—k:— 1) = £k_1
a jednoznacné existence konstant Aq, Ao, ..., A; je ekvivalentni s jednoznacnou feSitelnosti
(3.26) chapané jako systém (algebraickych) rovnic pro nezndmé A;, A, ..., Ai. Determinant
této soustavy je Casoratian posloupnosti zy, 29,.. ., 2; v indexu t,
z1(t) z9(t) e 2(t)
Zl(t—i-l) Zg(t—i-l) Zk(t—i-l)
C(t;zl,zg,...,zk): . . . .
Zl(t—i-k—l) Zg(t—i-k—l) Zk(t—l—/{:—l)
Dostavame tak zavér:
Véta 19. Posloupnosti z1, 2z, ...,z tvori fundamentalni systém teseni linedrni homogenni

diferencni rovnice (3.23) pravé tehdy, kdyz kazda z nich je feSenim rovnice (3.23) a pro kazdé
t z definicnitho oboru D plati
C(t;z1,29,...,2) # 0,

kde C(t; 21,22, ..., 2) je Casoratian posloupnosti z1,za, ..., k.
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3.2.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Pokud jsou posloupnosti cg, ¢1, ..., ck—1 v rovnicich (3.22) a (3.23) stejné, fekneme, ze homo-
genni linearni diferenéni rovnice (3.23) je pridruZend k nehomogenni rovnici (3.22).

Je-li posloupnost y FeSenim nehomogenni rovnice (3.22) a posloupnost z je feSenim pfi-
druzené homogenni rovnice (3.23), pak jejich soucet © = z + y je opét FeSenim nehomogenni
rovnice (3.22), nebot

k k
2(t+k)+> aat+i)=z(t+k) +ylt+k) + > at)(2(t+1i) +y(t +14) =
i=1 1=1
k k
= (z(t +E)+ > alt)z(t + i)) + <y(t +E) > alt)ylt+ i)) = 0+ b(t) = b(t).
i=1 1=1

Plati tedy

Véta 20. Necht zy,z9,...,2 tvoFi fundamentdini systém fTeseni linedrni homogenni dife-

rencni rovnice (3.23) pridruzené k nehomogenni rovnici (3.22). Pak kaZdé teSeni nehomogenni
rovnice (3.22) je tvaru

x(t) = Brz1(t) + Baza(t) + -+ - + Brai(t) + y(t),
kde y je néjake reseni nehomogenni rovnice a B, Ba, ..., By jsou konstanty.

Necht posloupnosti z1, 22, ..., 2; tvori fundamentalni systém feseni homogenni rovnice
(3.23) pfidruzené k nehomogenni rovnici (3.23). Pak je

k
zi(t+k)=—=>) c¢j(t)z(t+j) proi=12,... k. (3.27)

|
—

<.
Il
o

Resenf nehomogenni rovnice (3.23) budeme hledat ve tvaru

k
= wi(t)z(t), (3.28)
i=1

kde ui,u9,...,u; jsou zatim neurcené posloupnosti. Hleddme ho tedy jako analogii feSeni
homogenni rovnice (3.25); misto konstant Ay, Ag, ..., Ax vSak piSeme posloupnosti — variru-
jeme konstanty. Z tohoto diivodu se tato metoda feseni nehomogenni rovnice nazyva metoda
variace konstant.

Nyni mtzeme vyjadrit

k
z(t+1) = Zult—{—lzzt—k Z (Au(t))zi(t + 1) + wi(t)zi(t + 1)] .
i=1 i=1

Budeme pozadovat, aby posloupnosti ui, us, ..., u; spliovaly rovnici

k

> (Aui(t)zi(t+1) =0.

i=1
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k
Pak z(t +1) = > wi(t)zi(t + 1), takze
i=1

k k
z(t+2) = Zu,t—klzlt—i—Q :Z (Au(t)) zi(t + 2) + ui(t)zi(t + 2)] .
i=1 i=1

Dale budeme pozadovat, aby posloupnosti ug, us, ..., u; spliiovaly rovnice

k
D (Aui())z(t +2) =0,

i=1

k
takze z(t 4+ 2) = > u;(t)z;(t + 2). Takto budeme pokracovat az k pozadavku

i=1
k
ZAuZ z,t—i—k—l)—O
=1
k
a vyjadreni x(t+ k — 1) = > wi(t)zi(t + k —1).
i=1
Celkem tedy pozadujeme
k
> (Auwit)zt+5) =0, j=12,... k-1 (3.29)
i=1
a dostavame
z(t+7) Zul )zi(t+7), j=1,2,....,k—1. (3.30)

V posledni z rovnosti (3.30), tj. v té, v niz j = k — 1, budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a upravime
ji s pouzitim (3.27). Dostaneme

k k
:U(t—{—k:):Zui(t—k )zi(t + k) :Z Auz zzt—|—k —i—ZuZ (t)zi(t+ k) =
i=1 i=1

1
k - k—1
= Z (Auz( zi(t + k) Zuz ch )zi(t+ 7). (3.31)
i=1 =1 7=0

Soucasné posloupnost  ma byt FeSenim rovnice (3.22), takze s vyuzitim vztaht (3.30) dosta-
neme

k—1 k—1
o(t+k)=b(t) = > ¢(t)a(t +4) =b(t) = >t Z )zt +5) =
§=0 j=0 i=1
k‘ 1
= b(t Z ci(t)zi(t + 7). (3.32)
i=1 3:0
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Porovnanim (3.31) a (3.32) vidime, ze

k
> (Aui(t))zi(t + k) = b(t). (3.33)
=1
Diference posloupnosti uy, ug, ..., u; tedy spliuji systém rovnic (3.29), (3.33). Pfepiseme ho

do tvaru

(k= 1) Aug(8) + 20t 4+ — 1) Aus(E) 4+ + 2+ — 1) Aug(t) =0
z1(t + k) Auq (t) + zo(t + k) Aug(t) 4+ -+  zp(t+ k) Aug(t)=b

Determinant této soustavy je Casoratidnem fundamentalniho systému feSeni homogenni rov-
nice (3.23) v indexu ¢ 4 1. Je tedy nenulovy a soustava je jednozna¢né fesitelna. Oznacime

Zl(t) Zg(t) - Zk(t)
z1(t+ 1) zo(t+1) ... zp(t+1)
’U)(t = . : .. . )
zl(t—k.k—l) zo(t+k—1) ... z({t+k—-1)
m;(t) =
Z1 (t) ZQ(t) e Zifl(t) Zi+1(t) N 2k (t)
4 E—2) st tk—2) o sa(t+k—2) st k—2) ... s(t+k-2)

w(t) je Casoratian fundamentalniho feseni homogenni rovnice (3.23). Diference posloupnosti
U1, U2, ... up nyni mizeme vyjadrit ve tvaru

(—D)FFib(t)m; (t + 1)

Auy(t) = L =12,k
ui(t) w(t+1) !
Odtud a z rovnosti (1.24) dostaneme
— b(j)mi(j +1)
ui(t) = u;(to) Z U+D ek

=to ’]+1

Pii oznaceni B; = u;(typ) muZeme FeSeni rovnice (3.22) podle vztahu (3.28) psat ve tvaru

t—1

k b)) =~
— ;B@'Zi(t) +(=DRY Wi+ 1) D (1) mi(j + 1)z(t).

j=to i=1
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3.2.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jedné se o rovnici

AFz 4+ ap (AP e+ o oA 20 4+ + a1 Az +ag = 0, (3.34)
kde realné koeficienty ag, a1, ..., ap_1 splinuji rovnost
Qg1 — apo +ag_z — -+ (=) lag £1 (3.35)

analogickou k rovnosti (3.20). Rovnice (3.34) ma pro libovolné poc¢ateéni podminky tvaru
(3.21) jediné feseni, které je definovano pro kazdé ¢ € Z.

Stejné jako v pfipadé obecné linedrni rovnice k-tého fddu muiZeme rovnici (3.34) prepsat
na rovnici druhého typu

z(t+k)+yp—1x(t+k—1) + vzt +k—2)+ -+t +1)+z() =0, (3.36)

kde jsme oznacili

%= (=) C:) +

S pomoci operatoru posunu ¢ mtzeme tuto rovnici prepsat do tvaru

k—1—j

i (—1) (3 ;”) proj =0,1,2,... k— 1.
=0

k

k
7 (t) + yr—12°

-1

2(t) + oz w(t) + -+ 127 (1) +yox(t) = 0.

Polozime-li 7, = 1, mzeme operatorovou rovnici zapsat jesté strucnéji

k
<Z Vi -‘71) z = 0. (3.37)
=0

Abychom nasli feSeni rovnice (3.36), provedeme néasledujici heuristickou tvahu. Linedrni
homogenni diferen¢ni rovnice prvniho fadu druhého typu s konstantnimi koeficienty je tvaru

z(t+1)+~yz(t) =0
a podle vysledkd odstavce 3.1.2 ma feSeni
2(6) = 20(=)' ™ = (0(—2)"") (=)' = const - ()"

Jako analogii tohoto vysledku budeme hledat feseni rovnice (3.36) ve tvaru x(t) = A\!, kde A
je zatim neurcend nenulova konstanta. Dosadime tuto posloupnost do rovnice (3.36)

NFF o g NFF T o o NFR=2 o XL N = 0
a po vynasobeni vyrazem \~! dostaneme charakteristickou rovnici
M N ey N2 A A = 0. (3.38)

Reseni této algebraické rovnice se nazyvaji charakteristické koreny. Povsimnéme si, ze zadny
kofen rovnice (3.38) neni nulovy, nebot vy # 0.
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Priklad: Rovnice druhého fadu.
Uvazujme linearni homogenni diferen¢ni rovnici
z(t+2) +bx(t+1)+cx(t) =0 (3.39)
s pocatecnimi podminkami
z(to) = &, z(to+1) =&. (3.40)

Aby rovnice (3.39) byla skuteéné druhého fadu musi byt ¢ # 0. O pocéate¢nich hodnotéch &
a & budeme predpokladat, ze aspon jedna z nich je nenulova. V opacném ptipadé by totiz
pocateéni uloha (3.39), (3.40) méla jediné trivialni feSeni x = 0 pfi libovolnych hodnotéach
svych parametr b, c.

Charakteristickou rovnici je kvadratickd rovnice pro neznamou A

M4 bA4c=0. (3.41)
Mohou nastat tii pripady.

e (i) b2 > 4c. Charakteristickd rovnice (3.41) mé dva redlné rtizné kofeny A;, Aa. Oznadeni
zvolime tak, aby |A1]| > |\a|, charakteristicky kofen A\; nazveme dominatni. Diferen¢ni rovnice
(3.39) ma feseni

w(t) = AN + B}, (3.42)

nebot

z(t+2)+bx(t+1)+cx(t) =
= ANP2 + BASP2 4+ b (AN + BASTY) + ¢ (AN + BXS) =
= AN (AT +0A1 +¢) + BXs (A3 +bAa+¢) =0

Konstanty A a B volime tak, aby byly spliieny poc¢ateéni podminky (3.40), tedy jako FeSeni
soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic

ANP +BXY =&
AN BADTE — ¢

Determinant této soustavy je

to to
)\1 )\2

Mot \lo+1| = (A1 d2)® (A2 = A1) #0,

coz znamena, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy
(t) = ] (t) =\
I = A1, 22 — \2

tvofi fundamentélni systém FeSeni linedrni homogenni diferen¢ni rovnice (3.39).
Posloupnost definovand vztahem (3.42), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

_ & =& B_ &1 — SoM
AP(AL = Ag)’ AP (A2 = A1)



3.2. LINEARNI ROVNICE K-TEHO RADU 65

je TeSenim pocateéni ulohy (3.39), (3.40). Explicitnéji mizeme FeSeni tlohy (3.39), (3.40)
vyjadrit formuli
2(t) = §1 — SoAe Nto _ §1 — SoM
A1 — A2 A1 — A2
Pokud jsou pocéateéni podminky takové, ze & — {oAe # 0, mizeme FeSeni ulohy (3.39),
(3.40) prepsat do tvaru

§1— &2 1t &1 — SoM <)\2>tt°
() = L8082 it (4 SL7 S0 (A2 .
®) A=A P §1— A2 \ M1
Necht nejprve [A1| > |Ag|. Pak
)\2 t—to
tliglo <)\_1> =0

Odtud je vidét, ze v pfipadé &1 —&pAa # 0 ,se pro velka t feSeni tlohy (3.39), (3.40) chova jako
geometrickd posloupnost s kvocientem A;“. Chovani feSeni je tedy pro velkd ¢ urceno domi-
nantnim charakteristickym kofenem ;. Proto vySetiime jeho znaménko a velikost v zavislosti

na parametrech b a c.
—b—/b2 -4 —_b—vb2 -4
b>0: A = % < 0 a |A1] < 1 pravé tehdy, kdyz %

2 —b > Vb?—4c. Je-li b > 2, pak nelze tuto nerovnost splnit; je-li b < 2 pak je tato
nerovnost ekvivalentni s nerovnosti 4 — 4b + b% > b? — 4¢, tj. ¢ > b — 1.

~b+Vb2 4
b0 = V%

prave tehdy, kdyz b > —2ac> —b— 1.

t—to
ALto,

> —1, tj.

> 0. Analogicky jako v predchozim pfipadé zjistime, ze \; < 1

b=0: A\ =+/—c = —)\y, takze neplati |\1]| > |\o|.

Celkem dostavame, ze |A1| < 1 pravé tehdy, kdyz |b| < 2 a ¢ > |b| — 1. JeSté poznamenejme, ze
charakteristické kofeny maji stejné znaménko, pokud ¢ > 0, a maji riznd znaménka, pokud
c<0.

Pokud |A\1]| = |A2], pak A2 = —Aq, nebot charakteristické kofeny jsou rtzné. Tato situace
nastava pravé tehdy, kdyz b = 0, ¢ < 0; pro charakteristicky koten plati A\; = \/—c. Reseni
ulohy (3.39), (3.40) je v tomto ptipadé tvaru

oft) = SEESNEE gy S S (g

_ (\/_—C)tfto (1 + (—21)tt0 o+ 1 —2(\;;):250 £1>

a FeSeni ulohy (3.39), (3.40) je soudinem geometrické posloupnosti s kvocientem+/—c a po-

1
\/—_Cé.l.

e (ii) b = 4c. Vzhledem k podmince (3.20) v tomto p¥ipadé musi byt b # 0. Charakteristicka
rovnice (3.41) mé dvojnésobny kofen A = —1b a diferencni rovnice (3.39) ma feseni

sloupnosti ohranicené, v niz se pravidelné stridaji hodnoty &; a

() = <_g>t (A+ BY), (3.43)
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nebot

x(t+2)+bx(t+ 1)+ cx(t) =

— <_g>t+2 (A+B(t+2))+b (—%)Hl (A+B(t+1))+ g <—g>t(A+Bt) -
= <_g>t (%(A+2B+Bt) - b—:(A+B+Bt) + g(AJrBt)) = 0.

Konstanty A a B volime tak, aby byly splileny po¢ateéni podminky (3.40), tedy jako FeSeni
soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic

AXlo 4 Btg\lo =&
AN+l 4 B(to + 1))\t0+1 =&

Determinant této soustavy je

Ato toAl0

2t
Aot (g 4 Ao+t T A

1 to — \2totl _ _é 2t0+17é0
A (to+1)A 2 '

coz znamena, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy
¢ _ i\t
561(75) = s Cﬂg(t) =t

tvori fundamentalni systém Feseni linedrni homogenni diferencni rovnice (3.39).
Posloupnost definovand vztahem (3.43), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

“to —to
a=(-3) (wrna+Za). B--(-3) (a+3a)

je TeSenim pocateéni ulohy (3.39), (3.40). Explicitnéji mizeme FeSeni tlohy (3.39), (3.40)
v tomto pripadé vyjadrit formuli

z(t) = (—%)HO <(to —t+1)& + @&) .

Reseni diferen¢ni rovnice je v tomto pripadé sou¢inem geometrické posloupnosti s kvocientem

b 2
—5 a aritmetické posloupnosti s diferenci — ({0 + E&).

e (iii) b* < 4c. V tomto piipadé je ¢ > 0. Charakteristicka rovnice (3.41) mé v tomto piipadé
komplexné sdruzené kotreny

b \/40—()2 b? .
)\1,2——§:|: — f(—v:t 1—E>—\/E(cosgo:tlslngo),

Ve — b?
kde ¢ = arctg (—%) Je tedy

b b2

2—\/5, singp =y/1 — —

cosp = — 10
&
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5 b2 4e — b2 b2 — 2¢ _ 5 b 1
= — — fr— 1n = R —
R Te 4c 2¢c S 2\/5 V 4c \/_ V

b —2
Ve cos2p +beosp ++/c = TC —i-\/—

\/Esm2ap—|—bsmap——b\/l———i—b\/l——
4c 4c

Nyni mtuzeme vyjadfit Feseni diferenéni rovnice (3.39) jako posloupnost

x(t) =+/c'(Acosty + Bsintyp), (3.44)
nebot
x(t+2) +bx(t+ 1)+ cx(t) =
=v/c'?(Acos(t +2)p + Bsin(t + 2)p) + b\/EH_l (Acos(t + 1)¢ + Bsin(t 4+ 1)¢)+
—i—\/EtHc(A costy + Bsinty) =
=ttt <A(\/E cos(t +2)p + beos(t + 1) ++/c costy)+
+ B{/c sin(t + 2) + bsin(t + 1) ++/c sinup)) -
=/cttl (A(V¢ (cos tp cos 2¢ — sin tpsin 2¢) + beos ty cos p — bsin tpsin ¢ ++/c costp)+
+ B(v/c (sintp cos 2¢ + cos tpsin 2¢) + b(sintpsin ¢ + sintp)) =
=c!t! <A(cos to(Vc cos 2¢ + beos o ++/c) — sintp(y/c sin2¢p + bsin ) )+
+ B(sintp(y/c cos2p + beos p ++/c) + costp(y/c sin2p + bsin go))) =0.

Konstanty A a B volime tak, aby byly spliieny poc¢ateéni podminky (3.40), tedy jako
feSeni soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

Ay/ct costop + By/c™ sintop = &o
AJctot cos(tg + 1) + By/ctot sin(tg + 1)p = £1.

Determinant této soustavy je

Vet costop Velosintyp _
Vet cos(ty +1)p /et sin(ty +1)p

= c'0\/c (costopsin(to + 1)¢ — sintop cos(ty + 1)) =
= cloy/e ( cos top(sin top cos ¢ + cos top sin @) — sin top(cos top(cos toy cos ¢ — sintypsin ) =

1o Ve — b2

= /esinp =c T#O,

Y N v

coz znamend, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy

z1(t) =+/clcosty, xo(t) =+/c'sinty

tvofi fundamentélni systém FeSeni linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.39).
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Obrézek 3.1: Zavislost charakteristickych kofenti A1 o linedrni diferen¢ni rovnice druhého fadu
s konstantnimi koeficienty x(t + 2) + bz(t + 1) + cx(t) = 0 na koeficientech b, c.

Posloupnost definovand formuli (3.44), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

2V/E‘*t0 ) ) 2V/E‘*t0
A Z\/ﬁ(\/afo sin(tg +1)¢ — & sintop), B Vv

je TeSenim pocatecni tlohy (3.39), (3.40). Explicitnéji mizeme feseni ulohy (3.39), (3.40)
v tomto pfipadé vyjadrit formuli

z(t) =e'™h <§0 cos(t —to)p +

(&1 costop —v/c&ycos(to + 1))

261 + 8o
Ve — b2
Reseni diferenc¢ni rovnice je tedy soudinem geometrické posloupnosti s kvocientem+/c a po-

sloupnosti ohranicené.
Odtud plyne, Ze pro ¢ < 1 je

mm_mw>

lim z(t) = 0.

t—o00
Ponévadz podle predpokladu je alespon jedna z pocatecnich hodnot &y, £&; nenulové, tak pro
c>1je

—o0 = liminf z(t) < limsup z(t) = occ.
t—o0 t—o00

Pro ¢ =1 plati

2 b 2 b
1261+ ol < litminfm(t) < limsupz(t) < [&o| + M.

V4 — b2 —00 t—00 V4 — b2

Vysledky analyzy charakteristické rovnice (3.41) linedrni homogenni diferenéni rovnice dru-
hého fadu (3.39) jsou zobrazeny na obrazku 3.1.

—[&o] —

Jesté poznamenejme, ze pokud by ¢ = 0, rovnice (3.39) by se redukovala na linedrni

7 ~ 7

diferenc¢ni rovnici prvniho rfadu, ktera ma reseni

z(t) = x(tg)(—b) .
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Uloha (3.39), (3.40) by pak méla feseni jediné v piipadé & = —b&. [ |

Véta 21. Necht \, je r-ndsobny koten charakteristické rovnice (3.38). Pak kaZdd z posloup-
nosti definovanych vztahem

z(t) =19\, ¢q=0,1,2,...,r—1

je fesenim linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.36).

Dikaz: Polozime 7, = 1 a polynom na levé strané rovnice (3.38) oznacime P(\), tj.

k
A) =)yl
=1

Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému prirozenému ¢islu s a kazdému prirozenému
¢islu j € {0,1,2,...,s} existuje polynom ps; stupné nejvyse s ve dvou proménnych ¢, A
takovy, ze

(t+1)° s (t, )P (A
> il Z Bl (A).

Tvrzeni dokazeme uplnou indukei vzhledem k proménné s. Pro s =0 je

S e+ Zw 1PO (),
tedy po,o = 1.
Indukéni krok je obsazen ve vypoctu:
D it + )TN =D Tyt ) (E DN =t it )TN F XY it 4 i)TA T =

i=0 i=0 i=0 =1
k

S ) d
= . () , s 9oy
_tzop&](t’)‘)P] ()‘)+)‘Z’Vl(t+l d)\)\

]7 J—

:tzpsu‘(t,)\) +>\—Z% (t+1)°
j=0
j=0

=ty pej(t, VPI(A +A— prt)\ D) =t | =

j=0
3 (8N PUY( ‘9psa () p) PO () =
=Y pa;(t, VP (N) + )\Z (A) + ps (£, NVPUTD(N) ) =
j=0
s "y £\ . s+1 '
= <tps,j<t, )+ A%&”) PON) + XY pej 1t VPY(N) =
j=0 j=1
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— (tpuat ) + Aapgif”) PO+

8175, (t )‘) j
+Z (tpw (8, 2) + A==52 4 Aps A)) PO+

+ Aps.s(t, N PEFD (V).

Staci tedy polozit

Opso(t, A
psi10(t, ) = tpsolt, ) + A%,
Ops.i(t, A )
Ps+1,j(t, )\) = tps,j(t,)\) + )\% + )\ps,j,l(t, )\) proj=1,2,...,5,

ps+1,s+1(t7 )\) = )\ps,s(t7 )\)

a pomocné tvrzeni je dokazano.
Necht nyni A, je m-nasobny kofen charakteristické rovnice. Pak je také kofenem derivaci
polynomu P az do radu r — 1, tj.

PY(N\)=0 proj=0,1,2...,7r—1.

Nyni pro z(t) = tq)\;,, q€40,1,2,...,r — 1}, podle pomocného tvrzeni plati

k k q
D it +i) =D vt + )N =N Tt )N, = AD pg (L NPY(N) =0, 4
= =0 =0 7=0

Dausledek 6. Necht \. = a(cosp + isiny) je r-nasobny komplexni koten charakteristické
rovnice (3.38). Pak kazdd z posloupnosti definovanych nékterym ze vztahi

x1(t) = tla’ costy, xo(t) = tla’ sinty, ¢q=0,1,2,...,r—1
je fesenim linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.36).
Dikaz: Ponévadz polynom na levé strané rovnice (3.38) ma redlné koeficienty, je také kom-
plexné sdruzené ¢islo A, = a(cos — isin ) kofenem charakteristické rovnice (3.38) a ma

stejnou nésobnost r. Podle Véty 21 (v niz jsme nepiedpokladali, Ze by kofen charakteristické
rovnice byl redlny), je kazda z posloupnosti definovanych vztahem

F1(t) = tla'(costp +isinty), To(t) = tla’(costy — isinty), ¢q=0,1,2,...,r—1
feSenim rovnice (3.36). Podle principu superpozice jsou také posloupnosti

1

(1) +22(t)),  w2(t) = 5(»’51(75) — Za(t))

N | —

xl(t) =

feSenim této rovnice. O
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Dausledek 7. KazZdému redlnému r-ndsobnému charakteristickému kovenu A odpovidd r Tesent
linedrni homogenni rovnice (3.36)

DS L) U L U

a kazdému komplexnimu r-ndasobnému charakteristickému kotenu a(cos ¢ + isin @) odpovidd
2r Tesend linedrni homogenni rovnice (3.36)

a' cos to, ta cos to, t?a’ cos to,. .., t"Lat cos to,

alsintyp, ta'sintyp, t?a’ sin to, ..., t"Lat sin L.

Dusledek 8. Necht
AL, A2,y Al

jsou vsechny jednoduché redlné rizné charakteristické koreny,
)‘k:l-i-l? >‘k‘1+25 s a)‘kg

jsou vsechny redln€ rizné charakteristicke koreny, které maji ndsobnosti v, 11,7k +2, .-, Tky
(v tomto poradi) a

ak2+1(COS Phy+1 +1sin ka2+1)’ Akp+2 (COS Phy+2 +1sin ka2+2)’ sy Ak (COS Pl +isin ka3)

jsou vsechny komplexni charakteristicke koreny takové, Ze Zadné dva z nich nejsou komplexné
sdruzené a maji ndsobnosti Tiy41,Tky+2,- - -, kg (v tomto potadi). Pritom samoziejmé plati

Pak posloupnost definovand vztahem

ri—1 r;i—1 ri—1
ZA i+ Z Z szt])\t + Z Z ngt al costy; + Z Z Dwt]a sin ty;,
i=k1+1 7=0 i=ko+1 7=0 i=ko+1 7=0

(3.45)

kde A;, Bij, Cij, Dji; jsou konstanty, je Tesenim linedrni homogenni rovnice (3.36).

Necht existuje charakteristicky kofen, jehoz modul (absolutni hodnota) je vétsi, nez mo-
duly vSech ostatnich charakteristickych kofenti. Takovy charakteristicky koren musi byt redlny
a jednoduchy, mizeme ho tedy oznacit \;. Plati

‘)\1‘ > ‘)\z’ proi=2,3,..., ko, ’)\1’ >a; prot =ko+1,ks +2,...,ks.

Charakteristicky kofen A; s témito vlastnostmi nazveme ryze dominantni. Nyni pro feseni
x(t) rovnice (3.36) definované vztahem (3.45) za predpokladu A; # 0 plati

x(t) . I U j '
B T 1+ZA1 <A1> Z Z A <A1> -

i=k1+1 j=0

ks ri—1 Cz‘j (i Ti— Z] ; t .
¢ 2 B G5 e X B (5) ) 1

i=ko+1 7=0

Dostavame tak
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Dusledek 9. Pokud existuje ryze dominantni charakteristicky koren A1 a konstanta Ay v Te-
Sent (3.45) rovnice (3.36) je nenulovd, pak toto tesent je asymptoticky ekvivalentni s geome-
trickou posloupnosti s kvocientem .

Rekneme, Ze charakteristicky kofen je dominantni, pokud jeho modul neni mensi nez
modul jakéhokoliv charakteristického kofene, tj. dominantni charakteristicky kofen m4a maxi-
malni modul. Ozna¢me tento maximalni modul symbolem A.

Necht jsou charakteristické kofeny oznaceny jako v Diisledku 8 a navic plati

A1l > [Aa] > [As] > [Ag] > > Ay,

‘)\k1+1‘ > ’)‘k1+2’ > 2 ‘Ak2‘7 Ako41 > Ako4-2 > 2 Qs -

Polozme
27 A: A ) .
Az max{ze{k2+1,k2+2,...,k3}:ai:A}, A= a1,
lh =<1, A:|)\1|>|)\2|, lp =
ko, A>ak2+1.

0, A > |)\1|,

Necht dominantni charakteristické kofeny jsou jednoduché, tj. [Ai;+1| < A a pokud Il > ko
tak max{m ci€{ke+1,ka+2,... ,lz}} = 1. Oznacme

l1 12

y(t) = Z A;(sgn \y)' + Z (Cip costy; + Digsinty;).

i—1 i—kat1
Pak
k1 t ko ri—1 t
x(t) i j by
a v =2 A <K 22 Bt () ¢
i=l1+1 i=k1+1 j=0
ks ri—1 it ks r;—1 it
] 7 ] 7 .
+ Z Z Cz‘jtj (K) costy; + ‘ Z Z Dz‘jt] (K) sin ;.
i=la+1 _]=0 i=la+1 ]=0

Limita pro ¢t — oo posloupnosti na pravé strané této rovnosti je rovna 0. To — zhruba feceno
— znamena, ze ,pro dostatecné velké ¢ se FeSeni rovnice (3.36) chové jako posloupnost y*“.
Ponévadz pro libovolné ¢ plati nerovnosti

11 l2 ll 12
—00 < —Z\Ai\— Z (ICi0| +[Dio]) < y(t) < oo < —Z | As| + Z (ICiol +[Dio]) < oo,
=1 =k t1 =1 =k +1

je
—oo < m = liminf y(¢) < limsup = M < oo,
t—o0 t—o0

pro feseni z(t) rovnice (3.36) definované rovnosti (3.45) plati

mA! < z(t) < MA'
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3.2.4 Rovnice s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

Uvazujme nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici k-tého fadu druhého typu
x(t+k) +yp—1x(t+k—1)+ - +yx(t+ 1) + yz(t) = b(t) (3.46)

a k ni pridruzenou linedrni homogenni rovnici (3.36). Ozna¢me polynomiélni operator posunu
z levé strany operatorové rovnice (3.37) symbolem P*; homogenni rovnici (3.36) tedy miizeme

zapsat ve tvaru
P¥z(t)=0 nebo P*z =0,

a nehomogenni rovnici ve tvaru
PEz(t) = b(t) nebo P¥z =b.

Definice 20. Necht p € P je posloupnost, £y, 51,...,3; € R jsou konstanty takové, Ze
l )

Bo # 0 # 3, a nechf R” je polynomialni operator posunu, B> = 3 B3;-°". Rekneme, Ze
i=0

operator R* je anihildtor posloupnosti p, pokud

R¥p=0.
Podle této terminologie je P anihildtorem kazdého feseni homogenni rovnice (3.36).

! .
Nechf existuje anihilator Q> = 3 3; - posloupnosti b, kteréd je na pravé strané nehomo-
i=0

genni rovnice (3.46). To znamend, ze b je feSenim néjaké linedrni homogenni rovnice s kon-
statntnimi koeficienty, takze podle Dusledku 7 je posloupnost b linearni kombinaci vyrazi
K, t™Kt costi, sint, t™ costi, thsinty, "k costy, t™k!sinty). Necht déle y je FeSenim

nehomogenni rovnice (3.46). Pak plati
Q¥P¥y =0. (3.47)

To znamena, ze reseni nehomogenni linearni rovnice k-tého radu je soucasné fesenim linearni
rovnice (k + [)-tého fadu.

Necht A, Ag,..., Ap, p <k, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Pz =0
a i1, 42, - - -, fg, ¢ < [, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Q%z =0.

Nyni rozlisime dva piipady.

Pripad 1: {A1, A2, ..., Ap} N {1, po, ... g} = 0. V tomto pfipadé miizeme pséat FeSeni
nehomogenni rovnice podle tabulky 3.2. Takové obecné zapsané feseni dosadime do rovnice
(3.46) a vypocitame konstanty C;, D;.

Pripad 2: {\1, A2, ..., Ap b0 {1, g2, - ., g # 0. V tomto pFipadé nejprve najdeme obecné
feseni homogenni rovnice (3.47) a vynechdme v ném vsechny ¢leny, které se vyskytuji v obec-
ném feseni pridruzené homogenni rovnice (3.36). Tim dostaneme Feseni nehomogenni rovnice
(3.46) s neuréitymi koeficienty, které uréime dosazenim do puvodni rovnice (3.46).
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b(t) tvar FeSeni
a Chal
tm Co+ Cit + Cot?> + -+ + Cppt™
tmat al (Co + Ot + Cot? + - + Cmtm)
sinyt, cos Pt Chsin iyt + Cy cos Yt
a'sinyt, a' cos it at (Cy sint + Cy cos t)
a't™sinit, a't™ cos Pt | a [(Co + Cit + -+ 4+ Cpt™) sinpt+
+ (Do + D1t + - - - + Dy, t"™) cos )t]

Tabulka 3.2: Tvary feSeni nehomogenni rovnice (3.46) pro ruzné pravé strany b.

Priklad:
Najdeme obecné feseni nehomogenni rovnice druhého rfadu
z(t+2) — da(t + 1) + 3z(t) = . (3.48)
Charakteristicka rovnice pfidruzené homogenni rovnice
A —4X+3=0,

ma mnozina charakteristickych kofeni A = {1,3}, jeji obecné FeSeni je proto posloupnost
dana pfredpisem
z(t)=A-3"+ B.

Anihilator feSeni pfidruzené homogenni rovnice je polynomidlni operator posunu
2 .
P¥=.7" —4.° 43idp

(koeficienty v operatoru P* jsou stejné, jako koeficienty v charakteristickém polynomu).
Prava strana dané rovnice je feSenim linearni homogenni rovnice, kterd ma trojnasobny
charakteristicky kofen p = 1. Nejjednodussi takova algebraicka rovnice je (u — 1)3 = 0.
Posloupnost na pravé strané rovnice (3.48) je tedy FeSenim linedrni homogenni diferencni
rovnice
x(t+3) —3x(t+2)+3x(t+1) —x(t) =0, (3.49)
jeji anihilator je
Q¥ = (7 —idp)® =" —3.7" 43.7 —idp.
Mnozina charakteristickych kofenti rovnice (3.49) je jednoprvkova M = {1}. To znamen4, Ze
AN M = {1} # 0, tj. nastavé Piipad 2.
Posloupnost na levé strané relace (3.47) je v tomto konkrétnim pfipadé déna vyrazem

(Q7PPy) (1) = Q™ (y(t +2) — 4y(t + 1)+ 3y(t)) =

= (y(t+5) —4y(t +4) +3y(t +3)) = 3(y(t +4) —4y(t +3) + 3y(t + 2))+
+3(y(t+3) —dy(t +2) +3y(t + 1)) — (y(t +2) —4y(t + 1) + 3y(t)) =

=y(t+5)—Ty(t+4) + 18y(t + 3) — 22y(t + 2) + 13y(t + 1) — 3y(t).
Homogenni rovnice

y(t+5) — Ty(t +4) + 18y(t +3) — 22y(t +2) + 13y(t + 1) — 3y(t) = 0 (3.50)
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ma charakteristickou rovnmici
N — At 18X — 2202 + 130 -3 =0,

po upraveé

A=3)A—=1D*=0.

Tato rovnice mé jednoduchy kofen \ = 3 a ¢tyfnasobny kofen A = 1, obecné feSeni homogenni
rovnice (3.50) tedy je posloupnost dana pfedpisem

y(t) = A-3"'+ B+ Ct + Dt* + Et>. (3.51)

Vynechanim ¢lend, které se vyskytuji v obecném fesSeni pridruzené homogenni rovnice k rov-
nici zadané dostaneme FeSeni nehomogenni rovnice (3.48) ve tvaru s neuréitymi koeficienty

Ct + Dt* + Et3,
které ur¢ime dosazenim do dané rovnice:

Ct+2)+Dt+2)?>+Et+2)°—4(Ct+1)+D(t+1)>+E({t+1)*)+3(Ct+ Dt* + Bt*) =
= —6Ft* — 4Dt — 2C + 4F = 2t°.

Porovnanim koeficientii dostaneme soustavu linearnich algebraickych rovnic

—6E =2
D =0
-C  +2E=0,
kterd ma reSeni £ = —%, D=0,C= —%. Celkem dostavame obecné Feseni rovnice (3.48) ve

tvaru
— t 2 1.3
Jesté poznamenejme, ze uvedeny postup mél predevsim ilustrovat obecnou teorii. Pro
praktické pocitani je prilis zdlouhavy; zejména vyjadiovani piislusnych anihilatord neni pro
nalezeni vysledki nutné. Bezprostfedné lze totiz psat, ze feSeni nehomogenni rovnice (3.48)
je Tesenim linearni homogenni rovnice patého radu, jejiz charakteristicka rovnice je tvaru

(A—1)* (N —4x+3) =0.

Poté napiSeme obecné feseni takové rovnice — coz je posloupnost (3.51), dosadime do rovnice
zadané a tak urcime tii z péti konstant obecného feseni. |

Strucné lze Fici, ze ,specidlni prava strana rovnice (3.46)“ je takova posloupnost b, kterd
je TfeSenim néjaké linearni homogenni rovnice. V takovém pripadé vezmeme vSechny charakte-
ristické kofeny rovnice, jejimz FeSenim posloupnost b je (ty jsou vidét jiz z tvaru posloupnosti
b podle Dusledkii 6-8 Véty 21), a vSechny charakteristické kofeny linedrni homogenni rovnice
ptidruzené k rovnici (3.46); kofeny bereme véetné nasobnosti. NapiSeme obecné Feseni ho-
mogenni rovnice odpovidajici vSem témto charakteristickym korentim, dosadime ho do dané
rovnice a uréime vsSechny konstanty, které urcit lze.
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Priklad:
Najdeme obecné feseni rovnice
z(t +2) + z(t) = t cos 3mt.

Charakteristickd rovnice piidruzené homogenni rovnice A> + 1 = 0 méa komplexné sdruzené
kofeny Ao = £i = cos %71 + isin %71. Posloupnost na pravé strané dané rovnice je fesenim
linedarni homogenni rovnice, kterda ma dvojnasobny koren A = i; abychom zutstali v realném
oboru, vezmeme dvojici komplexné sdruzenych dvojnasobnych korfenit A\ = +i. Mame tedy
celkem trojnasobné komplexné sdruzené koreny A = +i = cos %71' + isin %71' a obecny tvar
Feseni

z(t) = Acos $mt + Bsin 3nt + Ctcos 27t + Dt sin it + Et? cos smt + Ft?sin 17t
Tuto posloupnost dosadime do dané rovnice. Ponévadz
cos %W(t +2) = cos %mf cos T — sin %mf sinm = — cos %mf,
sin 27(t + 2) = sin 37t cos 7 + cos 7wt sinT = — sin 37t

dostaneme

z(t+2) +a(t) = —Acos i7t — Bsin int — C(t + 2) cos st — D(t + 2) sin 7t —
— E(t* + 4t + 4) cos int — F(t? + 4t + 4) sin 27t +
+ Acos %mﬁ + Bsin %mﬁ + C'tcos %mﬁ + Dtsin %ﬂ't + Et? cos %mﬁ + Ft?sin %mﬁ =
= — (4Bt + 2C + 4E) cos 7t — (4Ft + 2D + 4F) sin 3.

Porovnanim koeficientit dostavame —4F =1, 2C+4F = 0,4F = 0,2D+4F = 0, tedy C = %,
E = —i, D = F = 0 a koeficienty A, B zustavaji neurcené. Obecné feseni dané rovnice je
dano vyrazem

z(t) = Acos 37t + Bsin a7t + 3t cos 37 — 1t cos i = (A + 3t — 1t?) cos St + Bsin S,
kde A, B jsou konstanty. [ |

Pro nehomogenni linedrni diferen¢ni rovnice tvaru (3.46) s pravou stranou ve tvaru po-
lynomu muzeme zformulovat jesté jednodussi pravidlo pro hledéni feSeni: Necht m je stupen
polynomu na pravé strané rovnice (3.46) a n je ndsobnost charakteristického kotene A\ = 1 pfi-
druzené homogenni rovnice (samoziejmé, ze muze byt n = 0, pokud charakteristickd rovnice
nemd koten 1). Pak feSeni nehomogenni rovnice je tvaru polynomu stupné n + m.

3.3 Systémy linearnich rovnic prvniho fadu

Necht vSechny posloupnosti a;j, b;, i,j = 1,2,...,k maji stejny defini¢ni obor. System k
linedrnich diferencnich rovnic (k-rozmérny linedrni systém) proniho Tddu je soustava rovnic

tvaru
Az =a11x1 + apxe + -+ - + aypwy + by,

Azy=agx1 + agxs + - - - + agpry + b,
. (3.52)

Az =ap1x + agoxo + - - - + appTy + bg.
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Pokud jsou vSechny posloupnosti b;, ¢ = 1,2,... k nulové, systém se nazyva homogenn,
v opacném pripadé nehomogenni.
Zavedeme vektorové posloupnosti @, b a maticovou posloupnost A,

xl(t) Zl(t) an(t) a12(7f) e alk(t)
.%'Qt Qt aglt aggt a9 t
2(t) = E() b = () AU - :() :() 5 k:()
mk(t) bk(t) akl(t) akQ(t) N akk(t)

Systém rovnice (3.52) mtizeme nyni stru¢né zapsat jako jednu vektorovou rovnici ve tvaru
Az = A(t)x + b(t). (3.53)

Tuto explicitni diferenéni rovnici (systém explicitnich diferenénich rovnic) prvniho typu mi-
zeme zapsat ve tvaru vektorové rekurentni formule (systému rekurentnich formuli)

o(t+1) = x(t) + Al (t) + b(t),

nebo
z(t+1) = (1+A(t))z(t) + b(t). (3.54)

Vektorova rovnice (3.53) je k-rozmérnou analogii linedrni diferen¢ni rovnice prvniho fadu
(3.6), vektorova rekurentni formule (3.54) je k-rozmérnou analogii rekurentni formule (3.8).
Toto pozorovani ukazuje, Ze teorie systému linedrnich diferen¢nich rovnic je zobecnénim teorie
linearnich diferen¢nich rovnic; nebo naopak, teorie linearnich rovnic je specialnim pripadem
teorie linearnich systémtu pro k = 1.

Definice 21. Rekneme, 7e maticova posloupnost A je regresivni, pokud pro viechny indexy
t z jejiho defini¢niho oboru plati, ze matice | + A(t) je regularni.

Oznacime Q(t) = | + A(t) a soustavu rekurentnich formuli (3.54) pfepiSeme ve tvaru
x(t+1) = Q(t)x(t) + b(t). (3.55)

Necht ¢ je libovolny index z defini¢niho oboru Dom A maticové posloupnosti A takovy, ze
také tg — 1 € Dom A. Je-li maticovd posloupnost A regresivni, pak je matice Q(tg) regularni
a muzeme jednoznacné vypocitat

.’B(to — 1) = Q(to — 1)_1 (:B(t()) — b(to — 1))
Tim jsme ukazali, ze plati nasledujici

Véta 22. Je-li maticovd posloupnost A regresivni, pak pro kazdy vektor xo € RF md rovnice
(3.53) s pocatecni podminkou x(tg) = o jedin€ Teseni, které je definovdno na spoleéném
definicnim oboru maticové posloupnosti A a vektorové posloupnosti b.

Nehomogenni linedrni vektorovou rovnici (3.53) miizeme ziejmé piepsat do tvaru
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Z tohoto pozorovani je vidét, ze feseni nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.52) muZeme pie-
vadét na feSeni homogenni (k + 1)-rozmérné rovnice

Ay(t) = (A(t) b(t)> y(t). (3.56)

o' 0
Podrobnéji: je-li vektorova posloupnost x FeSenim nehomogenni k-rozmérné rovnice (3.52),
pak je posloupnost
(T
vy=l

feSenim rovnice (3.56); je-li vektorovd posloupnost y FeSenim homogenni (k + 1)-rozmérné
rovnice (3.56) a mé posledni slozku identicky rovnu 1, pak je jejich k prvnich slozek fesenim
nehomogenni rovnice (3.53).

Analogicky nahlédneme, Ze feSeni k-rozmérné nehomogenni linearni rekurentni formule
(3.55) lze prevadét na FeSeni (k + 1)-rozmérné homogenni linearni rekurentni formule

y(t+1) = <Q(i) b(t)> y(t). (3.57)

o 1

3.3.1 Homogenni systém a fundamentalni matice

Uvazujme homogenni systém
x(t+1) = Qt)x(t). (3.58)
Posloupnost nulovych vektortt = o je feSenim této rovnice, nebot Q(t)o = o.
Dale plati princip superpozice: linedrni kombinace feSeni rovnice (3.58) je také jejim feSe-
nim. Pro libovolna dvé feSeni x, y systému (3.58) a libovolné konstanty «, [ totiz plati

(ax + By)(t+1) = ax(t +1) + fy(t + 1) = aQ(t)x(t) + SQ)yY(t) =
= Q(t)(az)(t) + Q1) (By)(t) = Q1) (e + Sy)(?)-

Mnozina vSech FeSeni rovnice (3.58) tedy tvori vektorovy prostor. Uréime jeho dimenzi v p¥i-
padé, Ze matice Q(t) je regularni pro kazdy index ¢ z defini¢niho oboru, tj. v pfipadé, Ze kazda
pocateéni tloha pro rovnici (3.58) je jednoznacné fesitelna.

V k-rozmérném vektorovém prostoru R¥ existuje jeho baze ey, es, . . ., ey, tvoFena linearné
nezavislymi vektory. Ozna¢me z; FeSeni rovnice (3.58) s pocate¢ni podminkou z;(tg) = e;.
Pak jsou posloupnosti z1, za, . . . , 2, linedrné nezavislé, nebot vektory z1(to), z2(to), - . ., 2k (to)
jsou linedrné nezavislé. To znamend, ze dimenze prostoru feseni rovnice (3.58) je alespon k.

Je-li « libovolné Feseni rovnice (3.58), pak vektor x(tg) € R¥ lze vyjadfit jako linearni
kombinaci bazovych vektort, tj. existuji konstanty ci,ca, ..., ci takové, ze

CC(tO) =ci1e1 +ceg + -+ e = clzl(tO) + CQZz(tQ) 4o+ Ckzk(to)-
7 principu superpozice plyne, ze také vektorova posloupnost
yY(t) = c1z1(t) + caza(t) + - + crzi(t)

je FeSenim rovnice (3.58), které spliiuje stejnou pocateéni podminku, jako feSeni x. Z jedno-

znacnosti feSeni nyni plyne, ze * = y a tedy Ze feseni x je linedrni kombinaci posloupnosti

z1,22,...,2k. To znamend, Ze tyto posloupnosti tvofi bazi prostoru feseni rovnice (3.58).
Dostavame tak zaver:
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Véta 23. Necht matice Q(t) je requldrni pro kazdy index t z defini¢niho oboru. Pak mnoZina
véech tesent linedrniho homogenniho k-rozmérného systému (3.58) tvori vektorovy prostor
dimenze k.

Definice 22. Béze prostoru feSeni linedrniho homogenniho systému (3.58) se nazyva funda-
mentadlni systém resent.

Béazi vektorového prostoru ey, e, . . ., e, miZzeme vybrat tak, ze j-ty vektor e; ma vSechny
slozky nulové s vyjimkou j-té; vektory ey, e, ..., e tvorl ,standardni nula-jednickovou bazi“.
Vektorové posloupnosti z1, 22, ..., 2 tvorici fundamentalni systém feseni miizeme uspo-

radat do maticové posloupnosti

Z(t) = (z1(t), z2(t), ..., z(t));
sloupce matice Z(t) jsou vektory z1(t), z2(t),. .., zk(t). Ponévadz kazda z téchto posloupnosti
splnuje pocatecni ilohu
Zi(t + 1) = Q(t)z,-(t), Z,’(to) = ey,

spliiuje maticova posloupnost Z relace
Z(t+1)=Q)Z(t), Z(to)=1. (3.59)
Definice 23. Reseni Z pocatecni tilohy (3.59) se nazyva fundamentdlni matice systému (3.58).

Matice Z(tg) jakozto matice jednotkova je reguldrni. Je-li matice Q(¢) regulérni pro kazdy
index ¢, pak jsou také matice

Z(to + 1) = Q(t0)Z(t0) = Q(to)
a Z(to—1) = Q(to — 1) *Z(tg) = Q(to — 1)~ * (pokud ty — 1 € Dom Q)

regularni, matice
Z(to+2) = Q(to + 1)Q(t) a Z(to—2) = Qto — 2) 'Q(to — 1)7*

jsou také regularni, atd. To znamend, ze fundamentdlni matice systému (3.58) je regularni
v kazdém indexu ty. Fundamentéalni matici systému (3.58) mtizeme zapsat ve tvaru

Q(t_l)Q(t_2)"'Q(t0)’ t > 1o,
Z(t) = {1, t = to,
Q) 'QEt+1)"1 Qo —2)'Q(to — 1)1, t<tg

Q(t —1)Q(t —2)---Qto), t > to,
=4k t = to,
(Qto — 1)Q(to —2)---Q(£)) ", t < to.

t—1
Pravou stranu této rovnosti oznac¢ime [[ Q(4). Timto zptisobem také zavadime konvenci o po-
i=to
fadi nasobeni matic za symbolem pro soucin — s rostoucim indexem ¢ nasobime jiz vytvoreny
soucin matic zleva matici s indexem <.
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Kazdé feSeni rovnice (3.58) je linedrni kombinaci posloupnosti z fundamentélniho sys-

tému zq,22,...,2. To znamend, Ze ke kazdému feSeni rovnice (3.58) existuji konstanty
C1,C2,...,Ck, 7€
C1
z(t) = c1z1(t) + caza(t) + - + ckzi(t) = (21(1), 22(t), ..., zk(t)) 0:2 =Z(t)c.
L

Plati tedy

Véta 24. Necht matice Q(t) je regquldrni pro kazdy index t € Dom Q. Kazdé teseni rovnice
(3.58) je tvaru x(t) = Z(t)c, kde ¢ € R* je néjaky konstantni vektor a Z je fundamentdini
matice systému (3.58), tedy TeSeni pocdatecni ulohy (3.59).

Partikuldrni feseni pocdtecni ulohy pro rovnici (3.58) je

z(t) = Z(t)z(to).

Priklad. Uvazujme jednorozmérny linedrni systém, tedy skalarni rovnici
x(t+1) =q(t)z(t). (3.60)
Pocatecéni uloha (3.59) bude v tomto ptipadé také tlohou pro (skalarni) posloupnost z,
2(t+1) = q(t)z(t), z(to) =1,

neboli
Az=(q(t) - 1)z, z(to) =1.

Fundamentalni matici systému (3.60) tedy bude exponencialni posloupnost e,—1(t,tg) (viz
definici 18). Podle véty 15 je

() = T i)

i=to [ |
Analogicky jako v pfipadé (skalarni) linedrni rovnice (sr. Definice 18) muzeme definovat
maticovou exponencialni posloupnost:
Definice 24. Necht maticovd posloupnost A je regresivni. Maticovou exponencidlni posloup-
nost prislusnou k posloupnosti A s pocatkem ty € Dom A definujeme jako jediné feSeni poca-
te¢ni ulohy pro linearni systém

AZ=AM)Z, Z(t) = 1. (3.61)

Jeji t-ty €len oznacéime ea(t, o).
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Ponévadz Q(t) = | + A(t), jsou tlohy (3.61) a (3.59) ekvivalentni. To znamena, ze funda-

mentalni matice
t—1

Z(t) = ealt,to) = [] (1+A(D))

i=tg
a FeSeni pocatecéni tlohy pro rovnici (3.58) muzeme také zapsat ve tvaru
.’B(t) = eA(t,tQ).’B(tQ).

Podobné jako v 3.1.1 zavedeme na mnoziné regresivnich maticovych posloupnosti operace &
a © vztahy

ASB(t) = A(t) + B(t) + A(t)B(t), SA(t) = —A®)(1+A(t)) .

Mnozina regresivnich posloupnosti s témito operacemi opét tvofi grupu, ktera vsak jiz neni
komutativni.
Pro maticovou exponencialni posloupnost plati

1. eo(t,to) =1, ea(t,t) =1,

2. GA@B(t,to) = eA(t,t())eB(t,to),
-1

3. eeA(t,tQ) = (eA(t,tQ)) ,

4. ea(t,s)ea(s,to) = ea(t, to).

3.3.2 Nehomogenni systém a metoda variace konstant

Rovnice (3.58) se nazyva pridruzend homogenni rovnice k nehomogenni rovnici (3.55).

Budeme predpokladat, Ze matice Q je regularni v kazdém indexu ze svého defini¢niho
oboru. Necht Z je fundamentalni matice piidruzené homogenni rovnice. Reseni nehomogenni
rovnice budeme hledat ve tvaru

z(t) = Z(t)e(t); (3.62)

FeSeni tedy predpokladame v analogickém tvaru, jako mé FeSeni pfidruzené homogenni rovnice
podle véty 24 s tim rozdilem, Ze vektor ¢ neni konstantni — konstanty varirujeme. Ponévadz
vektor  ma byt FeSenim rovnice (3.55), musi platit

w(t+1) = Q(t)z(t) + b(t) = Q(£)Z(t)c(t) + b(t)
a soudasné podle (3.62)
x(t+1)=Z(t+1)c(t+1) =Q()Z(t)c(t + 1),
nebof matice Z je fesenim tlohy (3.59). Odtud dostévame
Q(t)Z(t)e(t +1) = Q(1)Z(t)e(t) + b(t),

neboli

QM)Z(t)(e(t + 1) — c(t)) = b(?).
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Vektorova posloupnost ¢ tedy spliuje rovnici

c(t+1) — c(t) = Ac(t) = Z(1)'Q(t) " 'b(2),
takze podle (1.25) plati

t—1
e(t) = elto) + Y Z(i)~' Q) (i)

pritom c(tp) je néjaky konstantni vektor.
Reseni nehomogenni rovnice (3.55) je tedy tvaru

x(t) = Z(t)e(to) +Zz Qi) 1b(5). (3.63)

i=tg

Prvni s¢itanec na pravé strané této rovnosti je podle véty 24 obecnym feSenim piidruzené
homogenni rovnice (3.58). Ozna¢me druhy s¢itanec symbolem &(t). Pak plati

j(to) = 0,

E(t+1) ZZH— ZQ “1Q(i)'b(i) =

= Z Q(t 1) TIB() + QUZ(HZ(E) Q) TIb(E) = Q(1)E(2) + b(?).

To znamend, ze vektorovd posloupnost & je feSenim rovnice (3.55) s poc¢ateéni podminkou
x(ty) =0 .
Jesté si povS§imnéme, Ze pro posloupnost & danou rovnosti (3.63) plati

to—1

x(to) = Z(to)c(to) + Y Z(HZ(i) Q1) 'b(i) = le(to) + 0 = c(to).

i=tg
Timto zptsobem jsme odvodili:

Véta 25. Necht matice Q(t) je reguldrni pro kaZdé t ze svého defini¢niho oboru. Obecné
resent rovnice (3.55) je souctem obecného Teseni pridruzené homogenni rovnice (3.58) a par-
tikuldrniho teseni rovnice (3.55). Toto Tesend lze vyjadiit ve tvaru

(t) = Z(t)z(to) +ZZ Q(i)~"b(d),

i=to
kde Z je fundamentalni matice pridruzené homogenni rovnice (3.58).

S vyuzitim maticové exponenciélni funkce muZeme nyni feseni linedrniho systému (3.53)
s regresivni maticovou posloupnosti A zapsat ve tvaru

t—1

o(t) = ea(t,to) + > _ ealt,i+ 1)b(i).

i=to



3.3. SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC PRVNIHO RADU 83

Priklad. Uvazujme jednorozmérny lineadrni nehomogenni systém, tedy skalarni rovnici
z(t+1) = q(t)x(t) + b(t).

Podle véty 25 a vysledku piikladu uvedeného za vétou 24 je obecnym feSenim této rovnice
posloupnost

-1

t—1 t—1 t—1 i—1 t—1 t—1 t—1

w(t) = z(to) [T a@)+>_ I a0 | T] a0 o0 = (o) [T a@+> 06 T aG).
i=tg i=to j=to Jj=to q i=to i=tg Jj=t+1

coz je v souladu s vétou 16. |

3.3.3 Systém s konstantni matici

Uvazujme homogenni linearni systém s konstantni matici Q, tj. systém tvaru
x(t+1) = Qu(t). (3.64)

Je-li matice Q reguldrni, pak ma tato rovnice pro libovolnou poéateéni hodnotu x(tp) podle
Véty 22 jediné Teseni definované na celé mnoziné Z. Toto feSeni je tvaru

x(t) = Q" x(ty). (3.65)

Vskutku, z(t + 1) = QM1 "w(ty) = Q (Q" "z (tg)) = Qu(t). Odtud plyne, ze fundamentalni
matice systému (3.64) je

Z(t) — Qt—tol —_ Qt—tO.

Abychom ziskali néjaky pouzitelnéjsi tvar feSeni systému (3.64), potfebujeme vyjadfit
mocniny matice Q.
Matici Q vyjadiime ve tvaru

Q="PJP !,

kde P je regularni ¢tvercova matice dimenze k a J je Jordantv kanonicky tvar matice, tj. J je
blokové diagonalni matice

Ji O O

O 1) O
J= ) ,

O O ... Jn

blok J; je ¢tvercova matice dimenze k;; pritom ki + ko + - - - + k;,, = k. Jednotlivé bloky jsou
tvaru

A0 0O ... 0 A1 0 0

O X0 ... 0 0 X 1 0
Ji = 0 0 X\ 0 nebo J; = 0O 0 X ... O ’

0 0 0 A 0O 0 0 ... X

kde A je vlastni ¢islo matice Q. Je-li blok J; diagondlni, tj. je prvniho z uvedenych tvart,
fekneme, ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.



84 KAPITOLA 3. LINEARNI ROVNICE

Pro libovolné prirozené cislo n plati

J" o0 ... O
o J* ... O
JN=1 . . :
0O O Jn"
Je-li blok J; diagonalni, pak
A0 0 0
0 A" 0 0
i 0 0 A" 01,
0 0 0 AT

ma-li blok J; nad diagonélou jednicky, pak

n n-1 1 n—1 nn—1)--n-k+2) , ..,
A" nA sn(n —1)A (= 1] A
B -1 (n—Fki+3) ;.
n A" 1 n(n ? n—k;+2
0 A n (o= 2)1 A
Jinr = nn—1)---(n—k+4) ,
: 0 0 A" An—kit3
(ki — 3)!
0 0 0 A"

Pro libovolné t > ty je
Q" =QQ---Q=PJP'PJP!...PJP~ ! = pJittopL,
Odtud a z (3.65) plyne, Ze feseni rovnice (3.64) je
x(t) = PJITOP (). (3.66)

Slozky matice PJ!=%0P~! jsou pfitom vlastni ¢isla matice Q v nejvyse (t — t)-té mocning,
pripadné vynasobend néjakym polynomem v proménné ¢. Odtud mizeme (mimo jiné) odvodit
Zaver:

Tvrzeni 11. Maji-li vSechna vlastni ¢isla reguldrni matice Q modul (absolutni hodnotu)
mensi nez 1, pak pro kazdé feseni @ systému (3.64) plati

lggo x(t) = o.

Piiklad. Uvazujme systém rovnic (vektorovou rovnici)

3 1 1
z(t+1)=1-1 0 0]=x()
-2 -1 0
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s pocatecnim indexem tg = 0. V tomto pripadé je

3 1 1 1 10 1t 3t(t-1) -1 -1 -1
A=|-1 0 0], J=[0o 1 1],J)=[01 t ., P=11 o0 1
-2 —1 0 00 1 00 11

Dany systém mé tedy feSeni

-1 -1 =1\ /1 t 3t(t—1) 1 1 1
z(t)=(1 0 1 01 t -1 -1 0 |=(0)=
1 1 0 00 1 -1 0 -1
1+3t+1t ¢ T+ 12
1 1 1 1
=| —5t—3t* 1—-t t—35t* |=()=
3 1 1 1,2
VR R R VRV
w1+ 5 (321 + 219 + w3)t + 3 (21 + 3)t?
= $2—%($1+2$2—$3)t—%(Cﬂl—{—xg,)tz ;
xr3 — %(3561 + 2x9 + $3)t — %(ml + CEg)tQ
pritom 1, z2 a x3 oznacuji soufadnice pocateéniho vektoru x(0). |

Nehomogenni linearni systém s konstantni regularni matici Q
x(t+1) = Qz(t) + b(t) (3.67)

mé podle Véty 25 jediné feSeni dané formuli

t—1 t—1—tg
z(t) = Q" Px(t) + > QTb() = QT Px(te) + Y Qb(t—i—1).
1=tg i=0
Zejména v pripadé konstantni nehomogenity b ma systém
z(t+1)=Qx(t)+ b (3.68)

feseni tvaru

t—1—tg

z(t) = Q" x(ty) + ( > Q") b=Q" m(ty) + (Q-1""(Q" —1b.
=0

Pokud vSechna vlastni ¢isla matice Q maji modul mensi nez 1, pak lim Q' = O, coz znamens,
t—o00

ze pro feSeni systému (3.68) v takovém pripadé plati

lim x(t) = (1 — Q) 'b; (3.69)
t—o0
chovéni feseni systému (3.68) pro ¢t — oo (po uplynuti dlouhého ¢asu) nezavisi na pocéateénich
podminkach, vliv poc¢atecniho stavu postupné vymizi, systém ,zapomene* sviij vychozi stav.
Systém s touto vlastnosti se nazyva ergodicky.
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Pokud matice Q nema vlastni ¢isla rovna jedné, pak linedrni systém (3.68) s konstantni
nehomogenitou b ma jediné konstantni feseni & = x™*. Toto Teseni je soucasné fesenim soustavy
algebraickych rovnic ** = Qx* + b, tedy

z* =(1-Q) b
Porovnanim s rovnosti (3.69) vidime, Ze feSeni ergodického systému (3.68) konverguji pro
t — oo ke konstantnimu feseni tohoto systému.
3.3.4 Ekvivalence linearni rovnice k-tého radu a systému linearnich rovnic
prvniho radu

Podle Tvrzeni 9 je linearni diferen¢ni rovnice k-tého fadu (3.22) ekvivalentni se systémem &
linearnich diferenénich rovnic prvniho fadu

5[71(75) = 5[72(75),
za(t) = z3(1),
e (t) = 2x(0),
xp(t) = —co(t) x1(t) — c1(t) xo(t) — -+ — cp—1(t) k(L) + b(t).

Tento systém muzeme opét zapsat ve vektorovém tvaru (3.55), kde maticovd posloupnost Q
a vektorova posloupnost b jsou dany vztahy

0
0 1 0 0
0 0 1 0 8
Q(t) = : : : .. : ) b(t) = .
0 0 0 1 0
—Co(t) —C1 (t) —C2 (t) ... —Ckfl(t) b(t)

V piipadé linedrniho systému plati i opacné tvrzeni — systém k linedrnich rovnic prvniho fadu
je ekvivalentni s linearni rovnici k-tého fadu. Ukézeme, jak prepsat systém na rovnici pro
k=2.

Priklad: Systém dvou linearnich rovnic.
Uvazujme systém rovnic

xl(t + 1) = au(t)xl(t) + alg(t).%'g (t) + b1 (t),

zo(t + 1) = ag1 (t)21(t) + aza(t)z2(t) + ba(1). (3.70)

Budeme predpoklédat, ze prvni rovnice je skuteéné rovnice pro dvé posloupnosti, tj. ze ¢leny
posloupnosti a2 jsou pro kazdé t nenulové. Za tohoto predpokladu mtzeme provést nasledujici
vypocet.

V prvni rovnici tohoto systému budeme psat index ¢+ 1 misto indexu ¢, potom za xo(t+1)
dosadime pravou stranu druhé rovnice a poté dosadime posloupnost x5(t) vyjadienou z prvni.
Dostaneme tak

xl(t + 2) = au(t + 1).%'1(t + 1) + alg(t + 1)1‘2(15 + 1) + bl(t + 1) =
= au(t + 1).%'1(t + 1) + alg(t + 1)(&21(t).%’1(t) + agg(t).%'g(t) + bg(t)) + by (t + 1) =
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= an(t + 1)$1(t + 1) + alg(t + 1)(121(t)$1(7f)—|—

+ap(t + 1)a22(t)$1(t +1) — a1 (t)x1(t) — bi(t)

+a2(t + 1)be(t) +b1(t +1) =

alz(t)
= <a11(t + 1) + %(@2@)) xl(t + 1)+
% (a12(8)as1 (£) — a1 (Dazs () 2 (1) +
+bi(t+1) — MGQQ(t)bl(t) + a1zt + 1)ba(2).
alg(t)

To znamend, Ze prvni slozka feseni systému (3.70) spliiuje linearni diferen¢ni rovnici druhého
fadu. Analogicky dostaneme, Ze i druhé slozka feseni systému (3.70) spliiuje linedrni diferenéni
rovnici druhého fadu

ot +2) = <%an(t) +ag(t+ 1)) ot + 1)+
% (az ()ara(t) — ary (H)aza(t)) wa(t)+
bt + 1) — %anw) + o (t+ 1)bu(2)

za predpokladu, Ze posloupnost as; je v kazdém indexu nenulova.

e s vy v

2(t+2) + cra(t +1) + cox(t) = b(t). (3.71)

Polozime-li z1(t) = x(t) a z2(t) = z(t+1), mizeme tuto rovnici piepsat jako systém linearnich
diferenc¢nich rovnic

.%'1(t—|—1): .%'Q(t),

$2(t + 1) = —Coxl(t)—61$2(t)—|—b(t).

Tato pozorovani ukazuji, Ze linearni rovnici druhého radu lze prevést na systém rovnic
prniho fddu a naopak; jinak fe¢eno, mnozina FeSeni systému (3.70) a mnozina feSeni rovnice
(3.71) maji stejnou strukturu. Zejména tedy mnozina feSeni linedrniho homogenniho systému
dvou rovnic

xl(t + 1) = au(t)xl(t) + a12(t)$2 (t),
.%'Q(t + 1) = azl(t).%'l(t) + agz(t).%'z (t)

takového, Ze aq2(t) # 0 # a21(t) pro vSechny indexy t € Dom aj2 = Dom agy, tvoii vektorovy
prostor dimenze 2.

Uvazujme nyni specidlni pfipad systému (3.70), a to homogenni systém s konstantnimi
koeficienty
1‘1(15 + 1) = allml(t) + Oém.%'z(t),

552(t + 1) = 0421561(75) + a22$2(t), (3'72)

nebo ve vektorovém tvaru
x(t+1) = Ax(t),
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o A— (11 Q2
x2)’ azr aoy)

Podle predchozich vypoctt obé slozky tohoto systému spliuji tutéz linearni diferenéni rovnici
prvniho radu

kde

z1o(t+1) = (o1 + a2) z12(t + 1) — (122 — ar2a22) 1 2(1),
kterou miizeme stru¢néji zapsat ve tvaru
z12(t+1) — (trA)z12(t + 1) + (det A) 21 2(t) = 0.
7 teseni prikladu na str. 64—69 nyni zejména plyne:
(i) Je-li [trA| —1 < det A < 1, pak pro kazdé FeSeni systému (3.72) plati

lim 2 (t) = tlim z2(t) =0

t—o00 —00

(oba charakteristické kofeny jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1).

(ii) Je-li |trA| —1 > det A nebo det A > 1, pak existuje FeSeni systému (3.72) takové, ze

lim |z1(¢)] =00 mnebo lim |xa(t)] = o0
t—r00 t—»00

(dominantni charakteristicky kofen je v absolutni hodnoté vétsi nez 1).

(iii) Je-li trA >0 adetA <% (tr A)?, pak obé slozky libovolného feSeni systému (3.72) jsou
pro dostate¢né velky index t ryze monotonni (oba charakteristické kofeny jsou redlné a
dominantni je kladny).

|
3.4 Cviceni
V tlohach 1-6 najdéte Feseni dané rovnice s pocateéni podminkou x(0) = 1.
_ ¢
Loa(t+1) = (t+1)z() 3. z(t+1)=ez(t) 5. a(t+1) =ux(t) +e
2. z(t+1) =3'(t) 4. z(t+1) = 3a(t) +2 6. z(t+1) = =" 1x(t) +4

7. Najdéte obecné FeSeni rovnice (t + 1)z(t + 1) = tx(t) v prostorech posloupnosti P_., a
P1.

8. Necht je na konci kazdého obdobi do banky uklddana castka $200 a banka plati kazdé
obdobi trok 0,8%. Jaké je ulozend castka po n obdobich.

9. Dluh $12000 mé byt amortizovana splatkami $ 380 na konci kazdého mésice, plus jedna
zévérecnd splatka mensi. Urok 12% p.a. je piipisovan kazdy mésic. Uréete ¢as splaceni
(v mésicich) a zavéreénou splatku.
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10. Uvér $80000 mé byt splacen pravidelnymi mési¢nimi splatkami. Urokova sazba je
10% p.a. Jaka je mési¢ni splatka, aby byl dluh splacen do 30 mésicti.

11. Hypotéka na 30let ma urokovou sazbu 8% p.a. Jste schopni spldcet $1000 mésicné.
Kolik si mtzete pujcit?

12. Pokud organismus Zije, je v jeho tkanich zastoupeni radioaktivniho uhliku 4C stejné
jako v atmosfére. Po uhynuti organismu se radioaktivni uhlik rozklada s polocasem
rozpadu 5700 let. Ve vzorku je C zastoupen ze 70% ve srovnani s atmosférou. Jak je
vzorek stary?

13. Slon se dozije primérné 65 let. Jedna samice mé mladé jednou za 4 roky, pomér samct
a samic mezi novorozenymi sltinaty je 1 : 1. Kolik zvitat je nutné kazdy rok odstrelit,
aby na tizemi, jehoz tzivnost je nékolik tisic slont zilo trvale 250 slonic a 50 slonti?

V tlohach 14-25 najdéte obecné feseni dané rovnice.

14. z(t+2) —16xz(t) =0 20. z(t+2) —z(t+1) — 6x(t) =5 3
15. x(t +2) 4+ 16x(t) =0 21. z(t +2) +z(t+1) —6x(t) =5- 3¢
16. A3z(t) =0 22. z(t+2)+x(t+1)—122(t) =t - 2!
17, <02 n 2>2 (1) = 0 23. z(t +2) + 4x(t) = 8- 2 cos 3t

24. z(t+2) —5z(t+1)+6z(t) =t+1
18. (7 =3 (7" +4) a(t) = 0

25. x(t +2) —5x(t + 1) +4x(t) = 4" — 12

19. z(t +2) + 8x(t + 1) + 12z(t) = €

26. Najdéte feSeni pocateéni tlohy z(t +3) — 7z(t + 2) 4+ 16x(t + 1) — 12x(t) = 0, z(0) = 0,
z(1) =1, z(2) = 1.

27. Napiste linearni diferenéni rovnici druhého ¥adu, jejimz feSenim je posloupnost 1,

3,7,19,47, ....

8 27

V tlohach 28-31 najdéte feseni daného pocatec¢niho problému.

w(t +1)=—z(t) + y(b),

2 yt+1) 2(1),

1 -2 -2 1
29. z(t+1) = (0 0 —1|x(), =x(0)= 1).

30. @(t +1) = 3 ;) () + G) 2(0) = (é)

41 2 £
3l. x(t+1) = (0 2 —4)z(t), =(0)= 770) .
01
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Vysledky:
el —1
1. t! 3. et 5.1+ —
t(t—1) 3 €
2. 372 4. 4 — —
2t ¢, t=
6. x(t) =
20t +1), t>1
7. xEOVP_OO,.Z‘(t)ngpl
8. Ulozena ¢astka x(t) v t-tém obdobi je feSenim pocéateéni tlohy x(t + 1) = 1,008z(t) + 200,
z(0) = 0, tedy z(n) = 25000(1,008" — 1).
9. Dluh z(t) v t-ém mésici je FeSenim pocatecni tlohy z(t + 1) = /1,12 2(t) — 380, z(0) = 12 000.
Zavérecna splatka x(37) = 268,99.
10. Nesplaceny tvér x(t) v t-ém mésici je feSenim pocéatecéni tlohy z(t +1) = ¥/1,1x(t) — b, z(0) =
80 000. Mésicni splatka b = 3008,9 = 3010.
11. Nesplacena hypotéka x(t) v t-ém mésici je FeSenim pocéateéni tlohy x(t+1) = /1,08 z(t)—1 000,
2(360) = 0. Hypotéka 2(0) = 136 283,5.
5700 1, 100
13. 1228 = 274 samic a 2285 = 30,5 samci, tj. néco mezi 27 a 28 slonicemi a 30 a 31 slony kazdy
rok.
14. 4" (A+ (-1)'B) 20. 31 (A+t)+ (-2)'B
15. 4" (Acos 7t + Bsin 3mt) 21. 2'A+ (-3)'B + 33'1
16. A+ Bt + Ct? 22. 3'A+ (—4)'B— ¢ (t+35)2
17. V2t ((A+ Bt) cos 3wt + (C + Dt) sin mt) 23. 2" (Asin 3wt + (B — t) cos 3mt)
18. 3'(A+ Bt) + 2! (C cos 3wt + Dsin 3mt) 24. 3'A+2'B + 5t + 3
t 25. A+ (B+ 4t) 4t + 53 — 2 + Lt
19. (—2)' (A +3'B) + € ( 12 ) 9 18 54
(e +2)(e+6)
26. (3 + 2t)2¢ — 3t+1
27, z(t+2) —x(t+1) —4z(t) =0
28. x(t) = 3 (2 — (-1)), y(t) = 2!
3 — 2t+1
29. z(t) = | 2-2
—2 4 2t+1
t+2)207t —t
30. z(t) = <( 22_ 1 >
1 1 1\ /40 0\'/1 0 -1\ /& & 1
3l. z(t)= (0 -2 —1]|0 4 1 0 —1 —1) |n| =4"{no|+(mo+2)td~t| -2
o 1 1/\oo 4/ \o 1 2/ \¢ o 1



Kapitola 4
Neékteré explicitné resitelné rovnice

Mame-li zadanu pocateéni tlohu pro linearni rovnici, miZzeme napsat explicitni vyjadieni
obecného ¢lenu posloupnosti, ktera tuto tlohu fesi. Problém lze tedy povazovat za vyfeseny.

Ovsem realné procesy nejsou vzdy modelovany linedarnimi rovnicemi. TTi modely ristu
populace v omezeném prostiedi (1.14), (1.16) nebo (1.17) sestavené v Kapitole 1 jsou zapsany
nelinedrnimi rovnicemi. Explicitni vyjadieni obecného ¢lenu feSeni téchto rovnic mtize poskyt-
nout uplnéjsi a spolehlivéjsi informaci o FeSeni, nez vypocet koneéné mnoha ¢lent rekurentné;
ten mtize byt pfi snaze vypocitat feseni do co mozné nejvzdalenéjsi budoucnosti znehodnocen
numerickymi chybami (¢isla jsou v pocita¢i uloZena jen s omezenym poctem platnych mist,
jsou tedy zatizena néjakou chybou a pfi velkém objemu vypoctl se tyto malé chyby mohou
akumulovat a vytvorit chybu velkou).

Pokusme se tedy najit explicitni feSeni Bevertonovy-Holtovy rovnice (1.16). Budeme hle-
dat TeSeni nenulové, tj. chceme modelovat nevyhynulou populaci. V tom pfipadé mtzeme
napsat rovnost prevracenych hodnot obou stran rovnice (1.16)

1Lo_11 el
zt+1) razlt)  rK

Nyni pro zjednoduseni oznac¢ime gy posloupnost prevracenych hodnot posloupnosti x. Podle
predchozi rovnosti vidime, ze posloupnost y spliiuje rekurentni formuli

1 r—1
t+1) = -yt .
Yt +1) = —y(t) +

To je linearni rekurentni formule prvniho fadu s konstantnimi koeficienty. Proto podle Du-
sledku 2 Véty 16 mizeme obecny ¢len posloupnosti z vyjadrit ve tvaru

rK 1-r Krt—to ’

1>t_t° n r—1p(t0) _1 Ky(to) +rt7to —1
,

y(t) = y(to) (—

pritom y(tg) = 1/x(tp). Miuzeme tedy napsat obecny ¢len feseni Bevertonovy-Holtovy rovnice
s po¢ateéni hodnotou x(ty) = x¢ jako prevracenou hodnotu posloupnosti y, tj.
Krt-tog, Kaxg

= = . 4.1
K+ (rt7to —1)zg g+ (K — 20)r—(t-to) (41)

a(t)

Snadno ovérime, ze touto formuli je skute¢né zadano feseni poc¢atecni tlohy pro Bevertonovu-
Holtovu rovnici s po¢ateéni hodnotou x(tg) = x¢. Navic takto zadana posloupnost je v piipadé

91
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xo = 0 konstantni nulovd, x = 0; vyjadiuje tedy také feseni tillohy s pocatecni hodnotou
x(to) =0.
Nyni mtzeme snadno vysetfit kvalitativni vlastnosti feseni Bevertonovy-Holtovy rovnice:

e Pro r =1 nebo g = 0 je FeSeni x = xy.

e Pokud r > 1, pak tlim r~(t=t0) = 0, takze pro kazdou poéateéni podminku o # 0 Feeni
—00

x splituje
K
lim z(¢) = lim 0 =K
t—o0 t—o00 T + (K — xo)r—(t—to)

e Pokud r € (0,1), pak tlim r—(t=t0) — o, takze pro kazdou pocateéni podminku zy € R

— 00
plati
K
lim z(¢) = lim o = 0.
t—00 t—o0 1o + (K — xo)r*(t*to)

Tyto vysledky dobte odpovidaji ekologické intuici: pokud je vnitini koeficient rustu vétsi nez
1, tj. pokud v neomezeném prostiedi mé populace porodnost vétsi nez tmrtnost, pak se jeji
velikost ustali na kapacité prostiedi; pokud je imrtnost vétsi nez porodnost, populace vymfe.

Postup hledani reseni Bevertonovy-Holtovy rovnice mizeme zobecnit: Z tvaru diferenc¢ni
rovnice uhodneme funkci f tak, aby substituce y(t) = f (x(t)) prevedla danou nelinearni
diferen¢ni rovnici na rovnici linearni. Problém tohoto postupu je v onom ,hadani funkce f
z tvaru rovnice“.

Mizeme ovSsem postupovat i naopak. NapiSeme linearni rovnici, zvolime nelinearni prostou
funkci g a do linedrni rovnice dosadime za x(t) vyraz g(x(t)). P¥i oznaceni z(t) = g(z(t))
tak dostaneme diferen¢ni rovnici pro neznamou posloupnost y, kterd je resitelnd substituci
z(t) =g 1 (2(1)).

Zavedeni substituce v diferencni rovnici mtze byt uzitecné i v pripadé, ze nevede bezpro-
stredné k jejimu vyreseni. MuzZe ale napt. zredukovat pocet parametri a tim rovnici zjedno-
dusit.

Uvazujme logistickou rovnici (1.14) a ozna¢me

u(t) = 2 a(t); (42)

v pripadé modelu rustu populace se jednd o zménu méritka velikosti populace. Pfi tomto
oznaceni je

r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
y(t+1) = 7 z(t+1) = e x(t) (’I“— 7 x(t)) =r— x(t) (1 - x(t)) =
=ry(t) (1 —y(t)),
substituce tedy prevadi logistickou rovnici (1.14) na rovnici s jedinym parametrem r ve tvaru
y(t+1) = ry(t)(1 - y(t)). (4.3)

P1i interpretaci logistické rovnice jako modelu populacniho ristu substituce také vyjadiuje
,prirozené“ méritko velikosti populace — kapacitu prostredi ,,diskontovanou® vnitfnim koefi-
cientem rustu. (Ovéfte, Ze stejnéd substituce prevadi i rovnici Bevertonovu-Holtovu na rovnici
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s jednim parametrem; v p¥ipadé modeli ristu populace (1.14) a (1.16) tedy mame stejna
,DFirozend* méritka velikosti.)

V prvnich tfech ¢astech této kapitoly uvedeme nékteré typy nelinearnich diferenc¢nich
rovnic, u nichz je znama substituce prevadéjici je na rovnice linearni. V posledni ¢asti ukazeme
specialni rovnice, které byly ziskany volbou goniometrickych nebo hyperbolickych funkeci na
misté transformujici funkce g. ReSeni téchto rovnic bude uziteéné pro nalezeni explicitniho
feSeni logistické rovnice (4.3) pro nékolik specidlnich hodnot parametru r.

4.1 Riccatiho a Bernoulliova rovnice
Riccatiho diferencéni rovnice je tvaru
p(O)z(t+Dz(t) + 2t +1) — (1+qt))z(t) = r(t), (4.4)

kde p je nenulova regresivni posloupnost. Rovnici mtizeme prepsat ve tvaru rekurentni formule

(1 +a() () +r()
L+ p(t)(t)

nebo explicitni diferen¢ni rovnice prvniho typu

z(t+1) = (4.5)

—p(t)x? + q(t)x + r(t)
1+ p(t)x '

Ax =
S vyuzitim operatorti posunu a diference muzeme rovnici (4.4) pfepsat do tvaru
prz® +x+ Ax— (1+q)z =
a z ného vyjadrit diferenci hledané posloupnosti

Ax = —pxx’® +qr + .

Tato rovnice je diskrétni analogii Riccatiho diferencidlni rovnice o’ = —px? 4 gz + 7.
Riccatiho diferenc¢ni rovnici fesime pomoci substituce

1 Ay(t) _ yt+1)—y(t)
p(t) y(t) p(t)y(t)
)

Dosadime do rekurentni formule (4.5) a postupné upravujeme:

yt+1) —y(®)

(t) =

g2yt LTI T )
p(t+1Dy(t+1) 14 y(t+1) —y(t)
y(t)
yt+2) —yt+1)  _ (1+a®)E+1) —y®) +rt)pt)y(t)
p(t+ 1)yt +1) p(t)y(t +1)
y(t+2) gt +1) = pi(;” (14 g(0)y(t +1) — pi(;” (1+ q(t) — r(p(t)) y(t).
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Odtud vidime, Ze posloupnost y je reSenim linearni homogenni diferenc¢ni rovnice druhého
radu

y(t+2) - (1 LD g q<t>>> y(t 1)+ (p“ D (14 () - (el + 1)) y(t) = 0,

p(t) p(t)

kterou mizeme také zapsat stru¢néji pomoci operatori posunu a diference
pO'
A%y + <1 — ;(1 + q)> Ay —pory =0.

Tvrzeni 12. Riccatiho diferenéni rovnice (4.4) pro nezndmou posloupnost = se substituci
(4.6) transformuje na linedrni homogenni rovnici druhého fadu pro nezndmou posloupnost y.

Priklad:
2z(t) +3

z(t+1) = () 12

x(0) =z

Zavedeme substituci
_Ay@) _2y(t+1) 2
Syt) 3 y(t) 3

dosadime do dané rovnice a postupné ji upravime

a(t)

y(t+1)
2yt+2) 2 3 y(t) “5t?
Byt+1) 3 ylt+D
y(?)
4y(t+2)—y(7§+1) ~ Ay(t+1) +5y(t)
y(t+1) B y(t+1)

Dana rovnice se tedy transformuje na linedrni homogenni rovnici druhého radu
dy(t+2) —8y(t+1) — dy(t) = 0.

Jeji charakteristicka rovnice 4\? — 8\ — 5 = 0 mé dva realné riizné kofeny

\ . _ 8E/6I1 80 {g
12 =& =
’ 8

N[

Obecné feseni linearni diferencéni rovnice tedy je y(t) = A (%)t +B (—%)t.
1
Oznaéme yo = y(0). Pro po¢atecni hodnoty déle plati zy = %% — %, a z toho vypocitame
Y

y(1) = 5(3z0 + 2)yo-
Z téchto podminek dostaneme systém (algebraickych) rovnic pro konstanty A, B,

3o + 2 5 1
yo =y(0) = A+ B, O Sy =y(1)=-A- B,
2 2 2
tj.
A+ B=yo

5A — B= (3.%'0 + 2)y0.
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Z ného vypocitame A = %yo(l +x9), B = %yo(l — ). Refeni tlohy pro line4rni rovnici je

y(t) = g7 ((1+20)5" + (1 = 2)(—1)").

Zpétnou substituci tedy dostaneme Feseni zadané tlohy ve tvaru

_ 2 (y(t+1) _ 2 (114 2)5" ! + (L —a) (=D _
w0 =3 (U ) =5 G g )
_ (T4 3)5" — (L —=)(=1) _ L+ - 1—x
C (Lt 20)5" + (L= 20)(=1)" 14w+ (1—=0) (—1)" 1—a0+ 1 +z0)(=5)"

Pokud r = 0, tj. na pravé strané rovnice (4.4) je nula, mizeme pouzit jednodussi substituci.
V tomto piipadé polozime

o(t) = ——, (4.7)

N

dosadime do rovnice (4.4) a vynasobime vyrazem z(t)z(t + 1). Dostaneme

p(t) +2(t) — (1+4q(t)z(t+1) = 0.

Je-li pfitom posloupnost g regresivni, upravime tuto rovnici na tvar linearni diferen¢ni rovnice

prvaniho radu

1 p(t) 0 plt)
At +1) = 1+q(t )Z(lt)Jr 1@ " YT T T T

Tato rovnice ma podle véty 16 feSeni

TP § SRS SN S
Y ¥ S H) S 1+a@) 25, 1+al)

i=to
i—1 —
= ZO"’ZP H 1+q H
=to

i=tg Jj=to

kde 2o = z(tg) = z(to)~!. Plati tedy:

Tvrzeni 13. Je-li r = 0, pak mé Riccatiho rovnice feSeni

70 H (14 q(4))

i=to

x(t) =

1+ g tthl p(i) ilzf (1+Q(j))‘

Rovnice (4.4) s r = 0 a s regresivni posloupnosti ¢ se v literatufe objevuje v rozmanitych
tvarem. Ukézeme nékteré z nich. Rovnici v takovém pripadé mtzeme prepsat na tvar

p(t) 11 1

T+¢@)  T+q0z) 2(+1)
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a prii oznaceni

1 p(t)
t) = b)) =
W=1rw "W 1w
dostaneme 1 . .
— — = (a(t) = 1) —— + b(t
AR O
neboli 1 1
A- = —1)—+b(t 4.8
—=(a(t) =1)— + () (4.8)
pripadné
Az'™% = (a(t) — 1)z' 2 + b(2). (4.9)
S pomoci operatoru posunu muzeme rovnici (4.8) pfepsat ve tvaru
1 1 1
— ——=(a—1)—+b.
oz x

Vynasobenim vyrazem xz° dostaneme rovnici ve tvaru
x—1z° = (a—1)z% + bxx’.

7 ni muzeme vyjadrit

Av=(1—a—b)a® = (1—a) (1— b x>x"

nebo .
g . 4.10
v a—+ bx ( )

Posledni rovnici vynasobime jmenovatelem pravé strany a upravime na tvar

x
o — 2 (1 - bz
27 =2 (1 b,

ze kterého dostaneme jiné vyjadieni diference hledané posloupnosti

(1 b ) 1—a < b >
Ar=z|-—-1—-27) = z(1-— z7 .
a a a 1—a

Bernoulliova diferencni rovnice je tvaru

Az'™ = (a(t) — 1)z' > + b(t), (4.11)

kde o # 1 je néjaké redlné cislo. Bernoulliovu diferenéni rovnici mizeme také vyjadrit ve
tvaru rekurentni formule

p(t+1) = (a®)z(t) = + b))/

Porovnanim s rovnici (4.9) vidime, Ze Riccatiho rovnice (4.4) s r = 0 je specidlnim piipadem
Bernoulliovy rovnice (4.11) s parametrem a = 2.
Tvar Bernoulliovy rovnice bezprostiedné ukazuje, ze substituce

()7 = 2(t), b a(t) =26V (4.12)

transformuje Bernoulliovu diferenéni rovnici (4.11) na linedrni nehomogenni rovnici prvniho
radu

Az = (a(t) —1)z+bt), tj. z2(t+1)=a(t)z(t)+b(t). (4.13)
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Tvrzeni 14. Bernoulliova diferen¢ni rovnice (4.11) pro nezndmou posloupnost x se substi-
tuci (4.12) transformuje na linedrni nehomogenni rovnici prvniho fadu (4.13) pro neznamou
posloupnost z.

Priklad: Bevertonovu-Holtovu rovnici (1.16) muzeme piepsat ve tvaru

r

z(t+1) = x(t)m
K

Jedné se tedy o rovnici (4.10), tj. rovnici, kterd je soucasné Riccatiho i Bernoulliova. M-
zeme ji tedy vyfFesit substituci (4.7). Tato substituce byla v Gvodu k této kapitole nalezena
intuitivnéjSim zpusobem. |

4.2 Homogenni rovnice

Homogenni diferencéni rovnice prunitho Tddu je rovnice tvaru

f (t, %) =0, (4.14)

kde f je funkce, ktera neni konstantni ve druhé proménné. Pov§imnéme si, Ze linearni homo-
genni rovnici z(t + 1) = ¢(t)z(t) mizeme pfepsat jako

z(t+1)
(t)
takze je skutecné specidlnim ptipadem rovnice (4.14); slovo ,homogenni“ je pouZito oprav-
néne.
Substituce

—a(t) =0,

B z(t+1)

prevede rovnici (4.14) na rovnici
F(t,y() =0,

ze které vyjadiime y(t) = g(t) a FeSeni dané rovnice (4.14) hleddme jako FeSeni linedrni
homogenni rovnice z(t + 1) = g(t)z(t).
Pokud hleddme kladna FeSeni rovnice (4.14), miizeme pouzit substituce

z(t) = Inx(t),
ktera prevadi danou rovnici na implicitni diferen¢ni rovnici

f(t,Az(t)) = 0.

Homogenni diferencni rovnice k-tého Tddu je rovnice tvaru

(t x(t+k) z(t+k—-1) x(t—l—l))_o
Tr(t+k-1)"zt+k-2)"""" x@t) ) 7
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kde F' je funkce, kterd neni konstantni ve druhé a posledni proménné. Tuto rovnici prevede
substituce (4.15) na diferen¢ni rovnici (kK — 1)-niho fadu druhého typu

Ft,y(t+k—1),y(t+k—2),...,y(t)) =0.

Priklad: Najdeme feSeni homogenni rovnice druhého radu

x(t — 1)z(t)

z(t+1) = D tad)

Rovnici vyndsobime jmenovatelem zlomku na pravé strané a vydélime vyrazem z(t)x(t — 1).

Dostaneme 0 (1)
(4 aiom) =

Substituce (4.15) pfevede tuto rovnici na tvar
(I+y(t=D)y) =1,

ktery je ekvivalentni s (1 + y(t))y(t + 1) =1, neboli

y(t+ Dyt) +y(t+1) =1.
To je Riccatiho rovnice. Proto zavedeme novou posloupnost z substituci

C2(t41) = 2()

Po dosazeni a upravé dostaneme

2(t+2)—2(t+1) (2(t+1) — 2(t) B
A+ 1) ( =0 “) -

2(t+2) —2(t+1)—2(t) =0,

coz je linearni homogenni rovnice druhého radu. |

4.2.1 TImplicitni rovnice z(t + 1)? + a(t)x(t + 1)x(t) + b(t)z(t)* =0

Tato rovnice ma oc¢ividné feseni z = 0. Budeme hledat také feseni nenulova. Rovnici vydélime
vyrazem z(t)? a tim ji pfevedeme na tvar rovnice homogenni

z(t+1)\° a(t+1) B
< o0 > + a(t) o0 +0b(t) = 0.

Pokud posloupnosti a, b spliiuji relaci a(t)? > 4b(t) pro vsechny indexy, polozime

p(t) = 5 (~alt) + Va2 —46(0) & at) = 5 (~alt) ~Va(? — (7))

a pravou stranu rovnice prepiSeme jako soucin dvou vyrazt

(o) (25520
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Odtud vidime, Ze feSeni kazdé z linearnich homogennich diferencnich rovnic prvniho radu
z1(t+1) = p(t)zi(t) a wa(t+1) = q(t)z2(t)
je také feSenim puvodni rovnice. Tato FeSeni jsou
t—1 t—1
x(t) = g H p(i) a z(t) =xo H q(7).
i=to i=tg
Povsimnéme si, Ze nulové fefeni je v tomto vyjadieni zahrnuto pro o = 0. Pokud a? = 4b,

t—1
pak p = ¢ = —1a a obé Fefeni splyvaji, z(t) = zo(—3)""" [T a(i).
i=to

Tvrzeni 15. Pocateéni tloha pro implicitni rovnici tvaru
z(t+ 1) +a(t)x(t + 1)z(t) + b(t)x(t)? = 0, x(to) = xo

ma pro xg # 0 a a® # 4b dvé feSeni. V opaéném piipadé je jednoznaéné fesitelna.

Priklad: Najdeme vSechna feSeni rovnice v implicitnim tvaru
z(t 4 1)? = 3z(t)x(t + 1) + 2z(t)? = 0.

Rovnici postupné upravime:

s(t+1)\>  _z(t+1)
() = e

Dostédvame tak dvé homogenni linedrni rovnice x(t + 1) = 2z(t) a z(t + 1) = z(¢). Dana
rovinice méa tedy dvé reseni, konkrétné

z(t) = xzo27% a  x(t) = o,

kde z¢ = x(tp). Tato FeSeni splyvaji pro zg = 0. [ ]

4.3 Logaritmicky linearni rovnice
Jedna se o rovnici
w(t + k) Ot + k= 1) 10+ 1)1 W)W = b();

pritom rg, 71, ..., 7 jsou posloupnosti takové, ze ro(t) # 0 # r(t) pro vSechna ¢ z defini¢niho
oboru. Substituci
x(t) = e® (4.16)

tj. z(t) = Inz(t) pfevedeme uvazovanou rovnici na tvar

e’k () z(t+k)+rp—1 (@) z(t+E—=1)++r1(#)z(t+1)+ro(t)z(t) _ b(t),
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a dale zlogaritmovanim na linearni rovnici k-tého fadu

rrp—1(t) r1(t) ro(t) _In b(t)
z(t) = .
rk(t) rk(t) k(1) rk(t)
Pov§imnéme si, Ze z transformacéniho vztahu (4.16) plyne, Ze FeSeni ptivodni rovnice musi byt
kladné. Uvedeny postup tedy mizeme pouzit pouze v piipadé, ze poc¢atecni hodnoty hledané
posloupnosti splnuji podminky

2(t+k)+ Zt+k—1)+ -+ 2(t+1)+

:C(to):£ﬂo>0, x(t0+1):£61>0. Ce :C(t0+k3—1):£6k_1>0.

Priklad:
z(t+1) ) 2

x(t+2):< =

Rovnici prepiseme ve tvaru
z(t+ 2zt +1)2z(t)? =1
a zavedeme substituci z(t) = Inxz(t). Dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého fadu
2(t+2) — 22(t + 1) + 22(t) = 0.
Jeji charakteristicka rovnice A2 — 2\ 4+ 2 = ma komplexné sdruzené kofeny

2448
Mp= g — =1%i

Modul a argument charakteristickych korent jsou

1
A =vV1+1=V2, arg A = arctg 1 = Y

To znamena, ze obecné feSeni linedrni rovnice je

t t
2(t) =v2¢ <Acos WZ + Bsin %)

a obecné feseni dané rovnice je

x(t) = exp {\/it (Acos%t —|—Bsin%t> }

4.4 Rovnice Fesitelné specialnimi substitucemi

4.4.1 Goniometrické a hyperbolické substituce

Ukazeme nékolik specidlnich rovnic, u kterych lze najit explicitni feseni pomoci goniomet-
rické nebo hyperbolické substituce. U vSech téchto rovnic budeme uvazovat také pocatecni
podminku

x(to) = Xg- (4.17)

Uvedené rovnice byly ziskany pomoci zndmych vztahtt pro goniometrické nebo hyper-
bolické funkce nasobného argumentu. Je z nich zfejmé, jak lze odvozovat dalsi explicitné
FeSitelné rovnice. Navic témér libovolnou transformaci hledané posloupnosti 1ze z uvedenych
rovnic ziskat dalsi rovnice, které jsou opét explicitné resitelné. Tuto skuteénost ukazeme na
prikladech
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Rovnice z(t + 1) = 22(t)* - 1

Reseni uvazované tilohy je pro libovolné t > ty uréeno jednoznaéné, nebot se jedné o reku-
rentni formuli prvniho radu s poc¢atecni podminkou. Pfitom je na pravé strané rovnosti vyraz
definovany pro jakoukoliv hodnotu z(t).

Z rovnice a z pocateéni podminky (4.17) plyne, ze hodnota feseni x(to — 1) musi spliiovat
rovnici 2o = 2 [z(to — 1)]* — 1. Tato algebraicka rovnice pro neznamou z(ty — 1) nema realné
feSeni, pokud xgp < —1, a ma dvé ruzna redlnd feseni, pokud xg > —1. Obecné tedy uloha
neni jednoznacné tesitelna pro t < tg. Proto budeme feseni hledat pouze pro t > .

Pokud poc¢ateéni hodnota spliiuje nerovnost |xg| < 1, polozime x(t) = cosy(t). S vyuzitim
znamych vztaht pro goniometrické funkce

(cosa)? + (sina)? =1 a cos2a = (cosa)? — (sina)?

dostaneme

cosy(t+1) =a(t+1) =2z(t)* — 1 = 2( cos y(t))2 —1=(cos y(t))2 — (sin y(t))2 = cos 2y(t).
To znamen4, ze y(t + 1) je FeSenim goniometrické rovnice

cosy(t + 1) = cos 2y(t),

a tedy
y(t +1) = £2y(t) + 2km, k€ Z.

Kazda z tohoto spocetného systému linearnich nehomogennich diferen¢nich rovnic prvniho
fadu ma podle disledku 2 véty 16 feseni tvaru

+2)t7t — 1
t) = yo(£2) 70 + 2k (7, keZ,
y(t) = yo(£2)™ + 2k —F—
kde yo = y(to), tj. cosyop = xo, yo = arccosxg. Druhy séitanec na pravé strané rovnosti
milzeme upravit na tvar
+2)t=t — 1 et L
=0

Soucet celych cisel je celé ¢islo a to znamenad, ze druhy sc¢itanec je sudym nasobkem , tj.
y(t) = yo(&2)"~" + 2ir
pro néjaké [ € Z. Zpétnou substituci a ipravou s vyuzitim souctového vzorce
cos(a+ ) = cosacos § — sin asin

dostaneme

z(t) = cos (yo(£2)"7" 4 2Im) = cos (yo(£2)"") cos 2lm — sin (yo(£2)" ") sin 2ir =
= cos ((£1)" 02" "0y,) = cos (2" "0y,
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nebot cosinus je sudé funkce. Reseni tilohy
x(t+1)=2xt)? -1, x(to) =z € [-1,1] (4.18)

je tedy tvaru
z(t) = cos (2" arccos z¢) .

Pokud je |zg| > 1, polozime z(t) = cosh y(t). S vyuzitim zndmého vztahu pro hyperbolicky
cosinus!
cosh 2a = 2(cosh a)? — 1

dostaneme
coshy(t + 1) = z(t + 1) = 2z(t)* — 1 = 2( cosh y(t))2 — 1 = cosh 2y(t).

Hodnota y(t 4+ 1) je tedy fesenim rovnice coshy(t 4+ 1) = cosh 2y(t). Ponévadz hyperbolicky
cosinus je sudé funkce, ktera je ryze monotonni na kazdém z intervalii (—oo, 0] a [0, 00), plati

y(t +1) = £2y(1),

coz jsou dvé rekurentni formule pro geometrickou posloupnost, jedna mé kvocient 2, druha
—2. Posloupnost tedy miizeme vyjadrit ve tvaru

y(t) = yo(£2)"™" = (£1)"702" "oy,

kde yo = y(to), tj. coshyo = o,

Yo = argcosh zg = In <\x0\ + /23 — 1) )

Ponévadz hyperbolicky cosinus je suda funkce, dostaneme feseni tilohy s poc¢atecni hodnotou
xo € (—00,—1) U (1,00) ve tvaru

o, t = to,
r(t) =
®) cosh (Zt*to In (]mo\ +V/ 2% — 1>> , t>t.

Piiklad:
r(t+1) =2x(t)(22(t) — 1), z(0) = %

Nejprve upravime pravou stranu rovnice tak, aby byla tvaru f(2X2 — 1) pro n&jakou funkci
f angjaky vyraz X zéavisejici na z(t); pouzijeme doplnéni na tGplny étverec:

da(t)? — 20(t) = (20() — 1)* — 1 = (2 (2a(t) — 1)~ 1) + L.
Odtud vidime, ze dana diferenc¢ni rovnice je ekvivalentni s rovnici
2r(t+1) — & =2 (22(t) — 1) — 1.

MuzZeme tedy pouZit substituci y(t) = 2z(t) — %, kterd prevadi danou tlohu na pocatecni
ulohu ve tvaru
yt+1)=2y(t)* — 1, y(0) = —7,

‘cosh2a = £ (e** +e7°%) =1 ((e"‘ + efo‘)2 — 2) =2(3(e* + efo‘))2 —1=2(cosha)? -1
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kterd mé reseni

_l, t=20
y(t) = cos (2t ATCCOS (_i)) = cos (2t (77 — arccos i)) = {Coz (2t ATCCOS 1) t>0
a)> :

Reseni dané tlohy je tedy pro t > 0 dano vjrazem

z(t) = 1 (cos (2" arccos 1) + 3) = 2 + L cos (2" arccos 1) .

Rovnice z(t + 1) = 22(t)y/1 + z(t)?

Reseni uvazované tilohy je pro ¢t > tg uréeno jednoznaéné, nebot se jedna o rekurentni formuli
prvniho fadu s pocateéni podminkou a odmocninu povazujeme v redlném oboru za jednoznac-
nou funkci. Reeni ovéem v piipadé znaménka ,—* pod odmocninou nemusi byt definovdno
pro kazdé t > ty; je-li totiz v takovém piipadé |z(t)| > 1, pak neni z(t + 1) definovano.

Z rovnice a z pocateéni podminky plyne, ze pro hodnotu x(t9 — 1) feSeni by mélo platit

Tro — 2$(t0 — 1)\/ 1+ x(to — 1)2,
nebo po snadné tpraveé
4 2 2
+4[x(to — 1)+ 4[x(to — 1)]" — x5 = 0,

takze by mélo platit

—4+ /16 F 1622 1
x(to—n:\/ = OZ\/§<\/1ix8¢1>;

hodnota z(ty — 1) tedy neni urena jednozna¢né. Z tohoto dtivodu ma smysl uvazovat fFeSeni
pouze pro t > tg.
Pokud je pod odmocninou na pravé strané rovnice znaménko ,,+“, tedy pokud je rovnice

tvaru
a(t+1) = 22(t)/1+ 2(t)2, (4.19)

zavedeme substituci x(¢) = sinh y(¢) a vyuZijeme znamych vlastnosti hyperbolickych funkei

sinh2a = 2sinhacosh, (cosha)? — (sinha)? =1, cosha > 0.

Pak je

sinhy(t +1) = x(t + 1) = 22(t)\/1 4+ x(t)? = 2sinh y(t)\/l + (Sinhy(t))2 =
= 2sinh y(¢) cosh y(t) = sinh 2y(t).

Ponévadz hyperbolicky sinus je prosta funkce, implicitni diferencni rovnice

sinhy(t + 1) = sinh y(¢)
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je ekvivalentni s explicitni rovnici y(t + 1) = 2y(t) a jeji feSeni je tvaru
y(t) = 2""yo,

kde yo = y(to), tj. xo = sinhyg, yo = argsinhzy = In <x0 + V23 + 1>.
Zpétnou substituci dostaneme Feseni tlohy (4.19), (4.17) pro t > t( ve tvaru

1 2t=to —2t—to
x(t) = sinh (2t_t0 argsinh xo) =5 ((xo +14/1+ x%) — <xo +4/1+ x%) ) .
(4.20)
Rovnice se znaménkem ,,—“ pod odmocninou na pravé strané, tedy rovnice

x(t+1) =2x(t)/1 — x(t)? (4.21)

mize mit feSeni pouze pro pocateéni podminku zg € [—1,1], pro |x| > 0 neni prava strana
rovnice definovana. Navic pro vSechny hodnoty feseni musi platit |z(¢)| < 1. Pokud je xg = 0,
bude feSenim tulohy (4.21), (4.17) konstantni posloupnost z = 0.

Dale si mizeme v§imnout, Ze pro feseni ulohy plati

z(t 4 Da(t) = 22(t)* /1 — ()2 > 0,

nebot odmocninu v redlném oboru chdpeme jako nezdpornou funkci. To znamend, Ze FeSeni
rovnice neméni znaménko, tj. sgn x(t) = sgnxo pro vsechna ¢ > t.
Toto pozorovani umoznuje zavést substituci

x(t) = |siny(t)| sgn zo. (4.22)
Vyuzijeme znamych vlastnosti goniometrickych funkci
sin2a = 2sinacosa, (cosa)? + (sina)? =1
a pro xg # 0 dostaneme
|siny(t +1)] = 2|siny(t)[\/1 — (siny(t))2 = 2|siny(t)| - | cosy(t)| =
= |2siny(t) cos y(t)| = | sin 2y(t)|.

Resime tedy goniometrickou rovnici s absolutni hodnotou |siny(t + 1)| = |siny(t)| pro ne-
znédmou y(t + 1). ReSeni této rovnice miize byt feSenim nékteré ze dvou goniometrickych
rovnic

siny(t + 1) =sin2y(t), siny(t+1) = —sin2y(t)

pro neznamou y(¢ + 1). Prvni z téchto rovnic ma dvé feseni
y(t+1) =2y(t) + 2km, yt+1)=—-2y(t)+ (2k + 1), keZ,
druhd mé také dveé reseni

y(t+1) = —2y(t) + 2km, y(t+1)=2y(t) + (2k + 1), ke Z.
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To znamena, ze posloupnost y spliiuje nékterou z nekoneéného systému linearnich rekurentnich
formuli prvniho radu

y(t+1) =£2y(t) + kn, ke,
nebo ekvivalentné linedrnich diferen¢nich rovnic Ay = (+2 — 1)y + kx. Podle dusledku 2 véty
16 je feseni téchto rovnic tvaru
t—to—1

=yo(£2)" " +kr > (£2),
=0

(£2)t "0 — 1

t) = yo(£2) 700 + k
y(t) = yo(£2)° + kr—"—

kde yp = y(t9) = arcsin xyp. Sumu na pravé strané rovnosti lze vyjadrit jako

t—to—1
> = ” o
— 14+2444 - (£2)F071 1>,

coz znamena, ze pro t > tg je rovna lichému celému ¢islu. Proto pro ¢ > ¢ plati
y(t) = (£2)" Pyo+ 2+ ), l€Z
a tedy také

z(t) = [siny(t)| sgnzo =
= [sin ((£2)""yo) cos ((2 + 1)7) + cos ((+2)" yp) sin (20 + 1)7) | sgnzo =
= |—(:|:1)t_t0 sin (2t_t0yo) + 0| sgnxy = ‘(il)t_to sin (2t_t°y0) | sgn xg =
= ‘sin (2t_t° arcsin xo) { sgn .
Dostavame tak vysledek, ze feseni pocatecni tulohy (4.21), (4.17) s zg € [—1,1] je pro t > &
dano formuli
(t) = |sin (27" arcsin 2 | sgn zo; (4.23)

toto FeSeni neméni znaménko a pro libovolné ¢ > ¢y spliiuje nerovnost |z (t)| < 1.
Priklad:

_ =’ _
z(t+1) = ol +1)° z(0) = -3
N 1
Zavedeme substituci z(t) = TR Pak
T BRI G BT
y(t

Tedy y(t +1)? = 4y(t)* (1 — y(t)?), neboli

y(t+1) =2y(t) /1 —y(t)*

Reseni této rovnice s po¢ateéni podminkou y(0) = g je podle piedchoziho vysledku dano
vyrazem y(t) = |sin (2t arcsin g) . Regeni dané tlohy tedy je

2
1

z(t) = —

: t i V3 )
sin (2 arcsin ) m
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2z(t z(t)? -1
O g1y 0
1—x(t) 2x(t)
Opét ma smysl fesit pocatecni lohu pouze pro t > t.

V piipadé prvni rovnice zavedeme substituci z(t) = tg y(t) a vyuZzijeme vzorec pro tangens
dvojnasobného argumentu

Rovnice z(t +1) =

2tg

tg2a = W.
Pak je

eyt +1) = ot +1) = - %2)2 -- _2(tfgyy(2))2 — tg2y(t).

Resime tedy goniometrickou rovnici tg y(t + 1) = tg 2y(t) pro neznamou y(t + 1). Dostaneme

y(t+1)=2y(t+1)+kn, kel
Tato linearni nehomogenni rovnice prvniho fddu mé feseni
y(t) = yo2' 0 + km (21700 — 1),
kde yo = y(0) = arctg zo. Zpétnou substituci dostaneme
z(t) = tg (2" arctg zo + (2770 — 1)kn) =

_tg (27" arctg zo) + tg (217 — 1)km)
C1-—tg (215*150 arctg :co) tg ((215*150 - 1)l<:7r)

=tg (2t*t0 arctg mo) .
Reseni pocatecni tilohy
.%'( + ) 1—x(t)2’ .%'( 0) xTo

je dano vyrazem
z(t) = tg (27" arctg zo) .

Druhou rovnici fesime analogicky, pouzijeme substituci x(t) = cotg y(t).

Priklad:

2(t+1) = 290(096((;)—__;@)) +1, 2(0) =1,
Rovnici postupné upravujeme
1-a(t+1) = 2%,
1—x(t
Ly 2(1—(1—x<t>>)<i)+<1—m<t>>>’
1 2(t+1) = 2%.

Tento zapis rovnice ukazuje, Ze substituce y(¢) = 1 — x(t) rovnici transformuje na uvazovany
tvar. Reseni tlohy je tedy dano relaci

1 2(t) = tg (2 avet(l — 20) = tg (277 )
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nebot 1 — zg = %, arctg% = %77. Reseni dané tlohy tedy je

d01-w(%h).

4.4.2 Logisticka rovnice

Logisticka diferencni rovnice je rovnice tvaru
a(t+1) = ax(t)(1 —x(t)), nebo Az =z(a—1-ax),

kde a € R, a # 0.

Rekurentni vztah pro hledanou posloupnost x ukazuje, ze logistickd rovnice s pocatecni
podminkou z(tg) = z¢p ma jednoznacéné feseni pro ¢t > tg. Z rekurentniho vztahu vSak obecné
nelze jednoznacéné vyjadiit hodnotu z(t) v zévislosti na x(t + 1). Z rovnice

az(t)? —az(t) + z(t+1) =0

totiz vychéazi

2 a

x(t):1<1i 1—M>.

Odtud plyne, ze logistickd rovnice s poc¢ateéni podminkou z(ty) = zp ma redlné feSeni pro
néjaké indexy t < ty pouze v pripadé, ze xg < %a. Toto feseni vSak obecné neni vyjadieno
jednoznacné. Jedinou vyjimkou je ptfipad a = 2, xg = %; pak je konstantni posloupnost z = %
jednozna¢nym FeSenim pocate¢ni tlohy definovanym na celé mnoziné Z. V pripadé zog = %a,
a # 2 totiz dostaneme x(tg — 1) = 3 # zy a hodnota z(ty — 2) jiz neni uréena jednoznacné.
7 vyjadreni diference hledané posloupnosti x bezprostredné plyne, ze konstantni posloup-

nosti
1
r=0 az=1—— (4.24)
a

jsou TeSenimi logistické rovnice definovanymi na celé mnoziné Z. Tyto posloupnosti ovsem
obecné nelze povazovat za feSeni logistické rovnice s pocatecéni hodnotou x¢g = 0 nebo zg =
1-1/a.
Pocéatecni dlohu pro logistickou rovnici vyfesime pouze ve tfech specidlnich pfipadech.
Pripad a = 2: Budeme fesit pocatecni tlohu
a(t+1) =2z(t)(1—=z(t)), =x(t) = o, (4.25)
ktera je ekvivalentni s tilohou

Az =x(1—2x), xz(ty) = zo.

Nejprve zavedeme substituci

y(t) =1—2z(t), tj. z(t)==(1-y()). (4.26)
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Po dosazeni a tpravach postupné dostaneme

%(1 —yt+1) = (1—y@) (1 - %(1 - y(f>)>
%(1 —y(t+1)) = % (1-5(®)?)
yt+1) = y(t)?
y(t+1y(t) > = L

To je logaritmicky linearni rovnice. Jejim logaritmovanim dostaneme
Iny(t+1) —2Iny(t) =0,
coz je linedrni homogenni rovnice z(t + 1) = 2z(t) pro posloupnost
z(t) = Iny(t). (4.27)
To znamena, ze z(t) = 22", kde z9 = Iny(to) = In (1 — 2z(t)). Odtud dostaneme
y(t) = *) = exp (2" In(1 — 219)) = (1 — 2x0)2t_t0.

Zpétnou substituci dostaneme feseni tilohy ve tvaru

1 _
2(t) = (1 — (1 - 220)% t“) . (4.28)
Pii feSeni tlohy jsme mlcky predpokladali, ze vyraz In(1 — 2xz¢) je definovan, tedy ze z¢ < %
Vyraz na pravé strané rovnosti (4.28) je v8ak definovan pro kazdé zo € R. Plati totiz

1—21‘0, t:t(),

B t—tg
1—2120)% " = (|1 — 2z0|sgn(1 — 22¢))* =
( 0) (I o sgn( 0)) exp (27" In |1 — 2x0]), t # to.

Pfimym vypocétem se miuzeme presvédéit, ze rovnosti (4.28) je skuteéné definovano Feseni
tlohy (4.25) pro libovolnou pocateéni hodnotu.

Postup hledani tvaru (4.28) feseni poc¢ateéni tlohy (4.25) pomoci substituci (4.26) a (4.27)
miizeme popsat ve zhusténé formeé: substituci

1—2z(t) = exp z(t)
najdeme feSeni ulohy (4.25) ve tvaru

1—2z(t) = exp (2" In(1 — 2zy)) .

Kvalitativni vlastnosti resent ulohy (4.25). Pro zg € (0,1) je |1 — 2z¢| < 1, takZe FeSeni
ulohy s takovymi pocatecnimi hodnotami spliuje

lim (1 — 220)% " =
Jim (1 = 2ao)

lim z(t) =

L_1 1
t—00 22 2

Pro zg € {0,1} at > tg je (1 —230)2 " =1, nebot &slo 2t je sudé. Proto feseni tlohy
(4.25) s pocateéni podminkou xy € {0,1} spliluje rovnost x(t) = 0 pro kazdé ¢ > t.
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Pro zyp > 1 nebo z9 < 0 je |1 — 2x0| > 1 a proto tlim z(t) = —oo.
— 00
Pro 29 = 1 je fefeni tilohy (4.25) rovno z = § v souladu s (4.24). Toto fedeni je definovéno

na celé mnoziné 7Z, jak jiz bylo predeslano.
Pripad a = 4: Nejprve budeme hledat nezdporné feseni pocatecni tlohy
a(t+1) =4z(t)(1 —z(t), =x(to) = zo. (4.29)
To znamend, ze budeme predpokladat, ze xg € [0, 1] a zavedeme substituci
z(t) = y()? b y(t) = V(). (4.30)

Po dosazeni do rekurentni formule v (4.29) dostaneme

e+ 1) = ay(0)* (1= y(t?) = (2000 T 42 )

tedy
y(t+1) =2y(t)v/1 —y(t)*.

Pocateéni podminka bude y(to) = /o > 0. Jedna se tedy o rovnici tvaru (4.21) s nezapornou
pocatecni hodnotou, kterou fesime substituci

y(t) = |sinz(t)|. (4.31)
Podle (4.23) dostaneme FeSeni ve tvaru
y(t) = |sin (27" arcsiny/zo) | -

Zpétnou substituci dostaneme feseni z(¢) = y(t)? tlohy (4.29) vyjadfené formuli

z(t) = [sin (27" arcsiny/zg) | 2. (4.32)
Pfimym vypoctem miZeme ovéfit, ze tato posloupnost je skuteéné Fesenim tlohy (4.29).

Postup hledani feseni tvaru (4.32) pocatec¢ni tlohy (4.29) s z¢ € [0, 1] pomoci substituci
(4.30) a (4.31) muzeme opét zformulovat ve zhusténé podobé: Substituci

Va(t) = |sinz(t)|
najdeme Feseni tlohy (4.29) s ¢ € [0,1] ve tvaru

V() = |sin (2t arcsin\/x_oﬂ .

Kualitativni vlastnosti resent ulohy (4.29) s xg € [0,1].
Nejprve ukézeme, zZe logistickd rovnice s parametrem a = 4 ma periodicka feseni libovolné
periody. Bud tedy n libovolné prirozené ¢islo a polozime

2n71 2
zg = | sin T .
(sn357)
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Dosazenim do (4.32) dostaneme

2

on—1 2 gn—1 2
x(to +mn) = |sin | 2" arcsiny [ | sin T = |sin | 2" T =
2n 41 2n 41

_|_
2n71 2 2n71 2 2n71 2
=|sin{ (2"+1-1) T = [sin (2" 17 — s = | —sin T =xg.
2n 41 2n 41 2n 41

Pron=1je
2n71 2 2
(sin T 17T> = (sin %7?)2 = <73) =3
v souladu s (4.24).

V ptipadé rovnice (4.25) libovolné feSeni s poc¢ateéni hodnotou xy € (0,1) konvergovalo
ke konstantnimu nenulovému Feseni. Rovnice (4.29) tuto vlastnost nemd, periodicka FeSeni
samoziejmé nekonverguji. OvSem existuji takova reseni, ktera ke % konverguji. Uvazme feSeni

s pocatecni hodnotou
1 2
zo = | sin us

a bud k € Ny libovolné. Pak plati

2 §’ k>n,
x(to + k) = [Sin (2’“3 5 w)] = , 2 g -
’ [sin (WT()] 7& g k <n.

Toto Teseni tedy konverguje ke % a to tak, ze po n krocich této hodnoty dosahne a ztstane
konstantni.

Pocéatecni tloha pro logistickou rovnici s parametrem a = 4 ma také feSeni, které je
nenulové pouze pro koneéné mnoho indexu, tj. reseni, které ,po konecné mnoha krocich
vymizi“. Bud opét n € N libovolné ¢islo a polozme

2
To = (sin 2—n> .
Pro libovolné k € Ny plati

2 2
x(to+ k) = {sin (2’?21”)} = {sin (2’?7"%)] .
To znamend, ze x(tg + k) =0 pro k >0 a z(tp + k) > 0 pro k € {0,1,...,n — 1}.

Nyni hledejme feseni tlohy (4.29) s pocateéni hodnotou z( spliujici nerovnost zg > 1
nebo xy < 0, tj. ‘xo — %‘ > %
Nejprve si vSimnéme, Ze pro xo > 1 je x(tg + 1) = 4x9(1 — 29) < 0. Déle pro z(t) < 0 je
také
w(t+1) =4a(t) (1 — z(t)) = —4lz(t)|[(1 + |z(t)]) <0,

coz znamena, ze pokud v néjakém ¢; je FeSeni tlohy (4.29) zaporné, pak je zaporné pro kazdé
t > t1. Celkem tak dostavame, ze pro pocatecni hodnotu xg splnujici nerovnost {xo — %| > %,
feseni tlohy (4.29) spliiuje nerovnost z(t) < 0 pro vSechna ¢t > ty+ 1. Budeme tedy fesit ilohu

z(t+1) =4z(t)(1 —z(t), =z(to+1)=z1 <0. (4.33)
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Ponévadz feseni této tlohy je zdporné, mtizeme pouzit substituci
2(t) = —y()?, ti. |y®)| = V=) (4.34)
Dosazenim do rovnice v (4.33) dostaneme
y(t+1)* = —z(t +1) = ~4a(t)(1 - z(t)) = 4y(t)* (1 + y(1)?),

neboli
ly(t+ 1) = 2Jy(t)[v/1 + [y(t)]?

To je diferen¢ni rovnice tvaru (4.19) pro posloupnost |y|. Pfislusnd pocateéni podminka je
y(to + 1)| = v/—x1. Tuto tlohu Fesime substituci |y(t)| = sinh z(¢) a podle (4.20) dostaneme
jeji reseni ve tvaru

ly(t)| = sinh (27" argsinh |y(tp 4+ 1)|) = sinh (27" argsinh v/—z7) .
Zpétnou substituci (4.34) napiSeme FeSeni tlohy (4.33) ve tvaru
z(t) = — [sinh (2"~ argsinh V—z1)] 2 (4.35)

Tento vysledek mtizeme jesté upravit. Nejprve vyuzijeme skutecnosti, ze —z1 = 4xg(xo — 1)
a proto

argsinh /—z; = argsinh \/435(2) —4xg =In <\/4x3 —4dxg + \/4x(2) —4xg + 1) =
:m(¢@m—1ﬁ—1+vOquﬁ>:m<u—2my+w@m—4ﬁ—1>:

= argcosh |1 — 2z

dale vyuzijeme vzorec pro hyperbolicky sinus polovi¢niho argumentu

.. a\2 cosha-—-1
(smh —) =
2 2

a po dosazeni dostaneme
z(t) = —3 (cosh (2% argcosh [1 — 2z¢[) — 1) .

Odtud vyjadiime
1 — 2z(t) = cosh (2" argcosh |1 — 2z]) . (4.36)

Reseni tlohy (4.29) s po¢ateéni hodnotou xg, spliiujici nerovnost |x0 — %| > % jsme pro t >ty
dostali v implicitnim tvaru (4.36). Jiz snadno ovéfime, Ze rovnosti

|1 — 22(t)| = cosh (2'" argcosh [1 — 2x¢)) (4.37)

je dano FeSeni tlohy (4.29) s poc¢atecéni hodnotou spliiujici {xo — %{ > % pro kazdé t > ty.
Primym vypoctem mutzeme také ukazat, ze substituci

|1 —2xz(t)| = cosh z(t)
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dostaneme feseni tlohy (4.29) s po¢atecéni hodnotou xy splitujici nerovnost ‘xo - %‘ > % ve

tvaru (4.37).

Kualitativni vlastnosti teSend ulohy (4.29) s poédtecni hodnotou xo spliiujici nerovnost
‘xo — %‘ > % Z vyjadreni feSeni ve tvaru (4.35) vidime, Ze pro libovolné feseni x tlohy plati

lim = —o0
t—o0
a posloupnost x je ryze klesajici.
Pripad a = —2: Budeme feSit pocatecni tlohu
z(t+1) = —=2z(t)(1 —z(t)), =z(to) = zo. (4.38)

Nejprve zavedeme substituci

N[
—~
e~
w
Ne)
N~—

y(t) = 2(t) — 5, tj- x(t) = y(t) +
Po dosazeni dostaneme
yt+1) =zt+1)—t=—-2e)(1—2(t) —3=—2@wt)+H) (1-y@t)—3) - 1=
==2(yt) +3) (v +3) —3=21)* ) —3=29(1)" - 1.
Posloupnost y je tedy feSenim pocatecni tlohy
y(t +1) =2y(t)* — 1, y(to) = 0 — 3.

To je prvni z rovnic fesitelna goniometrickou nebo hyperbolickou substituci, viz 4.4.1. ReSeni
rovnice hledame pro ruzné pocateéni hodnoty rtuznymi substitucemi.
Necht nejprve y(tg) = xo — % €[-1,1], tj. xp € [—%, %] Substituci

y(t) = cos z(t) (4.40)

dostaneme feSeni ve tvaru y(t) = cos (2t_t° arccos yo). Zpétnou substituci dostaneme reseni
ptvodni tlohy
z(t) = 5 + cos (27" arccos (zg — 1)) .

Pokud |y(to)| = ‘xo — %‘ > 1, tj. xg < —% nebo xg > %, pouZzijeme substituci
y(t) = cosh z(t) (4.41)

a dostaneme FeSeni ve tvaru
z(t) = % + cosh <2tt0 In <|x0 — 2+ /(zo — %)2 — 1>> .

Reseni logistické rovnice s parametrem a = —2 pomoci substituci (4.39) a (4.40) nebo
(4.41) mtzeme opét shrnout:
Reseni tilohy (4.38) s po¢ateéni podminkou z(tg) = z¢ € [—3, 3] najdeme substituci

z(t) — 1 = cos 2(t)
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parametr | po¢atecni hodnota () ©(Q)
a=2 o €R 1—2¢ ¢

a=4 xo € [0,1] VE | sin €|
a=4 xo > 1 nebo z9 < 0 |1 —2¢| | cosh(
a=-2 |mz€[-3, 3] £—3 cos ¢
a= -2 m0<—% neboxo>% 5—% cosh ¢

Tabulka 4.1: Hodnoty parametru a poc¢ate¢ni podminky, pro které je reseni diskrétni logistické
rovnice z(t+ 1) = az(t)(1 —z(t)) s po¢atecni podminkou z(tg) = xo implicitné dano rovnosti

F(@®) = o (200 (f(@0))).

ve tvaru
2(t) = § = cos (27 arccos (w0 — 4)):

Feseni tlohy (4.38) s pocateéni podminkou |zg — 3| > 1 najdeme substituci

z(t) — 3 = cosh z(t)
ve tvaru

z(t) — 5 = cosh (27" argcosh (zg — 1)) .
,Zobecnujici“ poznamka: Logistickou rovnici
z(t+1) = az(t)(1 — (1))

lze pro nékteré hodnoty parametru a a nékteré pocatecni hodnoty x( fesit substituci

fz@) = e(2(t)),
kterou dostaneme feSeni logistické rovnice v implicitnim tvaru

F(2(t) = o2 "¢ (f(0) ).

Hodnoty parametru a a pocateéni hodnoty xzg, pro které jsme timto postupem nasli FeSeni
logistické rovnice jsou shrnuty v tabulce 4.1.

4.5 Cviceni

V tlohach 1-6 najdéte obecné feseni rovnice.
Loa(t+1)2 - 2+t)zt+Da(t) —2tz(t)2 =0 4. o(t+1) = 2(t)?
2. z(t+1)z(t) —x(t+1)+x(t) =0 5. z(t+1) =2x(th/1 — x(t)?

3. a(t+ Da(t) — 2a(t+ 1) + da(t) = 5 6. a(t+1)=1 <x(t)——>, 0> 0
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7. 2(t+1)? = 22(t+ Da(t) —3z(t)2 =0 9. z(t+1) = ig’g j:‘ll a>0
6
8. z(t+1)=5— o) 10, ot 41) = 2%1—_35:(;();))

z(t+1)3
(1)

12. Ukazte, Ze k libovolnému kladnému pfirozenému ¢islu n existuje hodnota z¢g = xg(n)
takova, ze Teseni ulohy

11. Reste pocatecni tlohu z(t + 2) = , 2(0) =z, x(1) = 1.

z(t+1) =2z(t)(z(t) — 1), z(0) =z

ma periodu n.

Vysledky:
t—1 :
1. 2%, z(to)(—=1)t % T 4, 4. ¢?
1=t
. ’ 5. sin2tc
2. c—t’ 6. v/a cotg 2tc
5—2¢(—6)" 1
3. 1

6(1+ c(—6)")’

7. .Z‘ogt, .Z'o(—l)t
3x9 — 6 2z0 + 6
xo — 2+ (w0 + 3) (%)t $0+3+($0_2)(%)t
o, /g o HVa) (L+ +Va) + (z0 —v/a) (1 —y/a)'
(20 +/a) (1 +va)' — (z0 —y/a) (1 —/a)'

10. 1 — cotg (2% arccotg(l — o))

- 2t—1
11. z <—1)
Zo

12. Napriklad zp = % + cos

m
2n —1



Kapitola 5

Autonomni rovnice

Jedna spoleéné vlastnost ti1 modelid ristu populace sestavenych v Kapitole 1 je bezprostiedné
vidét z tvart rovnic (1.14), (1.16) a (1.17) — na pravé strané téchto rekurentnich formuli se
cas t vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti x. To znamend, Ze model rustu je
v kazdém casovém okamziku stejny. Tuto skutec¢nost Ize interpretovat tak, Ze zmény okolniho
svéta nemaji zadny vliv na rist populace. Jinak feceno, populaci (charakterizovanou vnitinim
koeficientem rustu r) s jejim prostfedim (charakterizovanou kapacitou K) si predstavujeme
jako izolovanou od okolniho svéta. Populaci a jeji prostfedi tak chapeme jako uzavieny systém
a tento systém se vyviji podle svych vlastnich (cvTog) zdkonu (vopor). Proto rovnice (1.14),
(1.16), (1.17) a obecné diferen¢ni rovnice a jejich soustavy, v jejichZ zapisu se ¢as t objevuje
jen jako index hledanych posloupnosti, nazyvame autonomni.

Autonomni rovnice a systémy jsou vymezeny pouze tvarem zapisu, nikoliv jejich interpre-
tacemi nebo realitou, kterou modeluji. To, ze chapeme populaci spolu s jejim prostfedim jako
jeden izolovany systém, neni vynuceno néjakymi objektivnimi zédkonitostmi. Jedna se jen o
jednu z moznosti popisu, o jeden mozny tthel pohledu. Stejné dobfe bychom si mohli predsta-
vovat, ze samotné populace predstavuje systém, na ktery ptiisobi jeho okoli. Nebo Ze populace
a jeji prostredi jsou dva systémy, které se vzajemné ovliviuji. Tyto moznosti ukdzeme na
prikladu Bevertonovy-Holtovy rovnice (1.16).

Resen{ rovnice (1.16) s poc¢ateéni podminkou (1.9) je podle (4.1) ddno formuli

K&

x(t) = Gt (K=& (5.1)
Odtud plyne, ze
a(t+1) b+ (K&)' _ r
z(t) o+ (K =&t 14 (r—1)&
o+ (K — &o)r
Oznacime-li tedy
§o 1
t) = = , 5.2
vlt) o+ (K — &o)r* 1+<5_1> —t 2
€o
muizeme psat
a(t+1) = L 2(t) (5.3)
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Vyvoj velikosti populace je tedy také zapsan linedrni homogenni rovnici. Tato rovnice neni
autonomni, proménné ¢ se neobjevuje jen jako index hledané posloupnosti =, ale také ve
vyrazu y(t) a posloupnost y pfitom povazujeme za zndmou. Vyraz

[+ (r = Dy(t)

1ze interpretovat jako ristovy koeficient populace, ktery se v ¢ase méni; je-li (r—1)y(t) > 0, je
tento rustovy koeficient mensi nez vnitini koeficient riustu populace, je-li (r — 1)y(t) < 0, pak
je vétsi. Veli¢inu y(¢) mizeme tedy interpretovat jako vliv prostfedi na rust populace v ¢ase
t, jako jakousi charakteristiku proménlivého prostiedi. Z rovnosti (5.1) a (5.2) vidime, ze

Bezrozmérna veli¢ina y tedy vyjadiuje pomér velikosti populace k tzivnosti prostiedi, coz
lze také chapat jako relativni (vy)cerpani zdrojiu prostfedi, nebo z jiného pohledu jako jejich
vzéacnost.

Z rovnosti (5.2) plyne

a tedy
1 1 ry(t)
K 1 1 -1
1 + <_ _ 1> ,r—tfl 1 + (_ _ 1> 7,71 + (7“ )y(t)
€o y(t)
Posloupnost y je tedy fesenim nelinearni diferen¢ni rovnice
ry(t
yt+1) = — v (5.4)

I EECEETON
Model ristu populace mame nyni vyjadfeny dvéma autonomnimi rovnicemi (5.3) a (5.4).
Rovnice pro posloupnost y (charakterizujici prostiedi) nezavisi na posloupnosti x, proto ne-
mluvime o systému ale o dvojici rovnic. Tuto dvojici mizeme interpretovat jako model auto-
nomné se vyvijejictho prostiedi, které ovliviiuje velikost populace. V rovnicich (5.3), (5.4) se
nevyskytuje parametr K; Gzivnost prostfedi by se objevila jako pocateéni podminka

y(0) = 5—[3

Z relaci (5.3) a (1.16) mtzeme také odvodit

1+ (r — Dy(t) = rx(ﬁ)l) _ K+ (r}; Dat),

takze

(=10 = L0,

Dosadime-li tento vyraz do (5.4), dostaneme

_ rK
K+ (r—1)z(t)

y(t+1) y(t). (5.5)
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Nyni nebudeme posloupnost y povazovat za zndmou. Systém rovnic (5.3), (5.5) je autonomni,
proménna ¢ se na pravych stranach objevuje pouze jako index hledanych posloupnosti. Systém
(5.3), (5.5) muzeme tedy chapat jako model vyvoje populace (charakterizované jeji velikosti
x) a a jejiho zivotniho prostfedi (charakterizované relativni vzacnosti zdroji y); pfitom se
populace a prostfedi vzajemné ovliviiuji, ale nejsou ovliviiovany nicim jinym.

Oznadime-li
r rK

“ireonr YO wreone

muzeme systém rovnic (5.3), (5.5) zapsat v ,symetrickém* tvaru

e(n)

z(t+1) = o(yt)x(t),
yt+1) = ¥(at)y().

Tvar rovnic naznacuje, ze veli¢inu ¢ (y) mtzeme interpretovat jako riustovy koeficient populace
o velikosti z, a analogicky, veli¢inu ¢)(x) mizeme interpretovat jako rustovy koeficient néjaké
populace o velikosti .

Trividlni Gprava modelu riistu populace v omezeném prostiedi ukézala, ze populaci a jeji
prostiedi muZzeme chapat dynamicky jako vztah dvou vyvijejicich se populaci; pfitom rastovy
koeficient jedné z nich zavisi na té druhé.

Pokud je populace Zivotaschopnad, tj. jeji vnitini koeficient ristu r je vétsi nez 1, pak
r(r—1) <o, W(E) = — rK(r—1) _<o.

(14 (r—1)n) (K + (r — 1)¢)

Zvétseni ,,populace y* zmensuje rychlost riistu ,,populace x* a zvétseni ,,populace x“ zmensuje
rychlost ristu ,,populace y“. To v ekologické terminologii znamena, %e uvazované interagujici
populace jsou ve vztahu konkurence (kompetice).

¢'(n) = —

Néjaky systém (slovo ,systém* nyni chapeme jako ,néjak vymezena ¢ast reality”, nikoliv
ve smyslu ,systém rovnic*), na ktery nepusobi vnéjsi vlivy, se nemusi nijak chovat; jeho zména
nebo vyvoj mohou byt vyvolavany teprve zasahy z jeho okoli. O takovém systému fekneme, Ze
je v dynamické rovnovéze. Pokud je v takovém pfipadé stav systému popisovan néjakou ¢asove
zavislou veli¢inou (tj. posloupnosti) x = x(t), posloupnost = je v tomto pfipadé konstantni a
dynamickou rovnovahu predstavuje néjakd hodnota x* takova, ze x = x*. Je-li navic systém
modelovén autonomni diferenéni rovnici z(t + 1) = f(z(t)), pak musi platit 2* = f(z*);
dynamicky rovnovazny stav z* je dan fesenim této (algebraické) rovnice.

Dynamicka rovnovaha samoziejmé neznamend, ze ,,se nic nedéje”. Povazujeme-li za systém
napiiklad populaci, kterou charakterizujeme jeji velikosti x, mtze byt tato velikost konstantni
a pritom miize dochéazet k thynu a rozeni jedinci, poc¢et uhynulych vSak musi byt stejny jako
pocet nové narozenych.

7 hlediska modelované reality byva zajimavou otazkou, jak se systém chovéa, pokud v dy-
namické rovnovéaze neni. Nebo z jiného hlediska: co se stane, kdyz systém z rovnovahy vychy-
lime? Budeme to nyni opét ilustrovat na prikladu populace. Za adekvatni model vyvoje jeji
velikosti budeme povazovat logistickou rovnici (1.14).

Rovnovazny stav velikosti populace je dan fesenim kvadratické rovnice

* * r—1 *
r =2 T — A .
K
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Jednim kofenem této rovnice je z* = 0; to je nezajimavy trividlni pfipad — Zadné populace
neni a proto se nijak nevyviji. Zajimavéjsi je druhy koren z* = K, velikost populace je ustalena
presné na hodnoté Gzivnosti prostiedi.

7 explicitniho feseni logistické rovnice ukazaného v 4.4.2 vime, Ze v pripadé r = 2 kazdé
feSeni s poc¢ateéni podminkou xy € (0,2K) konverguje k hodnoté K. (Vysledky byly v 4.4.2
sice formulovany pro jednodussi rovnici (4.3), ale zpétnou zménou métitka (4.2) snadno do-
staneme vysledky pro rovnici (1.14) se dvéma parametry.) Naopak, v pfipadé r = 4 existuji
feSeni s pocateéni hodnotou xy € (0, %K ), ktera konverguji k rovnovazné hodnoté K, a existuji
FeSeni, kterd k této hodnoté nekonverguji. Pokud je tedy rtstovy koeficient maly a pocatecni
velikost populace ,neni piilis daleko* od rovnovazného stavu, populace se do ,ekologické rov-
novahy“ po case dostane. Je-1i vSak ristovy koeficient velky, i malad zména velikosti populace
od rovnovazného stavu muze vést ke ,ztraté ekologické stability“.

7 tohoto prikladu vidime, ze chovani systému, i systému popsaného jednoduchou rovnici,
nemusi byt jednoduse charakterizovano jeho dynamickou rovnovahou.

V této kapitole se budeme zabjvat autonomnimi rovnicemi a jejich systémy. Nejprve
ukézeme jednoduché vlastnosti autonomnich rovnic prvniho fadu. Z nich nejdilezitéjsi je
yinvariance v ¢ase“, ktera, zhruba feceno, ukazuje, Ze nezalezi na tom, kdy se systém popsany
autonomni rovnici zacal vyvijet, ale na tom, z jaké hodnoty tento vyvoj zacinal. Pak se budeme
vénovat rovnovaznym stavim a zejména jejich stabilité, tj. schopnosti systému se po (malém)
vychyleni z rovnovahy do rovnovazného stavu vratit. V pfipadé autonomnich rovnic k tomuto
zkouméani mame efektivni vypocetni i grafické metody.

Vysledky ziskané pro autonomni rovnice prvniho fadu pak zobecnime na systémy rovnic
a rovnice vyssich rfadu; pro né vsak jiz grafické metody nejsou k dispozici.

5.1 Autonomni rovnice prvniho radu

Autonomni diferencni rovnice pruniho 7dadu je takova rovnice, v niz se index posloupnosti ¢
nevyskytuje explicitné. Ve tvaru rekurentni formule ji mtzeme zapsat jako

z(t+1) = f(z(t)), (5.6)

kde f : Q@ — Q, Q C R. Pomoci operatoru posunu ¢ muzeme rovnici (5.6) zapsat jesté struénéji
ve tvaru

7 = f(x).

Autonomni rovnice tedy mohou modelovat proces, ktery se odehrava v podminkach neméni-
cich se v pribéhu casu. To lze interpretovat i tak, ze systém je izolovany, neptisobi na ného
zadné vnéjsi vlivy. Posloupnost x vyjadiuje néjak kvantifikovany stav tohoto procesu. Funkce
f popisuje, jak se stav v prubéhu ¢asového kroku zacinajiciho v okamziku ¢ zméni z hodnoty
x(t) na hodnotu x(t+1). Mnozina € je mnozinou hodnot, kterych muze stav procesu nabyvat,
proto ji nazyvame stavovy prostor.

U procest probihajicich v ¢asové neproménnych podminkich nezalezi na tom jaky cas
zvolime za pocatek, podrobnéji:

Tvrzeni 16. Je-li posloupnost Z FeSenim rovnice (5.6) s po¢ateéni podminkou Z(tg) = &o,
pak posloupnost z definovana vztahem z(t) = Z(t + o) je feSenim rovnice (5.6) s pocatecéni
podminkou z(0) = &.
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Diikaz: Posloupnost z je feSenim rovnice (5.6), nebot
s(t+1) =2t +1+to) =T((t+to) +1) = f(2(t +t0)) = f(z(t)),
a spliiuje pocateéni podminku x(0) = Z(0 + tg) = Z(to) = &o. O
Bez jmy na obecnosti tedy mizeme rovnici (5.6) uvazovat s poc¢ateéni podminkou
(0) = &o; (5.7)

pritom musi byt &y € Dom f.
Ulohu (5.6), (5.7) miiZzeme Fesit tak, Ze postupné pocitame jednotlivé ¢leny posloupnosti
feSeni, tj.

£(t) = (&),

Posloupnost x je tedy feSenim tlohy (5.6), (5.7) pravé tehdy, kdyz z(t) = f'(&) pro kazdy
index t € N (symbol f! ozna¢uje t-krat slozenou funkci f, nikoliv ¢-tou mocninu funkéni
hodnoty). Z tohoto vyjadieni je vidét, ze z ohranic¢enosti funkce f plyne ohrani¢enost Feseni
rovnice (5.6). Podrobnéji:

Tvrzeni 17. Pokud existuje konstanta h € R, resp. H € R, takové, ze h < f(x), resp.
f(x) < H, pro vSechna x € Q, pak pro kazdé feseni x rovnice (5.6) a pro vSechny indexy ¢ > 0
plati h < z(t), resp. z(t) < H.

O odhadu feseni ulohy (5.6), (5.7) z jiného pohledu vypovida nésledujici

Tvrzeni 18. Necht existuje ¢islo g takové, Ze pro vSechna £ € A C Q plati

[F ()] < ql€], resp. [f(E)] = ql¢].

Necht &y € A, x je FeSeni tlohy (5.6), (5.7). Pak pro kazdy index t € Ny FeSeni x spliiuje
nerovnost

lz(t)] < [olq", resp. z(t) > |&olg"

nebo existuje t; < ¢ takové, ze x(t1) ¢ A. Pokud f(A) C A, nemtize druhd moznost nastat.

Diikaz: Tvrzeni dokdZeme tiplnou indukei. Pro ¢ = 0 plati |2(0)| = || = |£o]¢°. Indukéni krok
v prvnim pripadé je

2t + 1) = [f(2(®))] < qlz(t)] < gléola” = [€ola™,

ve druhém ma obracené nerovnosti. O
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z(t+1) /‘7; z(t+1)
‘ f =)
£o JC‘* x(t) €o I* z(t)

z(t+1) F(z(t)) z(t+1)
f(x(t)
&o x(t) €o x(t)

Obrézek 5.1: Grafické feSeni autonomni rovnice (5.6). Vlevo ,schodovy diagram®, vpravo
spavucinovy diagram®, nahofe stabilni (pfitahujici) pevny (rovnovazny) bod zobrazeni f,
dole nestabilni (odpuzujici).

5.1.1 Grafické reseni

Uvazujme nelinearni diferenéni rovnici (rekurentni formuli) prvniho fadu (5.6) s pocatecni
podminkou (5.7). Rovnici lze chépat také jako zapis zobrazeni, které redlné hodnoté z(t)
ptifadi hodnotu z(t 4+ 1), tj. jako readlnou funkci jedné redlné proménné. Toto zobrazeni lze
znézornit v soufadné roviné — na vodorovnou osu nanasime hodnoty z(t), na svislou hodnoty
x(t 4+ 1). Nakreslime tedy graf funkce f a pro danou hodnotu z(0) = & na ném najdeme
hodnotu z(1).

Stejnym zpusobem chceme najit hodnotu 2(2) pomoci hodnoty z(1). Hodnotu x(1) tedy
preneseme na vodorovnou osu; to muzeme udélat tak, Ze sestrojime vodorovnou usecku ve
vysce z(1) (,vyskou” rozumim, Ze p¥imka incidentni s touto tseckou prochazi bodem (0, z(1))
na svislé ose) a najdeme jeji prisecik s osou prvniho kvadrantu, tedy bod (56(1), x(l)) Nyni
prusecik svislé primky prochazejici timto bodem a grafu funkce f méa druhou souradnici rovnu
hledané hodnoté z(2) = f(z(1)).

Pii hledani hodnoty z(2) FeSeni uvazované diferenc¢ni rovnice tedy sestrojime vodorovnou
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tsecku s krajnimi body (&, z(1)) a (z(1),z(1)), poté tsecku s krajnimi body (z(1), (1))
a (x(1),2(2)). Timto zpiisobem miiZeme pokracovat a postupné nachazet (konstruovat) jed-
notlivé ¢leny posloupnosti, kterd fesi danou diferen¢ni rovnici. V zavislosti na tvaru grafu
funkce f, tsecky konstruované popsanym zpisobem vytvari ,schody“, obr. 5.1 vlevo, (odtud
pouzivany nazev ,stair step diagram®) nebo ,pavuéinu® (,,codweb diagram“), obr. 5.1 vpravo.
Pokud je funkce f konkavni, ma nejvyse dva pevné body. To znamena, Ze existuji nejvyse
dvé hodnoty z* takové, ze f(z*) = z*. Tyto body jsou soufadnicemi prisecikii grafu funkce f
a osy prvniho kvadrantu. Na diagramech konstruovanych popsanym zptisobem je dobte vidét,
za jakych podminek (tj. pfi jakém tvaru funkce f) se FeSeni uvazované diferen¢ni rovnice od
stacionarniho bodu vzdaluje (obr. 5.1 dole) nebo se k nému pfiblizuje (obr. 5.1 nahote).

5.1.2 Rovnovazné body a jejich stabilita

Definice 25. Mnozina bodi T (&) = {f"(&) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &.

Trajektorie bodu £y je mnozinou ¢lent feseni ulohy (5.6), (5.7).

Definice 26. Rekneme, ze bod z* € Dom f je rovnovding (staciondrni) bod rovnice (5.6),
pokud je pevnym bodem funkce f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Bod z* je rovnovaznym bodem rovnice (5.6) pravé tehdy, kdyz staciondrni posloupnost
xr = z* je feSenim této rovnice. To nastava pravé tehdy, kdyz x* je prvni soutadnici priseciku
grafu funkce f a osy prvniho a tfetiho kvadrantu, tj. pfimky o rovnici y = .

Trajektorie rovnovazného bodu z* je jednoprvkovd, T (z*) = {«*}.

Definice 27. Rekneme, ze rovnovazny bod x* rovnice (5.6) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné ¢&islo r € N takové, ze f7(£) = x* a fr1(€) # z*.

Je-li rovnovazny bod x* dosazitelny z néjakého bodu £ # z*, pak funkce f neni prosta.

Priklad: UvaZzujme rovnici
z(t+1) =T (x(t

kde funkce T je definovana vztahem

~—
~—

2x, 0<x< l,
T(z) = . 2
2 —2x, 3 < 1.
Plati T'(0) = 0, T(%) = 2 — 22 = 2, takze 0 a 2 jsou rovnovazné body uvazované rovnice.
Déle1 )
T(3) =3,
T(5) =13 T°G)=T(3) =3,

(L) -2 (L) ! () =L e (1) 2
3.2n 3.0 3.2n 3.2n=27 1Y 3-2n 3’ 2n 3

To znamena, %e rovnovazny bod % je dosazitelny z kazdého bodu tvaru

3.2n°
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Definice 28. Necht z* je rovnovazny bod rovnice (5.6) a posloupnost x je FeSenim ulohy
(5.6), (5.7). Rekneme, Ze rovnovazny bod z* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti |{y — z*| < J plyne
nerovnost |z(t) — 2*| < € pro vSechna t > 0;

atrahugici (pFitazlivy), pokud existuje n > 0 takové, Ze z nerovnosti |{o—z*| < 7 plyne rovnost
tlim x(t) = z*; je-li navic n = oo, Fekneme, ze z* je globalné atrahujici;
—00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globalné asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzujici), pokud existuje e > 0 takové, ze z nerovnosti {y # x* plyne, Ze existuje
index posloupnosti ty takovy, ze |z(t) — z*| > € pro vSechny indexy t > .

Poznamenejme, ze je-li rovnovazny bod z* rovnice (5.6) repelentni, pak je nestabilni.
Obracené tvrzeni neplati. Od nestabilniho rovnovazného bodu z* se feSeni x rovnice (5.6)
v jistém case (indexu) t; vzdali, ale v néjakém dalsim case to > t; se k nému mize opét
priblizit.

Priklad: Linearni rovnice

z(t+1) =ax(t)+p

s poéateéni podminkou z(0) = &, mé podle vysledkti uvedenych v 3.1.2 feseni

x(t) = (go - i) ol + b

a—1 11—«

Pro jediny rovnovazny bod z* = uvazované rovnice plati:

11—«
e je-li o] > 1, pak z* je repelentni;
e je-li |a| =1, pak z* je stabilni ale nikoliv atrahujici;

e je-li |a| < 1, pak z* je globalné asymptoticky stabilni; je-li pfitom navic o = 0, pak z*
je dosazitelny z jakéhokoliv bodu & € R, £ # z*. |

Budeme vysetfovat chovani feseni rovnice (5.6) v okoli rovnovazného bodu z*. Odchylku
feSeni x od rovnovazného stavu z* definujeme jako posloupnost y danou vztahem

y(t) = x(t) — z*.
Z Taylorovy véty plyne, ze ke kazdému indexu t existuje ¢islo J(t) z intervalu [0, 1] takové, ze
yt+1) =t +1) — 2" = f(z(t) - f(2") =
* * 1 * * %\ 2
= F'@) (@t = 2%) + 57" (¢ + 90 (2() - 7)) (2(t) - 27)* =

= Fae) + 5 (" + )y
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Pokud je odchylka y(t) ,mala“, ,vyrazné mensi nez 1¢, pak je jeji druhd mocnina y(t)? ,,jesté
mensi®, ,skoro nulova“. Na zakladé této iivahy zanedbame v posledni rovnost posledni s¢itanec
a dostaneme, ze odchylka y(¢) od rovnovdzného stavu piiblizné spliiuje linedrni homogenni
diferenc¢ni rovnici

y(t+1) = f'(=")y(t).

Pokud tedy |f’(z*)| < 1, pak mald odchylka se bude s rostoucim indexem ¢ zmensovat, az
vymizi. Lze tedy ocekéavat, ze v piipadé |f’(z*)| < 1 bude rovnovazny bod z* asymptoticky
stabilni. Pokud naopak |f’(z*)| > 1, mald odchylka se bude s rostoucim t zvétsSovat, az
prestane byt malou. V tomto pripadeé lze ocekavat, ze rovnovazny bod z* je nestabilni. Z této
tvahy ovSem neplyne, ze by v pfipadé |f/(z*)| > 1 byl rovnovazny bod x* repelentni. Odchylka
se muze zveétsit a poté znovu zmensit na hodnotu mensi, nez predem dana hranice €.

Provedend tvaha ukazuje, Ze lze snadno rozhodnout o asymptotické stabilité nebo nesta-
bilité rovnovazného bodu z* rovnice (5.6), pro ktery je |f/'(x*)| # 1. Takovy rovnovazny bod
si zaslouzi vlastni nazev.

Definice 29. Rekneme, 7e rovnovazny bod z* rovnice (5.6) je hyperbolicky, pokud

/()] # 1.

Pri vySetfovani stability se vSak nemusime omezit jen na hyperbolické rovnovazné body.
Témer uplnou odpovéd na otdzku stability rovnovaznych bodt autonomnich diferencnich
rovnic s hladkou pravou stranou da Véta 26.

Véta 26. Necht x* je rovnovaziny bod rovnice (5.6) a funkce f je spojité diferencovatelnd
v bode x*. Pak plati:

(i) Je-li |f'(z*)| > 1, pak x* je nestabilni.
(i1) Je-li |f'(z*)| < 1, pak x* je asymptoticky stabilni.
(111) Je-li f'(z*) =1 a funkce f je v bodé x* dvakrdt spojité diferencovatelnd, pak:

(a) je-li f""(x*) #0, pak x* je nestabilni;
(b) je-li f"(x*) =0 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak
(o) je-li f"(x*) >0, pak x* je nestabilni,
(B) je-li f"(z*) <0, pak x* je asymptoticky stabilni.
(iv) Je-li f'(x*) = —1 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak:

(a) je-li f"(z*) < —3 [f"(x*)]?, pak x* je nestabilni,
(b) je-li f"(x*) > —3 [f"(x*)]?, pak x* je asymptoticky stabilni.
Drikaz: (i) Necht | f'(2*)| > 1. Polozme v = £ (| f'(z*)| — 1) > 0. Ponévad# funkce f’ je spojita

v bodé z*, je v tomto bodé spojita i jeji absolutni hodnota a tedy existuje € > 0 takové, ze
pro kazdé £ € (z* —e,2* +¢) je

P> [f(=9)] =
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Polozme ¢ = inf {|f'(§)] : —e < { —a* < &}. Pak
q> @) —v=L(f(a")|+1) > 1L

Necht nyni 0 < |{§p — z*| < € a x je feSenim ulohy (5.6), (5.7). Ozna¢me y(t) = |z(t) — 2*| a
pripustme, Ze y(t) < € pro vSechna ¢t € N. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
¥ =9(t) € (0,1) takové, ze

y(t+1) =zt +1)— 2" = ‘f(x(t)) — f(x*)| = |f’(x* + 9(x(t) — x*)) (m(t) — x*)‘ =
= |f'(a" +9(x(t) — =) ||x(t) — 2*| > q|z(t) — "] = qy(1).

Podle Tvrzeni 18 je y(t) > ¢'y(0) = ¢" |§o — «*|, piicemz ¢ > 1, coz znamena, Ze tliglo y(t) = oo.
Proto nemuze byt y(t) < e pro vSechny indexy ¢ € N. Existuje tedy index ¢, ze |z(t) — z*| > ¢,
tj. rovnovazny bod x* je nestabilni. Tvrzeni (i) je dokézano.

(ii) Necht |f'(z*)| < 1. Polozme v = (1 — |f'(z*)|). Pak je v € (0,1). Ze spojitosti
funkce |f’| plyne, ze ke ~ existuje ¢ > 0 takové, Zze ‘|f’(£)| — |f’($*)|‘ < = pro vSechna
€ € (2" —e,2* +¢). Tedy pro vSechna & z e-okoli bodu z* plati

Ol <|f (@) +y=1-~v<1

Polozme opét y(t) = |z(t) —x*|. Necht xp = z(0) € (z* —¢,2*+¢), tedy y(0) = |2(0) —z*| < e.
Pokud pro néjaké t > 0 je y(t) < e, pak podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté existuje
v € (0,1) takové, ze

y(t+1) = la(t + 1) = ¥ = |f (2(t)) — F(@)] = |F (2" + 0(a(t) - 2)) (2(t) — 2*)| =
= [7(@" + 0a(t) — 27)| la(t) — 27| < (L= )y(t) < y(t) <=

Tedy z nerovnosti y(t) < & plyne nerovnost y(t + 1) < . Uplnou indukci tedy dostaneme,
ze |z(t) — x*| = y(t) < € pro v8echna ¢ > 0. To znamend, ze rovnovazny bod z* je stabilni.
Soucasné plati y(t + 1) < (1 — 4)y(t) pro vSechna ¢ > 0. Z Tvrzeni 18 nyni plyne

0 <y(t) <y(0)(1—~)

a ponévadz tlim (1 — )t =0, plati podle véty o tfech posloupnostech
—00

0= li t)=1li t) — 2"

Jim y(t) = m [o(t) ~ o],

takze tlim z(t) = x*. To znamend, Ze rovnovazny bod z* je atrahujici. Celkem tedy z* je
—00

asymptoticky stabilni a tvrzeni (ii) je dokazéano.

(iii) Necht f’(z*) = 1. Pak osa prvniho kvadrantu je tecnou ke grafu funkce f a existuje
okoli bodu z*, na kterém je funkce f ryze rostouci. Necht nejprve je funkce f na levém
ryzim okoli bodu z* ryze konkavni, tj. jeji graf lezi pod te¢nou v bodé z*. Oznac¢me e takové
kladné ¢islo, ze funkce f je na intervalu [z* — €, 2*) rostouci a ryze konkévni. Pak pro kazdé
€ € [z* —e,2) plati

§> (&) (5.8)
Je-li x feSeni rovnice (5.6) a pro néjaky index t plati z(t) € [z* — &,2*), pak podle pfedchozi
nerovnosti plati

z(t+1) = f(z(t) < z(t).
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Piipustme, Ze existuje FeSeni rovnice (5.6) takové, ze x(t) € (z* — &,2*) pro vSechny indexy
t € N. Pak x je ryze klesajici zdola ohranicena posloupnost, tedy podle Véty 2 konvergentni.
Oznacéme

T = tlggo x(t).

Pak je & € [x* — e,2"). Z nerovnosti (5.8) a ze spojitosti funkce f nyni plyne

< f(@)=f <lim :c(t)) = lim f(2(t)) = lim o(t+1) = lim 2(t) = ,

t—o00 t—o00

coz je spor. Dostavame tak:

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkévni na intervalu [x* — e, 2*), pak pro kazdé feSeni x
rovnice (5.6) s poc¢atecéni podminkou z(0) € (z* — ¢, 2*) existuje index ¢t € N takovy, ze
x(t) < z* —e.

Necht nyni je funkce f na levém ryzim okoli bodu z* ryze konvexni, tj. jeji graf lezi nad
te¢nou v bodé z*. Ozna¢me § takové kladné ¢islo, ze funkce f je na intervalu (z* — §, 2*) ryze
konvexni a rostouci. Pak pro kazdé £ € (z* — §,2%) je

§< f(E) <™ = f(a"). (5.9)
Je-li z(t) € (z* — §,2*), pak podle téchto nerovnosti plati
z(t) < f(z(t) =z(t+1) <™

To znamend, ze FeSeni = rovnice (5.6) s po¢atecni podminkou z(0) € (x*—4, z*) je ryze rostouci
posloupnost shora ohrani¢end hodnotou z*. Podle Véty 2 je tato posloupnost konvergentni.
Existuje tedy < x* takové cislo, ze

Ze spojitosti funkce f nyni plyne

@) =f (lim a:(t)) = lim f(2(t)) = lim a(t+1) = &

t—o00

*

Kdyby & < z*, pak by podle (5.9) platilo & < f(Z) = & a to by byl spor; je tedy & = z*.
Dostavame tak

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z* — d,2*), pak pro kazdé feSeni
x rovnice (5.6) s poc¢ateéni podminkou z(0) € (z* — 6, z*) plati z(¢) € (z* — J,2*) pro
vSechny indexy ¢t € N a tlim x(t) = x*.

—00

Analogicky muzeme ukazat, ze plati tvrzeni

e Je-li funkce f rostouci a ryze konkavni na intervalu (z*,z* + 0), pak pro kazdé feseni
x rovnice (5.6) s po¢ateéni podminkou x(0) € (z*,z* + 0) plati z(t) € (z*,2* + 0) pro
vSechny indexy ¢t € N a tlim x(t) = z*.

— 00

e Je-li funkce f rostouci a ryze konvexni na intervalu (z*, 2* + ], pak pro kazdé feseni x
rovnice (5.6) s poc¢atecéni podminkou z(0) € (z*,2* + ¢) existuje index ¢ € N takovy, ze
x(t) > z* +e.
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Z dokazanych pomocnych tvrzeni jiz plyne tvrzeni (iii). V piipadé (a) je totiz funkce f na
okoli rovnovazného bodu z* bud ryze konvexni nebo ryze konkavni. V pfipadé (b) ma funkce
f v bodé z* inflexi; pokud nastane moznost («), pak je funkce f na pravém okoli bodu z*
konvexni; pokud nastane moznost (), pak je funkce f na levém okoli bodu z* konvexni a na
pravém konkavni.

(iv) Spolu s rovnici (5.6) uvazujme rovnici

y(t+1) = g(y(t)), (5.10)

kde g = f2. Je-li z* rovnovazny bod rovnice (5.6), pak

a z* je také rovnovaznym bodem rovnice (5.10). Je-li posloupnost x feSenim rovnice (5.6),
pak posloupnost y definovand vztahem y(t) = (2¢) spliiuje rovnost

g(z(2t)) = f<f(x(2t))> = f2t+1) =22t +2) =2(2t+ 1)) =yt + 1)

a tedy je feSenim rovnice (5.10). Tato skutecnost ukazuje, ze z asymptotické stability (resp.
nestability) rovnovazného bodu rovnice (5.10) plyne asymptoticka stabilita (resp. nestabilita)
rovnovazného bodu z* rovnice (5.6).

Dale plati

J@ = f'(fw)f' ),

I = W) I+ W) W),
") = Q) [FO] 3 (W) W) W) + (@) ().

Je-li tedy f/(2*) = —1, pak podle pfedchozich rovnosti plati

Tvrzeni (iv) je tedy disledkem tvrzeni (iii). O

Priklad. Stabilita rovnovazného feseni Bevertonovy-Holtovy rovnice.
Rovnice (1.16) je autonomni, funkce na jeji pravé strané je ddna vyrazem

rK

I = e e e

Oba parametry r a K jsou kladné. Uvazujme tuto rovnici na stavovém prostoru 2 = [0, c0).
Rovnovazné body jsou fesenim (algebraické) rovnice
rK
rT———— =u,
K+ (r—1)z

po snadné uprave
(K —z)(r—1)=0.
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Predpokladejme nejprve, ze r % 1. Pak jsou rovnovazné body dva, 0 a K. Plati

r 2
0= o L SO =n S0 -

7 Véty 26 nyni plyne: Je-li » < 1, pak je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a rovnovazny
bod K je nestabilni. Naopak, pokud r > 1, pak je rovnovazny bod 0 nestabilni a rovnovazny
bod K je asymptoticky stabilni. Pfipomenme, ze stejné zavéry plynuly z explicitniho feSeni
(4.1) rovnice (1.16).

Ponévadz Bevertonova-Holtova rovnice modeluje vyvoj populace v prostiredi s izivnosti K,
muzeme tento vysledek interpretovat: Je-1i vnitini koeficient riistu r mensi nez 1, pak populace
vymre; v takovém piipadé by totiz populace nemohla rist ani v prostredi s neomezenymi
zdroji. Pokud je vnitfni koeficient rustu vétsi nez jedna, populace v prostiedi dlouhodobé
preziva a jeji velikost se ustali na hodnoté kapacity prostredi.

Povsimnéme si, Ze o pfeziti populace vyvijejici se podle rovnice (1.16), tedy populace K-
stratégt, nerozhoduje prostiedi ale jen jeji vlastni bioticky potencial. Tento zavér asi neni
obecné uplné realisticky — v pripadé malé kapacity prostfedi mtize i populace K-stratégt
vyhynout v dusledku néjaké ndhodné fluktuace.

Pokud r = 1, pak je kazdy bod ze stavového prostoru rovnovazny. Rovnice (1.16) nabude
tvar

z(t+1) = z(t)

a jeji FeSeni je konstantni, z = x(0). Kazdy bod je tedy navic stabilni. Tato teoreticky mozna
situace asi nema rozumnou ekologickou interpretaci. |

5.1.3 Cykly a atraktory

Definice 30. Necht b € Dom f, pe N, p > 1.

Rekneme, Ze b je p-periodicky bod rovnice (5.6), pokud fP) =0

Trajektorie p-periodického bodu b, T(b) = {b f(b), f2(b),. .. ,fp_l(b)}, se nazyva cyklus
délky p (p-cyklus).

Rekneme, ze p-periodicky bod je dosaZitelny z bodu b, pokud existuje m € N, m > 1
takové, ze f™(b) je p-periodicky bod.

Pokud bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (5.6), pak je také (kp)-periodickym
bodem této rovnice pro libovolné kladné celé ¢islo k.

Bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (5.6) pravé tehdy, kdyz je rovnovaznym
bodem rovnice

z(t+1) = fP(z(t)). (5.11)

Definice 31. Rekneme, Ze p-cyklus 7 (b) rovnice (5.6) je stabilni, asymptoticky stabilni, nesta-
bilni, atrahujici (pritazlivy), globalné atrahugici, repelentni (odpuzujici), pokud tuto vlastnost
ma rovnovazny bod b rovnice (5.11).

Véta 27. Necht T(b) = {b, f(b), f(f(D)),...,[P71(b)} = {=(0),z(1),z(2),...,z(p — 1)} je
p-cyklus rovnice (5.6).

Je-li |f (z(0)) f'(z(1)) f'(2(2)) - - f'(2(p — 1))| < 1, pak je T (b) asymptoticky stabilni.
Je-li | f/(z(0)) f'(z(1)) f'((2)) -+ f'(x(p— 1)) | > 1, pak je T (b) nestabilnd.
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Dikaz: Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(fP) (6) = /(271 0) (fP7Y) (0) = £ (z(p — 1)) £/ (f272(0)) (F772) (0) =
= f(z(p— 1) f' (z0—2) F (P2 ®) (/72 ) = -
o= falp=1) f(2(p—2)) f (x(p—3)) - f(2(1)) f'(2(0)).

Tvrzeni jsou nyni disledkem Véty 26. U

Je-li z* globalné atrahujici rovnovazny bod rovnice (5.6), pak pro kazdé feseni z = z(t)
této rovnice plati
lim z(t) = =¥,
t—o0

tj. kazdé feseni ,skon¢i v bodé x*“. Je-li trajektorie 7 (b) globalné atrahujici p-cyklus rovnice
(5.6), pak pro kazdé feseni x = z(t) této rovnice plati

Jim (min {|z(t) —¢] = £ T(b)}) =0,

tj. kazdé kazdé FeSeni ,skonéi v mnoziné 7 (b)“.
Mnozina, ,ve které kon¢i kazdé feseni rovnice (5.6)“ se nazyva atraktor této rovnice. Piesné
bude tento pojem zaveden v 5.2.3.

5.1.4 Autonomni rovnice zavislé na parametru

Nechf nyni f: Q@ x A — R, kde Q C R, A C R, je funkce dvou proménnych takova, ze pro
kazdé p € A a kazdé x € Q plati f(z,u) € Q. Pro pevné zvolené p € A muZzeme funkci f
chapat jako funkci jedné proménné = a p povazovat za parametr. Tuto funkci jedné proménné
budeme znacit f(-,pu).

Uvazujme rekurentni formuli

z(t+1) = f(zt),p). (5.12)

Rekneme, Ze pfi hodnoté parametru p = p9 dochdzi k bifurkaci, pokud existuje ¢ > 0 takové,
ze pro p € (ug — €) je feseni rovnice (5.12) ,kvalitativné odlisné“ od feSeni této rovnice pro

1 € (po, pro + €).
Ponékud vagné zavedeny pojem ,bifurkace“ nejprve ilustrujme dvéma priklady.

Priklad 1. Uvazujme logistickou rovnici
z(t+1) = px(t)(1 - z(t)) (5.13)
. , o . o k-1 S
s parametrem g > 0. Tato rovnice mé rovnovazné body z7 = 0 a 25 = ——. VySetiime
1

jejich stabilitu. Plati

f@) = pa(l—a), flo)=pld—22), SO =p f (“T‘l> P

Podle Véty 26 vidime, ze pro p € (0,1), resp. pro u € (1,00), je rovnovazny bod zj stabilni,
resp. nestabilni. Déle plati f/(z3) > 1 pro u € (0,1), =1 < f/(z5) < 1 pro u € (1,3)
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Obrazek 5.2: Rovnovazné body logistické rovnice (5.13) (vlevo) a rovnice (5.14) (vpravo)
v zavislosti na hodnotach parametru p. Asymptoticky stabilni rovnovazny bod je znazornén
plnou ¢arou, nestabilni teckovanou carou.

a f'(x3) < —1 pro u € (3,00), takZze rovnovazny bod z3 je pro pu € (1,3) stabilni a pro
w € (0,1) U (3,00) nestabilni.

Pfi hodnoté p = pp = 1 tedy dochazi k bifurkaci: pro hodnoty parametru p v levém
okoli p je rovnovazny bod z] asymptoticky stabilni a rovnovazny bod x5 je nastabilni; pro
hodnoty p v pravém okoli 1o je naopak stacionarni bod x] nestabilni a stacionarni bod x5
asymptoticky stabilni. Bifurkaci p¥i hodnoté u = 1 lze popsat tak, ze rovnovazné body si
vymeéni stabilitu. Takova bifurkace se nazyva transkritickd.

K bifurkaci dochézi také pii hodnoté parametru p = p; = 3: pro hodnoty parametru p
v levém, resp. pravém, okoli hodnoty p; je stacionarni bod x5 asymptoticky stabilni, resp. ne-
stabilni. Bifurkaci pfi hodnoté parametru u = 3 lze popsat jako ztratu stability rovnovazného
bodu.

Situaci lze graficky znazornit jako zavislost stacionarnich bodt rovnice na parametru pu, viz
Obr. 5.2 vlevo. Je-li rovnovazny bod asymptoticky stabilni, zndzornime prubéh jeho hodnot
plnou ¢arou, je-li nestabilni, znazornime ho teckované. |

Priklad 2. Uvazujme rovnici
r(t+1) = p+a(t) — z(t)? (5.14)

Jeji rovnovazné body jsou fesenim kvadratické rovnice

,u+x—m2:x.

Pro parametr ;1 < 0 tedy rovnice (5.14) rovnovazné body nemé a pro p > 0 ma dva rovnovazné
body 7 5 = £,/ui. Pri hodnoté parametru p = 0 tedy dochézi k bifurkaci.
Podivejme se na stabilitu rovnovaznych bodu v pripadé g > 0. Plati

f@)y=p+z-2* fle)=1-22, f(+y/n)=1F2/p

Rovnovazny bod x5 = —./i je nestabilni a rovnovazny bod zj = /i je pro p € (0,1)
asymptoticky stabilni a pro g > 1 je nestabilni. P¥i hodnoté parametru p = 1 tedy také
dochazi k bifurkaci.
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Obrazek 5.3: Bifurka¢ni diagram logistické rovnice (5.13)

Bifurkace rovnice (5.14) lze popsat tak, Ze pfi riistu parametru u se pfi prekroceni hodnoty
o = 0 objevi dva rovnovazné body, z nichz jeden je asymptoticky stabilni a druhy nestabilni;
déle pri prekroceni hodnoty p; = 1 stabilni rovnovazny bod stabilitu ztrati. Situaci 1ze opét
znézornit graficky, viz Obr. 5.2 vpravo. |

Bifurkacniho diagram predstavuje jinou moznost, jak zndzornit kvalitativni vlastnosti fe-
Seni rovnice (5.12) v zavislosti na parametru. V ném jsou na vodorovné ose zobrazeny hodnoty
parametru p a na svislé ose je zobrazen atraktor rovnice pro prislusnou hodnotu parametru.

Konstrukei bifurka¢niho diagramu muzeme popsat nasledujicim algoritmem:

1. Specifikujeme hodnoty 1, p2, - . ., ias parametru p. Zvolime Cas 7, ktery budeme pova-
zovat za dobu, béhem niz se ,chovani feSeni ustali“, a maximalni ¢as T'.

2. Polozime i = 1.
3. Polozime p = p; a zvolime &y € Dom f( -, p).

4. Najdeme feSeni rovnice (5.12) s pocateéni podminkou z(0) = &y pro indexy ¢t < T, tj.
najdeme mnozinu {§y = z(0),z(1),z(2),...,z(T)}.

5. Zakreslime mnozinu bodt {(,ui, x(T + 1)), (ui, x(T + 2)), ce (ui, x(T)) }

6. Pokud ¢ < M, zvétsime ¢ o jedna a vratime se k bodu 3.
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Na Obrazku 5.3 je popularni bifurka¢ni diagram logistické rovnice (5.13). Hodnoty para-
metru g jsou voleny v rozpéti py = 2.5 az pis00 = 4 s ekvidistantnim krokem délky Wloov
¢as ,,pro ustaleni feSeni“ je 7 = 2500, maximalni ¢as T' = 2600. Na diagramu je dobfe vidét
stabilni rovnovazny bod pro p < 3, stabilni 2-cyklus pro 3 < u < 3,44, stabilni 4-cyklus pro
3,45 < p < 3,54 a stabilni 3-cyklus pro 3,83 < u < 3,84. Pro hodnotu parametru py = 4
atraktor logistické rovnice (5.13) husté vypliiuje cely interval (0,1).

5.2 Autonomni systémy

Autonomni systém k diferencénich rovnic (rekurentnich formuli) pruniho Tddu je systém, ve
kterém se index posloupnosti ¢ nevyskytuje explicitné. Jako systém rekurentnich formuli ho
miizeme zapsat ve tvaru

(5.15)
O funkcich f; : RF - R, i =1,2,...,k, pfedpokladame, 7e viechny maji stejny defini¢ni obor

Q, ktery zobrazuji do sebe, tj. Im f; C Dom f; = €. Spole¢ny defini¢ni obor 2 funkci f; se
nazyva stavovy nebo fdzovy prostor. Pfi oznaceni

1 f1
T2 f2

T = : ) f = : )
Tk, T

muzeme systém (5.15) zapsat ve vektorovém tvaru
2(t+1) = F(2(1)). (5.16)
nebo strucnéji
z? = f().

7 tohoto vyjadreni vidime, Ze autonomni systém je bezprostfednim zobecnénim autonomni
rovnice (5.6). Formalné stejné jako Tvrzeni 16 mtzeme ukazat, ze nezalezi na volbé poca-
te¢niho Gasu tg. Poc¢ateéni podminku pro systém (5.15), resp. (5.16), budeme uvazovat ve
tvaru

21(0) = &o1, 2(0) = o2, -.., 2x(0) = Eog, (5.17)

resp.
z(0) = o. (5.18)

Reseni tlohy (5.16), (5.18) je podobné jako v oddilu 5.1 d4no vyrazy
z(t) = f' (50)-

Pro autonomni systémy zavadime pojmy analogické, jako pro autonomni rovnice:
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Definice 32. Mnozina bodt T (&o) = {f" (&) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &y (vzhledem k rovnici (5.16)).

Necht S C Q. Mnozina 7(S) = J T (x) se nazyva trajektorie (orbita) mnozZiny S.
zes

Definice 33. Rekneme, 7ze bod x* € Dom f je rovnovdzny (staciondrni) bod rovnice (5.16),
pokud je pevnym bodem zobrazeni f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Trajektorie rovnovazného bodu x* je jednoprvkova, 7 (x*) = {x*}.

Definice 34. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* rovnice (5.6) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze f'(€) = x* a f’“*l(f) # x*.

Definice 35. Necht * je rovnovazny bod rovnice (5.16) a vektorova posloupnost x je feSenim
tilohy (5.16), (5.18). Rekneme, Ze rovnovazny bod x* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti ||o — x*|| < 0 plyne
nerovnost ||x(t) — x*|| < € pro vSechna ¢ > 0;

atrahugici (pritazlivg), pokud existuje > 0 takové, ze z nerovnosti ||€g — x*|| < 7 plyne
rovnost tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, Fekneme, ze * je globdlné atrahugict;
— 00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li &* navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globdlné asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzujici), pokud existuje e > 0 takové, Ze z nerovnosti &g # x* plyne existence
indexu t¢ posloupnosti @ takového, zZe ||x(t) — x*|| > € pro vSechny indexy ¢ > t.
5.2.1 Stabilita linearnich systému

Uvazujme linedrni homogenni systém s konstantni matici (3.64). Tento systém je autonomni.
Jeho rovnovazny bod * je feSenim homogenni soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

Qz* = x*. (5.19)

Odtud plyne, ze * = o je rovnovaznym bodem linedrniho homogenniho systému.
Je-li matice Q regularni, pak ma systém (3.64) s poc¢atecni podminkou (5.18) podle (3.66)
FeSeni
x(t) = PSP &,

kde J je Jordaniv kanonicky tvar matice Q. Z tvaru feSeni vidime, Ze

(i) Maji-li v8echny vlastni hodnoty matice Q modul (absolutni hodnotu) mensi nez 1, pak
je rovnovazny bod o globalné asymptoticky stabilni.

(ii) Pokud modul zadné vlastni hodnoty matice Q nepfevysi 1 a ty vlastni hodnoty, které
maji modul roven 1, jsou jednoduchého typu, pak je rovnovazny bod o stabilni.

(iii) Existuje-li vlastni hodnota matice Q takova, Ze jeji modul je vétsi nez 1, pak je rovno-
vazny bod o nestabilni.
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(iv) Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice Q modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod o
repelentni.
Pokud 1 neni vlastni hodnotou reguldrni matice Q, pak ma rovnice (5.19) jediné FeSeni
x* = o0 a tedy linearni homogenni systém ma jediny rovnovazny bod. Proto mizeme mluvit
nikoliv o stabilité néjakého rovnovazného bodu systému, ale o stabilité pravé toho jediného
rovnovazného bodu. To nas opraviiuje mluvit o stabilité linedrniho systému.
Uvazujme nyni nehomogenni linearni autonomni systém (linedrni systém s konstantnimi
koeficienty)
z(t+1) = Qx(t) + b. (5.20)
Je-li matice Q reguldrni a nema vlastni ¢islo 1, pak ma tento systém jediny staciondrni bod
x* = (- Q) !b. V takovém piipadé fekneme, ze systém (5.20) je stabilni, pokud pfidruzeny
homogenni systém je stabilni.

5.2.2 Linearizace nelinearnich systému v okoli rovnovazného bodu

Necht * = f(x*) je rovnovazny bod rovnice (5.16). Jeho stabilitu budeme vySetfovat pomoci
vyvoje odchylky y(t) = x(t) — =* néjakého FeSeni od feSeni rovnovazného. Podle Taylorovy
véty pro libovolné i € {1,2,... k} plati

yit+1) =2t + 1) — 2} = fi(z1(t),22(0), ..., 2k (t)) — fi(a}, a5, ... 2}) =

= fla) = 1) = - B ) a7) + 0 (Jato) — 2°I) =

7j=1
k
dfi
=Sy w o (Iul)
j=1
P11 oznaceni of of of
1 1 1
6—351(33) 3—362(33) 3—%( )
df2 df2 df2
022y Py . SR
J(f(x)) _ 31‘1 31‘2 31‘k
O fr O fk O fk

prepiseme predchozi rovnosti ve tvaru

y(t+1) = I(F @)y + O (ly®IP)

Z tohoto vyjadreni usuzujeme podobné jako na str. 123, ze odchylka od rovnovazného stavu
x* se ,priblizné vyviji“ jako feseni linedrniho homogenniho systému

yt+1) = J(f(a:*))y(t) (5.21)

Tento systém nazveme linearizace nelinedrniho systému (5.16) v okoli jeho rovnovdzného bodu
x*. Matici J( f (sc*)), coz je Jacobiho matice zobrazeni f vypocitana v rovnovazném bodé,
nazyvame variacni matice systému (5.16) v jeho rovnovazném bodu x*.
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Definice 36. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* systému (5.16) je hyperbolicky, pokud zadn4
vlastni hodnota matice J(f(z*)) nema modul rovny 1.

Z 5.2.1 plyne

Tvrzeni 19. Necht * je hyperbolicky rovnovazny bod autonomniho systému (5.16). Maji-li
vSechny vlastni hodnoty jeho varia¢ni matice J ( f(sc*)) modul mensi nez 1, pak je rovnovazny
bod x* asymptoticky stabilni. Existuje-li vlastni ¢islo variaéni matice J( f (a:*)), které ma
modul vétsi nez 1, pak je rovnovazny bod x* nestabilni.

Priklad: Dvojrozmérny autonomni systém UvaZujme obecny systém ve tvaru

w(t+1) = f(x(t),y()),
y(t+1)=g(2(t),y(t)). (5.22)

Soufadnice rovnovazného bodu (z*,y*) jsou FeSenim soustavy dvou rovnic

v=f(zy), y=gy)
Necht (z*,y*) je rovnovaznym bodem rovnice (5.22) a

0
a_i(x*,y*) _(x*,y*)
J(z*y") =

_J x*’ * _J x*’ *
5 YY) ay( YY)
Ze zavéru prikladu na str. 86-88 muzeme nyni usoudit, ze plati tvrzeni:

(i) Je-li [trd(z*,y*)| — 1 < detJ(z*,y*) < 1, pak rovnovazny bod (z*,y*) systému (5.22)
je asymptoticky stabilni.

(i) Je-li [trJ(z*,y*)|—1 > det J(z*,y*) nebo det J(z*,y*) > 1, pak rovnovazny bod (z*, y*)
systému (5.22) je nestabilni.

(iii) Je-li (z*,y*) asymptoticky stabilni, tr J(z*,y*) > 0 a det J(z*,y*) < %(trJ(m*,y*)){

pak obé slozky feseni systému (5.22) konvergujiciho k rovnovaznému bodu (z*,y*) jsou
od jistého indexu pocinaje ryze monotonni.

5.2.3 Invariantni mnoziny autonomnich systému

Rovnovazny bod x* systému (5.16) je charakteristicky tim, Ze jeho trajektorie je jednoprvkova
a obsahuje pravé tento bod, 7 (x*) = {a*}. Této vlastnosti vyuzijeme k zavedeni obecnéjsich
pojm.

Definice 37. Mnozina S C ) se nazyva invariantni mnozina rovnice (5.16), pokud 7(S) C S.

Mnozina S C Q se nazyva minimdlni invariantni mnozina rovnice (5.16), pokud pro
kazdou vlastni podmnozinu () invariantni mnoziny S plati, Ze ) neni invariantni.

Mnozina S C Q je minimélni invariantni mnozinou rovnice (5.16) pravé tehdy, kdyz ke
kazdé mnoziné @@ C S takové, ze Q@ C S a S\ Q # 0, a ke kazdému bodu x € S existuje
ptirozené ¢islo n, ze f"(x) € S\ Q. To je dale ekvivalentni s tim, ze S = T(.9).
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Definice 38 (Typy invariantnich mnozin). Minimélni invariantni mnozina S C € rovnice
(5.16) se nazyva:

rovnovdiny (staciondrni) bod, pokud mnozina S je jednoprvkova,

cyklus délky p (p-cyklus), pokud mnozina S je p-prvkova (pfitom p je kladné celé ¢islo);
invariantni smycka, pokud mnozina S je uzaviena spojita kiivka v R¥;

podivnd, pokud neni zadného z predchozich typi.

Poznamenejme, ze okolim mnoziny A ve stavovém prostoru {2 rozumime mnozinu V', ktera
je oteviena v relativni topologii prostoru €2 a pro kterou plati S C V.

Definice 39. Minimalni invariantni mnozina S C € rovnice (5.16) se nazyva:
stabilni, pokud ke kazdému okoli V mnoziny S existuje okoli U mnoziny S tak, ze T(U) C V;

atraktor, pokud existuje mnozina U C ) takové, ze pro kazdy bod & € U plati
. . t _ . _
tlg& (inf {|| £ (€) scH caxeS}) =0,

mnozina U se v takovém pripadé nazyva obor atraktoru S; pokud vlastnost mnoziny U
ma cely stavovy prostor €2, atraktor S se nazyva globdlni;

repelor, pokud existuje € > 0 a okoli U mnoziny S takové, ze pro kazdy bod & € U plati

Jlim (inf {[[f*(§) — || : z € S}) >e.

5.3 Autonomni rovnice vyssich rada

Autonomni diferen¢ni rovnice k-tého fadu ve tvaru rekurentni formule je
z(t+k)=f(z(t),z(t+1),...,2(t+ k- 1)), (5.23)

kde funkce f : Q¥ — Q neni konstantni v prvni proménné. Mnozina Q C R se opét nazjva sta-

vovy prostor. Rovnice (5.23) miZzeme pfepsat ve tvaru systému rekurentnich formuli prvniho
radu

(5.24)

xk,l(t + 1) mk(t)
xk(t + 1) = f(xl(t)a Cﬂg(t), s ’xk(t))
tedy ve tvaru autonomniho systému. Prvni slozka feSeni tohoto systému je feSenim rovnice
(5.23). Na autonomni rovnici k-tého fadu tedy miizeme prenést vSechny pojmy a vysledky
z teorie autonomnich systémii.
Pocéteéni podminku pro rovnici (5.23) mizeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat ve tvaru

1‘(0) = f(), .%'(1) = 51, cee ,1‘(/{3 - 1) = §k,1. (5.25)
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Bod z* € Q je rovnovaznym bodem rovnice (5.23), pokud

Rekneme, ze rovnovazny bod z* rovnice (5.23) je stabilni, pokud je stabilni rovnovazny bod
(x*,x*,...,2*) autonomniho systému (5.24). Analogicky pfevadime ostatni vlastnosti rovno-
véaznych bodu autonomniho systému zavedené v Definici 35 na rovnovazné body autonomnich
rovnic.

Je-li funkce f dvakrat diferencovatelna, pak pro ,malou* odchylku od rovnovazného bodu

podle Taylorovy véty plati

Oznacéme

8f(.%'1,1‘2, ey T
31‘2‘

fli(@®) =

(z1,22, @) =(x*,a*,....x*)

»Mald“ odchylka se tedy priblizné vyviji jako TeSeni linedrni homogenni rovnice k-tého fadu
y(t+k) = fie@)y(t +k = 1) + fle1 @)yt + k= 2) + - + fju(@)y(0).
Podle Dusledku 8 Véty 21 plati

Véta 28. Necht z* je rovnovazny bod rovnice (5.23).
Maygi-li vsechny koteny polynomu

N = fe@)N T = (@) = = fa(@)A = fu(a®) (5.26)

modul mensi nez 1, pak je rovnovazny bod x* rovnice (5.23) asymptoticky stabilni.
Ezistuje-li koren polynomu (5.26), ktery ma modul vétsi nez 1, pak je rovnovdzny bod x*
rovnice (5.23) nestabilni.

Priiklad. Bevertonova-Holtova rovnice se zpozdénim.
Pfipomenime, Ze rovnice (1.16) modeluje vyvoj velikosti populace v prostfedi s omezenymi
zdroji. Vyraz
K
K+ (r—1)z’

ktery je mensi nez 1, vyjadiuje zmensSeni (malthusovského) koeficientu ristu pisobenim po-
pulace velikosti = v omezeném prostiedi. Tato vnitrodruhovéa konkurence se nemusi projevit
hned v nasledujici generaci, muze pusobit az na generaci dalsi. Napr. populace produkuje
odpady, jejichz toxicita oslabuje potomky tak, ze jim snizi plodnost. V dalsi generaci se tak
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rodi méné potomkti. Tento jev mizeme do modelu zahrnout tak, ze ve jmenovateli zlomku
nebudeme pséat x(t) ale x(t — 1). Dostaneme tak autonomni rovnici druhého fadu ve tvaru
rK

2t +1) = o(t) (r—Da(t—1)

(5.27)

nebo ve tvaru jako (5.23)
rkK
K+ (r—1)z(t)

z(t+2) =x(t+1)

Je tedy
rkK
flon ) = 0

Algebraické rovnice f(z,x) = x ma dva kofeny 0 a K, tedy diferenéni rovnice (5.27) ma dva
rovnovazné body. Funkce f je dvakrat diferencovatelna a plati

Of(x1,22) r(r—1)Kxs Of(x1,22) rkK

({91'1 (K+(T—1)1’1)2’ 8.%'2 - K+(T_1).7J17

takze

f1(0) =0, f12(0) =1, f|1(K)=%—1, fi2(K) = 1.

Pro rovnovazny bod 0 ma polynom (5.26) tvar A2 — 7\ a tedy koteny 0 a 7. Je-li r < 1, je
rovnovazny bod 0 stabilni, je-li > 1, je rovnovazny bod 0 nestabilni.
Pro rovnovazny bod K ma polynom (5.26) tvar

1
MoA+1——
.

1 1
Mo=-1+1-4(1-2)).
) 2 74
1 1 1=
A== (144/1-4" e Y i
2 r 2 r

a to znamend, ze rovnovazny bod K je nestabilni.

Je-lil <r < %, pak koreny
1 14
)\1,2:—<1:l: ——3).
2 r

jsou realné kladné a mensi nez 1. Je-li r > %, pak jsou kofeny A; o komplexné sdruzené a pro

jejich modul plati
1 1 4 1
AMol==+-(3—-|=1—-=-<1.
okl 4 * 4 < 7”) T

To znamena, ze pro r > 1 je rovnovazny bod K stabilni.

Dostavame tak témér stejny vysledek jako v piipadé Bevertonovy-Holtovy rovnice bez
zpozdéni, viz piiklad na str. 126. ReSeni rovnice bez zpozdéni viak pro r > 1 konverguje
k hodnoté K monotonné a stejné se chova feseni rovnice (5.27) pro 1 < r < %. OvSem pro
r> % feseni rovnice (5.27) se zpozdénim konverguje k hodnoté K s tlumenymi oscilacemi.

a tedy koteny

Je-li r < 1, pak

—
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Kapitola 6

Transformace Z a jeji uziti

Pri dosavadnich pokusech matematicky modelovat rtist populace jsme se dopoustéli hrubé-
ho zjednoduseni — vSechny jedince jsme povazovali za stejné. Tento nedostatek se pokusime
napravit, budeme si v§imat pohlavi a véku jedinct.

Z hlediska reprodukce jsou samci naprosto bezvyznamni. Staci, aby v populaci néjaky byl
a oplodnoval samice. Proto budeme v populaci uvazovat pouze samice. U téch je dtlezity vék.
P1ilis mladé samice jesté ,neprodukuji potomky“ (nekladou vejce, nerodi a podobné). Staré
jsou jiz vycCerpané a unavené, proto rodi malo, pokud vibec. Samice tedy roztfidime podle
véku. Vék budeme udavat v néjakych ,,pfirozenych“ jednotkich — u drobnych hlodavci by slo
o tydny nebo mésice, u velkych savci o desetileti. Za vékovou tfidu budeme povazovat skupinu
samic, které dosahly jistého véku, ale nemaji vék vyssi. Plynouci ¢as budeme vyjadifovat ve
stejnych jednotkach jako vek.

Ozna¢me n;(t) pocet samic i-té vékové tfidy v Case ¢, tj. pocet samic, které maji vek
z intervalu [i,7 + 1), i = 0,1,2,...; ¢ = 0 oznacuje tfidu novorozenych samicek, nemame
néjakou apriorni horni mez véku. Umirani je nedilnou soucasti zivota, umfit lze v libovolném
véku. Je to ale jev ndhodny, nevime, kdy dana samice uhyne. P¥ijemnéjsi je mluvit o prezivani,
ne o umirdni. Proto zavedeme pravdépodobnosti preziti (survival probabilities). Symbol s;
bude oznacovat pravdépodobnost, ze samice z i-té vékové tfidy bude zit i v nésledujicim
obdobi a tedy ,,postoupi® do vyssi vékové tFidy; odvozenou hodnotu 1 — s; 1ze nazvat vékove
specifickda umrtnost. Veli¢iny s; a n; tedy splnuji relace

ni+1(t + 1) = smi(t), 1=20,1,2,.... (6.1)

Samice ,davaji vzniknout* dcerdm (porodi je, vysedi je a podobné). Mnozstvi ,,vyproduko-
vanych“ dcer se méni s vékem. Ozna¢me proto f; oekdvané mnozstvi dcer samice z vékové
t¥idy 7 za jednotkovy ¢as; f; lze nazvat specifickd plodnost ve véku i (fertility). Cislo f; samo-
ziejmé nemusi byt celé, Ize ho interpretovat jako priimérny pocet dcer samic z vékové tiidy 1,
neboli jako stfedni (o¢ekavanou) hodnotu ndhodné veli¢iny ,,pocet dcer samice véku i“. Pocet
novorozenych samic spliuje relaci

no(t + 1) = Z fml(t) (6.2)
=0

PovSimnéme si, Zze apriori nevylucujeme, Ze by novorozené samicky nemohly byt plodné;
hodnota fy nemusi byt nulova (i kdyz v ,,rozumnych* aplikacich asi bude). Pocet novorozenych

139
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samicek je formélné dan nekoneénou fadou, ve skutecnosti ptijde o koneény soucet, nebot od
jistého véku jiz budou vsechny fertility nulové.

Model rtistu vékové strukturované populace samic je dan rovnostmi (6.2) a (6.1). Z rovnice
(6.1) vyjadiime mnozstvi samic vékové t¥idy i v ¢ase t jako

ni(t) = si—1mi—1(t — 1) = si—18i-2n;2(t —2) = - = s;_18i-2- - 5i—N;—1(0)
poi>ta
nl(t) = 8;-1Si—2 """ So(t — Z)
pro ¢ < t. Tato vyjadfeni inspiruji k zavedeni novych parametr

i—1

li:Hsj, i=1,2,3,....

=0
Tato veli¢ina predstavuje pravdépodobnost, ze se narozend samicka dozije véku alespon 1.
V tomto vyjadreni je obsazen i predpoklad, ze preziti v jednotlivych vékovych tridach jsou
nezavislé jevy. S pomoci veli¢in [; vyjadiime
l; .
—ni—t(0)7 1> t7
ni(t) = { li-t (6.3)
lmo(t — i), 7 <t.

Strukturu populace tedy znédme, pokud zname jeji pocatecni strukturu, tj. veli¢iny

no(O),nl(O),nQ(O),ng(O), ey

a pokud zname pocet novorozenych samicek v libovolném case, tj. veliiny

ng(l),no(2),n0(3), e

Veli¢iny no(0),n1(0), n2(0),n3(0),... mizeme povazovat za pocateéni podminky k rovnicim
(6.1), (6.2). Velic¢iny ng(1),n9(2),n0(3), ... vyjadiuji jakési krajni hodnoty populace, velikosti
nejmladsich vékovych tiid v jednotlivych ¢asech. Proto je budeme nazyvat okrajové podminky.

Problémem naseho modelu je skute¢nost, ze okrajové podminky nezndme. Oznac¢me proto
z(t) = no(t). Vyjadiime je z rovnice (6.2) a vyuzijeme vztahy (6.3):

00 t
):Zfln’l(t) :Zfznz Z fznz Zlex t—Z Z fz ngj— t )
=0 =0

i=t+1 i=t+1 Zﬁ

Pro zjednodusSeni zapisu jesté oznacime

b(i) = fili;, g(t Z fz n;—¢(0).

i=t+1 27

Veli¢ina b(i) vyjadfuje ocekavany pocet dcer, které ve véku i ,vyprodukuje* novorozena sa-
micka; [;ng je totiz ocekdvané mnozstvi samicek, které se doziji véku 7, poté kazda z nich
svyprodukuje®“ f; dcer. Veli¢ina b(7) je tedy jakési vékové specifickd porodnost ,diskontovand®
pravdépodobnosti doziti tohoto véku. Veli¢ina ¢(t) zavisi pouze na pocate¢nich podminkach,
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veli¢ina b(i) je vyjadfend pomoci parametr modelu. Parametry i po¢ateéni podminky pova-
Zujeme za znamé.
Se zavedenym oznacenim miizeme rovnici pro okrajové podminky prepsat ve tvaru

t

w(t+1) =) b(i)z(t — i)+ g(t),

=0
a ponévadz plati
> b(i)w(t — i) = b(0)x(t) + b(L)x(t — 1) + -+ + b(t — D)a(1) + b(H)(0) = Y _ bt — i)a(i),
i=0 =0

dostaneme rovnici .
o(t+1) =Y bt —i)a(i) + g(t). (6.4)
=0

To je slavna Eulerova-Lotkova rovnice obnovy. Jesté si mizeme v§imnout, ze pro dostatecné
velké ¢, urcitéji feceno: pro ¢as vétsi nez je plodny vék samic, je g(t) = 0. Pro velkd t tedy
dostaneme homogenni rovnici obnovy

t

p(t+1) =Y bt —i)x(i). (6.5)

=0

Rovnice (6.4) a (6.5) jsou jakymisi rekurentnimi formulemi. Ze znalosti 2(0) mizeme vypocitat
x(1), ze znalosti x(0) a z(1) mizeme vypocitat x(2), ze znalosti z(0), z(1) a z(2) vypocitame
x(3) atd. Nejedna se ovSem o rekurentni formule, jak byly zavedeny v 2.1, ale o operatoroveé-
diferen¢ni rovnice, které byly zminény v 2.3. K vypoctu z(t+1) je totiz potiebna znalost vech
predchozich ¢lent posloupnosti z(t),z(t — 1), z(t — 2),...,x(0), nesta¢i znalost jen nékolika
procesu od pocatku po pritomny okamzik ¢, nepotfebujeme néjaké informace z budoucnosti.
K feseni rovnic typu (6.4), které jsme v 2.3 nazvali diferen¢ni rovnice konvoluéniho typu,
potfebujeme vybudovat dalsi teorii, nevystac¢ime jiz s diferenénim a sumac¢nim poctem.

6.1 Transformace 7

Nejprve pripomeneme nékteré pojmy a tvrzeni tykajici se mocninnych fad. Mocninnd 7ada je
fada funkci obecné komplexni proménné ¢ tvaru

> an", (6.6)
n=0

kde {an},, je néjakd komplexni posloupnost. Polomér konvergence r fady (6.6) je definovan

vztahem 1
— = limsup {/|ay|;
r n—00
pritom klademe r = 0, pokud limsup {/|a,| = oo, a r = 0o, pokud limsup {/|a,| = 0. Pro
n—o0 n—o0

mocninné fady plati
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Véta 29 (Cauchy-Hadamard). Mocninnd rada (6.6) konverguje absolutné a stejnomérné na
mnoziné {¢ € C: |{| <r}. Na mnoziné {{ € C: |¢| > r} rada (6.6) diverguje.

Polomér konvergence r mocninné fady (6.6) 1ze také vypocitat pomoci nékterého ze vztahi

1
— = lim V/|an], r= lim
r

n—o0 n—o0

an

)

Gn+41

pokud neéktera z téchto limit existuje.

Nyni jiz budeme smétfovat k zavedeni transformace jisté tfidy realnych posloupnosti.
Ozna¢me F mnozinu komplexnich funkei komplexni proménné, tj.

F={f:f:C—=C}
a K mnoZinu posloupnosti
K={x€eP_x: x(t)=0prot<0}.
Posloupnosti z mnoziny K nazjvame kauzdlni posloupnosti.t

Definice 40. Transformace Z je zobrazeni Z : K — F, které kauzalni posloupnosti = pritadi
komplexni funkci Z(z) = & definovanou mocninnou fadou

i(z) = Zx(j)ﬂ = Z @

Jj=0 Jj=0

Vzhledem k tomu, ze definicnim oborem transformace Z jsou kauzalni posloupnosti, mu-
zeme defini¢ni vztah psat ve tvaru

Oznacme nyni

1
R = — = limsup +v/|z(t)].

r t—00

Z Cauchyovy-Hadamardovy véty plyne, ze fada definujici obraz kauzalni posloupnosti z
konverguje absolutné a stejnomérné na mnoziné {z € C: |z| > R} a diverguje na mnoziné
{z € C: |z| < R}. Zejména pokud je R = 0, pak fada Z konverguje vSude s vyjimkou bodu
z = 0; pokud R = oo, pak fada & diverguje vSude. Hodnotu R lze také vyjadiit jako

z(t+1)

i 20

lim v/[z(t)[, nebo R= lim

t—o00 t—o00 ’

pokud nékterd z uvedenych limit existuje.

1 , s « PO " “ “ TR “

Termin ,kauzalni posloupnost® patrné vyjadiuje predstavu, Ze posloupnost pfed pocatecnim casem 0
neexistovala a v ¢ase 0 z néjaké pfi¢iny (latinsky causa) vznikla. Posloupnost, ktera existuje ,od vécnosti¢,
zédnou pri¢inu nemé. Slabinou tohoto zduvodnéni je fakt, Ze nulovost neni totéz co neexistence, nula neni

M1
,nict.
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Transformace Z je prosta. Pokud totiz dvé posloupnosti z,y € K maji stejny obraz, & = 7,

pak pro vSechna |z| > R plati

0=2(x) —i(z) = >_a()z =Yyl = (2(j) — y(j))=".
A A -

Jj=0 Jj=0 J

Z véty o jednoznacnosti Laurentovy fady nyni plyne, Ze 2(j) = y(j) pro vSechna j = 0,1,2,. ..

atedy z =y.

Vlastnosti transformace Z, které budeme potiebovat, shrneme do nasledujiciho
Tvrzeni 20.

1. Transformace Z je linearni zobrazeni na mnoziné kauzalnich posloupnosti, tj.

Z(ax + py) = aZ(z) + Z(y), axr + By = ai + By

pro libovolna ¢isla «, 8 a libovolné kauzalni posloupnosti x, .

2. Transformace Z prevadi operator posunu na aritmetické operace nasobeni a séitani:

Z (x7) (2) = 2Z(z) (2) — zx(0), x%(z) = 2&(z) — zx(0),

obecné

2(s7) () = #2(@) ) - el () = a(e) - Y alh)

pro libovolnou kauzélni posloupnost = a prirozené ¢islo k.

3. Limita obrazu kauzalni posloupnosti z v nevlastnim bodé je rovna pocateéni hodnoté

posloupnosti x,
lim Z(z) = x(0).

|z]—o00

4. Limitu kauzalni posloupnosti = lze vyjadiit pomoci limity jejiho obrazu ve vlastnim

bodé 1,
lim z(t) = lim(z — 1)Z(z2),

t—00 z—1

pokud je R = limsup v/|z(t)| < 1.
t—»00

5. Necht a # 0 a z je kauzélni posloupnost. Je-li kauzalni posloupnost y definovand vzta-

hem y(t) = a'xz(t), pak

i) = (2).

a

6. Necht x je kauzédlni posloupnost a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = tx(t).

Pak
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Obecné: necht k € N a posloupnost y je definovana vztahem y(t) = t*z(t). Pak
d k
7 = (~+3; ) 26

y d\* e d
pritom | —z— | oznacuje k-krat iterovany diferencidlni operator —z—.

dz dz
Dikaz:
L Z(aa+By)(=) = 3 (aw() + By()= = a 3 ()= + 83 y(i)e =
Jj=0 j=0 j=0

3. lim Z(z) = lim <§ x(j)zj> = 2(0) + lim <§ x(j)zj> =

|z]—o0 |z]—00

4. Plati
Z(Az)(z) = > Ax(j)z 7 = (a(j+1) —x(j))z
j=0 J=0

a soucasné podle 2. je

Z(Az)(z) = Z (27 —x) (2) = 2°9(2) —Z(2) = 28(2) — 22(0) = Z(2) = (2 — 1)Z(z) — zx(0).
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Odtud dostaneme

lim (z — 1)#(z) = lim [ zz(0) + Z (z(i+1) —z()))z7 | =

z—1 z—1

=2(0) 4+ lim | lim (z(j+1) - m(j))z_j =

z—1 | t—o0

y —Ooajx z_Jzoo:U Ei]::ﬁz
5 9() = 2 a7 = 3a) () =2 (3)
6. Je-li y(t) = tz(t) pak
§2) =3 ()7 = 2 3 a(i) ()= = = D) =
j=0 j=0 J=0
= —z% jzox(j)z] = —z%j(z)

Pro kauzalni posloupnost zavedenou vztahem y(t) = t*z(t) tvrzeni dokdzeme tplnou
indukci vzhledem k exponentu k. Oznaéime y(t) = t*+1x(t), n(t) = t*z(t) a provedeme
indukéni krok:

gty =3 () = =2 3 R ()2 = —sz’“x(j)d%z‘j =
=0 j=0 j=0

_ —z% iojkx(j)z—j _ —z%ﬁ(z) _ —zd% (—z%)ki“(z) - <—z%> #(z).

=

Transformace Z nékterych posloupnosti lze spocitat explicitné. Nékolik vysledkt je uve-
deno v nasledujicim

Tvrzeni 21 (Obrazy nékterych posloupnosti).

1. Necht kauzalni posloupnost x mé nulty élen jednotkovy a od prvniho élenu déle je
geometricka s kvocientem a # 0, tj. z(t) = a’ pro t > 0. Pak

z

T = R: .
H)=—— s R=la
0, t<0 z
Zejména pro a = 1, tj. pro posloupnost z(t) = { " plati Z(z) = ,R=1.
] p j- pro posloup (t) {1’ 150 P (2) = —
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2. Pro posloupnost x definovanou vztahem

1
kde ¢ # 0 plati z = a R=|q|
Z—4q

3. Posloupnost ,,Kroneckerovo 6“ s indexem k je definovana vztahem

1, t—k
or(t) =
0, t+k

Tato posloupnost byva také nékdy nazyvana jednotkovy impuls v case k. Jeji obraz je
Sx(2) = 27% s R = 0. Zejména plati dy(z) = 1 pro z > 0.

Dukaz:

1. Podle znamého vzorce pro soucet geometrické fady plati pro |z| > |a]

> . saNd 1 z
T = J_J: —_ = g .
CEWELNORTEEre
N z

j=0

2. Plati

takze podle predchoziho vysledku je

~ z
x9(z) = —

Podle ¢asti 2. v Tvrzeni 20 je soudasné x°(z) = zi(z) — zx(0) = zi(z). Porovnanim
vyrazi na pravych stranach téchto rovnosti dostaneme vysledek.

3. 6u(2) = 0 dw(j)z T = 2k,

6.1.1 Konvoluce

Pro posloupnost a € P_,, klademe
> alg) =Y al) + > al—),

j=—00 j=0 Jj=1

pokud obé fady na pravé strané defini¢ni rovnosti konverguji.
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Definice 41. Konwvoluce * je parcidlni operace na mnoziné posloupnosti P_.., tj. * je zobra-
zeni z kartézského soucinu P_,, X P_,, do mnoziny P_.., definované vztahem

o0

wry(t)= > alt—Hyli), teZ

j=—o0

pro posloupnosti z,y € P_ takové, ze obé rady

[e.9]

o
x(t — 7) a Y a(t+j)y(—j)
7j=1

j=0
konverguji absolutné.

Jsou-li z,y € P_,, takové posloupnosti, ze existuje jejich konvoluce x * y, pak existuje
také konvoluce y * x a obé konvoluce se rovnaji. Pro ¢t > 0 totiz plati

[e.9]

wry(t)= > alt—5yli) =

j=—o0

analogicky ukazeme platnost vztahu pro ¢ < 0.
Jsou-li = a y kauzalni posloupnosti, pak plati

[e.9]

S oalt—yG) =D x(t—5yl).

jzfoo j=0
Na pravé strané rovnosti je konecny soucet, coz znamend, ze konvoluce kauzalnich posloup-

nosti je vzdy definovana. Je-li ¢t < 1, pak podle Tvrzeni 7 plati

0o —1

ST oalt—iyl) => =t -5y =— > x(t—j)y) =0.
J=0 ’

j=—o0

Odtud plyne, ze konvoluce kauzalnich posloupnosti je kauzalni posloupnost. Struc¢né, pro
libovolné posloupnosti x,y € K existuje posloupnost = * y € K, pro jejiz ¢leny plati

t t [e%¢)

xxy(t Zx = Z z(t—7)y th_J Z z(t — 7)y(4);
7=0

J=0 j=—o0 j=—o00
pfi konkrétnich vypoctech pouzivame to vyjadieni konvoluce, které je v dané situaci nejvhod-
n&j.
Jesté si muzeme povsimnout, Ze na pravych strandch rovnic (6.4) a (6.5) je konvoluce

posloupnosti b a z; tim je zdivodnén nazev ,rovnice konvolu¢niho typu“.

Dtlezitou vlastnosti transformace Z je ta, ze prevadi konvoluci na souéin.
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Tvrzeni 22. Necht x,y € K. Pak plati
Z(xxy) = Z(2)Z(y), ti- T*y(z)=i(2)j(2).

Strucné: obraz konvoluce kauzalnich posloupnosti z a y pfi transformaci Z je sou¢inem obrazt
jednotlivych posloupnosti.

Dikaz: Nekoneéné rady, kterymi jsou definovany obrazy kauzalnich posloupnosti pfi trans-
formaci Z, konverguji uvnitf svého oboru konvergence absolutné. Nekonecné fady, jimiz je
definovana konvoluce kauzalnich posloupnosti jsou vlastné kone¢nymi soucty. Proto je nasle-
dujici vypocet korektni.

Zm*y ZZm]—z zj—Zij—z —j _
j=0 i=—00 1=—00 j=0
=YY w0 = 3 0 Y et = Yo )
1=—00 k=—1i 1=—00 k=—1i =0 k=0
= <Zx(k‘)zk> <Z y(i)zi> = 2(2)9(2).
k=0 1=0

O

6.1.2 Uziti transformace Z pro reSeni specialni linearni diferen¢ni rovnice
Uvazujme pocatecni tlohu pro linearni diferen¢ni rovnici s konstantnim koeficientem
xz(t+1) = qx(t) + b(t), x(0) = xp. (6.7)
Jeji feseni budeme hledat ve t¥idé kauzalnich posloupnosti. Rovnici pfepiseme na tvar
T=qx+b
a obé jeji strany pretransformujeme. S vyuzitim linearity transformace Z dostaneme
7 = qT + b.
Levou stranu upravime podle Tvrzeni 20.2,
28(2) — z2(0) = q#(z) + b(2).
Z této rovnice vyjadfime obraz feseni ulohy (6.7),

o b(z) 4 zz(0) . 0
i) = MO _ 2 L

Podle Tvrzeni 21.1 a 2 nyni miizeme psat
i(2) = zoa(2) + b(2)é(z),

kde posloupnosti a, b jsou dany predpisem

0, t<0, 0, t<0,
a(t) = { c(t) = { i

¢, t>0, ¢t t>0.
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Jesté vyuzijeme vztah konvoluce a transformace Z podle Tvrzeni 22. Pro obraz hledané
posloupnosti x tak dostaneme

#(2) = mo(2) + b c(2),
nebo stru¢né Z(z) = Z(zoa + b * ¢). Reseni pocatecni tlohy je tedy ddno vyrazem
x(t) = xoa(t) + b * c(t),
nebot transformace Z je prosté zobrazeni. Tento vysledek jesté miuzeme rozepsat do tvaru

t

2(t) = zog' + Dbt — )eli) = wod' + 3 blt — )¢’ =

j=0 J=1
t—1 -1
o + T = ( 0y b<z‘>q“) qt,
=0 =0

coz je stejny vysledek jako v Dusledku 2 Véty 16.

6.2 Volterrova diferenc¢ni rovnice konvoluc¢niho typu

Volterrova diferencni rovnice konvolucniho typu je diferencéni rovnice tvaru

t

w(t+1) = az(t) + ) b(t —f)a(j) + g(), (6.8)
j=0

kde « € R a b,g € K. Neznadmou posloupnost = hledame ve t¥idé kauzéalnich posloupnosti /.
Pokud je posloupnost g nulové, nazyvame rovnici homogenni, v opacném pripadé nehomo-
genni.

Eulerova-Lotkova rovnice obnovy (6.4) nebo (6.5) je pravé rovnici tvaru (6.8) s paramet-
rem o = 0.

Homogenni Volterrovu diferenéni rovnici konvolu¢niho typu

w(t+1) = az(t) + Y _b(t —j)z(j) (6.9)
§=0

N4

27 =ax+bxx nebo Azr=(a—1)z+bx*z.

Pfimym vypoétem se snadno presvédéime, ze rovnice (6.9) splituje princip superpozice, tj.
linearni kombinace jejich feSeni je také jejim fesenim. Nulova posloupnost x = 0 je také
feSenim rovnice (6.9). To znamend, Ze mnozina Feseni rovnice (6.9) tvori vektorovy prostor.

Na obé strany rovnice (6.9) aplikujeme transformaci Z. Ta je podle Tvrzeni 20 linedrni a
podle Tvrzeni 22 prevadi konvoluci na souc¢in. Transformovana rovnice je tedy

% = ax + bx.
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S vyuzitim Tvrzeni 20.2 dostaneme
28(2) — 22(0) = aZ(2) 4 b(2)Z(2).
Z této rovnosti vyjadiime obraz feSeni rovnice (6.9)

- z
Z(z) = 2(0) —————.
z—a—b(z)
Vidime, Ze feSeni Volterrovy rovnice (6.9) zavisi vedle parametru a a posloupnosti b, pouze
na pocatecni hodnoté x(0). To znamend, ze Feseni konkrétni homogenni Volterrovy diferen¢ni
rovnice konvoluc¢niho typu tvoii jednorozmérny podprostor v prostoru kauzélnich posloup-
nosti.

(6.10)

Priklad.
Najdeme feSeni rovnice
t )
z(7)
z(t+1) = 2z(t) +2t27. (6.11)
=0
V tomto ptipadé je a = 2 a b(t) = 2'. Podle Tvrzeni 21.1 je
- z
b(z) = —.
(2) = 5
Po dosazeni do obecného vyjadfeni (6.10) dostaneme obraz feseni dané rovnice (6.11)
z 22 — 2z 3z —4
() = 2(0) ———— = 20) 72 = 20) (14 )

1 1 8
=z(0) |1+
o )< T3 <Z—1+z—4>>’
takze s vyuzitim vysledki v Tvrzeni 21 mtizeme psat

#(2) = 2(0) (do(2) + 3 (=) + 8d(2)) )

c(t):{o, <0, d(t):{o, <0,

kde

1, t>0, =1 >0,
Pro t > 1 tak dostavame feSeni rovnice (6.11) ve tvaru
z(t) = 32(0) (1 +8-471) = 12(0) (1 +2%+1).
Snadno nahlédneme, Ze touto rovnosti je dano feseni rovnice (6.11) i pro ¢t = 0. |
Nehomogenni rovnici (6.8) mizeme opét zapsat struéné
" =axr+b*xx+g.

Jeji transformaci dostaneme rovnost

2%(z) — z2(0) = az(z) + b(2)T(z) + §(2)
a z ni vyjadiime obraz FeSeni rovnice (6.8)
z 1



Kapitola 7

Aplikace

7.1 Diskrétni rovnice vedeni tepla

Predstavme si ty¢ vyrobenou z tepelné vodivého materialu. Budeme predpokladat, Ze je na
vnéjsim povrchu tepelné izolovana, takze teplo mutze z tyce do vnéjsiho prostiedi nebo z
vnéjsiho prostiedi do tyce prechazet pouze na jejich koncich. Prostiedi v okoli levého konce
ty¢e mulze obecné mit jinou teplotu, nez okoli konce pravého. Budeme modelovat, jak se v
prubéhu ¢asu bude ménit teplota uvniti tyce.

Ty¢ si rozdélime na k stejné velkych tsektl (sr. obrazek pod odstavcem) a oznaéime je
T1, X9, ..., Tg. Cas také rozdélime na ekvidistantni tseky, trvani jednoho z nich (elementarni
zménu Casu) zapieme jako At. Useky tyde uvazujeme tak malé, Ze teplotu v nich miizeme
povazovat za konstantni; ¢asové tiseky uvazujeme tak kratké, ze béhem jednoho z nich muze
teplota z néjakého useku tyce ovlivnit pouze tseky sousedni. Ozna¢me T;(n) teplotu tseku z;
v Case t = nAt, Ty, resp. Tg, teplotu vnéjsiho prostiedi obklopujiciho levy, resp. pravy, konec
tyce.

T, | 21 T2 Ti—1| Zi | Titl Te—1| Tk | Tk

T Ty T,y T; Tiya T Ty

Podle predpokladu je teplota T; tiseku z; ovliviiovana pouze teplotami 7;_1 a T; 1 tsekt
bezprostiedné sousedicich. Ponékud presnéji vyjadieno, zména teploty v tseku x; za casovy
interval délky At zavisi na rozdilech teploty tuseki x; a x;_1 a na rozdilech teploty useki
x; a x;11. Nejjednodussi mozna zavislost je piima timérnost. Budeme tedy predpokladat,
ze zména teploty tseku x; v prubéhu ¢asového kroku délky At zpusobend sdilenim tepla s
usekem x;_1 je rovna «(7;—1 — T;); koeficient imérnosti « je kladny, nebot teplo pfechazi
z teplejsiho télesa na chladnéjsi. Tento predpoklad je znam jako Newtonuv zdkon chladnuti.
Dale budeme predpokladat, ze vlivy levého a pravého souseda tseku x; se scitaji. Zménu
teploty ve vnitinich tsecich x; za ¢asovy interval délky At zacinajici v okamziku nAt tedy
vyjadiime formulemi

Ti(n+1) = Ti(n) = a(T;-1(n) = Ti(n)) + a(Ti1(n) = Ti(n)) =
= a(T;-1(n) — 2T;(n) + T11(n)), i=2,3,...k—1.

151
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Analogicky vyjadiime zménu teploty na krajich tyce
Ti(n+1) = Ti(n) = a(Ty — Ti(n)) + o(Te(n) — Ti(n)) = o(Tr — 2T1(n) + Ta(n)),
Tp(n+1) = Ti(n) = a(Ti-1(n) = Ti(n)) + a(Tr — Tp(n)) = a(Th—1(n) — 2Tk(n) + Tr).
Odvozené rovnosti prepiseme jako soustavu k rekurentnich formuli

Ti(n+1)=(1-2a)Ti(n) + aTz(n) + o171,
Ti(n+1)=aT;_1(n) + (1 — 2a)T;(n) + aTit1(n), 1=2,3,...,k—1, (7.1)
)

_|_
Tr(n+ 1) =aTr_1(n) + (1 — 2a)Tx(n) + aTg.

Tuto soustavu muizeme také zapsat ve vektorovém tvaru

T(n+1)=AT(n)+b,

kde
Ti(n) 1-2« o' 0 0 0 oTry,
Ts(n) o) 1- 2« a 0 0 0
Ty(n) 0 a  1-2a 0 0 0
T(n)= ) , A= ) , b=
Ti—1(n) 0 0 0 1 -2« « 0
T (n) 0 0 0 a 1 -2« aoTg

Matice A ma konstantni diagonaly; takova matice se nazyva Toeplitzova. Jeji vlastni ¢isla jsou

JT .
)\j:1—2a+2acosk+1, j=1,2,... k!
!Tento vysledek lze snadno ovéfit. Ozna¢me na chvili 8 = cos kjﬂ-l. Pak je
—28 1 0 0 0
—28 1 0 0
1 28 ... 0 0
det(A — \;1) = .
0 0 0 ... =2p 1
0 0 0 1 —28

Posledni determinant budeme povazovat za determinant z ¢tvercové matice fadu m a oznac¢ime ho D,,. Jeho
rozvojem podle prvniho fadku dostaneme

1 1 e 0 0
0 -2 ... 0 0
D,, = 72[‘3Dm,1 - = 72[‘3Dm,1 — Do,
0 0 . —2B 1
0 0 e 1 —28
Determinanty D, tedy spliuji linearni rekurentni formuli druhého fadu D,, = —28Dp—-1 — Dpm—2, tj. jsou

feSenim pocatecni tlohy

. . 2
Dyy1 4+ Dy =0, D1 = —2cos J7 , D2=4<COS JT ) — 1.

g
D 2
m+2 + 2 Cos rrl ol

k+1
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Vsechna vlastni ¢isla jsou tedy redlna. Ponévadz funkce cosinus je na intervalu [0, 7| klesajici,
jsou vlastni ¢isla vesmeés rizné a spliiuji nerovnosti Ay > Ao > --- > A;. Funkce cosinus ma
dale pro kazdé celé kladné ¢islo k vlastnost

T km
CoS = — Cos

k+1 kE+1’

a proto plati

1—2@(1—cos >:)\1:max{)\i:i:1,2,...,k}>

7T
k+1

T
n{\:i=12...kl=X\=1-2a(1 .
> min { i } k a< +COS/<:+1>

Odtud vidime, ze A\; < 1 pro kazdy index j. Podminku |\;| < 1 ergodi¢nosti soustavy (7.1),
tj. podminku zarucujici konvergenci mocnin matice A k nule, muZzeme proto prepsat jako

A > —1, podrobnéji
T
—1<1—-2a(1 .
a < -+ cos T 1>

1
o< —— (7.2)

1
+COS/<:+1

pak je systém (7.1) ergodicky. Vyraz na pravé strané s rostoucim k klesa. Limitnim pfechodem
k — oo tak dostaneme ,univerzalni“ dostatecnou podminku ergodi¢nosti

Pokud tedy plati nerovnost

a<—. (7.3)

DN | =

Z této nerovnosti plynou nerovnosti (7.2) pro libovolné k; podminka (7.3) tedy zaruéi ergo-
di¢nost soustavy (7.1) pfi jakémkoliv poctu tisekil, na néz je ty¢ rozdélena. Mé-li parametr «
kritickou hodnotu a = %, pak plati

77 T
A = _— )\ = — A — A .

p=cos T M COS 7 A1l = |k
Celkem tedy dostavame zavér:

1

oje—li0<04<§,

monotonneé;

pak kazdé feSeni systému (7.1) konverguje ke staciondrnimu feseni

1

1+cosm/(k+1)
ke stacionarnimu feseni s tlumenymi oscilacemi;

o je-li % <a< , pak kazdé nestacionarni feseni systému (7.1) konverguje

To znamena, zZe

sin {MF 1)im
m mjm jm . omjm m k+1
Dy = (—1 t =(-)"—2Hr+l
(-1) (Cosk+1+cogk+1s1nk+1> (-1) r
sin
kE+1

a tedy Dy = 0, takze také det(A — A;1) = 0.
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1

1+cos7m/(k+1)
amplituda roste nade vSechny meze.

e jellia> , pak kazdé nestacionarni feseni systému (7.1) osciluje a jeho

Souradnice stacionarniho feseni T jsou FeSenim soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

2017 — o1y =aoT7y,
—OéTll*_l-i-QOZE*—aZil:O, 7::2,3,...,]{:_1,
—od} | +2aT} = aTR,

po upraveé
217 =15 =17y, .
7111_2111*—’_7‘211:07 Z:2737"'7k_17

=15+ 2T} =Tkg.
Druhé az (k—1)-ni rovnice pfedstavuje linearni rekurentni formuli druhého fadu, jejiz obecné

feseni je tvaru 7T;" = A+ iB. Hodnoty konstant A, B najdeme dosazenim do prvni a posledni
rovnice,

Tr — 17,

24+2B-A-2B =Ty, —A=(k=1)B+24+2kB =T, tedy A=Tp, B=——

Stacionarni feSeni T™ ma soufadnice

Tr T .
Ti*:TL_FZTH’ 121,2,...,k.
V ptipadé ergodického systému se tedy teplota v tyci ustali tak, ze jeji prtibéh se linedrné
meéni od hodnoty teploty na levém konci k hodnoté na konci pravém.

Podivejme se na jesté jednu interpretaci parametru «. ,Prostfedni“ rovnice systému (7.1)
milzeme upravit na tvar

L(Ti(n+ 1) + Ty(n)) = 2aTi_1(n) + (1 — @) Ti(n) + JaTis (n).

Na levé strané je prumérna teplota useku x; za Casovy interval délky At. Na pravé strané je
vazeny prumeér teplot tsekl z; 1, x; a x;11 na zac¢atku uvazovaného ¢asového intervalu, nebot
%a +(1—-—a)+ %a = 1. PHi kritické hodnoté o = % je véha teploty tseku x; dvojnasobkem
vah teplot tseki sousednich, pii a < % je vaha teploty tseku z; vétsi nez dvojnasobek vah
2

teplot usekil sousednich. Vahy teplot tii sousedicich useki jsou stejné pro hodnotu a = 3.

7.2 Riust populace

7.2.1 Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemrel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci pusobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
mé hlavni zasluhu na tom, ze v Evropé byl pfijat pozi¢ni systém zapisu ¢isel (pomoci indickych

symboli, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tfeti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil tlohu:
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Kdosi umistil par kralik@i na uréitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik part kralikt se pfi tom zrodi prubéhem roku, jestlize u kralikt je
tomu tak, ze par kralikdi privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji
rodit ve dvou mésicich svého véku.?

Tuto tlohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani tlohy plyne, ze kraliky muzeme rozdélit do dvou kategorii (tfid) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi“ potomky, a na ty staré aspon dva mésice a
tedy plodné. Oznaéme x(t), resp. y(t), pocet pari juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), kraliki v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vSak neni jasné, co presné ma vyjadirovat ,,pocet part kralikti v £-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v urceny den probéhne séitani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové pary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme ptredpokladat, Ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den mésice. Pii s¢itani maji tedy novorozeni krélici veék jiz jeden mésic.
Pri s¢itani nasledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém meésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

z(t) =y(t —1). (7.4)

Krélici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miizeme rozumét tak, ze jsou chranéni pfed pre-
datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém
mésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pied-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) =yt —1)+x(t—1). (7.5)

Rovnice (7.4) a (7.5) muZeme povazovat za model riustu populace kraliki; jeji aktualni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pfi matematickém modelovani néjakych procesi je ovsem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (7.4) a (7.5) budeme psat ¢t + 1
misto t, rovnice tedy piepiSeme do tvaru

(A1) =y,
y(t+1)=a(t) + ().

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par“ za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku x(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mtizeme postupné pocitat poéty z(t) a y(t) pro libovolné t = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet paru z(t) = z(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 7.1. Vysledek 377 part odpovida
vysledku v Liber abaci.?

Jina z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realisti¢téjsi predstava, ze kralici se rodi
kdykoliv, ale opét je scitdme v uréity den mésice. Pti s¢itani tedy mohou mit novorozenci,

(7.6)

2Pteklad E. Cecha. Citovano dle J. Be¢vai a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.

3To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci skuteéné predstavoval rozeni na zacatku mésice a s¢itani na jeho
konci. Pravdépodobnéjsi je, ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a
v nasledujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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5 6 7 8 9 10 11 12

mésic t 4
3 5 8 13 21 34 55 89 144
5
8

pocet juvenilnich para x(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet parat  z(t)

8§ 13 21 34 55 89 144 233
13 21 34 55 89 144 233 377

= OO
DO = = =
WIN | DN

Tabulka 7.1: ReSeni Fibonacciovy tlohy o krélicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochézi na
zaCatku mésice, pocty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (7.6).

meésic t 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
pocet novorozenych part zo(t) ([0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41
pocet neplodnych para  =z1(¢) |O 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28
pocet plodnych péart y¢) |1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60
celkovy pocet part zt) |1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 83 129

Tabulka 7.2: ReSeni Fibonacciovy alohy o krélicich za predpokladu, Ze k rozeni dochazi kdy-
koliv v prubéhu mésice a kraliky sc¢itdme v pevné urceny den meésice, tj. pouzivame model

(7.7).

tj. kralici narozeni od piedchoziho séitani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pfi této interpretaci rozdélime t¥idu juvenilnich pard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych part a x1(t) pocet neplodnych part véku alesponi jeden
mésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostiednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v predchozim mésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z ptredchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefl dosahli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

rolt+1) = y(t)
xl(t + 1) = .%'o(t) (7.7)
y(t+1)= 1 () +y(t).

Pii pocatecnich podminkach zo(0) = 0, z1(0) = 0, y(0) = 1 a oznadeni celkového poctu
pari jako z(t) = xo(t) + x1(t) + y(t), dostaneme pocty kraliki, jak je uvedeno v tabulce 7.2.
Vysledny pocet para kralikid za rok je pii této interpretaci téméi tiikrat mensi, nez ptvodni
Fibonaccitiv vysledek.

Prvnim obecnym poucenim tedy muze byt to, Ze sestaveni modelu rustu populace je
potiebné vénovat pozornost, presné formulovat a zdivodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Rizné modely téhoz procesu mohou totiz davat rizné vysledky.

Vratme se jesté k Fibonnaciovu modelu (7.6). V rovnicich budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a
rovnice secteme. Dostaneme tak

vt +2)+y(t+2) =zt +1)+ylt+1) +y(t+1) =@+ 1) +y(+1) + () +y().

Oznacime-li stejné jako v tabulce 7.6 symbolem z(t) = x(t) + y(t) celkovy pocet kralika
v t-tém mésici, dostaneme pro vyvoj tohoto poctu rekurentni formuli druhého radu

zZ(t+2)=z(t+ 1)+ 2(¢). (7.8)

Pro jeji rozbor vyuzijeme teorii linearnich homogennich diferen¢nich rovnic vyssiho radu s kon-
stantnimi koeficienty 3.2.3. Charakteristickd rovnice prislusna k diferen¢ni rovnici (7.6) je
tvaru

M_A-1=0
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a jeji kofeny jsou
Ao = % (14v5).
To znamena, Ze feSeni rovnice (7.8) s po¢ateénimi podminkami
2(0)=1, =2(1)=2
je rovno

2(t) =

10 2 10 2

5435 <1+\/5>t+5—3\/5 <1—\/5>t

Toto feseni odpovida ptvodnimu Fibonacciovu feseni, které je uvedeno v tabulce 7.1.
Reseni rovnice (7.8) s poc¢ateénimi podminkami

2(0)=0, =z2(1)=1

je rovno

o2 ((255) - (55)) -5 (52 (- (52))

Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skute¢nost — jeho kralici Ziji a mnozi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Navic svou tlohu o krélicich uzavira vétou: ,tak je to mozné délat dal do nekonec¢ného poctu
meésicu®; tim se Fibonacci projevil jako skuteény matematik — uvazuje o nekonecnu a abs-
traktnich nesmrtelnych krélicich. Myslenka modelovat pomoci rovnic typu (7.6) nebo (7.7)
vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich t¥id, pricemz ¢as plyne v diskrétnich krocich,
je vsak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpokladt. Ponechame pu-
vodni pfedstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejedné se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou ¢asovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden meésic). Populaci si
budeme predstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v pfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince” povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinci mize
byt jednoho z typtu — juvenilni (mlady, neplodny) nebo dospély (plodny). Jinak jsou jedinci
nerozlisitelni.

V populaci probihaji tfi procesy — rozeni (vznik novych jedincti), dospivani (maturace,
pfeména juvenilniho jedince na plodného) a umiréni (nebo z jiného pohledu pfezivani). Na-
rozeni jedince, jeho pfeménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za nadhodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme predpokladat, ze se jedna o jevy stochasticky nezévislé.
Oznacme

01 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,
v ... pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,

@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<o9<1l, 0<~v<1, 0<yy (7.9)
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v redlné existujici populaci totiz musi byt mozné, ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(o1 > 0, v > 0) a Ze se né&jaci novi jedinci rodi (¢ > 0), pfeziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
o9 < 1). Nevyluéujeme moznost o2 = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomku“ (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
vSak ani moznost o9 > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi isek zivota; takova populace se
nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba feceno,
pri délce casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostiednim
dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim, lososi nebo
cikddy jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savei (véetné ¢lovéka) jsou
iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Oznac¢me déle x(t), resp. y(t), velikost (pocet jedincti, populaéni hustotu, celkovou biomasu
a podobné) ¢asti populace tvofené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v t-tém ¢asovém kroku.
Juvenilni ¢ast populace je tvorena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a jedinci, ktefi
jiz tuto t¥idu populace tvorili, piezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavana velikost juvenilni
¢asti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

2(t+1) = a1(1 = alt) + ey(t). (7.10)

Plodna ¢ast populace bude tvorena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,
kteri jiz dospéli byli a prezili. Ocekavand velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
tedy bude
y(t +1) = 192(t) + o2y (0) (7.11)

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 09 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vzdy vyprodukuji pravé
jednoho potomka), dostaneme piivodni Fibonaccitiv model (7.6).

Opét oznacime celkovou velikost populace v ¢ase t symbolem z(t), tj. z(t) = z(t) + y(t).
Z rovnic (7.10) a (7.11) postupné dostaneme

2t4+2)=z(t+2)+y(t+2) =
=o1(1—y)xt+1)+eyt+1) +oryzt+1) + oyt +1) =

= (011 =) +o2) (x(t + 1) +y(t + 1))+
+ (o7 — o)zt +1) + (p— (1 =)yt +1) =

= (01(1 =) + 02)2(t + 1)+
+ (017 = 02) (01 (1 = y)z(t) + wy(t) + (¢ — o1 (1 = 7)) (o1y2(t) + o2y(t)) =

= (01(1 =) + 02)2(t + 1)+
+ (0179 = 0102(1 = 7)) 2(t) + (o179 — o102(1 = 7))y(t) =
= (01(1 =) + 02)2(t + 1) + (o17¢ — o102(1 — 7)) 2(t).

Celkova velikost populace z je tedy fesenim linearni diferen¢ni rovnice druhého fadu

z(t+2) — (01(1 -v)+ ag)z(t +1)+ o0y (02(1 —-v) - ’yap)z(t) =0. (7.12)
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K analyze této rovnice vyuzijeme vysledky oddilu 3.2.3, zejména piikladu zacinajicitho na
str. 64. PTi oznaceni pouzivaném ve zminéném prikladu je

b=—(01(1=7)+02) <0, c=o01(c2(l —7)—p),

b —dc =031 — )% 4 20109(1 — ) + 03 — 4o109(1 — ) + doyyp =
2
= (01(1 —5) — 0'2) + do1yp > 0,

nebot podle (7.9) je o179 > 0. To znamen4, Ze ryze dominantni charakteristicky kofen je

2
01(1=7) + o241/ (01(1 = 7) — 02) + dorye

A1 5

>0

a druhy charakteristicky kofen je

o1(l =) + 02 —\/(01(1 —7) = 02)* + 4017 “0

A2 = 5

Pocatecéni velikosti populace (g = z(0) a (1 = z(1) musi byt nezdporné a alesponi jedna z nich
musi byt nenulové (jinak by zadna populace nebyla). To znamena, Ze

C1—CoAz2 = C1 + G2 A2 >0

a vyvoj velikosti populace bude po jistém case popsan geometrickou posloupnosti s kvocientem
A1. Populace roste, pokud ¢ < —b — 1, tj.

a1(o2(1 =) —v¢) <o1(l —7) + 02— 1,

po upraveé
(1 —o1(1— 'y))(l —09) < 017Yp.

Vyraz na pravé strané této nerovnosti predstavuje stifedni hodnotu poc¢tu novorozenci, ktefi
se doziji dospélosti. Vyraz na levé strané vyjadiuje pravdépodobnost toho, ze juvenilni jedinec
uhyne nebo dospéje a hned v prvnim obdobi uhyne, tedy pravdépodobnost, ze novorozenec
béhem svého zivota nezplodi potomka.

Pokud

(1=01(1=7)(1 = 0a2) > o179,

populace vymfe. V ptipadé, ze by nastala rovnost, populace se vyvine do konstantni velikosti.
Ovsem pravdépodobnost, ze by redlnd populace méla takové parametry, které splni néjakou
rovnost, je nulova.

7.2.2 Siilmilchova populace a Leslieho matice

Berlinsky akademik Johann Peter Siifimilch publikoval v roce 1741 pojednani Die gdttliche
Ordnung in der Verinderungen des menslichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode un
der Fortpflanzung defSelben (Bozsky fad ve zménach lidskych generaci jejich rozenim, smrti
a rozmnozovanim), které je nyni povazovano za prvni praci vénovanou demografii. Do jejiho
druhého vydéani o dvacet let pozdéji zahrnul matematicky model, ktery pro néj vypracoval
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Leonhard Euler. Model vychéazi z podobnych zjednoduseni jako Fibonacciiv model ristu
populace kralikd, zahrnuje vsak vedle rozeni i umirani. Zac¢ina v roce 0 s jednim lidskym
parem, pricemz muz i zena maji dvacet let. Euler dale predpokladal, ze lidé umiraji ve 40
letech, Zeni a vdavaji se ve 20 letech a kazdy par ma Sest déti: dvé déti (chlapce a dévée) ve
véku 22 let, dalsi dva ve véku 24 let a posledni dvojici ve véku 26 let.
Vyjadiime Euleriv model formélné. Za jednotku ¢asu budeme povazovat dva roky. Ozna-

¢ime n = n(t) — pocet novorozenych paru v ¢ase t,

d = d(t) — pocet tmrti v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢)

x = x(t) — pocet zijicich pari v case t.
Novorozenci v ¢ase t jsou potomci part 22-ti letych (tj. téch, ktefi byli novorozenci pted
22 lety, tedy v Case t — 11), para 24 letych a para 26 letych. Pro veli¢inu n(t) tedy mame
rekurentni vztah

n(t) =n(t —11) + n(t — 12) + n(t — 13).

Ponévadz lidé umiraji ve 40 letech, je pocet d(t) zemfelych part v ¢ase ¢ roven poétu novo-
rozencu pred 40 lety, tj.
d(t) = n(t — 20). (7.13)

V cCase t ziji pary, které zily v pfedchozim obdobi a nezemfely, a dale pary, které se v tomto
case narodily. Plati tedy
x(t) =z(t —1) — d(t) + n(t).

Témito tivahami dostdavame model vyvoje populace tvofeny tfemi posloupnostmi, které splnuji
linearni diferen¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(t),
d(t+20) = n(t), (7.14)
z(t+20) = z(t+19) +n(t) —d(t).

Vyvoj modelované populace v prvnich ¢tyticeti letech, tj. v ¢ase t = 0 az t = 19 je shrnut
v Tabulce 7.1. V pocatecnim ¢ase byl na Zemi pouze jeden par dvacetiletych, tj. z(0) = 1,
n(0) = 0. Po dvou letech k nim pfibyli novorozeni chalapec a dévce, tj. n(1) =1, z(1) = 2. Po
dalsich dvou letech pfibyl dalsi par novorozencti, n(2) = 1, 2(2) = 3 a po dalsich dvou letech
opét, n(3) = 1, z(3) = 4. Pak se ¢trnéct let velikost populace neménila, nikdo se nerodil ani
neumiral. Za dalsi dva roky, tj. 20 let od za¢atku prvotni par zemfel, d(10) = 1, z(10) = 3 a za
dalsi dva roky ptibyli prvni potomci prvniho narozeného paru, n(11) = 1, z(11) = 4. Za dalsi
dva roky pribyli druzi dva potomci prvniho narozeného paru a prvni dva potomci druhého
narozeného paru, n(12) = 2, x(12) = 6. Tak mizeme v pocitani pokracovat a dostaneme
vSechny pocateéni podminky pro rovnice (7.15), jak jsou uvedeny v Tabulce 7.3.

Rovnice (7.15) spolu s po¢atecnimi podminkami umoziuji rekurentné pocitat velikost po-
pulace v libovolném case. L. Euler tento vypocet provedl az do ¢asu t = 119. Na Obrazku
7.1 jsou zobrazeny hodnoty posloupnosti n, d, x az do tohoto ¢asu. K problematice rtstu
populace se Euler pozdéji vratil v rukopise Sur la multiplication du genre humain (O roz-
mnozovani lidského rodu), ktery vSak za jeho zivota nevysel. Tam odvodil (v 18. stoleti, bez
jakékoliv vypocetni techniky!), Ze velikost lidstva po dostateéné dlouhé dobé vyvoje roste jako
geometrickd posloupnost s kvocientem r = 1,096, coz znamena, zZe jeho velikost se zdvojnasobi
kazdych zhruba 15 let. Dale vztahem

n(t) __ n()

20 -
= ~ = 6,25
ity ~ n(t—20)
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rok | ¢as | novorozenci tumrti zijici pary || rok | cas | novorozenci umrti zijici pary
t n(t) d(t) x(t) t n(t) d(t) x(t)
0 0 0 0 1 20| 10 0 1 3
2 1 1 0 2 22| 11 0 0 3
4 2 1 0 3 24| 12 1 0 4
6 3 1 0 41 26| 13 2 0 6
8 4 0 0 41 28| 14 3 0 9
10 5 0 0 41 30| 15 2 0 11
12 6 0 0 41 32| 16 1 0 12
14 7 0 0 41 34| 17 0 0 12
16 8 0 0 41 36| 18 0 0 12
18 9 0 0 41 38| 19 0 0 12
Tabulka 7.3: Pocatecni velikosti populace modelované rovnicemi (7.14).
o—eo X(t) e—e n(t) e—e d(t)
g -
S

0 20 40 60 80 100 120

Obrézek 7.1: Model ,rozmnozovani lidského rodu“ (7.14). Na svislé ose je logaritmické mé-
fitko. Symboly oznacuji: x(t) — pocet zijicich paru v Case ¢, tj. 2t let od pocatku, n(t) —
pocet narozeni v ¢ase t, d(t) — pocet tmrti v Case ¢.
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ukézal, ze pocet timrti je zhruba Sestkrat mensi, nez pocet narozeni.

Vzhledem k podmince (7.13) mtZeme ptvodni Eulertiv model (7.14) zredukovat na dvé
linearni diferenc¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(l),

2(t+20) = x(t+19) +n(t+20) — n(t). (7.15)

Prvni z téchto rovnic je linearni homogenni diferen¢ni rovnice pro posloupnost n. Muzeme ji
tedy vytesit metodami uvedenymi v 3.2.3 a nalezenou posloupnost n dosadit do druhé rovnice.
Charakteristickd rovnice pro prvni z rovnic (7.15) je

AN a=1
a ma jeden realny a 12 komplexné sdruzenych jednoduchych kotfenti. Tyto kofeny jsou

A1 = 1,096128990,

2,3 = 0,9404208930 + 0,54617885461 = 1,087521401(cos0,5261682144 + isin 0,5261682144),
4,5 = 0,5258241166 + 0,91960971931 = 1,059326691(cos1,051377404 + isin 1,051377404),

6,7 = &1 = cos § T isin 7,

g9 = —0,9603461911 & 0,2570448492i = 0,9941513271(cos2,880064478 + isin 2,880064478),
10,11 = —0,6729736856 £ 0,65024742371 = 0,9357966091(cos2,373367756 + isin 2,373367756),
12,13 = —0,3809896276 + 0,80564022961 = 0,8911841986(cos2,012532255 + isin 2,012532255).

Reélny charakteristicky kofen A; je soucasné ryze dominantnim charakteristickym kofenem.
To znamena, ze posloupnost n je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti 7 danou vztahem

0 =4 (2 57

Posloupnost 7 lze proto povazovat za prvni aproximaci posloupnosti n. Oznacime

n(7)
=N
geometrickou posloupnost i jednoduse vyjadiime vztahem 7(t) = a\! a dosadime ji do

druhé z rovnic (7.15). Tak najdeme prvni aproximaci & posloupnosti x. Posloupnost z tedy
ma spliiovat

Z(t 4 20) = Z(t + 19) 4+ a(t + 20) — At) = Z(t + 19) + aXiT20 — )l

Budeme-li v této rovnosti psat ¢ — 19 misto ¢, dostaneme po jednoduché tpravé vyjadieni
diference posloupnosti T ve tvaru

M0 —1

AZ(t) = « A

AL
Podle (1.25) a podle 1.3.1 tedy je

~ ~ )\20
x(t):x0+a )\19 Z)\l—xo—i—)\lg N ()\tl—l).
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Vyjadreni posloupnosti # zjednodusime tim, ze oznacime

a A0 —1
A= —. 7.16
MY AL -1 (7.16)
Dostavame tak prvni aproximace feSeni systému diferen¢nich rovnic (7.15) ve tvaru
nt)=aX, z(t)=zo+AN -1). (7.17)

Tyto posloupnosti lze povazovat za vyjadieni ¢asového trendu mnozstvi novorozencu a veli-
kosti populace.

PovS§imnéme si nyni toho, Ze pro argument ¢ charakteristickych korenti, které maji druhy
nejvétsi modul, tj. kofenlt g 3, plati

2T
11,9414°

@ =arg Ao 3 = 0,5261682 =

Odtud plyne, ze ,perioda kolisani“ posloupnosti n kolem posloupnosti 7, tj. kolem jakési
stredni hodnoty po¢tu novorozenych part, je zhruba 12. Tento jev je také dobfe pozorovatelny
na Obrazku 7.1.

Ozna¢me pro struc¢nost s = |A\z|. Posloupnost 7 dana vztahem
f(t) = aX] + (Bcosty + ysintp)k’,

kde B,y jsou vhodné konstanty urcené pocatecnimi podminkami, ,pro dostatecné velkd ¢
dostatecné presné aproximuje posloupnost n‘.

Nyni budeme hledat ,dostate¢né dobrou“ aproximaci & posloupnosti z. Dostaneme ji tak,
ze ve druhé z rovnic (7.15) budeme psat & misto =, 7 misto n a ¢ — 19 misto ¢. Dostaneme

F(t+1) = &(t) + At +1) -t — 19) =
= 7(t) + aXT! + (Beos(t + 1) + ysin(t + 1)p) &'t —
—aXT1 — (Beos(t — 19)p + ysin(t — 19)p) 17,
tedy
A0 —1
19

AZ(t) =« A+ (Bcostp + Csinty)r’, (7.18)

kde jsme oznacili
B = k(B cosp —ysinp) — k(B cos 19¢ — sin 19¢),
C = k(ycosp — fBsing) — k19(ycos 199 + Fsin 19¢).

Z rovnice (7.18) dostaneme aproximaci feseni druhé z rovnic (7.15) ve tvaru

t—1 )\20 1 A
Z(t) = &g + Z (O‘I)\T 1+ (Bcosip + Csiniap)#) .
=0

Toto vyjadfeni miZeme upravit s vyuzitim 1.3.1 a oznaceni (7.16)

i(t) = Zo + A(A] — 1)+
B(r" cos(t — 1)¢ — kcosp — Kl costyp + 1) + C (kT sin(t — 1)p + rsinp — k' sintp)

* k2 —2Kcosp+ 1

(7.19)
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10000
1

n
100

Obrézek 7.2: Upraveny model ,rozmnozovani lidského rodu® (7.15). Na svislé ose je loga-
ritmické méritko. Symboly oznacuji: x(t), n(t) — hodnoty pocitané z rekurentnich vztahi
(7.15), z(t), n(t) — prvni aproximace feSeni (7.17) vyuzivajici pouze dominantni charakte-
risticky kofen A; (trend), Z(t), 7(t) — druhd aproximace feSeni (7.19) vyuzivajici charakte-
ristické kofeny Ao 3 s druhym nejvétsim modulem. Pii vypoc¢tu byly pouzity hodnoty a =
0,194708013278096, o = 2,6514514395602, 7 = 0,231889637997667, v = 0,352845633763305,
To = 2,07362768022334.
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Aproximace (7.17) a (7.19) TeSeni systému (7.15) jsou zobrazeny na Obrazku 7.2.

Model (7.15) popisuje vyvoj velikosti populace, ktera je strukturovand do dvou tiid —
novorozenci a ostatni. Snadno ho ale mtizeme modifikovat, aby popisoval populaci strukturo-
vanou podrobnéji; miize nas zajimat pocet Skolnich déti, pocet rodicti pecujicich o déti pred-
skolniho véku a podobné. V Eulerové zjednoduseni takové rozclenéni populace zévisi pouze
na véku jedincii. Ozna¢me proto x;(t) pocet para véku i (tj. 2¢ let) v éase ¢, i = 1,2,...,20.
Pak plati

20
2(t) =) ai(t)
i=1

n(t), i=1,

_ . i=1,2,...,20.
mi_l(t), 1> 1,

zi(t) =n(t —1i), x(t+1)= {
Prvni z rovnic modelu (7.15) nyni mZeme pfepsat ve tvaru
n(t+1) =n(t—10) +n(t —11) + n(t — 12) = z19(t) + z11(t) + z12(%).

Pro vyvoj velikosti populace strukturované podle véku popsanym zpusobem tak dostavame
model tvofeny 21 linedrnimi diferenénimi rovnicemi prvniho fadu

n(t + 1) =z10(t) + z11(t) + z12(1),
z1(t+ 1) =n(t), (7.20)
CEi(t—{—l):xi,l(t), 1 =2,3,...,20.

Euler v podstaté predpokladal, ze smrt je jista ve Ctyficeti letech a v mladsim véku je jisté
preziti. Abychom model ptiblizili realité, nahradime jistoty pravdépodobnostmi. Oznacme
proto P; pravdépodobnost, Ze jedinec véku ¢ (tj. 2i let) pfezije jedno dvouleté obdobi (tj.
dozije se véku 2i 4 2 let). Dale necht nejvyssi mozny vék je 2k let. Pak

xl(t + 1) = P()’I’L(t), CEi(t + 1) = Pi,lxl-,l(t), 1=2,3,...,k.

Dalsi Euleriiv nerealisticky pfedpoklad je ten, ze dospélé pary maji v presné daném véku

vvvvv

paru véku i je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou F;. Prvni z rovnic modelu (7.20) nyni
muzeme nahradit rovnici

k
n(t+1) =Y Fuxi(t);
i=1

hodnota posloupnosti n(t) nyni jiz nevyjadiuje pocet novorozenci v ¢ase ¢, ale ocekdvanou
hodnotu tohoto poctu. Celkem tak dostavame model tvofeny k£ + 1 linedrnimi diferenénimi
rovnicemi

n(t+1)= f Fiai(t),
=1

z1(t+1) = Pon(t),
it +1)=Pgwi (), i=2,3,... k.



166 KAPITOLA 7. APLIKACE

Tento model mizeme zapsat ve vektorovém tvaru

n 0 F1 F2 e Fk_g Fk—l Fk n
I Po 0 0 e 0 0 0 X1
T2 0 P1 0 e 0 0 0 xZ9
e+ = S : : c @),
L9 0 0 0 PN 0 0 0 Tp—2
Th—1 0 0 0 Ce Pk,Q 0 0 Th—1
Tk 0 0 0 PN 0 Pk—l 0 Tk
nebo strucné
x(t+1) = Ax(t), (7.21)

kde jsme oznacili

n 0 FA F ... Fy1 Fg

T2 0 P1 0 e 0 0

z=1| . |, A= . . . . : :
Th_1 0O 0 0 ... 0 0

Tk 0O 0 0 ... P71 O

Maticovy model(7.21) poprvé zformuloval Patrick Holt Leslie ve slavném ¢lanku On the use of
matrices in certain population mathematics, ktery publikoval roku 1945 v ¢asopise Biometrika.
Matice A proto dostala nazev Leslieho matice.

7.2.3 Malthusovské modely

Predpokladejme, Ze zname okamzitou velikost populace a umime spocitat pocty jedinct uhy-
nulych a ,nové vzniklych“ (tj. novorozenct, embryi, kli¢icich semen a podobné). Budeme dale
predpokladat, Ze néjaci ,novi“ jedinci skutecné ,vznikaji“ a jejich pocet v néjakém zvoleném
obdobi je timérny velikosti populace (napt. Ze kazdy jedinec za obdobi vyprodukuje uréity
pocet potomki a jedinec ,nové vznikly“ potomky jesté neprodukuje). Pocet uhynulych je-
dincti budeme povazovat za imeérny velikosti populace, coz lze interpretovat tak, Ze existuje
pro vSechny ,staré“ jedince (tj. nikoliv ty ,nové vzniklé“) pravdépodobnost, Zze béhem uva-
zovaného obdobi zemfou. Nebudeme vylucovat ,nesmrtelnost* (tj. populace se muze vyvijet
v dokonale chranéném prostiedi a jeji rtast sledujeme jen po takové obdobi, Ze jedinci ne-
zestarnou; takovou populaci byli napf. Fibonacciovi kralici) ani moznost, ze béhem obdobi
vymiou vSichni ,staii“ jedinci a zlistanou pouze ti ,,nové vznikli“.

Zvolme tedy ¢asovou jednotku a oznacme x(t) velikost populace v ¢ase t, y(t) mnozstvi
jedinct ,vzniklych® v ¢asovém intervalu (¢, ¢+ 1], ktefi v éase t+1 7iji, a z(¢) mnoZstvi jedinct
uhynulych v tomto ¢asovém intervalu. Tyto stavové proménné jsou vazany rovnosti

z(t+1)=xz(t) +y(t) — 2(t) (7.22)
pro kazdé t € N. Pritom predpokladame
(1) y(t) = bx(t) pro kazdé t € N a né&jaké b > 0,

(i1) z(t) = dx(t) pro kazdé t € N a néjaké d, 0 < d < 1,
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parametr b, resp. d, se nazyva koeficient porodnosti (birth rate), resp. imrtnosti (death rate).
S vyuzitim uvedenych pfedpokladi mizeme rovnost (7.22) prepsat ve formé

x(t+1) =x(t) + bx(t) — dx(t) = (1 + b — d)z(t)
a prii oznaceni
r=1+b-d (7.23)

v jednoduchém tvaru
x(t+1) = ra(t). (7.24)

Dostavame tak model s jedinou stavovou proménnou x a jedinym parametrem r. Parametr r
se nazyva rustovy koeficient (growth rate) a podle predpokladu (ii) spliiuje nerovnost

r=1+b-d>14+b—-1=5b>0. (7.25)

Model (7.24) je vlastné linedrni homgenni diferenéni rovnice prvniho fadu, jednoduse feceno,
rekurentni formule pro geometrickou posloupnost s kvocientem r. P¥i znamé (nebo dané)
pocatecni velikosti populace z(0) = o mizeme tedy ¢asové zavislou velikost populace vyjadrit
geometrickou posloupnosti

z(t) = r'z(0). (7.26)
Ze znamych vlastnosti geometrické posloupnosti dostavame prvni zaveér:
Tvrzeni 23. Pro populaci modelovanou rovnosti (7.22) s predpoklady (i) a (ii) plati
e je-li r > 1,1tj. b>d, pak tlggo x(t) = oo, populace neomezené roste;
e je-li r =1, tj. b=d, pak x(t) = 2(0) pro vSechna t € N, velikost populace je v pribéhu
Casu konstantni;

e je-lir <1, tj. b<d, pak tlim x(t) = 0, populace vymiré.
— 00

Neékdy muze byt uziteéné v populaci rozliSovat novorozence a ostatni jedince. Mnozstvi
,noveé vzniklych* jedincd totiz nemusi byt pozorovatelné, napt. kli¢ici semena jsou schovana
v zemi, biezost samice nemusi byt viditelna a podobné. Budeme proto uvazovat jinou veli¢inu
— mmnozstvi novorozenct, tj. zivé narozenych mladat nebo Cerstvé rasicich rostlin. Oznacéme
tedy n(t) mnozstvi novorozenci v ¢ase t. Za novorozence budeme povazovat jedince, ktefi
,vznikli“ v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢] a v ¢ase t ziji. To znamenad, ze n(t) = y(t —1). Rovnost
(7.22) tedy muZeme pfepsat na tvar

z(t+1)—n(t+1)=z(t) — 2(t). (7.27)
V ¢case t > 0 je podil novorozenci v populaci podle (7.24) a predpokladu (i) roven

n(t) ylt—1) b

z(t)  rz(t—-1)

Vidime, zZe tento podil nezavisi na ¢ase. Oznacime

m="2. (7.28)
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Pak podle nerovnosti (7.25) a predpokladu (i) je m > 0. Z rovnosti (7.27) a (7.24) nyni
miuzeme vyjadrit

z(t)=z(t)—z(t+1)+nt+1)=z@)—z@t+1)+ma(t+1) = (1 —r+mr)z(t).
Porovnanim s predpokladem (ii) vidime, Ze
d=1—-r+mr. (7.29)
Odtud a s dalsim vyuzitim pfedpokladu (ii) dostaneme

:d—i—r—1<1+r—1:

m < 1.
r r
Pro mnozstvi n(t) novorozencii v ¢ase ¢ tedy plati
n(t) = ma(t), 0<m<1. (7.30)

Mnozstvi novorozencu n(t), mnozstvi ,nové vzniklych“ jedinct y(t) a mnozstvi uhynulych
jedinct z(t) spliuji stejnou diferenéni rovnici (7.24) jako velikost populace z(t):

n(t+1) = maz(t + 1) = mrz(t) = rn(t), y(t+1) =bx(t +1) = brz(t) = ry(t),

2(t+1) =dz(t +1) = dra(t) = rz(t).
Z rovnosti (7.29), (7.30) a pfedpokladu (ii) dostaneme

z(t
1- 2
_i-d 0 w() _a() - 2()
r=1 1_@—33(75)_”@). (7.31)
x(t)

Zname-li tedy velikost populace a mnoZstvi novorozenci v néjakém okamziku a mnozstvi
uhynulych jedinct v predchozim obdobi, mizeme vypocitat rustovy koeficient r; samoziejmé
za predpokladu, ze se populace vyviji podle uvazovaného modelu, tj. podle rovnice (7.24).

S vyuzitim rovnosti (7.29), (7.30) a pfedpokladu (ii) muzeme také vyjadrit

ﬁ_rzﬂw_rzi_r:1—7’—{—mr_r:1—r
n(t) x(t) n(t) m m m
takze
1)
LU (732)

Ze znalosti mnozstvi novorozencti, mnozstvi uhynulych jedinct a podilu novorozencii v popu-
laci mtizeme vypocitat rustovy koeficient 7.

V matrikdch byvaji vedeny zaznamy o narozenich a tmrtich (ve farnich matrikach byvaly
zdznamy o kitech a pohibech). Z téchto udaju lze uréit pocet novorozenciu n(t) a pocet
zemielych z(t) v néjakém roce. Z odhadu podilu novorozenct v populaci (napiiklad spoéitanim
koc¢arku a lidi na namésti odpoledne) lze pomoci rovnice (7.32) spoéitat prirtstek obyvatelstva
r a z této hodnoty a z rovnice (7.31) odhadnout pocet obyvatel.
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Udaje o timrtich byvaji vétsinou doplnény i o vék zemielych. Budeme tedy predpokladat,
ze zndme vék uhynulych jedinci, Oznacme z(t) mnozstvi jedincti, ktefi uhynuli v ¢asovém
intervalu (¢, ¢+ 1] a jejich vék byl k; pfesnéji, ktefi v ¢asovém intervalu (¢,t+ 1) véku k dosahli
a poté v tomto intervalu uhynuli, nebo kteri by v tomto intervalu véku k doséahli, pokud by
neuhynuli. Predpokladejme, ze existuje néjaky maximalni mozny vék w, tj. takovy vék, ze
neni mozné aby jakykoliv jedinec byl starsi nez w.*

Ozna¢me déle zj(t) mnozstvi jedinci véku k v Case t, presnéji: mnozstvi jedinci, ktefi
v Casovém intervalu (¢t — 1,¢] dosdhli véku k. Proménné x(t), n(t), z(t), zx(t), zk(t), k =
1,2,...,w jsou vazany vztahy

w w
2) =Y _a(t), xt)=n)+ Y zi(t), z(t) =2k(t) - 2pga(t + 1) (7.33)
i=1 i=1
pro kazdy cas t € N.
Necht g, k =1,2,...,w oznacuje pravdépodobnost, Ze se jedinec dozije véku k, tj. prav-
dépodobnost, ze jedinec, ktery byl v ¢ase ¢ — k novorozencem, zije v Case t,
i, (t)
= —"" 7.34
= ) (7.34)

Polozme jesté go = 1. Z rovnosti (7.33), (7.34), (7.30) a (7.26) vyjadiime

2 (t) = 2(t) — zpp1(t+ 1) = qen(t — k) — geyn(t +1— (k+ 1)) =
= qgma(t — k) — qprama(t — k) = (qr — Qk+1)m7“t$(0)rik = (ar — Qk+1)$-

Odtud dostaneme rekurentni formuli pro vypocet pravdépodobnosti ¢ doziti véku k pri zné-
mych poctech tmrti ve véku k, po¢tu novorozenct n(t) a rustovém koeficientu r:

k
21 (t)
— i — ~ 1.

7 ni také plyne, ze
l=g=2q0202""2qu-12 g (7.35)

Tyto nerovnosti vyjadiuji samoziejmou skutecnost, ze jedinec, ktery se dozil véku k + 1, se
urcité dozil také véku k.
Z rovnosti (7.26), (7.33), (7.34), (7.30) a (7.35) dostaneme

rtz(0) = 2(t) = n(t) + Z zi(t) = n(t) + Z gin(t —i) = ma(t) + Z gma(t —i) =

=m <rt:c(0) + Z qirti:v(O)) = mr'z(0) <1 + Z %) )

i=1 i=1

7 této rovnosti plyne Fulerova rovnice

1:m<1—|—z%>, (7.36)
i=1

4Tim samoziejmé neni fedeno, ze je mozné se véku w dozit; v piipadé lidské populace mizeme bezpeéné
volit nap¥. w = 1000 let, nebot nejstarsi clovek Metuzalém zemfel ve véku 969 let.
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kterou lze povazovat mj. za rovnici pro vypocet rustového koeficientu r ze znalosti pravdépo-
dobnosti ¢1, g2, . .., g, a podilu novorozencu v populaci.
Do Eulerovy rovnice (7.36) dosadime parametr m vypocitany z rovnosti (7.32),

a tim odvodime vztah

~aq _ n(t)
_— = — 7.37
P rt 1—7r ( )

Z Eulerovy rovnice (7.36) a rovnosti (7.30) dostaneme

w
4
x(t) = n(t) (1 + F) . (7.38)
i=1
Relace (7.37) a (7.38) lze povazovat za rovnice pro vypocet riustového koeficientu r pfi zné-
mych pravdépodobnostech doziti q1,¢2, ..., qw, po¢tu novorozenci n(t) a k tomu velikosti
populace x(t) nebo poétu tmrti z(t).
Podle rovnosti (7.34), (7.30) a (7.26) plati
dk

wi(t) = qen(t — k) = ggma(t — k) = gemr'™*2(0) = ma(t) T,

takze podle Eulerovy rovnice (7.36) je podil jedinct véku k& v populaci roven

( ) qk
xr(t qk rk
— =T 7.39
x(t) M |+ @ g (7.39)
i=1 ri

jmenovatel posledniho zlomku nezavisi na véku k. To znamend, ze v populaci, jejiz velikost
se vyviji podle rovnice (7.24), je stélé zastoupeni jednotlivych vékovych t¥id, populace ma
vekove stabilizovanou strukturu. Oznacime-li

xo(t) = n(t) (7.40)

vidime porovnanim s Eulerovou rovnici (7.36), Ze rovnost (7.39) plati také pro k = 0.
Podle nerovnosti (7.35) pro r > 1 plati
_ 4o q1 q2 q3 duw

l=2>L>L>L > . >
700—701—7a2—7a3— - pw

Odtud, z rovnosti (7.39) a z Tvrzeni 23 dostavame:

Tvrzeni 24. Necht se velikost populace vyviji podle modelu (7.24). Pokud populace nevymira
(r > 1), pak tfida novorozenctu n(t) je v populaci zastoupena nejpocetnéji ze vsech vékovych
tfid. Pokud tfida novorozenci neni zastoupena nejpocetnéji, pak populace vymira (r < 1).
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Podle tteti z rovnosti (7.33) a rovnosti (7.24), (7.39) plati

Lo oa®) _ we(t) - (zet) = 2pa(t+ 1) _ mpn(t+1)
xk(t) xk(t) xk(t)
_wpn (A ra) gt ge
w(t+1) x(t) g g

Vyraz nalevo vyjadifuje klasickou pravdépodobnost, ze jedinec, ktery mél v case ¢t vék k
neuhyne béhem ¢asového intervalu (t,¢ 4 1|. Vyraz napravo vyjadiuje podminénou pravdé-
podobnost, ze se jedinec dozije véku k + 1 za podminky, ze se dozil véku k. Rovnost tedy
neni nijak prekvapiva, ukazuje vSak, ze dosud odvozené zavéry z modelu neodporuji realité.
Zminénou pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost, Ze jedinec véku k prezije ¢asovy interval
jednotkové délky, oznac¢ime symbolem py, tedy

t t+1
pk:%:pz’f() _ Tt ), k=0,1,2,...,w—1. (7.41)

q zy(t) z(t)

Pokud zname pravdépodobnosti preziti pi, muzeme vypocitat pravdépodobnosti g, doziti
véku k podle rekurentni formule

Qk+1 = Pkqk, qo = 1.

Tuto formuli Ize povazovat za linedrni homogenni diferenc¢ni rovnici a tedy

k—1
dk = H Di-
i=0

Tento vysledek fika, ze preziti kazdého z intervalu (¢t +i,t +i+ 1], ¢ = 0,1,...,k jedincem,
ktery byl v Case ¢t novorozeny, jsou stochasticky nezavislé jevy.

Tteti vyjadieni pravdépodobnosti py v rovnostech (7.41) muZeme také zapsat jako dife-
ren¢ni rovnice pro mnozstvi jedinct véku k:

$k+1(t—|—1) :pkxk(t), k=0,1,2,...,w—1. (7.42)

K tomuto systému diferenc¢nich rovnic pridame jesté rovnici pro mnozstvi novorozenci, tj.
pro slozku zo(t) = n(t). Z predpokladu (i) dostaneme

zo(t+1) =n(t+1) =y(t) = bz(t), (7.43)

takze s vyuzitim druhé z rovnosti (7.33) je
w
ro(t+1) =b> w(t). (7.44)
i=0

Aby se velikost populace vyvijela podle rovnice (7.24), musi byt poc¢ateéni podminky systému
rovnice (7.44), (7.42) podle rovnosti (7.39) ve tvaru

20(0) = ma(0),  ap(0) =L ko192 w (7.45)
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Predpokladejme navic, ze jsme schopni rozlisit vék jedinci, ktefi ve zvoleném ¢asovém ob-
dobi ,dali vznik novym jedincim“. V matrice obyvatelstva by napriklad mohly byt zaznamy
o véku matky. Budeme pfedpokladat v analogii k pfedpokladu (i), Ze mnozstvi ,nové vznik-
lych* jedinci, ktefi jsou potomky jsou potomky jedincu véku k, je imérné mnozstvi jedincu
tohoto véku. Navic jedinci z zadné vékové tfidy nemohou ,,vyprodukovat® méné nez zadného
jedince. Predpokladame tedy

(iii) yk(t) = bkxk(t), by >0, k=0,1,...,w, z b; > 0.
=0

Proménné y a yi, k = 0,1,...,w jsou samoziejmé vazany rovnosti

y(t) = Z vi(t) (7.46)

pro vSechna t € N. Parametry b, &k = 0,1,2,...,w nazyvame vékové specifické koeficienty
porodnosti nebo mira reprodukce ve véku k. Jedinci byvaji plodni az od jistého minimalniho
véku, feknéme o > 0 (menarche), poté plodnost az do jistého véku roste, v néjakém véku plné
dospélosti, feknéme S > «, dosdhne svého maxima, od tohoto véku jiz neroste nebo dokonce
klesd a v néjakém véku v (menopauza), f < v < w, muze vymizet. Pro vékové specifické
plodnosti tedy muze platit

O0=byp="+=bq1<by <bay1<-bg_1<bg>bgy1>--->by12>0,=0;

nerovnosti mezi vékové specifickymi koeficienty porodnosti nejsou z hlediska matematického
modelu dulezité, mohou mit vyznam pouze pri jeho interpretacich.
Z predpokladu (i), (iii) a rovnosti (7.39) dostaneme

w

br(t) = y(t) = > wilt) = > biwi(t) =m > bi%m(t).
=0 =0

1=0

Odtud a z vyjadfeni (7.28) plyne

_ b - bAq’A
T—E—ZO Zﬁ.
1=

Ristovy koeficient r je tedy resenim rovnice
w
D bigirT T =1, (7.47)
=0

Ponévadz se velikost populace vyviji podle diferenéni rovnice (7.24), musi mit rovnice (7.47)
kladné Teseni. To znamena, ze

existuje k € {0,1,2,...,w} Ze brqr > 0; (7.48)
v opacném pripadé by totiz leva strana rovnice (7.47) byla nulova pro kazdé r > 0. Ozna¢me
nyni f(r) levou stranu rovnice (7.47). Z podminky (7.48) plyne, Ze plati
w

lim f(r)=o0, lim f(r)=0, f'(r)=- Z(z + 1)bigir > < 0 pro r > 0.

r—0+ r—00 c
1=0
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Funkce f je tedy na intervalu (0,00) ryze klesajici, klesid od nekoneéna k nule. To znamen4,
ze rovnice (7.47) ma FeSeni jediné. Pokud f(1) > 1, je toto feSeni vétsi nez 1, pokud f(1) < 1,
je toto feseni mensi nez 1. Z tohoto pozorovani a z tvrzeni 23 plyne

Tvrzeni 25. Necht se velikost populace z(t) vyviji podle modelu (7.24), tj. jsou splnény
relace (7.22),(7.27), (7.33), (7.34) a predpoklady (i), (ii). Necht navic plati predpoklad (iii) a
jsou splnény podminky (7.46) a (7.48). Pak

w
e je-li > bjg; > 1, pak populace neomezené roste;
i=0

w
e je-li > big; = 1, pak velikost populace je v pribéhu ¢asu konstantni;
i=0

w
e je-li Y b;q; < 1, pak populace vymira.
=0

7.3 Dynamika dvou interagujicich populaci

V tomto oddile se budeme zabyvat modely vyvoje velikosti dvou populaci s oddélenymi gene-
racemi, které na sebe vzajemné néjak pusobi. Pfitom budeme predpokladat, ze obé populace
maji stejny generacni Cas, tj. ze Casova jednotka v diferenc¢nich rovnicich popisujicich jejich
vyvoj je stejna.
Oznac¢ime N; = N;(t), i = 1,2, velikost i-té populace v ¢ase t a obecny model vyvoje jejich
velikosti zapiSeme jako
Ni(t+ 1) = N1 (£)®1(N1(t), Na (1)),
No(t +1) = Na(t)®2 (N1 (t), Na(t)).

Pritom funkce ®; vyjadiuje rustovy koeficient i-té populace, ktery v kazdém case muize zaviset
na velikostech obou uvazovanych populaci. Budeme predpokladat, ze oba riustové koeficienty
jsou diferencovatelnymi funkcemi. Znaménko parcialni derivace i-tého rtstového koeficientu
podle j-té proménné urcuje, zda j-t& populace omezuje nebo podporuje riist populace i-té.
Konkrétné, je-li

(7.49)

0P;(N1, N3) 0®;(N1, N3)
ON; ON;
pak se u i-té populace projevuje vnitrodruhova konkurence (coz je pfipad podrobné diskuto-
vany v tvodu kapitoly 1), resp. vnitrodruhova kooperace. Pokud je

d®1 (N1, No) d®y(N1, Ny)
3NQ 8N1

<0, resp. > 0,

< 0, < 0,

pak se jednd o mezidruhovou konkurenci (kompetici); populace soupefi o stejné omezené
zdroje a vzadjemné se omezuji. V pripadé, ze

0®1(N1, No) >0 0P2(N1, N2)

0
N, ) N,

jedna se o mutualismus nebo symbiézu; populace se vzajemné podporuji. Maji-li tyto parcialni
derivace opac¢né znaménka,
0P (N1, Na) 0Py (N1, Na) 0Py (N1, No) 0P (N1, Na)
— << —— bo —————— <0< ———F——,
ON, oM nevo oM ON,
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jde o predaci nebo parazitismus (obecné o vztah producent-konzument). V prvnim pfipadé je
prvni populace kofisti (hostitelem, producentem) a druha dravcem (parazitem, parazitoidem,
konzumentem), ve druhém je tomu naopak.

Modely konkrétnich dvojic interagujicich populaci dostaneme z obecné soustavy (7.49)
volbou rustovych koeficienti ®;. Pritom muzeme vychazet z predpokladu, Ze jedna populace
bez ptitomnosti druhé by se vyvijela podle nékterého modelu zavedeného v 1. kapitole, tj.

<I)1(£C, 0) = gl(x)’ (I)Z(O’y) = gQ(y),

kde g;, i = 1,2, je néjaky rustovy koeficient pouzity v nékterém z modela (1.7), (1.14), (1.16)
nebo (1.17). Ristové koeficienty g1 a g2 samoziejmé mohou byt rtznych tvart.

Dvourozmérny systém (7.49) mtzeme ve vétsiné pfipadi zménou méfitka stavovych pro-
ménnych transformovat na systém specialnéjsiho tvaru

ot + 1) =z ()p((t), y (1),
y(t + 1) =y(t)y (x(t), y(t)) (7.50)

s bezrozmérnymi stavovymi proménnymi a se stavovym prostorem {2 = [0, 00) x [0, 00). Tento
systém mé vzdy rovnovazny bod (0,0), ktery vyjadiuje nepfitomnost (nebo extinkci) obou
populaci. Dale miize mit rovnovazné body tvaru (z,0), resp. (0,9), kde & > 0, resp. § > 0, je
feSenim rovnice

o(x,0) =1, resp. (0,y) =1.

Takové rovnovazné body, budeme je souhrnné nazyvat hranove, vyjadiuji ustaleny stav jedné
populace za nepritomnosti druhé.
Rovnovazné body tvaru (z*,y*), kde z* a y* jsou kladné feSeni soustavy rovnic

go(:r:,y) =1, TIZ)(CC,y) =1

nazveme vnitini. Takové body predstavuji ustalenou koexistenci obou populaci.

Pro vysetfovani kvalitativnich vlastnosti feseni systému (7.50), zejména pro zjistovani sta-
bility rovnovaznych bodt, vyuzijeme vysledky uvedené u obecného dvojrozmérného systému
(5.22).

Varia¢ni matice systému (7.50) v obecném bodé je rovna

oo el @y) 2 9lwy)
_ X Yy
J(z,y) = G 50
) M%w+ﬁﬂww)

Zejména

MQ@z(ﬂ%m M&®>

a podle obecného vysledku plati: Je-li
pak je rovnovazny bod (0,0) systému (7.50) asymptoticky stabilni; je-li

0(0,0) +1(0,0)| > 1+ ¢(0,0)1(0,0) nebo ©(0,0)2(0,0) > 1, (7.52)
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pak je rovnovazny bod (0,0) nestabilni. Asymptoticka stabilita rovnovazného bodu (0,0) vy-
jadruje, ze pfi malych velikostech obou populaci spéje modelované dvojdruhové spolecenstvo
nevyhnutelné k vyhynuti.

Varia¢ni matice systému (7.50) v hranovych rovnovaznych bodech jsou

L0 N (0, 9) 0
1+2—(z,0) £=—(,0)
J(@,0) = du Kz a JON={ 96 ow |
0 W(#,0) U5,0.9) 1 +ya_y(07y)
takze plati: Je-li
‘1 +1(2,0) + ig—i(i,o) —1 < ¥(%,0) (1 +:&%(;&,0)> <1, (7.53)
resp.
0 0
‘1+so(0 )+ya¢( 0,9)| =1 <(0,9) <1+ya¢( )><1, (7.54)

pak je rovnovazny bod (Z,0), resp. (0,7), systému (7.50) asymptoticky stabilni. Asympto-
ticka stabilita rovnovazného bodu (,0) vyjadiuje, ze do prostfedi obsazeného prvni populaci
(pri¢emz velikost populace je v dynamické rovnovéze s prostfedim) nemuze invadovat druhd
populace. Analogicky lze interpretovat stabilitu druhého rovnovazného bodu.

Podminku (7.53) mizeme upravit do pouzitelnéjsiho tvaru. Ozna¢me

&p(

X=1
T ox

,0), p=1(2,0).
Pak podminku (7.53) mtuzeme piepsat jako soustavu nerovnic
X +p|<1+pX <2

pro nezndmou X a parametr p, kterd ma pro |p| < 1 fesSeni | X| < 1. Tedy pokud plati

Oy

1)(£,0) <1 a ‘1 +55%(@,0)' <1, (7.55)

pak je hranovy rovnovazny bod (Z,0) systému (7.50) asymptoticky stabilni. Pokud plati

6(2,0)| > 1 nebo ‘1+xg—‘£( 0)‘>1, (7.56)

pak je rovnovazny bod (Z,0) nestabilni.
Podobnym postupem dostaneme z podminky (7.54) dostateénou podminku stability

oY

P09 <1 a 11+@8—y<o,.@> <1 (7.57)

a nestability

oy

|©(0,9)] >1 nebo '1 + @a—y(O,g) >1 (7.58)

hranového rovnovazného bodu (0,7) systému (7.50).
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jako

dp dp
1"‘.%'*_ x*’y* x*_ x*’y*
a7V 9y V) I

J *’ ") = = * % *x, 1% | *
y 81‘ 7y y ay 7y

7 tohoto zapisu dostaneme dostatecnou podminku pro asymptotickou stabilitu vnitiniho rov-
novazného bodu (z*, y*) systému (7.50) ve tvaru nerovnosti

124 2%0; + yt | — 1 <1+ 20 + ¥ ¢ + 2y (st — opis) < 1. (7.59)
Tuto podminku miizeme opét upravit do jednodussiho tvaru. Nyni oznac¢ime
Y =24 a*0s +yt, g =ay" (O — o)
a nerovnosti (7.59) pfepiSeme jako soustavu nerovnic
Y| <Y +g<2
pro neznamou Y s parametrem ¢, kterd ma pro ¢ € (0,4) feSeni Y € (—%q, 2 — q), tj.
0<g<2-Y <2+

povsimnéme si, zZe nerovnost ¢ < 4 je obsazena v nerovnosti ¢ < 2 + %q. Tedy pokud plati

0 < 'y (@) — Opus) < —z*ph —y* iy < 2+ s2*y* (@hty — Opk) (7.60)

pak je vnitfni rovnovazny bod (z*,y*) systému (7.50) asymptoticky stabilni.

U vnitfniho rovnovazného bodu mé vyznam také otazka, zda v jeho okoli jsou Feseni
monotonni nebo osciluji. Dostateéné podminky monotonnosti feseni konvergujiciho k (x*, y*)
miizeme prepsat do tvaru

* X ok * 2
—2<atol Yty a datyt (ehy — opur) < (ater +utYl)T. (7.61)

7.3.1 Model konkurence

Uvazujme dvé konkurujici si populace a predpokladejme, ze kazd4 z nich by se bez piitomnosti
konkurenta vyvijela podle Rickerova modelu (1.17); i-té populaci odpovida rustovy koefici-
ent r; > 1 a uzivnost prostfedi K; > 0, ¢+ = 1,2. Pfitomnost konkurujici populace zmensuje
rustovy koeficient. Vyvoj uvazovaného spolecenstva tedy muzeme modelovat soustavou dife-
renc¢nich rovnic

Ny(t)
1

N}é”) Iy — ale(t)} ,

Ny(t+1)=Ny(t) exp [(1 - ) Inry — a12N2(t)} ,

(7.62)

Na(t + 1) = Na(t) exp [(1 -

kde kladné koeficienty a;;, 7,7 = 1,2, i # j, vyjadiuji ,silu konkurencniho tlaku® j-té populace
na i-tou.
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Systém (7.62) zjednodusime zménou méritka stavovych proménnych. Zavedeme tedy bez-
rozmérné proménné

N Ny
Xr = — Y= —
Ky’ Ky
a bezrozmeérné kladné parametry
o1 =Inri, 02 =Inry, a1z = a12Ka, o1 = a1 Ki;

parametr o; vyjadfuje maximélni rychlost ristu i-té populace (jeji bioticky potenciél), para-
metr o;; vyjadiuje intenzitu konkurencniho tlaku j-té populace na i-tou. Pfi této substituci
dostaneme

No(t)
l — =
) nr; —appko e

= a(t) exp [o1(1 — z(t)) — aray(t)] -

Podobné upravime y(t + 1). Transformované stavové proménné z, y tedy spliiuji autonomni
dvourozmeérny systém rovnic

8
e
+
—_
~—
I
8

(t)exp [o1(1 — 2(t)) — aray(t)] ,
y(t+1)=y(t)exp [02(1 — y(t)) — an1z(t)] .

Jedna se o systém tvaru (7.50), kde

(7.63)

olx,y) = 691(171)670:12?;, Wz, y) = 002(1=y) —az1z.

Pro parcidlni derivace (transformovanych) ristovych koeficienti ¢ a 1 plati

dp dp oy " oY "
_— = — — = — —_— = — _— = — .
Oz 019, y 124, o 219, y 02
V rovnovazném bodu (0,0), ktery vyjadiuje nepfitomnost obou populaci (nebo jejich
vyhynuti), plati
©(0,0) =€ > 1, ¥(0,0) = e > 1

a tedy (0,0)1(0,0) > 1. To podle (7.52) znamend, ze rovnovazny bod (0,0) (extinkéni
equilibrium) je nestabilni. Tento vysledek lze interpretovat tak, ze do neobsazeného prostiedi
mohou uvazované populace invadovat; jind mozna interpretace rika, ze konkurujici si populace
nemohou soucasné vyhynout.

Prvni soufadnice hranového rovnovazného bodu (Z,0) spliiuje rovnici
— o01(l—z) _
o(x,0) = e2t(77) — 1,

takze & = 1. Déle plati ¥(1,0) = €22~ 21, Parcialni derivace rustovych koeficientt v hranovém
rovnovazném bodu (1,0) tedy jsou

890 — agp — 8¢ — 02—021 61/) — 02—021
({91' (170) - 01, 8y (170) = —Q2, 8.%' (170) = —Q1€ 5 ay (170) - 02€ .

Dostateénd podminka (7.55) pro asymptotickou stabilitu tohoto rovnovazného bodu je tvaru

e <1, |1—p| <1
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Pokud tedy
01<2 a p<ay, (7.64)

pak je hranovy rovnovazny bod (1,0) systému (7.63) asymptoticky stabilni. Prvni z téchto
nerovnosti fika, ze ristovy koeficient prvni populace neni prilis velky; presnéji, dynamicka
rovnovaha prvni populace a prostiedi bez pfitomnosti populace konkurenéni je stabilni (prvni
populace je populaci K-stratégti). Druhou nerovnost mutzeme zhruba pfevypravét tak, ze
maximalni mozny rustovy koeficient druhé populace neni prili§ velky nebo Ze konkurenéni
tlak prvni populace na druhou je dostatec¢né intenzivni.

Analogicky odvodime, Ze dostatecna podminka asymptotické stability druhého hranového
rovnovazného bodu (0,1) je tvaru

02 <2 a 01 <ai2 (765)

a ma podobnou interpretaci. Dosazené vysledky pro hranové rovnovazné body lze také for-
mulovat v ekologickych terminech: Do prostiedi obsazeného populaci K-stratégi nemitize in-
vadovat konkurenc¢ni populace, pokud je konkurenc¢ni tlak residentni populace na tu invazni
dostate¢né velky nebo pokud invazni populace neméa dostateény bioticky potencial (méa maly
maximalni riustovy koeficient). O moznosti invaze konkurenéni populace do prostiedi obsaze-
ného populaci r-stratégii provedena analyza nerika nic.

Vnitini rovnovéazny bod (z*,y*) systému (7.63) vyjadiuje velikosti populaci, které ko-
existujl a maji ustalené velikosti. Jejich rtustové koeficienty jsou za této situace rovny jedné.
Soufadnice vnitfniho rovnovazného bodu tedy spliuji (algebraické) rovnice

eo1(1—o)—a12y — 1 . 017 + 12y = 01,
e2(l-y)—anz _ 1 © o anzT+ 02y =02

7 této soustavy je muzeme snadno vyjadrit,

(", y") = < 02(01 —a12)  01(02 — an) ) _

)
0102 — (Qj2Qv21 0102 — (120¢21

Obé souradnice z* a y* jsou kladné, tj. koexistence konkurujicich si populaci je mozna, praveé
tehdy kdyz plati
01 > 12, 02 > a1 nebo 1 <z, 02 < Qg (7.66)

Parcialni derivace rustovych koeficienti ve vnitfnim rovnovazném bodé jsou dany rovnostmi
* * * *
Yy =—01, P, =—mg, Yy = —ao1, Y, = —02,

nebot rustové koeficienty jsou zde jednotkové. To znamend, ze dostateéné podminka asympto-
tické stability (7.60) rovnovazného bodu (z*,y*) je tvaru

< 9192(91 - 0612)(92 - 0621) < 0102
0102 — (x12(x2] 0102 — (x12(x2]

0 (01 — o2+ 02 — 1) <

0102(01 — 012)(02 — a21)
2(9192 - a12a21)

<24 (7.67)

Prvni z nerovnosti je podle (7.66) splnéna. Druh4 muze byt splnéna jen pro

01> Q12 a Q2 > Qo1. (7.68)
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Za této podminky upravime druhou a tfeti nerovnost v (7.67) na tvar

_ 12021

0102 ) +3 (01— a12)(02 — az1). (7.69)

(01 —a12)(02 —ao1) < 01 —a12+ 02— <2 <1

Dostateéné podminky pro existenci a asymptotickou stabilitu vnitiniho rovnovazného
bodu (z*,y*) systému (7.63) tedy jsou (7.68) a (7.69). Mtzeme je interpretovat tak, Ze sta-
bilni koexistence konkurujicich si populaci je mozna, pokud biotické potencialy jednotlivych
populaci jsou vétsi nez tlak konkurenta (podminka (7.68)), ale ,souc¢asné nejsou prilis velké*
(podminka (7.69)). Dosud provedena analyza nefikd nic o moznosti nestabilni koexistence kon-
kurujicich si populaci, tj. o situaci, ze obé populace jsou v prostfedi dlouhodobé pfitomné,
ale jejich velikosti pravidelné nebo nepravidelné kolisaji.

Néjaké zavéry o globalni dynamice systému (7.63) modelujictho konkurenci dvou populaci
vSak jiz na zakladé ziskanych vysledkti miizeme uéinit. Jsou-li splnény nerovnosti (7.68), pak
nemize byt splnéna podminka (7.64) ani podminka (7.65). V takovém pfipadé jsou hranové
rovnovazné body nestabilni a pokud navic g1 < 2, g2 < 2 (obé populace jsou K-stratégy), je
mozné permanentni koexistence obou populaci.

Pokud plati

2>p01>012 a 02 <an,

pak neexistuje vnitini rovnovazny bod systému (7.63), hranovy rovnovazny bod (1,0) je
asymptoticky stabilni a (0,1) je nestabilni. Jinak feceno, neni mozna dlouhodobé koexis-
tence populaci: prvni populace, kterd je populaci K-stratégt, preziva a konkurenéni popu-
lace vyhyne. To je jeden z moznych ptikladi kompeti¢niho vylouceni populace (competitive
exclusion).

Pokud plati

01 <min{a2,2} a g9 < min{asg,2},

pak existuje vnitini stacionérni bod systému (7.63) a je nestabilni. Oba hranové rovnovazné
body (1,0) a (0,1) jsou asymptoticky stabilni. V této situaci opét dojde ke kompeti¢nimu
vylouceni jedné z populaci; kterd to bude vSak zavisi na pocate¢nich podminkach.

7.3.2 Model dravec-korist Johna Maynarda Smithe

Uvazujme spolecenstvo typu dravec-kotist. Budeme predpokladat, ze velikost samotné popu-
lace kofisti se vyviji podle logistického modelu (1.14) s vnitinim koeficientem ristu r» > 1 a
kapacitou prostiedi K > 0. O velikosti populace dravci budeme predpokladat, ze se vyviji
podle Malthusovského modelu (1.7) s ristovym koeficientem, ktery je pfimo tmérny velikosti
populace kofisti (¢im vice je kofisti, tim rychleji populace dravce roste). Pokud dravci nemayji
k dispozici zadnou kofist, bezprostfedné vymiraji (za ¢asovy interval jednotkové délky vy-
mizi). Je-li populace kofisti v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, tj. ma velikost rovnu
jeho kapacité K, pak v tomto prostfedi miize populace dravce prezivat; jinak feceno, dravci
jsou schopni invadovat do prostifedi obsazeného stabilizovanou populaci koristi. Nakonec bu-
deme predpokladat, ze za jednotku casu je jeden dravec schopen zlikvidovat mnozstvi kotisti
umeérné jeji velikosti, tj. dravci lovi kofist s konstantni intenzitou.

Oznaéime-li nyni N = N(t), resp. P = P(t), velikost populace kofisti, resp. dravce, v ¢ase
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t, dostaneme model vyvoje spolecenstva ve tvaru dvou diferen¢nich rovnic

N(t+1)=N () (7" - 1N(t)> — (aN (1) P(1),

P(t+1)=(BN())P(t).

(7.70)

Piitom a € (0,1) vyjadiuje intenzitu predace, § > 0 oznacuje konstantu tmeérnosti mezi

rustovym koeficientem dravce a velikosti koristi. Predpoklad, Ze populace dravce je schopna

rustu v prostfedi s rovnovaznou velikosti populace koristi, zapiSeme nerovnosti 5K > 1.
Abychom formalné zjednodusili analyzu systému (7.70), zavedeme bezrozmérné stavové

veli¢iny
1 «
r=—=N, y=—P
K r
a bezrozmérny parametr v = SK. Touto transformaci ziskdme autonomni dvourozmérny
systém

r—1
r

z(t+1)=rx(t) (1 -

y(t +1) =z (t)y(?).
Pfitom pro parametry r, v plati r > 1, v > 1.
Systém (7.71) je systémem tvaru (7.50) s rustovymi koeficienty

=(t) - y(t)> ’ (7.71)

r—1
r

e(z,y) =7°<1— w—y), Yz, y) = ye.

Jejich parcialni derivace podle jednotlivych proménnych jsou

Oy Oy oY
_— = 1 — _— = — _— g _— - .
D (z,y) By (z,y) = —r, 3 (z,y) =, 9y (z,y) = 0;

hodnoty téchto derivaci nezavisi na hodnotach nezavisle proménnych.
V rovnovazném bodu (0,0) plati

|©(0,0) +¢(0,0)] =7 >1 =1+ ¢(0,0)1(0,0).

To podle (7.52) znamen4, Ze tento rovnovazny bod je nestabilni.
Ponévadz 1(0,y) = 0 # 1 pro jakoukoliv hodnotu y, nema systém (7.71) hranovy rovno-
vazny bod tvaru (0, 7). Pro prvni soufadnici hranového rovnovazného bodu (z,0) plati

1
<p(£,0):7°<1—r @):1,

r

tj. & = 1. V tomto bodu plati [¢(1,0)] = v > 1, coZ podle (7.56) znamend, Ze hranovy
rovnovazny bod (1,0) je nestabilni.
Soutadnice vnitiniho rovnovazného bodu (x*,y*) spliuji soustavu (algebraickych) rovnic

takze
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Dostateénd podminka (7.60) stability tohoto rovnovazného bodu je nyni tvaru

(r=1D( -1 L= <2+(T—1)(7—1)_

0<
0l 0l 2y

Prvni z téchto nerovnosti je splnéna, nebot » > 1, v > 1. Druh4 je splnéna pro v < 2 a tieti

pro
r—1

r—+3
Konvergence Feseni k vnitfnimu rovnovaznému bodu je podle (7.61) monotonni, pokud
1—r r—1)(y -1 1—7r\°
=0 (1)

a 4
Y Y Y

3 < 7.

-2<

Tyto nerovnosti mizeme upravit na tvar

r—1 Vr+1
< < .
2 =7 2

Celkem dostavame vysledek: Necht r» > 1, v > 1. Pak existuje vnitini rovnovazny bod

) = (2200 1)

Bl Y
systému (7.71). Je-li navic

r—1
I—— < v <2,
r+3 7

pak je tento rovnovazny bod asymptoticky stabilni; pokud pfitom %(r 1) <y< % Wr+1),
pak fesSeni konvergujici k rovnovaznému bodu jsou od jistého indexu monotonni. Je-li

r—1

> 2 nebo <3 ,
U U r+3
pak tento rovnovazny bod (z*,y*) nestabilni.

Vratime se k pivodnimu modelu (7.70). Jestlize parametry ristu a interakci populaci
dravce a kofisti modelovanych systémem (7.70) spliuji nerovnosti

r>1, K>0 0<a<l, BK>1,

pak je mozna koexistence téchto populaci. Pokud piitom

r—1

3
r+3

< BK <2,

je tato koexistence stabilni, velikosti populaci se ustali na hodnotach

1 r—1 1
N*=2, P'= 1-— ).
B’ a ( 6K>

Pokud ovsem koexistence neni stabilni, tak z toho jesté neplyne, Zze by néktera z populaci

musela vymiit.
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7.4 Populac¢ni genetika

Pokusime se modelovat pfenos genti (nosi¢i dédi¢nosti) mezi generacemi néjakych organism,
a to ve velice zjednodusenému piipadu. Predstavme si, ze dospéli jedinci néjakého druhu pro-
dukuji pohlavni buniky, gamety. Spojenim dvou gamet vznikne novy jedinec, zygota. Ten miize
dospét do plodného véku, produkovat gamety a cely cyklus se bude opakovat. Budeme pied-
pokladat, ze c¢as, ktery uplyne od stadia gamety pres zygotu a plodného jedince do produkce
dalsich gamet je jednotkovy, tj. pokud gamety prvni, parentdlni, generace jsou vytvoreny
v Case t, pak gamety nasledujici, filidlni, generace jsou vytvoreny v case t + 1, viz Obr. 7.3.
Geny si budeme predstavovat mendelovskym zptsobem, podrobnosti na molekularni trov-
ni nejsou pro potfeby vytvarenych modeli relevantni. Jeden gen je predstavovan néjakym
mistem na chromozomu, lokusem. Zygoty a dospéli jedinci maji chromozomy v péarech, jsou
diploidni. To znamend, Ze na jednom lokusu jsou dvé varianty genetického materialu, alely,
které nemusi byt shodné. Tato neusporfddana dvojice alel urcuje genotyp jedince. Naproti
tomu gamety maji kazdy chromozom jen jednou, jsou haploidni, a tedy nesou jen jednu alelu.

7.4.1 Gen se dvéma alelami

Budeme uvazovat chromozom, ktery neni pohlavni, a na ném jeden lokus se dvéma moznjmi
alelami, které ozna¢ime A, a. Jako prvni predpoklad pfijmeme, Zze do gamet piechézi alely na-
hodné. To znamenad, ze gameta vyprodukovana jedincem s genotypem Aa s pravdépodobnosti
% obsahuje alelu A a se stejnou pravdépodobnosti % obsahuje alelu a. Gameta vyprodukovana
jedincem genotypu AA jisté, tj. s pravdépodobnosti 1, obsahuje alelu A, gameta vyproduko-
vana jedincem genotypu aa jisté obsahuje alelu a.

Ozna¢me z(t) podil gamet, které nesou alelu A, mezi vSemi gametami v ¢ase t. Hodnotu
x(t) muzeme také povazovat za klasickou pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand gameta
nese alelu A. V disledku toho je podil gamet, které mezi vSemi gametami v Case ¢ nesou
alelu a, roven 1 — z(t). Budeme také predpokladat, Ze tyto podily jsou stejné i u samotnych
samicich gamet, nebo samotnych samcich gamet. Jinak fe¢eno, subpopulace samic a samct
jsou z hlediska uvazovaného lokusu geneticky identické.

Budeme dale predpokladat, ze populace je panmiktickd, dochézi v ni k ndhodnému kiizeni.
Jinak feCeno, gamety se pfi vytvafreni zygot spojuji ndhodné a nezavisle na alelach, které
nesou; libovolna sami¢i gameta se miize spojit s libovolnou saméi gametou. (Tento proces je
asi lepsi si predstavovat jako pylova zrna nesena ndhodné vanoucimi vétry na blizny ndhodné
rozmisténé v krajiné, ne jako spermie a vajicka spojujici se v téle samice.) Ozna¢me Z44,

Z N M
plodny D S plodny | m,
--—» jedinec gameta zygota jedinec gameta zygota —- -
(parentélni) (filidlni)
..... w..
t t+1 Cas

Obrézek 7.3: Zivotni cyklus modelové populace s genetickou strukturou
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ZAg & Laq POCet zygot genotypu AA, Aa a aa. Polozme Z = Za+ Zaq + Zaq. Déle oznacme

ZAA ZAa Zaa

77 PAa = —— Paa = (772)

PAA = 7

podil zygot prislusného genotypu mezi vSemi zygotami, ktery mizeme povazovat za klasickou
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana zygota je daného genotypu. Zygota genotypu AA je
realizaci nezévislych nédhodnych jevi, Ze gameta od jednoho rodice nese alelu A, pravdépo-
dobnost tohoto jevu je rovna z(t), a ze gameta od druhého rodice nese také alelu A, coz je
jev se stejnou pravdépodobnosti z(t). Pravdépodobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy
rovna paa = z(t)z(t) = z(t)%. Analogickou tvahou zjistime, Ze paq = (1 — CE(t))z. Ponévadz
kazda zygota je pravé jednoho z moznych genotypi, plati pa, = 1 — (paa + Paa). Dostéavame
tak vztahy

Zaa
Z

PAA = Zaa _ (t)?, pas = Zha _ 2¢(t)(1 —x(t)), Paa = =(1- CE(t))z. (7.73)

Z 7z
Budeme ptedpokladat, ze zygoty rtiznych genotypt mohou mit rtiznou pravdépodobnost,
ze se doziji plodného véku, a ze plodni jedinci riiznych genotypt mohou mit riznou plodnost,
tj. vyprodukuji rizny pocet gamet. Jinak feceno, vybér (af uz pfirozeny nebo umély) ptsobi
na urovni genotypu. Oznac¢me Sy podil zygot mezi vSemi zygotami genotypu AA, které
dosdhnou plodné faze, tj. pravdépodobnost, ze se zygoty genotypu AA doziji plodnosti. Déale
oznacme ma 4 pocet gamet, které vyprodukuje dospély jedinec genotypu AA. V analogickém
vyznamu budeme pouzivat oznaceni Saq, Saa, MAq & Maq-
Oznacme dale Nga, Naq, Nag pocet plodnych jedincii prislusnych genotypt ve filidlni ge-
neraci, a Maa, Ma, a Mgy, celkovy pocet gamet, které vyprodukuji vsichni jedinci prislusného
genotypu. Pak s vyuzitim vztaha (7.72) a (7.73) dostaneme

Maa =maaNas = maaSaaZas = maaSaaZua(t)? (7.74)

a podobné

2

My, = 2mAaSAaZx(t)(1 — x(t)), My, = maaSaaZ(l — :c(t)) . (7.75)

Vsechny zygoty genotypu AA, kterych bylo Z 44, miZeme povazovat za ,,prvotni producenty*
celkem Maa = maaSaaZaa gamet. To znamend, Ze jednu zygotu genotypu AA muzeme
povazovat za puvodce

Mya

ZAA
gamet. Tuto veli¢inu lze proto povazovat za reprodukéni zdatnost genotypu AA. Oznacime ji
wa4. Stejnou ttvahu muzeme provést a analogické oznaceni zavést pro ostatni genotypy,

=maaSaa

Maa g M 4, g M.
WAA = 5 = MAAPAA, WAq = =MAaOAas Waa =
Zan Zaa

= MuaSaa.  (7.76)
Pak prepiseme vztahy (7.74), (7.75) ve stru¢néj$im tvaru
2
Maa = waaZzx(t)?, Mag =2waaZz(t)(1 —(t)), Mo =weaZ(1—2z(t))".  (7.77)

Vsechny gamety vyprodukované jedinci genotypu AA nesou alelu A a primérné polovina
gamet vyprodukovanych jedinci genotypu Aa nese také alelu A. Celkovy ocekdvany pocet
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gamet s alelou A v Case t + 1 tedy je roven Maa + %M Aq- Podobné celkovy pocet gamet
s alelou a je roven M,,+ %M Aa- Pro podil gamet nesoucich alelu A v ¢ase t+ 1 nyni s vyuzitim
vztahi (7.77) dostaneme vyjadieni

Mua + $Maq B
Maa + %MAa + Mo + %MAG

z(t+1) =

waar(t)? + wAax(t)(l - ﬂ:(t))
waaz(t)? + 2waaz(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — 2(t)*

z ne¢hoz bezprostiedné plyne Fischerova-Haldaneova- Wrightova rovnice populacni genetiky

wAAZT(t) + waq (1 — x(t))

T 1) =
(t+1) waaz(t)? 4 2waax(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — (1))

_a(t). (7.78)

Tato rovnice obecné neni autonomni, reprodukéni zdatnosti w jednotlivych genotypi mohou
zdviset na case, nebotf pocty gamet M a pocty zagot Z v riznych ¢asovych obdobich mohou
byt rtizné; velikost populace, kterd neni v dynamické rovnovaze se svym prostiedim, se v ¢ase
néjak méni, vyviji se.

Veliciny wa4, waq & Weq vyjadiuji reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypt. Nyni
miizeme uvazovat nahodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost* a vypocitat jeji stredni hodnotu
w pomoci pravdépodobnostni funkce genotypu (7.73):

W = WAAPAA + WAaDP Aa + WaaPaa = wAA:c(t)2 + 2’U)Aa56(t)(1 - :U(t)) + waa(l - CE(t))Q. (7.79)

Tuto hodnotu lze povazovat za celkovou reprodukéni zdatnost populace; vyjadiuje o¢ekavany
pocet gamet, které nakonec vyprodukuji vSechny vytvorené zygoty.

Mizeme také uvazovat ndhodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost zygot, které nesou alelu
A%, Takova diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva dvou hodnot wa4 a w4, s pravdépodobnostmi
x(t) a 1 —x(t), tj. s pravdépodobnostmi jevii ke gameté s alelou A se pfipoji gameta s ale-
lou A“ a ke gameté s alelou A se pripoji gameta s alelou a“. Stfedni hodnotu uvazované
veli¢iny oznac¢ime w4; miZeme ji interpretovat jako reprodukéni zdatnost alely A. Jedna se o
ocekavany pocet gamet nesoucich alelu A v nasledujici generaci, tj. v ¢ase t 4+ 1. Analogicky
miizeme piremyslet o reprodukéni zdatnosti zygot nesoucich alelu a. Reprodukéni zdatnosti
alel tedy vyjadfime rovnostmi

wa = waaz(t) + wae (1 — (1)), wWa=waaz(t) + waa (1 — z(t)). (7.80)
Celkova reprodukéni zdatnost populace je pak podle (7.79) dana rovnosti
W = waz(t) + we (1 — z(t)) (7.81)

a jedna se tedy o stfedni hodnotu reprodukéni zdatnosti jednotlivych alel.
Zakladni rovnici (7.78) mtuzeme s oznacenim (7.79) a (7.80) prepsat ve tvaru

2(t+1) = %m(t). (7.82)

Tuto rovnici muzeme piecist: ,Je-li reprodukeéni zdatnost alely A vétsi nez reprodukéni zdat-
nost populace, pak relativni zastoupeni alely A v populaci roste.* Odvodili jsme tedy zakladni
poucku darwinismu.
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Jesté zdtraznéme, ze reprodukéni zdatnost alely w4 a primeérnéd reprodukéni zdatnost
populace w zavisi na podilu x = x(t) gamet nesoucich pfislusnou alelu v celé ,populaci
gamet“. Reprodukéni zdatnosti waa, wa, a wee jednotlivych genotyptt se mohou v cCase
ménit. Proto reprodukéni zdatnost alely A i celkova reprodukéni zdatnost populace mohou
zaviset na Case a na genetické strukture populace, wq = wx (t, x(t)), W= w(t, x(t)) Rovnici
(7.82) zapiseme podrobnéji jako

At z(t))

z(t+1) = (t " t))

x(t). (7.83)

w
w

7.4.2 Analyza rovnice (7.78) v autonomnim piipadé

Pfedpokladejme, ze pomér poctu zygot Z urcitého genotypu v ¢asovém intervalu (¢, + 1) a
poctu gamet M vyprodukovanych jedincem téhoz genotypu v Case t + 1 je stejny pro kazdy
¢as t. V takovém ptipadé jsou podle (7.76) reprodukéni zdatnosti jednotlivych genotypt w4,
WAq & We, konstantni, jsou to nezdporné parametry rovnice (7.78). Budeme pfedpokladat, ze
alesponi jeden z parametrii wag, Waq, Waq je kladny. V opaéném ptipadé by totiz uvazovana
populace vymizela hned v prvni filidlni generaci.

Nejprve uvazujme kladné reprodukéni zdatnosti heterozygotil, wa, > 0. Zavedeme rela-
tivni zdatnosti homozygott vzhledem ke zdatnosti heterozygotu

WAA w
K = 7 k= aa

W Aq W Aq,

Zlomek na pravé strané rovnice (7.78) vykratime parametrem w4, a upravime. Dostaneme
rovnici
14+ (K —1)x(t)

z(t+1) = 1+ (K — a(t)? + (k — 1)(1—35(75))2

x(t) (7.84)

se dvéma nezapornymi parametry. Ponévadz stavova proménna x vyjadiuje relativni frekvenci
(tj. pravdépodobnost), je stavovym prostorem uzavieny interval [0, 1].
Pii analyze rovnice (7.84) rozlisime tfi pripady.

(i) K = 1 = k, reprodukéni zdatnosti vSech genotypu jsou stejné. V tomto piipadé je
rovnice (7.84) tvaru
z(t+1)==x(t), tj. Az(t) =0,

kterda ma jediné konstantni feSeni. Pokud tedy reprodukce nezavisi na genotypu, frekvence
alel v populaci se neméni. To je Hardyho-Weinbergtv zakon.

(ii) K = 1 a k # 1, reprodukéni zdatnost homozygota genotypu AA je stejnd, jako
reprodukéni zdatnost heterozygota a reprodukéni zdatnost homozygota genotypu aa je jina.
Jinak Feéeno, jedinci genotypi AA a Aa maji stejny fenotyp, jedinci genotypu aa maji fenotyp
jiny. To odpovida situaci, ze alela A je dominantni a alela a je recesivni. V tomto pripadé ma
rovnice (7.84) tvar

x(t) .
1+ (k—1)(1—a(t)?

Najdeme jeji rovnovazné body a vysSetiime jejich stabilitu.

z(t+1) =

(7.85)
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1+ (k- 1)1 —a)

Ozna¢me na chvili f(z) =

Plati

5- Rovnice f(z) = x méa dva kofeny 0 a 1.

1+ (k=11 —2)?+22(k —1)(1 — 2) 1

He)= (1+ (k- 1)1 —2)2)°

To znamend (viz Obr. 7.4), Ze pro kazdé feSeni x = x(t) rovnice (7.85) plati

. 0, k£>1,
lim z(t) =
1—00 1, k<1

Pokud vybér preferuje fenotyp urceny recesivni alelou, pak dominantni alela z populace vy-
mizi; pokud vybér preferuje fenotyp urcéeny dominantni alelou, pak recesivni alela z populace
vymizi.

(iii) K # 1 # k, kazda alela néjak pfispiva k reprodukéni zdatnosti, zddné z nich neni
dominantni. Pfispévek alel k fenotypu je aditivni, alely jsou semidominantni.

I v tomto pripadé najdeme rovnovazné body rovnice (7.84) a vySetfime jejich stabilitu.
Nyni oznacime
B 1+ (K—-1)x
T14 (K -Da2+ (k-D(A -2

f(x)
Pak rovnice f(x) = z, tj. kubickd rovnice
z(1+(K-12°+ (k—1)(1 —2)*) =z(1+ (K — 1)),

k—1
ma koreny 0, 1 a z* = K+h_2 Kofen z* je rovnovaznym bodem rovnice (7.84) pouze
tehdy, kdyz 0 < z* < 1, coz nastane pravé tehdy, kdyz K > 1, k > 1 nebo K <1, k <1

(stale totiz pfedpokldadame K # 1 # k). Déle plati

f(a) = 14+ 2(K — 1)z C 2014 (K - 1) (K - Do — (k- 1)(1 —2))
Tl (K - 122+ (k—1)(1 — )2 (1+ (K —1)22 + (k—1)(1 — 2)2)° ’
! _1 ! _1 1oox\ (K_l)(k_l)
FO=5 I0=% f(x)_1+K—1+k—1+(K—1)(k:—1)'

To znamena (viz Obr. 7.4), Zze pro k > 1 je rovnovazny bod 0 asymptoticky stabilni a pro
k < 1 je nestabilni. Podobné pro K > 1 je rovnovazny bod 1 asymptoticky stabilni a pro
K < 1 je nestabilni. Pokud je x* rovnovaznym bodem rovnice (7.84), pak je asymptoticky
stabilni v pfipadé K < 1, k < 1 a nestabilni v pfipadé K > 1, k£ > 1; snadno totiz ovéfime,
Ze pri oznaceni

(K—-1)(k—-1)
K-1+k—-14+(K-1)(k-1)

plati F(k,K) >0prok>1, K >1a

F(k,K) =

—1=inf{F(z,y): 0<2z<1,0<y<1} <F(kK)<
<sup{F(z,y): 0<z<1,0<y<1}=0pro0<k<1l 0<K<I,
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Obrazek 7.4: Grafické feSeni rovnice (7.84) a jeho prubéh pro rizné hodnoty parametru K,
k. Tj. vyvoj relativni frekvence alely A v populaci pro rizné relativni reprodukéni zdatnosti
homozygott vzhledem k heterozygottm.
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COZ znamena, ze
f(@*)>1prok>1 K>1, 0<f(2")<1lpro0<k<1l 0<K <.

Podivejme se jesté na jeden speciélni pfipad rovnice (7.84), a to takovy, kdyz Kk = 1,
K # 1. V tomto ptipadé je
WAA Waq,

1= ., neboli w%, = wWAAWaq
WAa WAa

a to znamend, ze reprodukéni zdatnost heterozygota je geometrickym prumérem zdatnosti
jednotlivych homozygot. Rovnice (7.84) nabude tvar

_ Ka(t)
) = T wR - D)

coz je Bevertonova-Holtova rovnice, jejiz reseni je podle 4.1 dano formuli

To
t) = .
2(t) = (1—zg) K"

Opét tedy plati

. 1, K>1,
lim z(t) =
t—00 0, 0<K<1.
Je-li (K—1)(k—1) > 0, pak je mozny geneticky polymorfismus. Ten je ale v pfipadé K > 1,
k > 1 nestabilni; zalezl na pocatecni genetické struktuie populace, ktera z alel prevladne.
Trvaly geneticky polymorfismus je mozny jen v pripadé, ze K < 1, k < 1, tj. reprodukéni
zdatnost kazdého z homozygoti je mensi nez reprodukéni zdatnost heterozygota.

Z dosavadnich tvah jsme vyloucili pripad wa, = 0, tj. moznost, Zze heterozygoti nejsou
schopni reprodukce. V takovém piipadé ma autonomni rovnice (7.78) tvar
wA A&U(t)z
5
waaz(t)? 4+ waea (1 — z(t))

ot +1) = (7.86)

Pokud w4 = 0, pak z(t + 1) = 0 a alela A by z populace vymizela hned v prvnim ¢asovém
kroku. Takovou situaci bychom mohli interpretovat tak, Ze alela A piedstavovala néjakou
skodlivou (smrtici) mutaci. Pokud wg, = 0, pak z(t + 1) = 1 a z populace by bezprostiedné
vymizela alela a. Dale budeme piedpokladat waqwe, > 0, tj. Ze ani alela A ani alela a
neptedstavuje smrtici mutaci.

Konstantni posloupnosti x = 0 a = 1 jsou evidentné FeSenim rovnice (7.86) pro jakékoliv
hodnoty parametrii waa, wqq; vyjadiuji moznost, ze v modelované populaci ma uvazovany
gen jedinou alelu. Budeme hledat dalsi feseni rovnice (7.86), které neni identicky nulové ani
jednotkové. Uvazujme proto rovnici spolu s poc¢ateéni podminkou

z(0) = x0 € (0,1). (7.87)

Substituce
1

o) = 1 U vt =l (ﬁ - 1)
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prevede pocateéni tlohu (7.86), (7.87) na pocateéni tlohu pro linedrni rovnici

Waa

y(t+1) =2y(t) + In

1
9 y(O):y():lIl<——1>,
WAA Zo

ktera maé feSeni
(1—m0)\*
w w w —x w
y(t) =2 <yo+lnﬂ>—lnﬂzln<aa70> —In —=.
WAA WAA WAA

Zpétnou substituci dosatneme FeSeni puvodni poc¢atecéni tlohy (7.86), (7.87) ve tvaru

waa
z(t) + 5 -
Waq (1 — x0)
Waq + WAA W
0
L Waa(l — 20 . , . .
Posloupnost s obecnym ¢lenem w4 <M> je vybrana z geometrické posloupnosti
WAATQ
TR . . waa(l_xO) . v . ,
s pocateénim clenem wq4 a s kvocientem ——— . Hodnota kvocientu urcuje chovani
WAATQ
reseni. Je-li
o * waa
To=2Tg =
Waq + WAA
pak
Waa(l —x0) .
WAALQ

a FeSeni ulohy (7.86), (7.87) je konstantni, z = . Je-li g > zf), resp. xg < zf), pak

Waa(l = 20) <1 a lim z(t) =1, resp. Waa(l = 20) >1 a lim z(t) = 0;
WAAZQ t—o00 WAALQ t—00
pfitom je FeSeni z = x(t) rovnice (7.86) monotonni.

Pokud je tedy wa, = 0, existuje rovnovazny stav x§ € (0,1), ktery je repulsivni a dva
asymptoticky stabilni rovnovazné stavy 0 a 1. Ke kterému ze stabilnich rovnovaznych stavt
bude feseni konvergovat, zavisi na pocatecni podmince. Kvalitativné se tedy jedna o stejnou
situaci jako na Obr. 7.4, ptipad K > 1, k > 1.

Zavér:

Autonomni rovnice (7.78) s nezdpornymi parametry w44, Waq, Weq UVazovani na stavovém
prostoru = [0, 1] mé rovnovazna feSeni v krajnich bodech €, tj. feSeni z =0 a =z = 1.

Pokud jsou vSechny parametry stejné, waa = w4, = Waq, pak ma rovnice pouze konstantni
feSeni; kazdy bod stavového prostoru je rovnovazny.

Pokud min {waa, wee} < waq < max{waa,Waq}, pricemz alespon jedna z nerovnosti je
ostra, pak rovnice (7.78) neméa uvniti stavového prostoru §2 zadné rovnovazné body.

Pokud min {waa,Wea} > Wae, nebo max {waa, Wee} < Waq, pak ma autonomni rovnice
(7.78) izolovany rovnovazny bod

ot = Waa — WAq
Waaq — 2WAq +WAA
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uvnitf stavového prostoru €.
Dostate¢né podminky pro asymptotickou stabilitu nebo repulsivitu izolovanych rovnovaz-
nych bodi jsou:

o Je-liwpaa > wag, nebo was = wa, > Waq, pak je stacionarni feSeni z = 1 asymptoticky
stabilni.

o Je-li was < waq, nebo was = wa, < Waq, pak je staciondrni feseni x = 1 repulsivni.

o Je-li weq > wag, nebo wy, = waq > waa, pak je stacionarni feseni x = 0 asymptoticky
stabilni.

o Je-li wey < Wag, Nebo wyq = wa, < waa, pak je stacionarni feseni x = 0 repulsivni.
o Je-li max {waa, Weq} < waq, pak je stacionarni feseni x = x* asymptoticky stabilni.

o Je-li min{wga, Wee} > waq, pak je stacionarni feseni x = x* repulsivni.

Biologickou evoluci lze chapat jako zménu frekvenci alel v pribéhu casu. Predstavme si,
ze cela populace mé na prislusném lokusu alelu A a v pocateénim Case se u néjakého jedince
objevi jeji mutace, alela a. Pokud v takovém pripadé bude waa < waq < Weq, pricemz alespon
jedna z téchto nerovnosti je ostra, pak se bude mutovana alela a v populaci sifit a nakonec
v ni prevladne; pokud w4, > max{wa4, waq}, pak budou obé alely v populaci dlouhodobé
koexistovat, populace se stane geneticky polymorfni.

7.4.3 Replikatorova rovnice

Pfi odvozovani rovnice (7.78) jsme vyuzivali po¢tu plodnych jedincu ve filidlni generaci N,
pravdépodobnosti preziti zygoty do plodného véku S a stfedniho poctu gamet vyproduko-
vanych plodnym jedincem m. Tyto veli¢iny vSak nejsou podstatné, v prubéhu vypoctu jsme
eliminovali pocet dospélych jedinci N a parametry S, m jsme shrnuli do jejich soucinu w,
do reprodukéni zdatnosti. Pii vyvoji genetické struktury populace totiz zalezi pouze na ge-
nech (pfesnéji feceno alelach, tsecich DNA), které tvori linie identickych kopii, replikuji se.
Jedinci, jednotliva téla, slouzi pouze k jejich pfenosu do dalsi generace. Z tohoto pozorovani
vychézi Dawkinsova terminologie replikdtor (pro geny, molekuly DNA, obecnéji pro vzorce
chovani, memy a podobné ,entity“, které vytvari své vlastni kopie s pripadnymi ndhodnymi
mutacemi) a vehikl (pro jednotlivé organismy, obecnéji skupiny organismu nebo populace).
Selekce (pfirodni nebo umély vybér) vsak pusobi na vehikly, ovliviiuje hodnoty parametrt S
a m (a tim urcuje jejich sou¢in — reprodukéni zdatnost w).

Priiklad — druh jako replikator a spoleéenstvo jako vehikl

Uvazujme spolecenstvo dvou druh, jehoz vyvoj je popsan systémem (7.49). Necht Ny = Ny(t)
a Ny = N(t) jsou TfeSeni tohoto systému. Celkova velikost spolecenstva je N = N(t) =
Ni(t) + Na(t). Zavedeme proménnou
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ktera vyjadruje relativni zastoupeni prvniho druhu ve spolecenstvu. Pak plati

st +1) = D+ Ni(8)®1 (N (t), Na(1)
N(t+1)  Ni(t)®1(N1(t), Na(t)) + No(t) P2 (N1 (t), No(t))

Posledni vyraz upravime a pro zpiehlednéni zapisu budeme vynechavat index posloupnosti ¢.
Dostaneme

N1®1 (N1, N2) M ®1(N1, N — Ny) B
NN N—-N =
®1(zN, (1 —x)N)

Y2®, (wN, (1 - 2)N) + (1 — )83 (zN, (1 — 2)N)
Oznadime-li nyni
n = w(t,x) = &) (eN(t), (1 — 2)N(1)), vy = va(t,z) = Do (xN(t), (1 — )N (1)),
b= i(t,x) = e (t,x) + (1 — 2)wa(t, z),

dostaneme, Zze proménnd z = x(t) je FeSenim rovnice

V1 (t,x(t))
v(t,x(t)’
coz je rovnice tvaru (7.83). Vyraz v; vyjadiuje reprodukéni zdatnost prvniho replikdtoru

(druhu ve spoleéenstvu) a vyraz v vyjadiuje celkovou reprodukéni zdatnost vehiklu (dvou-
druhového spolecenstva). |

z(t+1) = x(t)

Reprodukéni zdatnost w4 alely A vyjadiuje o¢ekavany pocet gamet s alelou A v nasledujici
generaci; jinak feceno, pocet kopii replikdtoru A. Je-li wa > 1, resp. wa < 1, resp. wa = 1,
pak pocet kopii replikdtoru A v populaci roste, resp. zmensuje se, resp. se neméni. Toto
pozorovani inspiruje zavedeni veliiny

fA:wA_17

jejiz znaménko urcuje, zda je replikitor A uspésny. Nazveme ji zdatnost (fitness) replikatoru
A. Analogicky zavedeme zdatnost replikatoru a

Ja=wq — 1.

Je-li z relativni zastoupeni replikdtort A, a tedy 1 — x je relativni zastoupeni replikatori a,
pak primérnou zdatnost populace replikatori (tj. populace vehikla prislusnych replikator)
definujeme vztahem

f=xfa+ (1 —2x)fa;

jedna se o vazeny primér zdatnosti jednotlivych replikdtorti. Primérnou zdatnost mtizeme
vyjadrit pomoci reprodukénich zdatnosti replikatord,

f=2(wg — 1)+ (1 —z)(w, — 1) = 2wa + (1 — x)w, — 1.
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Vzhledem k rovnosti (7.81) mtzeme nyni rovnici popula¢ni genetiky (7.82) pfepsat do tvaru

1+ fa
1+f
Reprodukéni zdatnosti wa a w, alel obecné zavisi na Case i na frekvenci alel, na téchto

veli¢inach tedy také zévisi zdatnosti fa, fa, takze také f. Pfedchozi rovnici proto zapiseme
podrobnéji:

z(t+1)=

x(t).

1 falt,x(t))
z(t+1) = m

Tato rovnice (rekurentni formule) se nazyva replikdtorovd. Muzeme ji zapsat také jako expli-
citni diferen¢ni rovnici

x(t). (7.88)

_ fA(tP%') _f(tvx)
M T )

Reprodukéni zdatnosti wy, w, jsou pro jakékoliv x € [0, 1] nezdporna ¢isla, proto jsou vyrazy
1+ fa, 1 + f nezédporné. Druhy z nich nemfize byt nulovy (nebot je ve jmenovateli zlomku
na pravé strané rovnice (7.88)), je tedy kladny a f > —1. Ponévadz f je vazenym priimérem
hodnot f4 a f, s vahami x, 1 — x, musi byt také fa = fa(-,z) > =1 a fo = fo(-,2) > —1
pro kazdé x € (0,1). Jinak feceno, pokud jsou vSechny ¢leny posloupnosti z v intervalu
(0,1), pak jsou posloupnosti fA( (- )) a fa( I )) regresivni (sr. Definici 17). S vyuzitim
yregresivniho minus“ mtizeme nyni replikdtorovou rovnici zapsat jako

Az =z (falt,z) o f(t,z))

nebo strucné A
X —
- = fA(t,fE) S} f(t,ﬂ?)

a predist ji: ,Relativni zména zastoupeni replikdtoru A v populaci vehikli je rovna (regre-
sivnimu) rozdilu zdatnosti replikdtoru a celkové zdatnosti populace. Je-li zdatnost A vétsi
nez prumeérna, jeho zastoupeni v populaci roste.“ To je jind formulace zakladniho dogmatu
darwinismu o ,,pfezivani schopnéjsich”.

Jesté si mizeme povsimnout, ze autonomni rovnice populaéni genetiky (7.84) je autonomni
replikadtorovou rovnici se zdatnostmi

fA:fA(x):(K_l)xv fa:fa(x):(k_l)(l_x)'

7.5 Problém extinkce

Do druhého vydani svého Eseje o principech populace v roce 1803 pridal Thomas Malthus
kapitolu o populaci Svycarska, ve které upozornil na skuteénost, ze

v Bernu ptijala méstské rada v letech 1583 az 1654 mezi méstany 487 rodin, z nichz
379 béhem dvou stoleti vymrelo a v roce 1783 jich zlistavalo pouze 108.
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Navzdory tomu, ze velikost populace roste exponencialné, velké mnozstvi rodin vymira. V pra-
béhu devatenactého stoleti byla zaznamenana také vymirani rodin, u kterych jsou k dispozici
spolehlivé genealogické zaznamy, tedy u piislusnikt slechty nebo vyssi burzoasie. Tento jev
byval interpretovan jako pfiznak degenerace hornich vrstev. Vysvétlit ho bez ideologické za-
ujatosti se pokusil ufednik francouzského ministerstva financi Irenée Jules Bienaymé (1796
1878), ktery roku 1845 publikoval praci o trvani slechtickych rodin ve Francii nazvanou De la
loi de multiplication et de la durée des familles.

Bienaymé pro zjednoduseni predpokladal, ze vSichni muzi maji stejnou pravdépodobnost,
ze budou mit 0,1,2,3,..., N synu, ktefi se doziji dospélosti. Pokud je primérny pocet syni
mensi nez 1, je jasné, Ze nositelé rodového jména vymiou. Ovsem stejny zavér plati, pokud je
prumérny pocet synd 1; napt. je-li stejnd pravdépodobnost % toho, Zze muz nebude mit syna,
nebo ze bude mit dva syny. Bienaymé vypocital, ze v takovém ptipadé je pravdépodobnost
trvani rodu po vice nez 35 generaci mensi nez 0,05. Pokud se tedy béhem staleti vyst¥idaji
zhruba tfi generace, je témér jisté, ze rod za jedenéct az dvanact stoleti vymfe.

Na Bienaymého préci navéazal jeho pfitel, matematik a ekonom Antoine Augustin Cournot
(1801-1877) v knize De l'origine et des limites de la correspondance entre l’algébre et la
géométrie z roku 1847. Za dosti obecnych predpokladt (libovolny muz muze mit nejvyse N
synu, kteri se doziji dospélosti, pricemz pravdépodobnost, ze bude mit pravé k synd je rovna
pr, k=0,1,2,..., N) ukdzal, Ze problém hledani pravdépodobnosti vyhynuti rodu lze pfevést
na feseni algebraickych rovnic.

Stejnym problémem se zabyval bratranec Charlese Darwina Francis Galton (1822-1911).
V casopise Educational Times predlozil ¢tenaitim problém:

Velky néarod, v némz budeme uvazovat pouze dospélé muze, kterych je celkem N,
kolonizuje néjakou oblast. Vyvoj jejich populace se fidi zakonem, ze v kazdé po-
pulaci nemé ag procent muzt zadné muzské potomky, ktetfi by se dozili dospélosti;
a1 procent muzi méa jednoho takového muzského potomka; ao procent jich ma 2;
a tak déle az do as procent muzt, kteii jich maji 5.

Najdéte (1) jaky podil pf¥ijmeni po r generacich vymie a (2) a kolik pfijmeni bude
nosit m osob.

Na prvni otazku jiz dfive odpovédéli Bienaymé a Cournot. Galton vsak jejich feseni neznal,
od ¢tenaiti uspokojivé feseni nedostal a saim na né asi prijit nemohl. Proto se obratil na svého
pritele, matematika Henryho Williama Watsona (1827-1903), aby se ho pokusil vytesit. V roce
1875 publikovali Galton s Watsonem ¢lanek On the probability of extinction of families®,
v némz k feSeni prvniho problému nezavisle zopakovali Cournotovy tvahy a ukazali (chybné,
viz priklad 2 v 7.5.1), ze kazd4 rodina jisté vymfe.

Tentyz problém, ale interpretovany jako hledédni pravdépodobnosti, ze v populaci pre-
7ije zmutovany gen, fesil Ronald Aymler Fisher (1890-1962). Fisher® zopakoval Galtonovo-
Watsonovo feseni, jejich pivodni ¢lanek ovSsem necitoval. Pritom predpokladal, ze pravdépo-
dobnost, Ze v nasledujici generaci bude k kopii mutovaného genu, ma binomické rozdéleni.
Na Fisherovu praci navazal John Burdon Sanderson Haldane (1892-1964). V letech 1924 az
1934 napsal sérii deseti ¢lank® souhrnné nazvanych Matematicka teorie pfirozeného a umeélého

SH. W. Watson and F. Galton, On the probability of extinction of families. J. Anthropol. Inst., 4:138-144,
1875
SR. A. Fisher, On the dominance ratio. Proc. R. Soc. Edinb., 42:321-341, 1922



194 KAPITOLA 7. APLIKACE

vibéru. V patém z nich” zobecnil Fishertiv postup pro libovolné rozdéleni pravdépodobnosti
DPh-

Obecné feSeni problému extinkce rodinnych jmen (nebo pfezivani zmutovaného genu)
spolu s vypoctem ocekavaného poctu potomkt néjakého jedince (nositelit mutovaného genu)
v libovolné generaci pozdéji publikoval Johan Frederick Steffenson®. UvaZovany proces nyni
byva nazyvan Galtoniv- Watsoniv. Predstavuje vychodisko k teoretickému popisu vymirani

v evoluéni teorii®.

V nésledujicim textu v podstaté zreprodukujeme Steffensonovy myslenky. Nejprve v 7.5.1
ukazeme, Ze pravdépodobnost vymizeni rodové linie v nékteré z po sobé nasledujicich gene-
raci je TeSenim jisté nelinedrni autonomni diferenéni rovnice. Najdeme jeji rovnovazny bod
a vySetfime jeho stabilitu. V dalsi ¢asti 7.5.2 najdeme stfedni hodnotu a rozptyl po¢tu po-
tomkt néjakého jedince. Vysledkem je, ze stfedni hodnota pocétu potomkt se vyviji podle
Malthusovského deterministického modelu, tj. vytvari geometrickou posloupnost, a pritom i
v ptipadé ristového koeficientu vétsitho nez 1 je pravdépodobnost jejich vyhynuti nenulova.

7.5.1 Mizeni rodové linie

Uvazujme populaci s neprekryvajicimi se generacemi. Jeji vyvoj si budeme predstavovat tak,
ze kazda generace zije jedno ¢asové obdobi a ,vyprodukuje* generaci bezprostrednich potomksi.
Vsechny jedince budeme povazovat za identické. Zejména to znamend, Ze pocet bezprostied-
nich potomkt néjakého jedince nezavisi na tom, zda tento jedinec mél ¢i nemél néjaké souro-
zence a kolik jich bylo. Potomky jednoho jedince (kterému budeme fikat ,zakladatel rodu®)
vSech generaci nazveme rodovd linie; sém ,zakladatel rodu®“ do rodové linie samoziejmé patii.

Zavedeme nahodnou veli¢inu K vyjadiujici pocet bezprostfednich potomki jedince; jedna
se o veli¢inu diskrétni. Oznacme p; pravdépodobnost, Ze jedinec ma pravé k bezprostiednich
potomki; pi tedy predstavuji hodnoty pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny K. Tyto
hodnoty spliiuji nerovnosti 0 < p, < 1 pro vSechna k =0,1,2,3,... a plati

> =1 (7.89)
k=0

Dale budeme predpokladat, ze bezprostfedni vyhynuti linie je mozné, ale neni jisté, tedy ze
0<po <l

Ocekavany pocet Ry bezprostiednich potomki jedince, tedy stFfedni hodnota ndhodné velic¢iny
K, je dana souctem

Ry=EK =Y kp=> kp (7.90)
k=0 k=1

Ozna¢me z(t) pravdépodobnost, Ze rodové linie vymie nejpozdéji v ¢ase t, tj. nejpozdéji
v t-té generaci. Za nultou generaci budeme povazovat ,zakladatele rodu®. Ten samoziejmé
zil, takze jeho linie v nulté generaci nevymrfela, tj.

z(0) = 0. (7.91)

7J. B. S. Haldane, A mathematical theory of natural and artificial selection. Part V. Proc. Camb. Philos.
Soc., 23: 838-844, 1927

8J. F. Steffensen, Deux problémes du calcul des probabilités. Ann. Inst. Henri. Poincaré, 3:319-344, 1933

9Viz napt. P. Jagers, Extinction, Persistence, and Evolution. In F. A. C. C. Chalub, J. F. Rodrigues (eds.),
The Mathematics of Darwin’s Legacy. Birkhduser, 2011
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Extinkce potomki v prvni generaci znamend, ze jedinec nemé zadné bezprostiedni potomky;,
tj. (1) = po. Pravdépodobnost, Ze linie vymie do druhé generace, je pravdépodobnost vza-
jemné neslucitelnych jevil, zZe jedinec nemé bezprostiedniho potomka, nebo Ze jedinec ma
jednoho bezprostfedniho potomka, ktery bezprostfedni potomky jiz nema, nebo Ze jedinec
ma dva bezprostiedni potomky a z nich kazdy zemie bez bezprostfednich potomkti, atd.
Tedy

o
2(2) = po + p1po + p2pp + p3po + -+ = po + pra(1) + pax(1)® + pax(1)* + - - = Zpkﬁ'?(l)k-
k=0
Podobné -
2(3) = po + p12(2) + p2x(2)* + - = > pw(2)F
k=0
a obecné

x(t) = ipkx(t — 1)k, (7.92)
k=0

Nyni zavedeme realnou funkci f jako souc¢et mocninné fady!®
o0
fl@)=> ppa. (7.93)
k=0

Podle podminky (7.89) je polomér konvergence této fady alespoii 1 a plati

f(1) =1 (7.94)
Dale £(0) = po € (0,1) a
f(z) = i k prat~t = ik prat f(z) = i k(k —1)ppa*=2 (7.95)
k=0 k=1 k=2

Odtud plyne, ze pro z € [0,1] je f' > 0 a f” > 0, coz znamen4, ze funkce f je neklesajici a
konvexni na intervalu [0, 1].

Pravdépodobnost vymfeni linie nejpozdéji v ¢-té generaci je podle vyjadfeni (7.92) FeSenim
nelinearni autonomni rekurentni formule prvniho radu

z(t+1) = f(z(t)) (7.96)

s poc¢ateéni podminkou (7.91). Ponévadz jiz zndme priubéh funkce f, muzeme kvalitativni
vlastnosti Feseni tlohy (7.96), (7.91) vySetfit graficky. Mohou nastat dva pfipady, viz obr. 7.5.

Pokud f/(1) < 1, pak graf funkce f na intervalu (0, 1) lezi nad osou prvniho kvadrantu. To
znamend, Ze rovnice (7.96) ma jediné rovnovazné feseni z = 1, ktery je asymptoticky stabilni.
Pro feseni x ulohy (7.96), (7.91) pak plati

lim z(t) = 1.

t—o00

YOFunkee f je vytvorujici funkei diskrétni ndhodné veliciny K. Nékteré z nasledujicich odvozovanych vysledkt
jsou specialnimi pfipady obecné teorie vytvorujicich funkeci.
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Obrazek 7.5: Graficé TeSeni pocatecni tlohy (7.96), (7.91) v piipadé f'(1) < 1 (vlevo) a
/(1) > 1 (vpravo).

/////

Pokud f/(1) < 1, pak mé graf funkce f uvnitf intervalu (0, 1) jeden priiseéik s osou prvniho
kvadrantu. Existuje tedy hodnota z* € (pg, 1), ktera je asymptoticky stabilnim rovnovaznym
bodem rovnice (7.96). Pro feSeni x ulohy (7.96), (7.91) plati

li =a".
A =e

To znamena, ze pravdépodobnost vymieni linie dosdhne néjaké nenulové hodnoty.
Porovnanim prvni rovnosti v (7.95) s formuli (7.90) vidime, zZe

Ro = f'(1). (7.97)

Dosazeny vysledek tedy miizeme interpretovat nasledujicim zpisobem. Pokud stfedni hodnota
poctu bezprostiednich potomkt jedince nepfesdhne 1, pak rodové linie jisté vymfe; to byl
ocekévatelny vysledek. Ale i v pripadé, Ze stiedni pocet bezprostiednich potomkt kazdého
jedince je vétsi nez 1, existuje nenulova pravdépodobnost, ze rodova linie z populace vymizi.

Priklad 1. Uvazujme hypotetické burky, které se ¥idi nasledujicim pravidlem: za casovou
jednotku buiika bud uhyne, nebo se rozdéli na dvé identické; pravdépodobnost obou téchto
jeviu je stejna. Do zivného roztoku na pocatku vlozime jednu takovou bunku. Urcete pravde-
podobnost, ze kolonie bunék vzniklych timto zptsobem bude zit jesté v case ¢t = 35.
(Promyslete si, ze tloha je ekvivalentni s tilohou o pfezivani rodiny, v niz se se dospélosti
doziji bud dva synové anebo zadny, pricemz kazd4 z téchto moznosti nastane s pravdépodob-

s v v

nosti %; to je tloha, kterou v prvni poloviné 19. stoleti fesil I. J. Bienaymé.)

V tomto piipadé je pg = p2 = %, p1 = p3 = pg = -+ = 0. Funkce f definovana rovnosti
(7.93) ma tvar
1 1,
f(x) = 5 + 51‘ .

Pravdépodobnost x(t), Ze kolonie bunék vyhyne nejpozdéji v ¢ase ¢ je feSenim pocatecni tlohy
(7.96), (7.91), tedy v nasem piipadé
1+ a(t)?

z(t+1)= — z(0) = 0. (7.98)
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S pomoci libovolného software, uplné staci néjaky tabulkovy procesor, muzeme vypocitat
x(35) = 0,950563. Hledana pravdépodobnost, ze kolonie v ¢ase t = 35 jesté Zije, je rovna

P =1—x(35) = 0,049437.

Dale, stredni hodnota ndhodné veli¢iny K vyjadrujici pocet potomki jedné bunky je

1 1
Ro=0--+2--=1
0 2 + 2 )
coz souhlasi s vyjadienim Ry = f'(1) = 1 podle (7.97). Posloupnost x definovana rekurentné
vztahy (7.98) ma tedy limitu

lim z(t) = 1.

t—o00

V pritbéhu vypoctu jsme si mohli v§imnout, ze konvergence posloupnosti je velice pomala a
ze znalosti prvnich 35 ¢lenti nelze na prvni pohled urcit, zda posloupnost konverguje; a pokud
ano, tak k jaké hodnoté. |

Priklad 2. Uvazujme rostlinu, kterd vyprodukuje N semen a kazdé z nich méa pravdépodob-
nost ¢ > 0, Ze z néj vyroste nova rostlina. Urcete pravdépodobnost, Ze potomci jedné rostliny
z populace vymizi.

Pravdépodobnost py, Ze rostlina bude mit k& potomki, je pravdépodobnostni funkci bino-
mického rozdéleni,
N _
pr = <k> ¢"(1—g)" "

Funkce f definovand mocninnou fadou (7.93) mé tvar

N
flo)=>, <]l:‘r> ¢(1—q)VFab = (g +1-9)" = (1+@—1))",

k=0

takze f'(z) = Nq(1+ (z — 1)q)N*1 a f'(1) = Nq. Pokud tedy Ng < 1, pak potomci rostliny
z populace jisté vymizi; pochopitelné, v takovém pripadé je totiz stfedni pocet potomki jedné
rostliny mensi nez 1.

Necht N¢q > 1. Pak pravdépodobnost z(t), Ze potomci rostliny vymizi nejpozdéji v t-té
generaci je podle (7.96) a (7.91) feSenim pocéateéni ulohy

N
2(t+1) = (1 + (a(t) — 1)q> . 2(0) =0. (7.99)
Spocitejme naptiklad prvnich deset ¢lent této posloupnosti pro N =5 a ¢ = %:
xz(1) =0,237, x(2) =0,347, x(3) =0,410, x(4) =0,450, =(5) = 0,478,
x(6) = 0,497, «(7) =0,511, x(8)=0,521, =(9) =0,528, =z(10) = 0,534.

Tento vypocet uvedli Galton a Watson v ¢lanku zminéném na str. 193 a chybné z ného
usoudili, Ze posloupnost = pomalu konverguje k 1. Uvazovana diferencni rovnice ma vsak
kromé rovnovazného bodu 1 také rovnovazny bod x* mezi 0 a 1, ktery je feSenim algebraické
rovnice

(1+(w—1))N:x
a k némuz konverguje feseni tlohy (7.99); pro hodnoty N =5 a ¢ = % je x = 0,553. [ |
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7.5.2 Vyvoj velikosti rodové linie

Zavedeme nahodnou funkci N tak, ze diskrétni ndhodna veli¢ina N(t) vyjadiuje velikost
rodové linie v ¢t-té generaci. Bude nas zajimat ocekdvany pocet y(t) pfislusniki rodové linie
v t-té generaci,

y(t) =EN(t). (7.100)

Oznacme g;,; pravdépodobnost, ze rodova linie mé v ¢-té generaci pravé k piislusniki,
are =P(N(t) =k). (7.101)

Zejména tedy g1 vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec méa pravé k bezprostiednich po-
tomkii,
k1 =pk, k=0,1,2,.... (7.102)

Hodnoty g, jakozto pravdépodobnosti splituji pro libovolné ¢t € N vztahy
[e.e]
0<qre<1, k=012..., > q=1 (7.103)
k=0
Prot € N, t > 0 definujeme funkci g; jako soucet nekonecné rady
[e.e]
gi(x) =Y qrea®. (7.104)
k=0

Polomér konvergence této fady je podle (7.103) roven alespon 1. Pro funkce g; podle (7.102)
a (7.93) plati

g1(2) => gt = prat = f(2), (7.105)
k=0 k=0

Daéle derivovanim defini¢ni rovnosti (7.104) podle = dostaneme

o0
gh(w) = kqpa™
k=1

takze podle (7.101) a (7.100) je
9:(1) = EN(t) = y(t). (7.106)

O poctech bezprostiednich potomkt rtiznych jedincii predpokladame, ze jsou stochasticky
nezavislé. Pravdépodobnost, ze dva jedinci budou mit celkem k bezprostfednich potomki, je
tedy dana souctem soudinu

k k
Z%‘,l%fm = sz‘pkﬂ' = Z PiyPiy
=0 i=0 i1-Fiz=Fk
a obecné pravdépodobnost, ze [ jedinctt bude mit dohromady k bezprostfednich potomki, je

déana souctem
E DiiPis - - - Piy-
i1 4o +-tig=Fk
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Predpoklad o nezavislosti poc¢tu bezprostirednich potomkt néjakého jedince a poctu jeho sou-
rozencu vyjadiime nyni tak, ze pravdépodobnost jevu, ze rodové linie v (¢t — 1)-ni generaci ma
velikost pravé [ jedincti a ti maji dohromady k bezprostfednich potomkti, je ddna souc¢inem

P(N(t—=1)=1LN{t)=k) =qu1 Y, DPiubip-* Dir-
-

Pravdépodobnost g ¢, Ze jedinec ma v t-té generaci pravé k£ > 0 potomki, je pravdépodob-
nosti jevu, ze jedinec ma v (¢t — 1)-ni generaci pravé jednoho potomka a ten mé pravé k
bezprostfednich potomku, nebo jedinec ma v (¢ — 1)-ni generaci pravé dva potomky, ktefi
maji celkem k bezprostfednich potomku, atd. Popsané jevy jsou zfejmé neslucitelné, takze

[ee]
Gt =D Gi-1 D, Dibip--py Drok>0. (7.107)
1= it i=k

Jev, Ze jedinec nemé v t-té generaci potomky, je totoZny s jevem, Ze jedinec nemé v (¢t — 1)-
ni generaci potomka, nebo mé v (¢ — 1)-ni generaci jednoho potomka, ktery nemé zadného
bezprostfedniho potomka, nebo jedinec ma v (¢ — 1)-ni generaci pravé dva potomky, z nichz
zadny nema bezprostifedniho potomka, nebo .... Z této tivahy dostavame

o0
G0+ = Q041+ qLe-1P0 + Q2 1P+ = Y Q1D (7.108)

S vyuzitim vztaht (7.107), (7.108) a definice (Cauchyova) sou¢inu mocninnych fad dostaneme

[e.9]
gt(w):qO,tJrZQk,tw ZQlt 1P0+Z ZQH 1 Z PiDis Py, | 2 =
k=1 k=1 =

i14-ti=k
o0
k
:(IO,tfl‘i‘ZQZ,t—l Z Dir Pi - le+ZQlt 12 Z pilpiQ"'pill“ =
=1 i1+~~~+il:0 k=1i1+-+i;=

= qo,t— 1+qut 12 Z pi1pi2"'pil$k:

k=0i1+-+i;=Fk

= qo,t— 1+qut 1 Z Z pi1pi2"'pik1’l _

1=0 i1+-+ip=l

= qo,t— 1+Z%t 1 Zth 1 —gtfl(f(x))'

Odtud a z (7.105) dostavame, ze hodnoty funkci g; mizeme pocitat rekurentné ze vztaha

9t(x) = gi—1(f (), g1(z) = f(x).

Derivovanim uvedené rekurentni formule podle 2 obdrzime

g:(x) = gi1 (f(2)) f'(2). (7.109)
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Dosazenim x = 1 a porovnanim tohoto vztahu s (7.106), (7.94) a (7.97) vidime, ze

y(t) = Roy(t — 1).

Ocekavany pocet prislusnikt rodové linie v ¢t-té generaci je tedy feSenim pocatecni tlohy

y(t+1) = Roy(t), »(0)=1,

nebot zakladatel rodové linie je jisté jeden. Resenim této jednoduché tlohy je geometricka
posloupnost
y(t) = Rb. (7.110)

Dostavame tak vysledek: Pokud je stfedni pocet Ry potomkl jedince vétsi nez 1, pak lze
ocekavat, ze velikost rodové linie bude riast geometricky; pfitom ale podle vysledku v 7.5.1
nelze vyloucit, ze rodova linie vymfe.

Vedle ocekavané velikosti rodové linie v ¢-té generaci, tj. stfedni hodnoty veli¢iny N (t), je
dtlezitou charakteristikou také rozptyl velikosti rodové linie, tedy veli¢ina

z(t) = var N ().

Pro jeji vySetfovani vyuzijeme vlastnosti vytvorujici funkce g; ndhodné veli¢iny N (t), kterd
je ddna rovnosti (7.104). Plati!!

2(t) = var N(t) = g7/(1) + g/(1) = (9£(1))" = g/ (1) + y(t) — y(®)* = g/ (1) + Ry — Ry,

takze
g/ (1) = 2(t) — Ry + R3". (7.111)

Derivovanim formule (7.109) podle = dostaneme

2

g/ (@) = g1 (f(2)) - (f'(@))" + 911 (f () [" (). (7.112)
Ponévadz funkce f je vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny K, plati pro ni analogie rovnosti
(7.111), tj.

F'(1) = var K — f'(1) + (f'(1))* = var K — Ry + R}
podle (7.97). Po dosazeni do (7.112) dostaneme s vyuzitim (7.94), (7.106) rovnost
2(t) — R+ Rt = (2(t — 1) — Ry ' + R ) R§ + Ry ' (var K — Ro + Rj)
a po upravé
2(t) = R32(t — 1) + Ry ' var K.

Na pocatku je celd rodova linie tvofena pouze ,zakladatelem rodu“, tj. ndhodné veli¢ina
nabyva jediné hodnoty N(0) = 1 a proto je jeji rozptyl nulovy,

z(0) = var N(0) = 0.

Odtud a z predchozi rovnosti dostavame, ze rozptyl velikosti rodové linie v Case t je FeSenim
pocatecni tlohy pro linedrni nehomogenni rovnici prvniho radu

2(t+1) = Rz(t) + RS tvar K, z(0) = 0.

1Viz napt. A. RENYI. Teorie pravdépodobnosti. Praha, Academia 1972, str. 126-128.
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Podle véty 16 a jejiho disledku 2 je feseni této tlohy déno rovnosti

(2l i a3l — Ry’ 221~ Ry'
Z(t) = — (RO) RO var K = RO 1_7}%0_1 var K = RO ﬁ var K (7113)
pro Rp # 1 a
z(t) =tvar K (7.114)

pro Ry = 1.
7 tohoto vyjadreni plyne, ze pro relativni variabilitu velikosti rodové linie, tj. pro podil
jeji smérodatné odchylky a stfedni hodnoty, plati

1 |1-R!
z(t) —/—L varK, Ry #1,
=<{ Ryl Roy—1
y(t)

Vitvar K, Ry =1,

1 var K
— /=2 Ro> 1,
lim 20 _ )RV Ro—1 °

t—00 y(t) Ro<1
0 1.

takze

)

Tento vysledek je jen jinou formulaci vysledku jiz zndmého. Pokud stiedni pocet Ry potomki
jedince nepresahuje 1, pak rodova linie v kone¢ném case jisté vymfie. Je-li Ry > 1, tj. pokud
ocCekavana velikost rodové linie roste jako geometricka posloupnost, je i v dostatecné vzdalené
generaci jistd nenulovd pravdépodobnost jejiho vymieni. Tato pravdépodobnost roste s ros-
touci variabilitou poc¢tu bezprostiednich potomkt a klesd s rostouci rychlosti rastu rodové
linie.

Z vyjadieni (7.113), (7.114) rozptylu z(t) velikosti N (¢) rodové linie v ¢-té generaci mizeme
jesté snadno vypocitat, ze

i VAT N(t+1) . z(t+1) R%, Ry >1,
im ————— = e Sy A
t—oo  var N(t) t—oo  z(t) Ry, Ry <1.

Pokud tedy rodovéa linie muze dlouhodobé prezivat, pak rozptyl jeji velikosti asymptoticky
roste jako geometrickd posloupnost s kvocientem R3Z. Jinak feceno, smérodatnd odchylka
velikosti rodové linie roste stejné rychle jako jeji stfedni hodnota.

Priklad 3. Uvazujme rod, v némz kazdy dospély muz mé s pravdépodobnosti p; > 0 syna,
ktery se dozije dospélosti, mé dva takové syny s pravdépodobnosti ps > 0, a s pravdépo-
dobnosti pg > 0 se zadny z jeho synt dospélosti nedozije; pritom pg + p1 + p2 = 1. Urcete
pravdépodobnost, ze tento rod dlouhodobé pteziva. Dale vypocitejte ocekdvany pocet muz-
skych prislusnikt tohoto rodu a jeho smérodatnou odchylku.

Stredni pocet synu, ktefi se v takovém rodu doziji dospélosti, je
Ro = 0po + 1p1 + 2p2 = p1 + 2p2.

Pokud tedy p1 + 2p2 < 1, tj. p1 + 2p2 < po + p1 + p2 neboli po < pg, pak rod vymre jisté.
Necht nyni py > po.
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Obrazek 7.6: Ilustrace vysledkt Piikladu 3. Simulace vyvoje dvaceti generaci populace, kte-
rou zalozilo N(0) = 12 rodin. Pfitom ve vSech rodinidch jsou stejné pravdépodobnost, Ze
zadny syn se nedozije dospélosti pg = %, 7e se pravé jeden dozije dospélosti p; = % a ze se
pravé dva synové doziji dospélosti po = 1%. Nahore: Pocet muzskych prislusnikit populace
v jednotlivych generacich; kazdé rodiné odpovida jedna barva. Po dvaceti generacich prezivaji
¢tyti rodiny. Dole vlevo: Vyvoj velikosti N(t) jedné rodiny. Cerna ¢arkovana ¢ara vyjadiuje
o¢ekavanou velikost rodiny y(t) = EN(t) = (%)t, derné teckovana cara vyjadiuje rozpéti
smérodatné odchylky velikosti rodiny v jednotlivych generacich kolem jeji stfedni hodnoty
y(t) & \/2(t). Cervené plna ¢ara je primér ze simulovanych velikosti rodin. Dole vpravo:
Pocet rodin v populaci v jednotlivych generaci. Cervena ¢ara je pocet simulovanjch ro-
din s nenulovou velikosti (pfezivajicich), ¢ernd ¢arkovand ¢ara vyjadiuje teoreticky pocet
x(t)N(t) prezivajicich rodin.
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Pravdépodobnost x(t), ze takovy rod vymfe nejpozdéji v t-té generaci, je dana rekurentné
rovnostmi (7.96), (7.91). V naSem konkrétnim piipadé je f(x) = po + p1x + pox?, takze
posloupnost = je feSenim autonomni diferen¢ni rovnice

z(t+ 1) = po + pra(t) + pox(t)®.
Rovnovazné body x* této rovnice jsou feSenim (algebraické) kvadratické rovnice

pox® +prx+po=1x, tj. pea®+ (p1— 1)z +po =0,

tedy
o L= V(L= p1)? —4pops _ po+ P2t /g — 2pop2 415 _
b2 2ps 2p2
_ potpat(po—p2) _ [po/pe,
2p2 1.
Podle predpokladu py < ps odtud plyne, ze hm x( )= @ < 1.

Celkem muzeme uzaviit, Ze pravdepodobnost dlouhodobeho preziti rodu je rovna
max {1 — @, 0} .
b2
Nahodné velicina K vyjadiujici pocet syni, ktefi se doziji dospélosti, méa stiedni hodnotu
EK =Ro=p1+2p2=1—po+p2
a rozptyl
var K = EK? — (EK)? = p1 +4p2 — (1 — po + p2)* = po + p2 — (po — p2)*.

Ocekdvany pocet muzskych piislusnikt rodu v ¢-té generaci je tedy podle (7.110) roven

y(t) = (1 = po +p2)’

a jeho smérodatna odchylka je podle (7.113) rovna

1 \/(1—]90—1-]92)%—(1—]90 + pa)?

) = I —po+p2 P2 — Po

, P2 #p07

V/2tpa, P2 = po-

Volme konkrétné pg = %, P = % aps = %. Pak je stfedni hodnota poctu potomka Ry =

%, pravdépodobnost vyhynuti rodové linie z* = % a pravdépodobnost jejiho dlouhodobého
preziti 1 — a* = % Velikost populace tvorena takovymi rodovymi liniemi tedy bude pomalu
rust (jako geometrickd posloupnost s kvocientem 1,1) a dlouhodobé v ni bude pfezivat asi
tfetina rodin zakladatelti. Na obr. 7.6 jsou vysledky jedné simulace vyvoje populace, kterou
zalozilo 12 rodin; tyto vysledky jsou v dobrém souladu s rozvijenou teorii.

Jesté si mtzeme vsimnout, ze situace popsand v prikladu 1 je specidlnim pfipadem situace
popisované nyni; stac¢i polozit pg = ps = %, p1 = 0. |



Rejstrik

anihilator posloupnosti, 73
atraktor, 128, 135

bifurkace, 128
transkriticka, 129
bod
hromadny posloupnosti, 11
periodicky, 127
dosazitelny, 127
rovnovazny (staciondrni), 121, 132
asymptoticky stabilni, 122, 132
atrahujici, 122, 132
dosazitelny, 121, 132
hranovy, 174
hyperbolicky, 123, 134
nestabilni, 122, 132
repelentni, 122, 132
stabilni, 122, 132
vnitini, 174

Casoratian, 8
cyklus, 127

diagram
bifurkacni, 130
diference, 16
n-ta, 21

funkce
faktorialova, 30

index posloupnosti, 7
pocatecni, 7
invariantni
mnozina, 134
smycka, 135

kofen charakteristicky, 63
dominantni, 64, 72
ryze dominantni, 71

limes
inferior, 13
superior, 13
limita posloupnosti, 10

nevlastni, 10
vlastni, 10
linearizace systému, 133

matice
fundamentalni, 79
variacni, 133
metoda variace konstant, 60
model
matematicky, 1
pojmovy, 1
rustu populace
malthusovsky, 3

operator
diference, 16
posunu, 16
sumace, 18

orbita, 121

plodnost

specificka, 139
porodnost, 2
posloupnost, 7
divergentni, 10
exponencialni, 51
maticova, 80
kauzalni, 142
konvergentni, 10
monotonni, 8
ohranicena, 8
regresivni, 50
maticova, 77
vektorova, 41
vybrana, 11
posun (shift), 16
princip superpozice
pro linearni systémy, 78
pro linearni rovnice, 58
prostor
stavovy, 118, 131

rekurentni formule, 38
repelor, 135
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rovnice
autonomni, 37
charakteristicka, 63
diferencni, 37
Bernoulliova, 96
explicitni, 38
homogenni k-tého fadu, 97
homogenni prvniho fadu, 97
implicitni, 37
konvolu¢niho typu, 45
konvolu¢niho typu Volterrova, 149
linearni, 50
linearni nehomogenni, 50
linearni k-tého fadu, 57
linearni homogenni, 50
linedrni homogenni ptidruzena, 50, 60, 81
Riccatiho, 93
s distribuovanym zpozdénim, 45
logisticka, 4, 35, 107
Bevertonova-Holtova, 6, 35, 91, 126
Bevertonova-Holtova se zpozdénim, 136
Evelyny Pielou, 6
Rickerova, 6, 36
obnovy Eulerova-Lotkova, 141
replikatorova, 192

soucet ¢lenti posloupnosti, 14
soucin ¢lenti posloupnosti, 14
sumace, 18
systém
diferenc¢nich rovnic, 41
autonomni, 131
ergodicky, 85
linearni, 76
linedrni homogenni, 77
linedrni nehomogenni, 77
rekurentnich formuli, 41
feseni fundamentalni
pro linearni rovnici, 59
pro linearni systém, 79

trajektorie, 121, 132
mnoziny, 132

uzel posloupnosti, 9

feseni
diferenc¢ni rovnice
obecné, 39
partikularni, 39
pocatecni ulohy, 39

uloha
pocatecéni

pro diferen¢ni rovnici, 39
pro systém diferen¢nich rovnic, 42
amrtnost, 2
vekove specifické, 139

205



