
1 10-Analýza rozptylu jednoduchého tř́ıděńı, ANOVA, Jed-

nofaktorová analýza rozptylu

1.1 Nová látka

1.1.1 Testováńı homogenity rozptyl̊u u r náhodných výběr̊u

• homogenita (stejnorodost) rozptyl̊u u větš́ıho množstv́ı náhodných výběr̊u je d̊uležitým předpo-
kladem, který muśı být splněn, abychom mohli provést tzv. ANOVU - jednofaktorovou analýzu
rozptylu (viz dále).

• předpokládejme, že máme r ≥ 2 náhodných výběr̊u

• testujeme nulovou hypotézu H0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
r = σ2 oproti alternativńı hypotéze H1 :

alespoň jedna dvojice rozptyl̊u se lǐśı

• testy rozptylu

1. Leven̊uv test

– levene.test(D,K) knihovna lawstat ; D. . . vektor dat, K. . . typ skupiny

– je založen na analýze rozptylu absolutńıch hodnot centrovaných pozorováńı

– výpočet je založen na ’hrańı si’ s odhady středńıch hodnot

2. Brown̊uv-Forsyt̊uv test

– je modifikaćı Levenova testu

– je založen na mediánu (namı́sto středńı hodnoty)

– při větš́ıch rozsaźıch náhodných výběr̊u (ni > 20) jej lze použ́ıt i na data, které nejsou
z normálńıho rozděleńı

– v Rku ho použ́ıvat nebudeme, ale je dobré, abyste o něm aspoň slyšeli

3. Bartlett̊uv test

– bartlett.test(D,K) knihovna stat

– můžeme jej použ́ıt, pouze pokud jsou rozsahy všech výběr̊u větš́ı než 6

– nelze jej použ́ıt, pokud je v́ıce náhodných výběr̊u z výrazně nenormálńıho rozložeńı

1.1.2 ANOVA - Jednofaktorová analýza rozptylu

• zkoumá závislost intervalové/poměrové proměnné X na nominálńı proměnné A, které má ale-
spoň dvě varianty

• A. . . faktor; varianty A. . . úrovně faktoru

• závislost X na A se projev́ı t́ım, že existuje statisticky významný rozd́ıl v pr̊uměrech proměnné
X v náhodných výběrech, které vznikly tř́ıdeńım podlě variant proměnné A.

• motivačńı př́ıklady

– má metoda výuky (faktor A) vliv na počet bod̊u (intervalová proměnná X) dosažených
studenty v závěrečném testu?
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– má typ potravy pračlověka (A) vliv na š́ı̌rku stoliček (X)?

– má zp̊usob života (A: na stromu-̌splh; na zemi - šplhá málo) vliv na intenzitu svalových
úpon̊u na rukou (X)?

– má pohlav́ı (A) vliv na hmotnost člověka (X), nebo na š́ı̌rku očnic (X)?

• trocha matematiky

– předpokládáme, že faktor A má r ≥ 2 úrovńı A1, . . . Ar, přičemž i-té úrovni odpov́ıdá ni
pozorováńı Xi1, . . . Xini

. Tato pozorováńı tvoř́ı náhodný výběr z N(µi, σ
2),i = 1, . . . , r.

Celkový počet pozorováńı je n =
∑r

i=1 ni. Jednotlivé náhodné výběry jsou stochasticky
nezávislé.

– !!! Před samotnou ANOVOU muśıme vždy ověřit předpoklady normality všech výběr̊u (r
test̊u) a homogenity rozptyl̊u (1 hromadný test)

– Tečková anotace

∗ součet hodnot v i-tém výběru

Xi. =

ni∑
j=1

Xij

∗ výběrový pr̊uměr v i-tém výběru

Mi. =
1

ni
Xi.

- klasický aritmetický pr̊uměr dat z i-té skupiny, jen trochu jinak zapsaný

∗ součet hodnot všech výběr̊u

X.. =
r∑
i=1

ni∑
j=1

Xij

∗ celkový pr̊uměr všech r výběr̊u

M.. =
1

n
X..

- klasický aritmetický pr̊uměr všech dat

∗ celkový součet čtverc̊u

ST =
r∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij −M..)
2

- charakterizuje variabilitu jednotlivých pozorováńı kolem celkového pr̊uměru
- stejný princip jako výběrový rozptyl, akorát ho neděĺıme počtem pozorováńı
- má počet stupň̊u volnosti fT = n− 1

∗ skupinový součet čtverc̊u

SA =
r∑
i=1

ni(Mi. −M..)
2

- charakterizuje variabilitu mezi jednotlivými náhodnými výběry
- má počet stupň̊u volnosti fA = r − 1
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∗ reziduálńı součet čtverc̊u

SE =
r∑
i=1

ni∑
j=1

(Xij −Mi.)
2

- charakterizuje variabilitu uvnitř jednotlivých výběr̊u - má počet stupň̊u volnosti
fE = n− r

– lze dokázat ST = SA + SE.

1.1.3 Testováńı hypotéz o shodě středńıch hodnot

• na hladině významnosti α testujeme nulovou hypotézu, která tvrd́ı že všechny středńı hodnoty
jsou stejné H0 : µ1 = · · · = µr, proti alternativńı hypotéze H1 : Alespoň jedna dvojice tsředńıch
hodnot se lǐśı.

• vliv faktoru A neńı významný, oproti alternativě, že vliv faktoru A je významný.

• Testová statistika má tvar

FA =
SA/fA
SE/fE

∼ F (r − 1, n− r). (1)

• H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud FA ∈ 〈F1−α(r − 1, n− r),∞)

• př́ıpadně H0 zamı́táme na hladině významnosti α, pokud p-hodnota< α.

• výsledky výpočt̊u lze zapsat do přehledné tabulky - na hodině jsme si j́ı neuváděli

Zdroj variability součet čtverc̊u stupně volnosti pr̊uměrný čtverec FA

skupiny SA fA = r − 1 SA/fA
SA/fA
SE/fE

reziduálńı SE fE = n− r SE/fE -
celkový ST fT = n− 1 - -

1.1.4 Post-hoc metody mnohonásobného porovnáváńı

– zamı́tneme-li nulovou hypotézu o shodě středńıch hodnot, chceme zjistit, která dvojice
středńıch hodnot se významně lǐśı na hladině významnosti α

– 2 mětody: Tukeyova, Scheffého

– Tukeyova metoda

∗ použ́ıvá se, maj́ı-li všechny výběry týž rozsah p

∗ rovnost středńıch hodnot µl = µk zamı́tneme na hladině významnosti α, pokud

|Mk. −Ml.| ≥ q1−α(r, n− r) S∗√
p
, (2)

kde kvantily q1−α najdeme ve statistických tabulkách a S∗ je z minulé hodiny známý
vážený pr̊uměr výběrových rozptyl̊u. Lze jej ale zjednodušeně vypoč́ıtat podle vzorce
S2
∗ = SE

fE
.
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∗ existuje i modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy výběr̊u tzv.Tukey HSD
metoda

– Scheffého metoda

∗ použ́ıvá se, pokud nejsou rozsahy všech výběr̊u stejné

∗ rovnost středńıch hodnot µk a µl zamı́tneme na hladině významnosti α, když

|Mk. −Ml.| ≥ S∗

√
(r − 1)

(
1

nk
+

1

nl

)
F1−α(r − 1, n− r). (3)

∗ S2
∗ = SE

fE

∗ metody mnohonásobného porovnáváńı jsou slabš́ı, než ANOVA, proto se může stát,
že ANOVOU zamı́tneme H0 o shodě středńıch hodnot ale metody mnohonásobného
porovnáváńı u žádné dvojice význaný rozd́ıl nenajsou.

∗ docháźı tomu tehdy, když p-hodnota pro ANOVU je jen o málo nižš́ı než zvolená
hladina významnosti

• POSTUP TESTOVÁNÍ ANOVY:

1. ověřeńı normality

– Q-Q plot + test

– slabé porušeńı nevad́ı, anova na to neńı př́ılǐs citlivá

2. ověřeńı rozptylu

– krabicový graf - je š́ı̌rka krabic stejná?; + test

– na slabé porušeńı homogenity rozptylu neńı anova př́ılǐs citlivá

3. testováńı shody středńıch hodnot

4. dojde-li k zamı́tnut́ı H0 o shodě středńıch hodnot, použijeme post-hoc metody

• Zaj́ımavost k testováńı homogenity rozptyl̊u:
Parametr σ2 neńı znám a je třeba testovat hypotézu H0 : µ1 = · · · = µr. Na prvńı pohled
by se zdálo, že tento problém lze snadno převést na testováńı dvou nezávislých výběr̊u, a
to tak, že vytvoř́ıme dvojice soubor̊u a na každou dvojici aplikujeme dvouvýběrový t-test na
hladině významnosti α. Jestliže alespoň jedna dvojice dá signifikantńı výsledek (tedy zamı́táme
hypotézu o shodnosti středńıch hodnot vybrané dvojice), zdá se, že můžeme zamı́tnout hypotézu
H0. A současně hned vid́ıme, které dvojice se od sebe signifikantně lǐśı. Tento postup však
nesplňuje podmı́nku, že pravděpodobnost chyby prvńıho druhu má být α. Je-li totiž nulová
hypotéza správná, pak každý t-test dá signifikantńı výsledek, tj. zamı́tne hypotézu o shodě
středńıch hodnot, s pravděpodobnost́ı α. My však chceme H0 zamı́tnout, když alespoň jeden
ze všech test̊u dá signifikantńı výsledek. Takže pravděpodobnost zamı́tnut́ı H0, je-li správná,
bude při I ≥ 3 větš́ı než α.
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Př́ıklad z hodiny:
Ústav antropologie vypsal konkurz na přijet́ı nového antropologa do svých řad. Ředitel ústavu se
rozhodl, že nedá na hezký obličej́ık a naučené fráze a vezme někoho, kdo je ve svém oboru zručný.
Každý uchazeč měl za úkol provést v rámci pohovoru několik měřeńı a byl mu stopován čas potřebný
k měřeńı. Konkurzu se zúčastnili tři kandidáti. Časy jejich měřeńı v minutách jsou zaznamenány v
tabulce:

1.antropolog: 3.6 3.8 3.7 3.5
2.antropolog: 4.3 3.9 4.2 3.9 4.4 4.7
3.antropolog: 4.2 4.5 4.0 4.1 4.5 4.4

Na hladině významnosti α = 0.05 testujte hypotézu, že rychlost měřeńı těchto tř́ı antropolog̊u
jsou stejné. Zamı́tnete-li nulovou hypotézu, určete, výkony kterých antropolog̊u se lǐśı na dané hla-
dině významnosti α = 0.05 a stanovte závěr, který by ředitele ústavu mohl zaj́ımat.

Poznámka: Před samotným testováńım nezapomeňte ověřit, že všechny tři výběry pocháźı
z normálńıch rozložeńı a že rozptyly těchto výběr̊u jsou shodné. Jsou to d̊uležité předpo-
klady, které muśı být splněny, abychom mohli analýzu rozptylu použ́ıt. Normalitu otestujte pomoćı
vhodného testu (př́ıpadně i graficky pomoćı Q-Q plotu), shodu rozptyl̊u potom ověřte pomoćı Le-
venova testu a graficky pomoćı krabicových diagramů. Proč nemůžeme k otestováńı shody rozptyl̊u
použ́ıt Bartlett̊uv test?
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