
1 Výpočet č́ıselných charakteristik náhodných veličin

Vyjádřeńı k domáćımu úkolu

Stará látka

Normálńı rozložeńı

• náhodná veličina

– diskrétńı

∗ pstńı fce

∗ distr fce

– spojitá

∗ hustota

∗ distr fce

• Náhodná veličina X ∼ N(µ, σ2)

• Středńı hodnota E(X) = µ, rozptyl D(X) = σ2.

• posunut́ı, rozptyl

standardizované normálńı rozložeńı

• µ = 0, σ2 = 1

• U ∼ N(0, 1)

• distribučńı fce:

Φ(u) =

∫ u

−∞
f(t)dt (1)

• hodnoty distr. fce jsou tabelovány pro u ≥ 0

• pro u < 0 použ́ıváme přepočtový vzorec Φ(−u) = 1− Φ(u).
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1.1 Nová látka:

Vlastnosti normálńıho rozložeńı

• Pokud X ∼ N(µ, σ2), potom
X − µ
σ

∼ N(0, 1)

• Pokud X ∼ N(µ, σ2), potom A = a+ bX ∼ N(a+ bµ, b2σ2)

• X1 . . . Xn; Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), potom Y =

∑n
i=1Xi ∼ N(

∑n
i=1 µi,

∑n
i=1 σ

2
i )

Č́ıselné charakteristiky náh.veličin

• F(x),p(x),f(x) . . . funkcionálńı charakteristiky

– obsahuj́ı veškerou informaci o chováńı náh.veličiny

• někdy nás zaj́ımaj́ı pouze rysy chováńı náh.veličiny

• k tomu slouž́ı č́ıselné charakteristiky

– kvantily

– středńı hodnota

– rozptyl / směrodatná odchylka

– kovariance

– korelace

α-kvantil

• α-kvantil náh.veličiny X

• uα(X)

• obdoba α-kvantilu v popisné statistice

• křivka hustoty:

– plocha pod křivkou . . . pst . . . = 1

– tuto plochu rozděĺıme na 2 části

∗ tmavá plocha α

∗ světlá plocha 1− α
– pst, že náhodná veličina X se realizuje hodnotou menš́ı nebo rovnou hodnotě uα(X)

– č́ıslo uα(X) nazýváme α− kvantilem spojité náhodné veličiny.

– α = P (X ≤ uα(X))

– plat́ı vztah
uα = −u1−α (2)

– speciálńı kvantily
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∗ medián

∗ 1.kvartil

∗ 3.kvartil

– Pearsonovo rozložeńı X ∼ χ2(n) . . . nesymetrické

– Studentovo rozložeńı X ∼ t(n) . . . symetrické . . . tα = −t1−α
– Fisherovo-Snedecorovo rozložeńı X ∼ F (n1, n2)

• R-př́ıkazy

– qnorm(α, mean=, sd= )

– qchisq(α, n)

– qt(α, n)

– qf(α,n1,n2)

• Př́ıklad:

1. U ∼ N(0; 1); . . . u0.25 = −u0.75 = −0.674

2. U ∼ N(0; 1); . . . u0.5 = 0.5

3. U ∼ N(0; 1); . . . u0.75 = 0.674

4. χ2
0.025(25) = 13.120

5. t0.99(30) = 2.457

6. X ∼ N(3, 5) . . . x0.25 =?

– Najdeme 0.25-kvantil pro U ∼ N(0; 1)→ u0.25 = −0.674

– plat́ı U =
X − µ
σ

⇒ X = σU + µ ⇒ x0.25 = σu0.25 + µ ⇒

x0.25 =
√

5(−0.674) + 3 = 1.49 (3)

středńı hodnota µ

• nese informace o středńı poloze

• středńı hodnota diskrétńı náhodné veličiny

E(X) =
∞∑
−∞

xp(x) (4)

• středńı hodnota spojité náhodné veličiny

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx (5)

• může se stát, že náhodná veličina X nemá středńı hodnotu

• jde o idealizovaný pr̊uměr; znač́ı se µ a výběrový ekvivalent je aritm. pr̊uměr m

• středńı hodnota diskrétńı transformované náhodné veličiny

E(Y ) = E(g(X)) =
∞∑
∞

g(x)p(x) (6)
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1.1.1 Vlastnosti středńı hodnoty

1. E(a) = a

2. E(a+ bX) = a+ bE(X)

3. E(X1 +X2) = EX1 + EX2

4. E(X1 + . . . , Xn) = EX1 + . . . EXn

rozptyl

• určuje, jak moc je náhodná veličina variabilńı, jakou má tendenci realizovat se pobĺıž/daleko
centrálńı polohy

• znač́ıme D(X), σ2

• teoretický protěǰsek s2 = 1
n

∑n
i=1(xi −m)2; m je aritm.pr̊uměr, nebo medián

• č́ım v́ıce se hodnoty v souboru navzájem lǐśı, t́ım je hodnota rozptylu vyšš́ı, kdyby celý soubor
byl složen z 1, pak by rozptyl byl 0

•
D(X) = E([X − E(X)]2) (7)

• X porovnáme s jej́ı středńı hodnotou, tuto odchylku umocńıme na druhou a z kvadrát̊u všech
X vypoč́ıtáme středńı hodnotu

• rozptyl diskrétńı náh.veličiny

D(X) = E([X − E(X)]2) =
∞∑
−∞

[x− E(X)]2p(x) (8)

• rozptyl spojité náh.veličiny

D(X) = E([X − E(X)]2) =

∫ ∞
−∞

[x− E(X)]2f(x)dx (9)

•
√
D(X) je směrodatná odchylka

1.1.2 Vlastnosti rozptylu

1. D(X) = E(X2)− [EX]2

2. D(a) = 0

3. D(a+ bX) = b2D(X)

4. jsou-li náh.vel. stoch.nezáv, potom D(X1 +X2) = D(X1) +D(X2)

5. jsou-li náh.vel. stoch.nezáv, potom D(X1 + . . . Xn) = D(X1) + . . . D(Xn)
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• Př́ıklad: Náhodná veličina X udává počet ok při hodu kostkou. Vypočtěte středńı hodnotu EX
a rozptyl DX.

– Náhodná veličina X je diskrétńıho charakteru

– středńı hodnota EX:

∗ E(X) =
∑∞
−∞ xp(x)

∗ k výpočtu středńı hodnoty potřebujeme znát pstńı fci pro všechny možné jevy:

∗ P (X = 1) = 1/6, P (X = 2) = 1/6, P (X = 3) = 1/6, P (X = 4) = 1/6,
P (X = 5) = 1/6, P (X = 6) = 1/6

E(X) = 1
1

6
+ 2

1

6
+ 3

1

6
+ 4

1

6
+ 5

1

6
+ 6

1

6
(10)

= 3.5 (11)

∗ Středńı hodnota počtu ok při hodu kostkou je 3.5.

– rozptyl DX:

∗ D(X) = E([X − E(X)]2) =
∑∞
−∞[x− E(X)]2p(x)

∗ EX jsme vypoč́ıtali

∗ E(X2) vypočteme podle vztahu E(Y ) = E(g(X)) =
∑∞
∞ g(x)p(x), kde Y = g(X) =

X2

E(X2) = 121

6
+ 221

6
+ 321

6
+ 421

6
+ 521

6
+ 621

6
= 15.1

∗ DX = E(X2)− (EX)2 = 15.1− 3.52 = 2.917.

∗ Rozptyl počtu ok při hodu kostkou je 2.917.

standardizovaná náh.veličina

•
X − E(X)√

D(X)
(12)

• realizace st.náh.vel. jsou bezrozměrná č́ısla, která nám ř́ıkaj́ı o kolikanásobek směrodatné od-
chylky

√
D(X) je ralizace X posunuta doprava/doleva od středńı hodnoty

• E(X) = 0

• σ2 = 1

• centrováńı, škálováńı, standardizace
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Kovariance C(X, Y )

• vždy mezi dvěmi náh.veličinami X,Y

• disrkétńı náhodná veličina:
C(X, Y ) = E([X − EX][Y − EY ]) =

∞∑
−∞

∞∑
−∞

[x− EX][y − EY ]p(x, y) (13)

kde p(x, y) je simultánńı pstńı fce.

• spojitá náhodná veličina
C(X, Y ) = E([X − EX][Y − EY ]) =∫ ∞

−∞

∫ ∞
−∞

[x− EX][y − EY ]f(x, y)dx, (14)

kde f(x, y) je simultánńı hustota

• středńı hodnota součinu centrovaných náh.veličin X,Y

• znaménko kovariance určuje, zda je vztah mezi náh.veličinami př́ımý nebo nepř́ımý

Korelace

• dvou náh.veličin X, Y

• středńı hodnota součinu standardizovaných veličin X,Y

• charakterizuje těsnost LINEÁRNÍHO vztahu mezi X a Y

•
R(X, Y ) = E

(
X − EX√

DX

Y − EY√
DY

)
=

C(X, Y )√
DX
√
DY

(15)
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• Př́ıklad:
Na pohřebǐsti se našlo několik koster, které pravděpodobně patřili obětem uct́ıvaćıch rituál̊u.
Kostrám chyb́ı vždy na rukou bud’ jeden nebo dva prsty a na nohou tři nebo čtyři prsty. Máme
dva znaky: Znak X - chyběj́ıćı prsty na rukou má dvě varianty (X1 - 1 prst; X2 - 2 prsty). Znak
Y - chyběj́ıćı prsty na nohou má také dvě varianty (Y1 - 3 prsty; Y2 - 4 prsty). Pst kombinace
R1+N3 je 0.1, pst kombinace R1+N4 je 0.3, pst kombinace R2+N3 je 0.35 a kombinace R2+N4
je 0.25. Určete kovarianci a korelaci znak̊u X a Y .
Data můžeme uspořádat do přehledné tabulky: 0.1, 0.3, 0.35 a 0.25 jsou simultánńı psti p(xi, yj).

N3 N4 p(x)
R1 0.1 0.3 0.4
R2 0.35 0.25 0.6

p(y) 0.45 0.55 1

C(X, Y ) =
∞∑
−∞

∞∑
−∞

[x− EX][y − EY ]p(x, y)

– EX = 1 ∗ 0.4 + 2 ∗ 0.6 = 1.6

– EY = 3 ∗ 0.45 + 4 ∗ 0.55 = 3.55

C(X, Y ) = (1− 1.6)(3− 3.55)0.1 + (1− 1.6)(4− 3.55)0.3+

+ (2− 1.6)(3− 3.55)0.35 + (2− 1.6)(4− 3.55)0.25

= 0.33 ∗ 0.1− 0.27 ∗ 0.3− 0.22 ∗ 0.35 + 0.18 ∗ 0.25 = −0.08

E(X2) = 120.4 + 220.6 = 2.8
E(Y 2) = 320.45 + 420.55 = 12.85
DX = E(X2)− (EX)2 = 2.8− 1.62 = 0.24
DY = E(Y 2)− (EY )2 = 12.85− 3.552 − 1.62 = 0.2475

R(X, Y ) = C(X,Y )√
DX
√
DY

=
−0.08√

0.24
√

0.2475
= −0.328.
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