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1. CASOVE RADY

_ (SIGNALY)
ZAKLADNI POJMY

dokonceni
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ZAKLADNI KONCEPT

REALNY PRIGINNY HODNOTICI

OBJEKT DETERMINISTICKY VZTAH "V?RO K"

CiLEm JE ODHALIT TEN PRICINNY

DETERMINISTICKY VZTAH NAVZDORY VSEMU

TOMU, CO NAM TO ODHALENI KAZI
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v matematicky model deterministické

SKLADBA DAT

slozky(slozek)

zkoumame jak data odpovidaji modeloveée
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SKLADBA DAT

v matematicky model deterministické
slozky(slozek)
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SKLADBA DAT

v model deterministické slozky(slozek);
nelinearni
linearni
0 Casova oblast

0 frekvencni oblast
Q...

v model nedeterministické slozky
pravdepodobnostni
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lll. CASOVE RADY
PRIKLAD TAK TROCHU NA VYSVETLENOU
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ZADANI

v prumérnd hodnota:

X =

[x(k) = ian [x(k)
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ZADANI
prumérnd hodnota:

i:iix(k)_il [x(k) = Za [x(k)

NS = N
klouzavy prumér:
pro M liché
| k+(m-Ddiv2 k+(m-Ddiv2 k+(m-1)div2
xK)=— dxk)= > —GZK= >a,&kk)
M j=g—(m-1)div2  i=k-(m-1)div2 11 i=k—(m-1)div2

pro M sude treba

(m div2) (mdiv2) 1 (m div2)

i(k)—— Y x(k-)= > —Ix(k-i)= > a;[x(k-i)

1 -mdiv2+l 1=—mdiv2+1 1=—mdiv2+1
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KLOUZAVY PRUMER
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KLOUZAVY PRUMER
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KLOUZAVY PRUMER
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ZPUSOB VYPOCTU

uvazujme treba kauzalni vypocet (tj. pouze ze
zpozdénych znamych hodnot):

1. x(k) =y(k) :mZ:i X(k—i):mz_lbi[x(k—i)

:Om

2. x(k)=y(k)=mly(k -1 +x(k)—x(k —m)

rekurze - pouziva staré hodnoty vystupnich vzork{

()= b, [y(k =)+ Y a,x(k—i)
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NOVE POJMY

v koeficienty odpovidajici Zddanému prubé&hu

M

M

casove rady (model);

brechodny déj (odezva na pocatecni
bodminky);

Kauzalita;

vl rekurze.
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IV. ANALYZA CASOVYCH RAD
ZAKLADNI POJMY
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VELICINY MATEMATICKE MODELY

v abychom mohli uspésné resit praktickée

problémy (analyza, syntéza), potrebujeme
realné veliCiny vyjadrit matematicky jejich

(abstraktnimi) modely;

v model veliciny by mél splnovat dva zakladni

pozadavky:
vystiznost, presnost;
jednoduchost, snadna manipulace;
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KLASIFIKACE VELICIN
(A JEJICH MATEMATICKYCH MODELU)

A) spojité a diskretni
B) realneé a komplexni

C) deterministické a nedeterministicke
(nahodné?)

D) periodické a neperiodické
£) sudée a liche
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

v Spojita velicina(presnéji velicina se
spojitym casem) je takova velicina x(t),
kde Cas t je spojita promenna.

v Diskrétni velicina (presneji velicina s
diskrétnim casem) je takova velicCina
x(t), kde Cas t je definovan v diskrétnich
casovych okamzicich. Diskrétni veliCinu
proto casto zapisujeme jako posloupnost
{x.}, kde n je cele Cislo, resp. x(nT).
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

x(t) x[n]
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

Pozn. Spojita vs. nespojita funkce. Zde se mysli ve smyslu hodnot
funkce nikoliv Casu. V tomto smyslu nespojita veliCina (signal) v praxi
neexistuje (vzdy konecCna délka prechodu). Priklad: obdélnikovy signal

Typy dat (Biostatistika, str.12):

v kvalitativni:
nominalni - kategorie nelze seradit;
ordinalni — kategorie je mozné seradit;
binarni

v kvantitativni:
spojita;
diskrétni;
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

Pozn. Spojita vs. nespojita funkce. Zde se mysli ve smyslu hodnot
funkce nikoliv Casu. V tomto smyslu nespojita veliCina (signal) v praxi
neexistuje (vzdy konecCna délka prechodu). Priklad: obdélnikovy signal

Typy dat (Biostatistika, str.12):

v kvalitativni:
nominalni - kategorie nelze seradit;
ordinalni — kategorie je mozné seradit;
binarni

¥ kvantitativni:
spojita
diskrétni
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

Pozn. Spojita vs. nespojita funkce. Zde se mysli ve smyslu hodnot
funkce nikoliv Casu. V tomto smyslu nespojita veliCina (signal) v praxi
neexistuje (vzdy konecCna délka prechodu). Priklad: obdélnikovy signal

Typy dat (Biostatistika, str.12):

v kvalitativni:
nominalni - kategorie nelze seradit;
ordinalni — kategorie je mozné seradit;
binarni

¥ kvantitativni:
spojita
diskrétni

Délka dat
budeme se zabyvat posloupnostmi s desitkami vzorku

l._mu :
IBA -

W




b

A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

v U diskrétni veliCiny neni jeji hodnota mezi
jednotlivymi diskretnimi casovymi
okamziky definovana.

v Diskrétni veliCinu Ize také ziskat
vzorkovanim spojite velicCiny: x(t,), x(t;),
x(t,), ..., x(t)), ... (téz znaceni x,, x,;, X5,

.., X,, ...). Hodnoty x; = x,(t) se nazyvaji
vzorky.

X(t) I O— X
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A) SPOJITE A DISKRETNI VELICINY

v Diskrétni veli¢inu muzeme zapsat
funkénim predpisem, napr.

2" pro n=0
X —
' 0 pro n<0

explicitné seznamem hodnot, napr.

x, =11,2,4,8,16,32, 64,128, 256, ...},n =0,1,2,...

(zde se implicitné predpoklada, ze prvky jsou
Cislovany od nuly a pro zaporné indexy n jsou
hodnoty nulové)
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B) REALNE A KOMPLEXNI VELICINY

vl Realna velicina (model) je takova,
ktera nabyva realnych hodnot. (V praxi
skutecné meritelny.)

v Komplexni velicina (model) je takova3,
ktera nabyva komplexnich hodnot.
(Hypoteticka, v praxi nemeéritelna.)

X(t) = x,(1) + Jx,(1)

Cas t je spojity nebo diskrétni.
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C) DETERMINISTICKE A NEDETERMINISTICKE
(NAHODNE ) VELICINY

v Deterministicka velicina je takova, jejiz
hodnoty jsou v daném case jednoznacnée urceny.
Takova veli¢ina muze byt popsan analytickou
funkci Casu t.

v Nahodna (stochasticka) velicina je takova,
jejiz hodnoty jsou nahodné. Takove veliCiny
popisujeme statistickymi prostredky. Napr.
bily/barevny sum, definovanée rozlozeni,
momenty.

x(t)=sint  N(©O/1)

\\\\\\\\
222222222222
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C) DETERMINISTICKE A NAHODNE VELICINY

v Nahodna (stochasticka) velicina je takova,
jejiz hodnoty jsou nahodné. Takove veliCiny
popisujeme statistickymi prostredky. Napr.
bily/barevny Sum.
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C) DETERMINISTICKE A NAHODNE VELICINY

Nahodna (stochasticka) velicina je takova
veliCina, jejiz hodnoty jsou nahodné. Takové

veliCiny popisujeme statistickymi prostredky.

Napr. bily/barevny sum.

Nahodny proces

Systém {&.} nahodnych veliCin &, definovanych
pro vsechna tOR se nazyva nahodny proces
(random process) a oznacuje se &(t). Nezavisla
veliCina t je zpravidla cas.

< stacionarita;

< ergodicita
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STACIONARITA NAHODNEHO PROCESU

zhruba:

stacionarni nahodny proces (stationary random

process) je proces se stalym chovanim
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STACIONARITA NAHODNEHO PROCESU

presneéji:

v stacionarni nahodny proces je takovy proces,
jehoz libovolné statistické charakteristiky nejsou
zavislé na poloze pocCatku casove osy (nezavisi na
absolutnich hodnotach casu, jen na délkach
¢asovych intervalu mezi okamziky t, a t,)

Z praktického hlediska casto vnimame pojem

stacionarity v tzv. sirsim slova smyslu, kdy staci,
aby se s nezavisle proménnou nemenily pouze
statistické momenty 1. a 2. radu, stredni hodnota,
rozptyl a autokorelacni, resp. autokovariancni
funkce.
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ERGODICITA NAHODNEHO PROCESU

Ergodicky nahodny proces (ergodic random
process) se vyznacuje tim, ze vsechny jeho
realizace maji stejné statistické vlastnosti (stejné
chovani) - to umoznuje odhadovat parametry
nahodného procesu z jediné libovolné realizace.

Zpravidla pozadujeme (je to z hlediska analyzy
pohodInéjsi), aby byl analyzovany proces jak
stacionarni, tak i ergodicky, ale obecnée ergodicky
proces nemusi byt nezbytnée i stacionarni a
samozrejme i naopak.
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D) PERIODICKE A NEPERIODICKE VELICINY

v Spojita velicinax(t) je periodicka s periodou 7,
jestlize existuje hodnota T takova, ze pro

vsechna t plati
X(t+T)=x(t)

m Nejmensi kladna hodnota T, pro kterou plati
uvedeny vztah se nazyva zakladni perioda.

m Obecne Ize psat
X(t+KT) = x(t),
kde k je celé Cislo.
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D) PERIODICKE A NEPERIODICKE VELICINY

Pozor!

¥ Pro konstantni signal neni definovana zakladni
berioda. Konstantni signal je periodicky pro
kazdou hodnotu T.

v Spojity signal, ktery neni periodicky se nazyva
neperiodicky nebo aperiodicky.

v Realné biosignaly nejsou zcela periodicke -
hovorime o repeticnich signalech.

Pohov!

recovy signal - samohlaska ,e"
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D) PERIODICKE A NEPERIODICKE VELICINY

m Pro diskrétni signal definujeme periodicky signal
s periodou N obdobné
XniN = X a XN — X

n n

Pozor!

v Diskrétni signal ziskany rovnomernym
vzorkovanim periodického spojitého signalu
nemusi byt periodicky.

v Soucet dvou spojitych periodickych signdld
nemusi byt periodicky signal.

v Soucet dvou diskrétnich periodickych signalu je
vzdy periodicky signal.

Pohov!

M




D) PERIODICKE A NEPERIODICKE VELICINY

M‘/l/l/l/ ’
2T -T 0 T 2T !
(a)

Dt e e e




E) SUDE A LICHE VELICINY

v Suda velicina je takova, pro niz
plati

X(—t)=x(t), x_ =X

n n

m Licha velicina je takova, pro
niz plati
X(—t) = —x(t), x_, =-X

n n

m Soucin sudé a liché veliciny je licha velicina.

m Soucin dvou sudych nebo dvou lichych velicin je

suda velicina.

‘W
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E) SUDE A LICHE VELICINY

-------------

(a) (b)

(c) (d)




V. VELICINY SPOJITE V CASE
A JEJICH MODELY (FUNKCE)
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HARMONICKA FUNKCE
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HARMONICKA FUNKCE

v harmonicka funkce je dana vztahem

X(t) = A.cos(wt + @),
kde
A>0 je amplituda harmonické funkce
w >0 je uhlovy kmitocet h.f.
P, je pocatecni faze, tj. faze v Case t=0
wt + @, je faze harmonické funkce
Perioda harmonické funkce je dana vztahem
T =2TWw N
kmitocet h.f. je definovan N

f=1/T = w/21m
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HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2n.10t + n/2).

CAAAAN

NEYAVRYAYE




HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2n.10t + n/2).

CAANAAN

BYRYAYE

[-] [rad]
10 1 nl2 1
0 20 ®[rad/s] 0 20 ©[rad/s]
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HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2n.10t + 1/2).

| trlparametrlcky harmonlcky signal Ize graficky vyjadrit
pomoci dvou bodU v rovinach

amplituda x (Uhlovy) kmitocet a
pocCatecni faze x (uhlovy) kmitocCet:
A=Aw) a @y=Qo(w);

A ¢
[-] [rad]
10 1 nl2 1
0 20 ®[rad/s] 0 20 ©[rad/s]

spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi

Ty




¥ I'! FREKVENCNI SPEKTRUM !!!

%

Frekvencni spektrum signalu je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se signal
sklada, v zavislosti na frekvenci.

| ZAPAMATOVAT! ! NA VEKY !

mr W




HARMONICKY SIGNAL

v dalsi definice

X(t) = Re{x (1)} = Re{A.exp[j(wt + @y)]}

(vyplyva z Eulerovych vztahu)

M
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HARMONICKY SIGNAL

kupodivu lze pouzit i vztah

X(t) = Re{A.exp[j(-t - @g)]} = Re{X*(t)}

pozor !l pozor
- zaporny kmitocCet - ale funguje to

l._mu :
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HARMONICKY SIGNAL

Protoze plati
X(t) = Re{x(t)} = Re{x*(t)} a Im{x ()} = -Im{ x*(t)}
je i
X(t) = V2.{x(t) + x*(t)}
X(t) = V2.{A.exp(jPy).exp(jwt) } +
+ V2.{Aexp(-j®y).exp(-jwt)}

Oznacime-li
C, = 2.A.exp(jp,) a C., = Ya.Aexp(-jp,)
je
x(t) = C;.exp(jwt) + C_,.exp[j(-w)t]

M
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HARMONICKY SIGNAL

l._mu :
IBA -

W




b

HARMONICKY SIGNAL

A ¢
[-] [rad]
10 1 /2 1
5 1
207
-2bn 0 01 © [rad/s] 0 20n  ©[rad/s]
-nl2 1

spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi
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v http://www.mysearch.org.uk/websitel/html/222.F
unction.html

v http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/complex/c
omplex.html

¥ http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic

v http://www.khanacademy.org/science/physics/oscil
atory-motion/harmonic-motion/v/introduction-to-
narmonic-motion

v http://www.youtube.com/watch?v=eeYRKkW8V7Vg

M




NEPERIODICKE FUNKCE

v jednorazovy deterministicky signal

s(t)
[LV]
10 T s(t) =10.10% V pro t[1(-0,5 us; 0,5 ps)
s(t)=0V pro t[J(0,5 ys; o)
, ; s(t)=0V pro t(-e; -0,5 s )
20T DO
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JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diractv impuls) - 8(t)

splnuje vztah _
j x(t).5(t —t, )dt = x(t, )

zjednodusene:

jednotkovy impuls &(t) je velice uzky
(limitné s nulovou Sirkou) a velice (limitné
nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,
jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
Sirky = mohutnost je jednotkova

0, tZz0;
5(t) = pro
o, prot=0.

Té(t)dt =1.
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JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diractv impuls) - 8(t)

splnuje vztah _
j x(t).5(t —t, )dt = x(t, )

Tf(t)é(t —t,)dt = Tf(to )3(t —t, )dt =

. f L
=1(t,). [ 8(t —t,)dt = f(t, ). | /‘T‘\\ &
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JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diractv impuls) - 8(t)

splnuje vztah _
j x(t).5(t —t, )dt = x(t, )

zjednodusene:

| jednotkovy impuls d(t) je velice uzky
/ \ (limitné& s nulovou $ifkou) a velice (limitn&
nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,

/ \ jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
) o*=0 Sirky = mohutnost je jednotkova
e N—— 1

S T 3t) = lim——e™*/"
0-»00- Tl
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JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy skok (Heavisidova funkce)

0, prot<0;

o(t) =
H 11, prot=0.

G (t)

i

o' .




JEDNORAZOVE FUNKCE

v pro obé uvedené jednorazové funkce plati:

jB(T)dT =0o(t)

do(t)
dt

= 3(t).
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JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

jsou odvozeny z primarni predstavy signalu, reprezentovaného
elektrickymi velicinami, elektrickym napétim, prip. proudem.
Na zaklade fyzikalnich zakonitosti plati, ze okamzity vykon
p(t) v Case t na realném odporu R je roven soucinu
okamzitého napéti na odporu a proudu, jim protékajicim, tedy
p(t) = u(t).i(t) -
Podle Ohmova zakona je u1lm u(t) [I]R
u(t) = R.i(t) 0
a po dosazeni muzeme psat, Ze
p(t) = R.i(t).i(t) = R.i2(t) = u(t).u(t)/R = u?(t)/R.
Kdyz je R = 1 Q, se vztah zjednodusi na

Pr=1(t) = i2(t) = u2(t)

u,(t)

M




e B

JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

celkova prace (energie) vykonana (spotrebovana) za cas T na
jednotkovém odporu je

A= j p(t)dt = j i2(t)dt = j u?(t)dt.

Na zakladeé této rozvahy definujeme obecné energii spojitého
signalu x(t) vztahem ,
E = j x2(t)dt
T

a pro diskretni signal x(nT,,)

N
Ed = Z Xz(nTvz )

.._w :
IBA -
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JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

Vykon je prace (energie) vykonana (spotrebovana) za casovou
jednotku, tj. o E
T

1 ZN: x*(nT,,)
NT v

vz N

a z toho P, :%sz(t)dt a P, =
T

Nebo v normalizovaném diskrétnim tvaru
1 N
I:)dn :NZXz(n)

Pokud se energie kumuluje v nekonecné dlouhém casovém
intervalu, pak se vztahy modifikuji do tvaru
N
Y T,)

vz n

— 1 1 2 - .
Po=lime [EMdt a Py = lim
prip. I\
P.. =lim— x?(n
dn NawN; ( )
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

v nasobeni konstantou [(;

X(t) ~ A.x(t), 12/1

3 2 4 0 1
()
[-]

A

2 3 4 5
t [Easova jednotka]

3 2 -1 0 1

A=2

2 3 4 5
t [Casova jednotka]

IBA
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

v zmeéna casoveho meéeritka

X(t) ~ x(mt),

kde m je kladné realné Cislo

Im
m
m

>
<

1 — casova komprese;
1 — Casova expanze
1 - nic se nedéje

.._w :
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

v Zmena casoveho meritka 0

x(t) ~ x(mt), /M )

V 4

kde m je kladné realné Cislo =7+ o7 2335

\"4 1 4 []
m > 1 - casova komprese; %
m < 1 - casova expanze

b)

3 2 4 0 1

2 3 4 5
t [Casova jednotka]

m = 1 - nic se nedeje % .,

42 4 0 1 2 8 4 5

a) original; b) k=2;

t [Casova jednotka]

c) k=2/3

M
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

v posunuti v Case

X(t) ~ x(t+71),

T je redlné, od nuly ruzné
Cislo;

T>0-7

l._mu :
IBA -
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

Y 4 A4 x()
v posunuti v case | a)
+ t /54 t t + +
3 -2 A1 0 1 2 3 4 B
~NJ X t [Easova jednotka
X(t) ~ x(t+71), i R
- ’ 7 (o) ’ 10+ b)

T je realne, od nuly ruzne

Cislo;

3 2 41 0 1 2 3 4 5

v v 7 X(t) t [Casova jednotka]
T > 0 — zpozdeni

[=]

104 c)
/
3 2 4 0 1 2 3 4 5

t [Casova jednotka]

a) original x(t); b) funkce x(t-1); c) funkce x(t+1);

M
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ZAKLADNi OPERACE SE SIGNALY
OPERACE S JEDNOU FUNKCi

X(t)

’ ’ - [~d
v obraceni (inverze) % °
casové osy :

32 4 0 1 2 38 4 &

X(t) t [Casova jednotka]
[-]
10 b)
X(t) ~ x(-t), 5
55 4 0 1 3§ 4 8
X(t) t [Casova jednotka]

J=]
10 c)
5

3.2 A 0 1 2 3 4 5
t [Casova jednotka]

a) original x(t); b) funkce x(-t); c) funkce x(-t+1)

M
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SHRNUTI

v jakeé typy velicin zname (dle vlastnosti)?
v stacionarita, ergodicita;

v definice zdkladnich modell veli¢in
(jednotkovy skok, impuls, harmonicky
signal);

v ruzné formy vyjadreni harmonické funkce;

¥ co je frekvencni spektrum?
v zakladni operace s funkcemi.
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ZA TYDEN NASHLEDANOU
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