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Néco na zahrati

1.
d(T+omeirr:)  d(OmiT:) RTw
dt - dt on T
2.
x3log(x 4 10) = tan(x — 1)?
3.

xcosx =1

Co maji tyto rovnice spole¢ného?

Nelze je feSit analyticky.



ALADIN

CR

s

Casi pouzivany v

del po

édni mo

» ALADIN - predpov

ice teploty:

rovnice

>

—+ F
|_|+T

RT w
Cp

_}_7

/N

5
=
]
T
k]
5
@
S
@
&
a
S
S
&
z
[=]
<
3
<
5

aTPs
d (5”" RiTa
dt

dt

d (T-l-(;TR%;;);)

443233302

000 licladatrud !




Citat

God does not care about our mathematical difficulties.
He integrates empirically.

Albert Einstein



Pristupy k reseni

Analyticky pristup
» zalozen na symbolickych Gpravach
» krajni pfipady lIze jednoduse studovat

> nestaci na resSeni vétsiny readlnych problémi

Numericky pfistup
» zaloZen na Ciselnych aproximacich
» Casto pomérné primocary
> potreba vizualizace

» mezni pfipady mohou &init obtize (0/0)



Aplikace numerickych metod

v

chemie (ndvrh novych struktur, modelovani dé&ja)
biologie (populaéni, epidemiologické modely)
fyzika (dynamika kapalin)

klimatické modely, predpovédi pocasi
astronomie

ekonomie

strojirenstvi

a mnoho dalSich



Nelinearni rovnice

» uvazujme pouze funkce jedné proménné

v

nasim cilem je nalézt koren, tj. FeSeni rovnice f(x) =0

v

jen velmi malou ¢ast prikladl Ize Fesit analyticky

» vzorce pro specialni pripady (kvadraticka, kubicka rovnice,. ..

Naivni pFistup k feseni:
» zvolme velikost kroku Ax

» v rdmci intervalu [a, b], ve kterém hledame koten,
vyhodnocujeme f(a), f(a+ Ax), f(a+ 2Ax),...,f(b)

» pro mald Ax casové velmi naroc¢né



Separace korene

Véta:
Necht f je funkce spojita na [a; b] a f(a) - f(b) < 0.
Pak dc € (a; b) : f(c) = 0.




Metoda piileni intervalu

Bisekce (f,/,r,¢€)
1. pokud je dosazeno kritérium zastaveni, skonci
2. x=(I+r)/2
3. pokud f(/)- f(x) < 0, pak Bisekce (f,/, x,€),
jinak Bisekce (f, x, r,€)

Kritéria zastaveni
> ¢ — zvolena presnost

> |l—rl<e
» |F((I+r)/2)]| <e

Vlastnosti
> dlsledné zachovava separaci kofene — vzdy konvergentni

» pomald



Newtonova metoda | — predstaveni

» nékdy také metoda tecen

» vychazi z Taylorova rozvoje zanedbanim ¢lenl vyssich fadi

O £(K) (xq
) = 30 P )t
k=0 :

f(x)=f(x) + f(x0)(x —x0) + ...+ (%)

Vzorecek:
_ f(xk)
Xk+1 - Xk - f/(Xk)




Newtonova metoda Il — vlastnosti

» nutnd dobra pocatecni aproximace

» kvadratickd konvergence — jedna iterace zvysuje pocet
platnych &islic zhruba dvakrat

> uziteCna pri doladovani vysledku




Newtonova metoda Il — aplikace

Reciprokd odmocnina y = 1/4/x
» Casto se vyskytuje v aplikacich (napf. norma vektoru: II%H)
» obsahuje vypocetné naroCné operace — déleni a odmocninu

> jeji aproximaci lze ale spocitat rychle

Newtonova metoda pro y = 1/4/x
— hledame koten funkce 1/y? — x = 0.

1/y,3 — X yk_2 —x
My T
3y, 2 —x _ yk(3—xyp)

)/k+1 - -3 — 2
2y,

Yk+1




Newtonova metoda IV — Quake Il

float Q_rsqrt(float number)
{
long i;
float x2, y;
const float threehalfs = 1.5F;

x2 = number * 0.5F;

= number;

= *(long *) &y; // evil floating point bit level hacking
= 0x5£3759df - (i >> 1); // what the f_ck?

= x(float *) &i;

<R

y =y * (threehalfs - (x2 * y * y)); // 1st iteration
// y =y * (threehalfs - (x2 * y * y));
// 2nd iteration, this can be removed

return y;

}



Obycejné diferencialni rovnice 1. fadu

Ve zkratce:
» obecné tvaru F(x,y,y’) =0

» feSenim je funkce y = f(x)

P¥iklad:
y'=2xy
Reden:
63/ = 2xdx y#0
Inly| = x>+ G GeRr
ly| = TG = G e G eRY
y=Ge* G eR\ {0}

Funkce y = 0 je také fesenim — y = Cexz, CeR.



S-I-R model | — Gvod

v

jednoduchy epidemiologicky model

v

pouzitelny pro nemoci jako jsou spalni¢ky nebo pfiusnice

v

Susceptible — nikdy nepfisli do kontaktu s nemoci

v

Infectious — Si¥i nemoc, zistavaji infekéni po néjakou dobu

v

Recovered — jiz prodélali nemoc a jsou vici ni imunni

Susceptible Infectious Recovered




S-1-R model Il — rovnice

» X(t) — mnozstvi lidi v kategorii X v ¢ase t
> [ — mira kontaktu

» r — mira uzdraveni

S-1-R model v rovnicich:

dS

T = —BIS(e)
dl

il BI(t)S(t) — vi(t)
dR = vi(t)

dt



Eulerova dopredna metoda

» jednoducha metoda pro feseni (systémi) dif. rovnic ve tvaru

dy

& — f(ey(0)

» postupné pocitdme

dy
=y, + At —
Yn+1 Yn dt .

y2 " Y4

Y1

Yo




S-1-R model Il — vysledky

People

Time (days)



Integral | — zadani

Spoctéte nasledujici integral:

1
/ (16051 gy
0

Obecnéji:
1
Jn = /x"exfldx
0
1 1
Jn = [x”ex_l} —/ nx""1eX"1 dx
0 0
Jn = l—an_l

Z¥ejmé navic Jo =1—1/e.



Integral Il — implementace

Implementace:

main() {
float Jn = 1.0 - (1.0 / 2.7182818284590452354) ;
for(int i = 1; i <= 16; i++) {
Jn =1 - 1i *x Jn;
printf("J_%02d = %12.3f\n", i, Jn);



Integral 1l — implementace

Implementace:

main() {
float Jn = 1.0 (1.0 / 2.7182818284590452354) ;
for(int i = 1; i <= 16; i++) {
Jn =1 - 1i *x Jn;
printf("J_%02d = %12.3f\n", i, Jn);

}
}
Vysledek:
J_o1 = 0.368
J_16 = -191438.344

Néco je Spatné.



Reprezentace cisel | — avod

Cela cisla — datovy typ int
> 32 bitd
> rozsah od —2147483 648 do 2147483647
> resp. 0 az 4296 967 295 pro neznaménkovy typ
» odpovida bindrnimu zépisu Cisla

» v ramci rozsahu naprosto presné vypocty, mimo néj nesmysly

Realna cisla
» konecna velikost paméti vs. nekonecné mnoho realnych Cisel

» nutno zvolit odlisny pFistup



v 7

Reprezentace cCisel Il — realna disla

Realna cisla — datovy typ float
> 32 bitd

» &islo je uloZeno ve tvaru (—1)%8" - mantissa - 28xPonent

S|g‘n‘ exponent (8 b|ts) fraction (23 bits)
[olola]a]1]s]s]o |0I°I1I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I0I 0.15625
31 30 23 22 (bit index) 0

» nejmensi kladné zobrazitelné &islo: 1,18 - 10738

> nejvétsi zobrazitelné &islo ~ 3,4 - 1038
» 6 platnych Cislic
» specialni hodnoty: +00, NaN



Uskali kone¢né reprezentace | — porovnavani

Jednoduchéa porovnani:
0.5 + 0.5 == 1.07 True.

0.1 + 0.2 == 0.37 False.

» néktera Cisla nelze vyjadrit presné
(0.1 — 1.0000000149011611e-1)
> vysledek je téméf vzdy zatizen chybou predchoziho vypoctu

» operator == nema pro realna cisla moc smysl

Porovnavame-li dvé realna Cisla, pouzijme radéji test na
dostate¢nou blizkost: | x —y | < €



Uskali konec¢né reprezentace |l — nepresnost scitani

Spoctéte s presnosti na tfi platné Cislice 1,23 + 0,001:
> vysledek 1,23

» v ramci presnosti korektnf

Ale co v tomto pripadé?

1,23 40,001 +...+0,001 = 1,23
10

vSs.
1,234 (0,001 +...40,001) = 1,24
Scitani realnych c&isel neni asociativni.

_>
S¢itejme vzdy nejdfive Cisla se srovnatelnym exponentem.



Uskali konec¢né reprezentace |ll — katastrof. zruseni

Uvazme priklad 1,23 — 1, 22:
> binarni reprezentace: 1,0011101 a 1,0011100
» vstupni hodnoty zatizeny chybami 0,3 %, resp. 0,1 %
» rozdil binarné 0,0000001

» rozdil desitkové 0,0078125
> spravny vysledek je 0,01
» relativni chyba 22 %!

Snazme se vyhnout odecitani dvou blizkych cisel. Neni-li to mozné,
pocitejme s potencialné velkou chybou.



Gaussova eliminacni metoda (GEM)

> FeSeni systému linearnich rovnic

» princip: eliminace prvk{ pod diagonalou

» problém, pokud je vedouci prvek v aktudlnim Fadku (pivot)
blizky nule — GEM neni stabilni — v praxi se nepouziva

Stabilita metody

> intuitivné: mald chyba na vstupu neovlivni vyrazné vysledek

GEM s &aste¢nym vybérem vedouciho prvku
» prohozeni dvou fadk( vysledek neovlivni
» princip: jako vedouci prvek volim ten, ktery je v absolutni
hodnoté nejvétsi

» stabilni



Integral 11l — analyza problému

1
e = / X161 gy 2 _191438.344
0

Kde se stala chyba?
> Jo zatizen chybou na vstupu
» v kazdé iteraci nasobime aktualni hodnotou n

» rozvoj rekurentni formule pro J1 obsahuje 16!Jy

Pottebujeme jiny zpiisob vypoctu.



Integral IV — feSeni

1-J,
n

Jnfl =

v

v kazdém kroku bude chyba redukovéana faktorem 1/n

» nutno nalézt pocate¢ni hodnotu

1 1 1
/ x"e Ldx < / x"dx =
0 0 n+1

» pro n =20 plati Jp < 1/21

» zvolme Jyp =0

> pak Jie = 0, 0557189
» spravna hodnota 0,0557193. ..



Shrnuti hlavnich myslenek

» chceme umét popisovat prirodni zakonitosti a déje, na jejich
zikladé pak délat predikce, odvozovat vlastnosti ap.

> rovnice, které timto popisem vzniknou, vétSinou nelze fesit
analyticky

» diky masivnimu narlistu vypocetnich kapacit Ize ale Casto
pomérné primocare vyuzit numerickych metod

> je velmi snadné dostat Spatny vysledek, pokud si neddm pozor



