1 Prabeéh funkce jedné realné proménné

tikolu. Tyto tlohy se zpocatku zdaji nepiekonatelné slozité, ale ve skute¢nosti tomu tak viibec neni.
Nejdrive si popiSeme obecny postup pii feSeni prubéhu funkce jedné realné proménné a potom
si vSe projdeme na konkrétnich piikladech. Pro zdjemce je zde pfilozeno i nékolik piiklada na
procviceni.

1.1

1.

Obecny postup
krok

e Urc¢it defini¢éni oboru funkce.

e Urcit pruseciky s osami

e Zjistit intervaly, ve kterych je graf funkce pod a nebo nad osou z.
e Urcit paritu funkce (je-li suda nebo licha)

e Zjistit je-li funkce periodickd nebo neni

. krok

e Urcit prvni derivaci funkce
e Urc¢it nulové body derivace funkce

e Zjistit intervaly, ve kterych je funkce rostouci nebo klesajici a urcit lokalni maxima a
minima funkce.

krok

e Urcit druhou derivace funkce a urcit jeji nulové body
e Zjistit intervaly, kdy je funkce konvexni (nad te¢nou) nebo konkavni (pod te¢nou).

e Urcit inflexni body funkce
krok

e Urcit asymptoty bez smérnice (pokud existuji)

e Urcit asymptoty se smérnici (pokud existuji)
krok

e Urcit dulezité funkéni hodnoty (pro lokdlni extrémy a inflexni body)

e Nacrtnout graf funkce

Jak teSit jednotlivé kroky

. krok

Musime nalézt nejvétsi podmnozinu v R, pro kterou ma zadana funkce smysl. V praxi to
znamend vyloucit body, ve kterych je jmenovatel zlomku rovny 0, nebo najit interval klad-
nych ¢isel x pro funkci In a podobné. Viechny body pro které nemé zadana funkce smysl si
peclivé zapiSeme.

Dale je tieba urcit priseciky s osami grafu. Pro prisecik s osou y plati, Zze z = 0 a pro prisecik
s osou z musi byt y = 0. Pruseciky s osou x také nazyviame nulovymi body. Tyto nulové
body nam spolec¢né s body nespojitosti rozdéli defini¢ni obor funkce na intervaly, kde miZe
funkce ménit svou funkéni hodnotu z kladné na zapornou a obracené. Nejjednodussi postup
feSeni je tedy nacrtnout si ¢iselnou osu, na ni si zvyraznit nulové body a body nespojitosti
a v kazdém vzniklém intervalu si zvolit za x takové Cislo, se kterym se ndm bude snadno



pocitat funkéni hodnota. Intervaly si oznaéime znaménkem + pro kladné a znaménkem —
pro zaporné funkéi hodnoty. Je tieba prozkoumat vSechny intervaly, protoze ne vidy dochazi
ke stifdani znamének funkénich hodnot v nulovém bodé. Piikladem mize byt funkce y = 22
kterd mé sice nulovy bod pro z = 0, ale v obou intervalech defini¢niho obory nabyva pouze
kladnych funkénich hodnot.

OBRAZEK 1: Graf funkce y = 22 s vyznatenym nulovym bodem 2 = 0. V tomto bodé viak funkce
neméni znaménko funkéni hodnoty.

Pro sudou funkci plati, ze jeji graf je symetricky podle osy y. Z matematického pohledu to
znamend, ze pro kazdé x z defini¢niho oboru musi existovat v defini¢nim oboru ¢islo opa¢né
—2z a funkéni hodnoty obou ¢isel musi byt shodné f(z) = f(—=z). Nalezneme li tedy v
defini¢nim oboru jeden bod nespojitosti razny od 0, nemiZze byt splnéna podminka existence
bodu opa¢ného a tedy funkce nemuze byt suda, a jak si ukdzeme dale, ani licha. Pro lichou
funkei plati, 7e jeji graf je symetricky podle pocatku soustavy soufadnic. Z matematického
pohledu to znamend, ze pro kazdé = z defini¢niho oboru musi existovat ¢islo opacné —zx a
pro funkéni hodnoty plati f(x) = (=1).f(—z).

Pro periodické funkce plati, Ze u nich dochézi k pravidelnému opakovani funkénich hodnot
v tak zvanych periodach. P¥ikladem periodickych funkei jsou funkce goniometrické. Pro klid
Ctenadie muzeme sdélit, ze periodickych funkci neni mnoho.

2. krok
V tomto kroku uré¢ime extrémy funkce. Jak vime z definice derivace funkce, odpovida derivace

funkce v bodé xg smérnici teény ke grafu funkce v daném bodé. Pro extrémy plati, Ze v nich
je tefna ke grafu rovnobézné s osou z. Derivace funkce v tomto bodé je rovna 0. Toto je
podminka nutné pro hledani extrému funkee, nikoli viak dostacujici. Napiiklad funkce x> ma
v bodé = = 0 derivaci rovnou 0, ale v tomto bodé nemé funkce ani minimum, ani maximum.

OBRAZEK 2: Graf funkce y = 2% s vyznaéeﬁou tecnou v bodé z = 0. V tomto bod& ma funkce prvni
derivaci rovnou 0, ale nema zde lokalni extrém.

Jak tedy budeme postupovat? Podobné jako v pfedchozim kroku, budeme ale pracovat s
prvni derivaci funkce. Nejdiive tedy funkci zderivujeme a nalezneme nulové body této nové
funkce. Budeme tedy hovofit o podezielych bodech, matematicky o staciondrnich bodech.



Tyto body si vyneseme do ¢iselné osy spole¢né s body nespojitosti. Stejné jako v predchozim
piipadé vybereme v kazdém vzniklém intervalu jednu hodnotu a zjistime je-li funkéni hodnota
derivace funkce kladna, nebo zaporna. V piipadé kladné funkéni hodnoty je funkce v daném
intervalu rostouci a interval si ozna¢ime znaménkem +, nebo Sipkou . Pro zapornou funkéni
hodnotu se jedna o funkci klesajici. Uvedeny interval si ozna¢ime znaménkem —; nebo pro
lepsi prehled Sipkou \,. Extrém se nachézi v pfipadé stiidani znamének funkénich hodnot v
sousednich intervalech. Je-li funkce v levém intervalu rostouci (klesajici) a v pravém klesajici
(rostouci), jedna se o lokdlni maximum (minimum).

. krok

Zde se zamé&Fime na konvexnost (graf funkce je v daném intervalu nad te¢nou) a konkavnost
funkce (graf funkce je v daném intervalu pod te¢nou) a na body pfechodu v pruab&hu funkce
mezi témito dvéma stavy -inflexni body. Regeni tohoto problému bude podobné pifedchozimu
bodu, jen pouZzijeme druhé derivace funkce. Pro¢ je tomu tak? Podivame-li se na nésledujici
obrazek, zjistime, Ze v piipadé inflexniho bodu je te¢na nejstrméjsi v porovnani s béznymi
body. Smérnice teény v daném bodé je derivaci funkce v daném bodé a proto v inflexnim bodé
nebyva prvni derivace funkce svych extrémnich hodnot. Budeme tedy hledat extrémy prvni
derivace zadané funkce a ty se hledaji za uZiti derivace. Budeme tedy potiebovat derivaci
derivace funkce, tedy druhou derivaci zadané funkce.

+1.5 t tl *+1.5 t

OBRAZEK 3: Ukazka teCen ke grafu funkce v inflexnich bodech a mimo tyto body.

Konkrétni postup bude tedy nésledujici. Nejdiive ur¢ime druhou derivaci zadané funkce
a nalezneme jeji nulové body. Tyto nulové body spolecné s body, ve kterych neni funkce
definovéna, vyneseme do ¢iselné osy. Ve vzniklych intervalech si zvolime body, pro které bude
nejjednodussi spocitat funkéni hodnotu druhé derivace funkce. Je-li tato hodnota kladna,
jedna se o funkci konvexni a graf dané funkce bude nad te¢nou, takovy interval si oznacime
znaménkem +, nebo jesté lépe znaménkem —. V piipadé zaporné funkéni hodnoty druhé
derivace se jedné o funkci konkévni, u které bude graf funkce pod te¢nou v bodech daného
intervalu. Takovy interval si na ¢iselné ose oznac¢ime znaménkem —, nebo lépe znaménkem
~. Inflexni body jsou body, ve kterych je druha derivace funkce rovna nule a ve kterych
prechazi funkce z konvexni na konkévni a obréacené.

. krok

Asymptoty. Nejdfive si objasnime co to jsou asymptoty. Nebudeme ¢tenaie stragit matema-
tickou definici, tu si muazZete najit v libovolné knize o matematické analyze. Rekneme si, Ze
asymptota je piimka, lépe feeno tetna ke grafu funkce v nekoneénu (at uz = = +oo nebo
y = too. Je to tedy piimka, ke které se graf funkce maximalné piiblizi, ale nikdy se ji v
redlném bodé [z, y] nedotkne. Ne vSechny funkce maji asymptotu (napft. funkce y = sinx ji
nemad). Budeme rozlisovat dva typy asymptot. Prvni typ bude pfimka rovnobézné s osou y
(v n&kterych uéebnicich nazyvana vertikdla). Tato pfimka nema smérnici, nazveme ji tedy
asymptota bez smérnice. Tato piimka je te¢nou ke grafu funkce v bodech y = +00, osu x
protina v bodé xy. V bodé xg neni zadana funkce definovana. Jak tedy zjistime, méa-li danéa
funkce v bodé asymptotu bez smérnice? Zakladni podminkou pro existenci asymptoty bez



smérnice je, ze funkce neni pro néktery bod definovana, ale v okoli tohoto bodu definovana
je. VySetfime tedy chovani funkce v pravém a levém okoli tohoto bodu nespojitosti. Budeme
tedy TeSit limitu zleva a zprava pro x jdouci k bodu nespojitosti pro danou funkci. Pokud
se limita zleva nebo zprava blizi nekone¢nu, nebo minus nekone¢nu, pak mé funkce v daném
bodé asymptotu bez smérnice. Asymptotou be smérnice muze byt i samotné osa y, jak je
znézornéno na obrazku pro funkci y = 1

-
Druhym typem asymptoty je asymptota se smérnici. Je to tefna ke grafu funkce pro
x = too. Jak vyplyva z nazvu jedna se o pfimku, kterou muzeme zapsat ve smérnicovém
tvaru jako y = k.x + ¢. Funkce se v +o0 blizi k asymptoté. Matematicky to tedy znamena,
7e pro x v 1o je rozdil mezi funkéni hodnotou a bodem na asymptoté nulovy, tedy
lim (f(z)— (ka)+q)) =0
r—+w

. Jak tedy zjistime, mé-li funkce asymptotu se smérnici? Vyjdeme z piedchoziho vzorce a
upravou zjistime, Ze pro koeficienty k a ¢ plati nasledujici vzorce:

k= lim M
x

r—+0
¢=lim (f(z) = k)

. Podivame-li se na nam jiz uz zndmy graf funkce y = % zjistime, ze funkce ma asymptotu
bez smérnice x = 0 (tedy osu y) a asymptotu se smérnici y = Ox + 0, tedy osu x.
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OBRAZEK 4: Graf funkce y = % Osa y je asymptotou bez smérnice a osa x je asymptotou se
smérnici ke grafu funkce.

5. krok V tomto kroku spojime vSechny nalezené vlastnosti funkce a nakreslime jeji graf.
Nejdiive ale potfebujeme znat funk¢éni hodnoty dulezitych bodua definiéniho oboru funkce
jako jsou lokalni extrémy, inflexni body. Vypoctené funkéni hodnoty si zapiSeme do pie-
hledné tabulky. Nyni ndm uZz nic nebrani v tom, abychom sestrojili graf funkce. Nakreslime
si soufadny systém, zaneseme zde pruseciky s osami, extrémy a inflexni body. Pokud ma
funkce asymptoty, zakreslime je také do grafu. Nyni jiz muzeme zakreslit jednotlivé ¢asti
grafu funkce podle vySetfovanych intervali. Vysledek vidime na obrazku [

1.3 Konkrétni priklad - ukazkové FeSeni

Piiklad 1. Vysetiete pribéh funkce y = 22£2

rz—1 -~



Resen. 1. krok Nejdfive ur¢ime defini¢ni obor funkce. Jedna se o racionalni lomenou funkci,
kterda ma smysl v piipadé kdy je jmenovatel zlomku nenulovy. Nalezneme tedy takova x, kdy
je jmenovatel roven 0 a tyto vylou¢ime z defini¢niho oboru. Vyraz  — 1 = 0 je splnén pro
x = 1. Defini¢nim oborem funkce jsou tedy vSechna realna ¢isla, kromé 1. D(f) = R — {1}.

ProtoZe z defini¢niho oboru funkce vypadéva jeden bod (1), ale opa¢ny bod (-1) do defini¢niho
oboru patii, neni splnéna zakladni podminka pro sudou nebo lichou funkci. Zadana funkce
tedy neni ani suda ani licha. Funkce rovnéz neni periodicka.

Urceni pruseciku s osami je velmi jednoduché. Dosadime-li za x = 0 do dané funkce, zjistime
ze funkéni hodnota y = —3. Prisecik s osou y mé soutadnice [0;-3]. Prisecik s osou z je

FeSenim rovnice 0 = 25”13. Resenim této rovnice je x = —%. Prisecik s osou z ma tedy
soutadnice [-3/2;0].

Nakonec se podivame na to, kdy jsou funkéni hodnoty dané funkce kladné a kdy zaporné.
Nulovym bodem je prisec¢ik s osou z, tedy = = —%. Zapoc¢tenim bodu nespojitosti zadané
funkce méame defini¢ni obor rozdéleny na 3 intervaly: (—oo, —%), <—%; 1), (1;00). Nyni uréime
znaménka funkce v danych intervalech. V intervalu (—oo, —%) nabyvéa ¢itatel zlomku zapor-
nych hodnot a jmenovatel také, vysledkem je tedy kladna hodnota zlomku pro vSechna z z
tohoto intervalu. V tomto intervalu je graf funkce nad osou z. V intervalu (—32;1) nabyva
¢itatel kladnych hodnot a jmenovatel zdpornych hodnot. Vysledkem je tedy zaporna funkéni
hodnota zlomku. V tomto intervalu je graf funkce pod osou z (v nulovém bodé —% protina
osu z). V poslednim intervalu defini¢niho oboru nabyvaji jak ¢itatel, tak jmenovatel kladnych
funkénich hodnot, takze vysledkem je kladna funkéni hodnota zlomku na celém intervalu a
graf dané funkce se nachézi opét nad osou z. Vysledek si muZzeme znézornit graficky na
nésledujicim obrazku
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OBRAZEK 5: Znéazornéni kladnych a zapornych funkénich hodnot funkce y = %

8

2. krok Vypocitame prvni derivaci funkce. Jedna se o derivaci racionalni lomené funkce, takze

budeme postupovat jako pfi derivovani podilu dvou funkei. f'(x) = (2I+3)I'(If(;)_’1()22‘”3)‘(1*1)1 =
2‘@7(1;:(12)?%)'1 = %@?:12)‘273 = (m:?)z- Vysledné funkce nem4 zadny nulovy bod, méa pouze

jeden bod nespojitosti a to x = 1. Musime tedy vySetiit kladné a zaporné funkéni hodnoty
derivace ve dvou intervalech: (—o0,1) a (1,00). Pro oba intervaly plati, Ze Citatel funkce je
zaporny a jmenovatel je vidy kladny (druhd mocnina je vzdy kladné &islo), vysledkem je
tedy, Ze prvni derivace funkce je v celém defini¢nim oboru zaporna a funkce je v celém oboru
klesajici. Funkce nema zadné lokalni extrémy. Vysledek je graficky zndzornén na nésledujicim
obrazku [6
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OBRAZEK 6: Znéazornéni prib&hu funkce f(z) =
Casti.

2z+3

“**2. Znazornéni intervalil s rostouci a klesajici

3. krok Zjistime, kdy je graf funkce konvexni (nad te¢nou) a kdy je konkdvni (pod te¢nou).
K tomu potfebujeme znat druhou derivaci funkce. f”(z) = (f'(x))’ = ((z:‘?)z)’. Na funkci
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OBRAZEK 7: Znazornéni prib&hu funkce f(x) = % Znéazornéni intervali s konvexni a konkavni
Casti.

miizeme nahlizet jako —5 nésobek funkce (z — 1)~2 a tak ji miizeme i derivovat. (—5.(z —
1)72) = =5.(-2).(z—1)3%1 = (Iiol)S. —5 je konstanta, kterou jsme vytkli pied derivaci,
zbytek vyrazu je slozena funkce, kde vnéjsi funkci je -2 druhd mocnina a vnitini funkei je
x — 1. Vysledna funkce nemé opét nulové body a mé jen jeden bod nespojitosti a to je
x = 1. VySetfujeme tedy opét dva intervaly: (—o0,1) a (1,00). Pro oba intervaly je itatel
zlomku vzdy kladny, ale jmenovatel méni znaménko pravé v bodé nespojitosti. Pro x < 1 je
jmenovatel zaporny a pro x > 1 je kladny. V prvnim intervalu je tedy graf funkce pod te¢nou
a ve druhém nad te¢nou. Druhd derivace funkce neméa nulovy bod, proto nemé funkce ani
body inflexe. Vysledek tohoto kroku je graficky znazornén na obrazku [7]

. krok Nyni ndm zbyva urceni asymptot ke grafu funkce. Zadana funkce mé jeden bod nespo-
jitosti, kterym mize prochazet asymptota bez smérnice. Jeji existenci ovéfime pomoci limit
z funkce pro x jdouci k bodu nespojitosti zleva a zprava.

. 2¢+ 3
lim = —0
21— x— 1

. 2¢+ 3

lim =

z—o1+ v —1

Piimka x = 1 je tedy asymptotou bez smérnice ke grafu funkce y = 2;%13

Nyni vySetiime existenci asymptoty se smérnici. Pro smérnici asymptoty plati vztah:

k= lim M

r—+w T

Uréime tedy limity pro z jdouci do nekone¢na.

2 +3 . 2r4+3 . HZ4+E 040 0
k= lim —— = lim - = lim &£—2- = =-=0
T —L aj(;(;—l) To—L 2 — zﬂffﬁ%_% 1—-0 1
. 2x+3 . 2e+43 . %43 040 0
k= lim ———— = lim = lim % = =-=0
z—w z(z — 1) zow 2 — x—»%%_% 1-0 1

Koeficient ¢ asymptoty se smérnici uré¢ime néasledujiciho vzorce:

g= lim f(z)—kax

o+

Protoze v naSem piipadé je smérnice rovna 0, budeme pocitat pouze limity dané funmce.

.20 4+3 . 243 940 2
. 2+3 . 243 940 2

q = lim = lim —FF = —— = -=2
T T — zow L 1 1—-0 1

xr x
Asymptota se smérnici m4 tedy tvar y = 2. Je to tedy pfimka rovnobéZna s osou x protinajici
osu y v bodé [0, 2].



5.

Piiklad 2. Vysetiete pribéh funkce: y =

Resend.

krok Nyni jiz miizeme shrnout v8echny indicie a miizeme nacrtnout graf funkce. Protoze zde
mame pouze jeden prisecik s osou, vyznacime jej do souradného systému. Potom vyznacime
asymptoty a podle vypocitanych limit muzeme nakreslit graf v blizkosti asymptoty bez
smérnice. Kladné a zaporné funkéni hodnoty zadané funkce, jeji rostouci a klesajici useky a
konvexnost a konkivnost nas povedou v kresleni grafu. Vysledek je zobrazen na obrazku
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OBRAZEK 8: Graf funkce y = % s vyznacenymi asymptotami.

241
x2+42

1. krok

e D(f) =R —{-1;0}. Jmenovatel nesmi byt rovny 0, proto nesmi byt « rovno 0, nebo
z 4+ 1 rovno 0.

e Funkce neni ani sudé ani lichd vzhledem k defini¢nimu oboru funkce.
e Neni periodicka.

e Pruseciky s osami: Dosadime x = 0 - prusecik s osou y, y = 0 - prasecik s osou z. Pro
x = 0 neni funkce definovana, takze nemé prusecik s osou y. Pro prusecik s osou  nam
staci polozit polynom v ¢itateli roven 0 a zjistime, Ze feSenim je z = —1

5.
e Znameénka funkce zjistime dosazenim za x vhodnych €isel z intervali. Viz obrazek [9]

O OGS
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OBRAZEK 9: Znaménko funkéni hodnoty funkce y =

_1
2

2x+1
z2+4a”

2. krok

e Ur¢ime prvni derivaci funkce.

2x + 1
2+

(

;2@ a) - e+ 1)(2e+1) 20t +20—4da? —dr—1  —22% -2 —1
V= (22 + )2 B (22 4 x)?

(2 +x)?

e Nalezneme nulové body prvni derivace. Racionalni lomena funkce je rovna 0 v piipadg,

ze funkce v citateli je rovna 0. Hledidme tedy kofeny polynomu v c¢itateli nalezené
funkce (fesfme rovnici —22? — 22 — 1 = 0 tedy 222 + 22 + 1 = 0) Tento polynom nemé

redlné koteny a funkce tedy neméa nulové body. Zbyva nam vysetfiit, jestli funkce neméni
znaménko v bodech nespojitosti 0 a —1.



e Dosazenim vybranych hodnot z intervali zjistime, Ze funkce prvni derivace ma ve vech
intervalech zaporné hodnoty a je tedy v celém defini¢nim oboru klesajici. VySetfovana

funkce nemé tedy lokélni extrémy. Vysledek je graficky znézornén na nasledujicim ob-
razku [101

() "\ ) "\ () "\
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OBRAZEK 10: Znaménka prvni derivace funkce

. Funkce je ve v8ech intervalech klesajici.

3. krok

e Podivame se kdy je vySetfovand funkce konvexni a kdy konkévni a vyhledame inflexni
body funkce, pokud existuji. Jak jsme si sdélili jiz diive, inflexni body jsou ty body, ve
kterych ma vySetfovana funkce extrémni prvni derivaci. Hledame tedy extrémy prvni
derivace funkce. ProtoZe extrémy hledame pomoci derivace, budeme potiebovat druhou
derivaci vySetfované funkce. Proto ji nyni urc¢ime.

2x+1 222 4+ 2z + 1 (4z +2)(2? + 2)? — (222 + 22 + 1) (2(2* + ) (22 + 1)

(x2+a;)”:( (2 + 2)? y=- (22 + )t

22z 4+ 1)(22 + o) — 2(2z + 1)(222 + 22 + 1) 22z +1)(2? + 2 — 222 — 22 — 1)

(22 + x)3 - (22 + )3
C2(2z + D(—a?—x—1) (=12 2z + D@ +z+1) 2Qz+1)(2® +x+1)
B (2 + )3 B (22 + )3 B (2 + )3

e Ne vzdy se vyplati vSe roznésobit. Jak ukazuje pfedchozi derivovani. Nulové body druhé
derivace nalezneme tak, ze polozime soucin funkci v ¢itateli roven 0. Soucin je roven 0
v piipadé, Ze alespoii jeden z ¢initeld je roven nule. Vyraz 22 + z + 1 = 0 nem4 feSeni
v R a vyraz 2z + 1 = 0 m4 pouze jedno feSeni z = —%.

e VySetiime znaménka druhé derivace v intervalech (—oo; —1); (—1;—3);{(—%;0); (0; o0).

Vysledky Setfeni jsou shrnuty v nasledujicim obrazku

)~ (B~ O~ (P~

-1 — % 0
OBRAZEK 11: Znaménka druhé derivace funkce 23*1. Inflexnim bodem je z = —3.
4. krok

e Asymptoty bez smérnice.

. 2z+1

lim — =0

z—0+t T° + X
2v+1

lim 5
z—0— T° + X




Piimka = = 0 je asymptotou bez smérnice ke grafu funkce

2x+1
24z
Nyni vySetiime bod x = —1.
2z +1
im —— =
zo—1+ 22 +
. 20+ 1
lim = —
r>-1- 22+
Piimka x = —1 je rovnéz asymptotou bez smérnice ke grafu funkce i‘;”ii
e Asymptoty se smérnici:

27 + 1 2
k= lim —o = i

s x(x? + x) = oo 322 + 27

91 + 1 9
k= lim —ot i

o p(2® k) emer 322 4 20

Pro vypocet limit jsme vyuzili 1~ Hospitalova pravidla. Nyni jesté musime vypocitat
koeficient gq.

2 1
qzlimL—l

- _f  __
oL (;I’,‘Q + a’,‘) zE}C}C (23? + 1)
20 +1

= li —_— = —— )
=, (22 + x) o 2z +1)

Piimka y = 0, tedy osa z je asymptotou se smérnici ke grafu funkce

2z+1
24z
5. krok Nyni nam zbyva dopoéitat funkéni hodnotu pro inflexni bod. Dosazenim z = —% do
funkce ziskdme y = 0. Spojenim vSech dosavadnich znalosti nakreslime graf. Vysledek je

znazornén na obrazku [12

OBRAZEK 12: Graf funkce y = i?ji; s vyznaCenymi asymptotami.

Priklad 3. Vysetiete pribéh funkce y =

x
z2—-4"

Resent. 1. krok

e Funkce neni definovana pro x = —2 az = 2. D(f) =R — {-2;2}.
e Jedna se o sudou funkci. (—z)? = z2.
e Funkce neni periodicka.

e Pruseciky s osami: pro x = 0 je y = 0. Graf funkce tedy prochazi poc¢atkem soustavy
soufadnic.



) ) () (D)

|
N
-2 0 2

OBRAZEK 13: Znaménko funkce y =

z
z2—4"

e Nulovy bod je z = 0, body nespojitosti jsou x = —2 a & = 2. Podivame se tedy jak
méni funkce své znaménko v jednotlivych intervalech. Vysledek je na obrazku

2. krok
e Rostouci a klesajici ¢asti funkce. Uréime prvni derivaci funkce.

, x? _ 2z(a® —4) —a?-2r  2w(a® —4—2?) —8x

v=(F=7)'= (22 — 4)? T @2o42 @24y

e Derivace funkce neni definovand, stejné jako puvodni funkce, pro x = +2.
e Nulovym bodem derivace je x = 0.

e Spolecné Settfeni intervali definiéniho oboru vytvofenych nulovym bodem a body ne-
spojitosti je zndzornén na obrazku [T4]

(1) () O\, O

-2 0 2

OBRAZEK 14: Intervaly rostoucich a klesajicich ¢asti funkce y = —3—;.
e Funkce mé lokalni maximum pro x = 0.
3. krok
e Konvexni a konkavni useky funkce, inflexni body.
e Urcéime druhou derivaci funkce:
x? —8x —8(z% —4)% — ((—8x) - 2(z2 — 4) - 22)

(27" = (@ —4)2)/ - (22 — 4)3

8(x? —4)(—(2® —4) +42?)  8(2® —4)(322 +4)  8(32 +4)

(a2 — 41 RGEDE (a? — 4

e Vyraz v Citateli druhé derivace je stéle kladny, proto vySetiime jmenovatele zlomku.
Vyraz x? — 4 je kladny pro z € (—o0; —2) U (2;00) a v intervalu (—2;2) je zaporny.

e Zjisténé udaje jsou graficky zndzornény na obrazku
B O~ ()
[ [
-2 2

OBRAZEK 15: Intervaly konvexnich a konkavnich ¢asti funkce y =

22
x2—4"
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e Funkce nema inflexni body, protoze body v nichz pfechédzi z konvexni na konkavni a
naopak jsou body nespojitosti funkce.
4. krok

e Asymptoty bez smérnice

x? x?
li ——— = li = —

IJEDZ_ 2 —4 1;51'124_ 2 —4

2 22
li = —0 lim ——— =
migl* 2 —4 azigl*' 2 —4
Primky x = —2 a x = 2 jsou asymptotami bez smérnice ke grafu funkce y = —3—.
e Asymptoty se smérnici
2 2 1
o T . x . z 0o
k_mgriloox(;ﬁ—zl)_m1—1>r£13cx3—4x_m£@301—% 1—0_0
2 2 1 0
=1 =1 1 z =
& o w(@? —4)  amrad—dw  amrl—Z 10 0
2 1 1
q:mEIPOO;L‘Q—ZL mg@xil_% 121
. ? : 1 1
0= Jim = o=t
e Piimka y = Ox + 1 tedy y = 1 je asymptotou se smérnici ke grafu funkce y = w;"/’;.
5. krok Nakreslime graf funkce. Vysledek je znazornén na obréazku

OBRAZEK 16: Graf funkce y = w%—: s vyznaCenymi asymptotami.

11



1.4 Priklady na procviceni
Vysetiete priubéh funkce:

1 y= x3+2g§i;r7m—3
2. y= %

3. y==

4. y= 5

R

Vysledky:
1. priklad.
e D(f) =R - {0}

f(=z) # f(z) a f(—z) # (—1) f(x) tedy funkce neni ani suda ani licha
Prusecik s osou y funkce nemé. Prisecik s osu x lezi mezi % a % Jeho pfesny vypocet

je nalezenim kofenu polynomu z® + 222 + 7x — 3 coZ je nad ramec naSeho seminéaie.

3
2%~ 7246
Y= T
maxima jsou v bodech z = -3 az =1

minimum v bodé z = 2

o yll = %
inflexni bod je pro = 2
e Asymptoty:

— Bez smérnice: osa y

. 2+ 222 +Tx—3
lim = -
rz—0t 272

oo+ 222+ T —3
lim = -
x—0— 2ZC2

— Se smérnici

PR x3+2x2+7x—3_1
_gcalglw 213 _5

_ oy 23+ 222 + T -3 1 _1
= 2% 202 2%~

asymptota se smérnici ma tedy rovnici:

LY
= -z
¥=3

12



e Dilezité funkéni hodnoty:

X -3 1 2
o7 27
Yy % 2z %

e Graf funkce je na obrazku

. E . .
OBRAZEK 17: Graf funkce y = ©F22472=3 § yyznacenymi asymptotami.
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2. piiklad.

e D(f) =R—{0}
f(=z) # f(z) a f(—x) # (—1) f(x) tedy funkce neni ani suda ani licha

o yr = £l

minimum v bodé x = 1 funkéni hodnota je y = ¢

_ ez(xz—:v+1)
o yll = —
Funkce méni znaménko v bodé nespojitosti.

e Asymptoty:

— Bez smérnice: osa y

lim — =
z—0+ T
T
lim — = -
x—0— T
— Se smérnici
xr

e
T T
e$
qg= lim — =0
To—L I
asymptota se smeérnici ma tedy rovnici:
y=0x+0

0sa T pouze pro & — —oo
e Graf funkce je na obrazku [I8}
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OBRAZEK 18: Graf funkce y = % s vyznafenymi asymptotami.

. priklad.

e D(f)=R

f(=z) # f(z) a f(—x) # (1) f(x) tedy funkce neni ani sud4 ani licha
Prisecik s osou y je pro x = 0, tedy pocatek souradné soustavy.
° y/ — 1;&:

eT

maximum v bodé z = 1 funkénf hodnota je y = <

o yll = Ie_f
Funkce m4 inflexni bod pro z =2 f(z) = 5
e Asymptoty:
— Bez smérnice: osa y
nejsou
— Se smérnici
k= lim =0
z—x ret
T
k= lim =0

q= lim£=0

z—0 el

asymptota se smérnici ma tedy rovnici:

y=0x+0
0sa x pouze pro xr — o0

e Graf funkce je na obrazku
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OBRAZEK 19: Graf funkce y = % s vyznafenymi asymptotami.

4. priklad.

e D(f)=R—-{-1;1}
Funkce je licha f(—z) = (—1) - f(x)

Funkce neni periodicka
Priseciky s osami [0, 0] - pocatek soustavy souiadnic.
[ ]
(F(2)) 22 —1—xz-2¢ 22—1—222 2 +1
x = = = —
@-1F T @-Dr L @Eop

Funkce nemé nulové body a nabyva v celém svém defini¢nim oboru zaporné hodnoty.

2z(2? — 1) — 4x(z? + 1) _

Vysetifovana funkce je tedy v celém svém definiénim oboru klesajici.

y _296(352 —1)2 — (22 +1)(2(z? - 1) - 22) _
(f(@)" = (22 — 1)4 (22 —-1)3
20% — 20 — 42’ — 4z 246 x(2® 4 6)

(22 -1)3 (22 —1)3

BT
Funkce je konkavni v intervalech (—oo — 1) a (0;1). Funkce je konvexni v intervalech

(—1;0) a (1; ).
e Asymptoty:
— Bez smérnice:
lim = —0
r—o—1" :172 -1
lim 5 =
zo—1+ 1% — 1
lim r —00
a—o1- 22 —1
lim 233 =
o1+ x4 — 1
Primky x = —1 a # = 1 jsou asymptotami bez smérnice ke grafu funkce y = 5.
— Se smérnici:
. T
k= wk@x x(a:z — 1) Tas—wa2 —1 0
. x . 1
k_mh—{l}xx(xz— ) _zh—ryrglc;ﬁ—l =0



qszIPfL;z:Q—l:xll»riloo%:O
1
q = lim * = lim — =0

z—w 2 — 1 z—w0 2

Osa z je asymptotou se smérnici ke grafu funkce y =
e Graf funkce je na obrazku 20}

x
z2-1"

OBRAZEK 20: Graf funkce y = "7 s vyznaCenymi asymptotami.
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. priklad

e D(f) =R—{-1;1}
Funkce je suda f(—x) = f(z) v celém defini¢nim oboru funkce.
Funkce neni periodicka.
Nulovym bodem funkce je x = 0.
Funkce nabyva kladnych hodnot pro intervaly (—oo; —1) a (1; o). Zaporné funkéni hod-
noty ma funkce v intervalu (—1;1).

20(x? — 1) —a? - 20 22° —2r — 227 —2z

Ve == 1 -~ @-1 " @-1"

Funkce ve jmenovateli je stile kladna, proto se zaméfime pouze na funkci v Citateli.
Tato funkce nabyva kladnych hodnot pro zaporné ¢isla a zapornych hodnot pro kladna
¢isla. Funkce je tedy pro z > 0 klesajici a pro « < 0 je rostouci.

0 -2z ., —2@?-1)2%422-2*-1)-2c 82z%(2® —1)—2(2? —1)?
(f(x)) = ((l‘Q — 1)2) = (.232 _ 1)4 - (.132 _ 1)4 =
B 622 + 2
~ iy

Funkce v ¢itateli zlomku nabyva vzdy kladnych hodnot, proto vySetiime pouze funkci ve
jmenovateli. Druh4 derivace méni znaménko v bodech —1 a 1. V intervalech (—oo; —1) a
(1; o) nabyva kladnych funkénich hodnot - je tedy konvexni. V intervalu (—1; 1) nabyva
zapornych funkénich hodnot a je tedy konkavni.

e Asymptoty:

— bez smérnice

x? x?
lim —— =o; lim ——— = -
to—1— 22 —1 ro—1+ 22 —1
x? x?
lim — = —oo; lim =
zo1- 22 —1 o1+ 22 —1
Piimky z = —1 a = = 1 jsou tedy asymptotami bez smérnice ke grafu funkce
2
Y=
— se smérnici
2
x 2z
k= lim = li = — =0
e——w z(x2 —1) 2--x322—-1 a>-—x6x
2 2z 2
k = lim = lim m — =0

q:mg@ﬂ/gﬁ—l:mg@%%:l
2 2

g = lim :c =lim—x=1
e e | z—w0 20

Piimka y = Ox + 1 tedy y = 1 je asymptotou se smérnici ke grafu funkce y = Ig—il
e Graf funkce je na obrazku
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s s s -1s
= =0.00_y = 0.0,

OBRAZEK 21: Graf funkce y = z;—il s vyznaCenymi asymptotami.
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