
1 Pr·b¥h funkce jedné reálné prom¥nné

V této kapitole si ukáºeme vyuºití v²ech dosavadních znalostí pro °e²ení sloºit¥j²ího matematického
úkolu. Tyto úlohy se zpo£átku zdají nep°ekonateln¥ sloºité, ale ve skute£nosti tomu tak v·bec není.
Nejd°íve si popí²eme obecný postup p°i °e²ení pr·b¥hu funkce jedné reálné prom¥nné a potom
si v²e projdeme na konkrétních p°íkladech. Pro zájemce je zde p°iloºeno i n¥kolik p°íklad· na
procvi£ení.

1.1 Obecný postup

1. krok

• Ur£it de�ni£ní oboru funkce.

• Ur£it pr·se£íky s osami

• Zjistit intervaly, ve kterých je graf funkce pod a nebo nad osou x.

• Ur£it paritu funkce (je-li sudá nebo lichá)

• Zjistit je-li funkce periodická nebo není

2. krok

• Ur£it první derivaci funkce

• Ur£it nulové body derivace funkce

• Zjistit intervaly, ve kterých je funkce rostoucí nebo klesající a ur£it lokální maxima a
minima funkce.

3. krok

• Ur£it druhou derivace funkce a ur£it její nulové body

• Zjistit intervaly, kdy je funkce konvexní (nad te£nou) nebo konkávní (pod te£nou).

• Ur£it in�exní body funkce

4. krok

• Ur£it asymptoty bez sm¥rnice (pokud existují)

• Ur£it asymptoty se sm¥rnicí (pokud existují)

5. krok

• Ur£it d·leºité funk£ní hodnoty (pro lokální extrémy a in�exní body)

• Na£rtnout graf funkce

1.2 Jak °e²it jednotlivé kroky

1. krok
Musíme nalézt nejv¥t²í podmnoºinu v R, pro kterou má zadaná funkce smysl. V praxi to
znamená vylou£it body, ve kterých je jmenovatel zlomku rovný 0, nebo najít interval klad-
ných £ísel x pro funkci ln a podobn¥. V²echny body pro které nemá zadaná funkce smysl si
pe£liv¥ zapí²eme.

Dále je t°eba ur£it pr·se£íky s osami grafu. Pro pr·se£ík s osou y platí, ºe x � 0 a pro pr·se£ík
s osou x musí být y � 0. Pr·se£íky s osou x také nazýváme nulovými body. Tyto nulové
body nám spole£n¥ s body nespojitosti rozd¥lí de�ni£ní obor funkce na intervaly, kde m·ºe
funkce m¥nit svou funk£ní hodnotu z kladné na zápornou a obrácen¥. Nejjednodu²²í postup
°e²ení je tedy na£rtnout si £íselnou osu, na ní si zvýraznit nulové body a body nespojitosti
a v kaºdém vzniklém intervalu si zvolit za x takové £íslo, se kterým se nám bude snadno
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po£ítat funk£ní hodnota. Intervaly si ozna£íme znaménkem � pro kladné a znaménkem �
pro záporné funk£í hodnoty. Je t°eba prozkoumat v²echny intervaly, protoºe ne vºdy dochází
ke st°ídání znamének funk£ních hodnot v nulovém bod¥. P°íkladem m·ºe být funkce y � x2

která má sice nulový bod pro x � 0, ale v obou intervalech de�ni£ního obory nabývá pouze
kladných funk£ních hodnot.

Obrázek 1: Graf funkce y � x2 s vyzna£eným nulovým bodem x � 0. V tomto bod¥ v²ak funkce

nem¥ní znaménko funk£ní hodnoty.

Pro sudou funkci platí, ºe její graf je symetrický podle osy y. Z matematického pohledu to
znamená, ºe pro kaºdé x z de�ni£ního oboru musí existovat v de�ni£ním oboru £íslo opa£né
�x a funk£ní hodnoty obou £ísel musí být shodné fpxq � fp�xq. Nalezneme li tedy v
de�ni£ním oboru jeden bod nespojitosti r·zný od 0, nem·ºe být spln¥na podmínka existence
bodu opa£ného a tedy funkce nem·ºe být sudá, a jak si ukáºeme dále, ani lichá. Pro lichou
funkci platí, ºe její graf je symetrický podle po£átku soustavy sou°adnic. Z matematického
pohledu to znamená, ºe pro kaºdé x z de�ni£ního oboru musí existovat £íslo opa£né �x a
pro funk£ní hodnoty platí fpxq � p�1q.fp�xq.

Pro periodické funkce platí, ºe u nich dochází k pravidelnému opakování funk£ních hodnot
v tak zvaných periodách. P°íkladem periodických funkcí jsou funkce goniometrické. Pro klid
£tená°e m·ºeme sd¥lit, ºe periodických funkcí není mnoho.

2. krok
V tomto kroku ur£íme extrémy funkce. Jak víme z de�nice derivace funkce, odpovídá derivace
funkce v bod¥ x0 sm¥rnici te£ny ke grafu funkce v daném bod¥. Pro extrémy platí, ºe v nich
je te£na ke grafu rovnob¥ºná s osou x. Derivace funkce v tomto bod¥ je rovna 0. Toto je
podmínka nutná pro hledání extrému funkce, nikoli v²ak dosta£ující. Nap°íklad funkce x3 má
v bod¥ x � 0 derivaci rovnou 0, ale v tomto bod¥ nemá funkce ani minimum, ani maximum.

Obrázek 2: Graf funkce y � x3 s vyzna£enou te£nou v bod¥ x � 0. V tomto bod¥ má funkce první

derivaci rovnou 0, ale nemá zde lokální extrém.

Jak tedy budeme postupovat? Podobn¥ jako v p°edchozím kroku, budeme ale pracovat s
první derivací funkce. Nejd°íve tedy funkci zderivujeme a nalezneme nulové body této nové
funkce. Budeme tedy hovo°it o podez°elých bodech, matematicky o stacionárních bodech.
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Tyto body si vyneseme do £íselné osy spole£n¥ s body nespojitosti. Stejn¥ jako v p°edchozím
p°ípad¥ vybereme v kaºdém vzniklém intervalu jednu hodnotu a zjistíme je-li funk£ní hodnota
derivace funkce kladná, nebo záporná. V p°ípad¥ kladné funk£ní hodnoty je funkce v daném
intervalu rostoucí a interval si ozna£íme znaménkem �, nebo ²ipkouÕ. Pro zápornou funk£ní
hodnotu se jedná o funkci klesající. Uvedený interval si ozna£íme znaménkem �, nebo pro
lep²í p°ehled ²ipkou ×. Extrém se nachází v p°ípad¥ st°ídání znamének funk£ních hodnot v
sousedních intervalech. Je-li funkce v levém intervalu rostoucí (klesající) a v pravém klesající
(rostoucí), jedná se o lokální maximum (minimum).

3. krok
Zde se zam¥°íme na konvexnost (graf funkce je v daném intervalu nad te£nou) a konkávnost
funkce (graf funkce je v daném intervalu pod te£nou) a na body p°echodu v pr·b¥hu funkce
mezi t¥mito dv¥ma stavy -in�exní body. �e²ení tohoto problému bude podobné p°edchozímu
bodu, jen pouºijeme druhé derivace funkce. Pro£ je tomu tak? Podíváme-li se na následující
obrázek, zjistíme, ºe v p°ípad¥ in�exního bodu je te£na nejstrm¥j²í v porovnaní s b¥ºnými
body. Sm¥rnice te£ny v daném bod¥ je derivací funkce v daném bod¥ a proto v in�exním bod¥
nebývá první derivace funkce svých extrémních hodnot. Budeme tedy hledat extrémy první
derivace zadané funkce a ty se hledají za uºití derivace. Budeme tedy pot°ebovat derivaci
derivace funkce, tedy druhou derivaci zadané funkce.

Obrázek 3: Ukázka te£en ke grafu funkce v in�exních bodech a mimo tyto body.

Konkrétní postup bude tedy následující. Nejd°íve ur£íme druhou derivaci zadané funkce
a nalezneme její nulové body. Tyto nulové body spole£n¥ s body, ve kterých není funkce
de�nována, vyneseme do £íselné osy. Ve vzniklých intervalech si zvolíme body, pro které bude
nejjednodu²²í spo£ítat funk£ní hodnotu druhé derivace funkce. Je-li tato hodnota kladná,
jedná se o funkci konvexní a graf dané funkce bude nad te£nou, takový interval si ozna£íme
znaménkem �, nebo je²t¥ lépe znaménkem !. V p°ípad¥ záporné funk£ní hodnoty druhé
derivace se jedná o funkci konkávní, u které bude graf funkce pod te£nou v bodech daného
intervalu. Takový interval si na £íselné ose ozna£íme znaménkem �, nebo lépe znaménkem
". In�exní body jsou body, ve kterých je druhá derivace funkce rovna nule a ve kterých
p°echází funkce z konvexní na konkávní a obrácen¥.

4. krok
Asymptoty. Nejd°íve si objasníme co to jsou asymptoty. Nebudeme £tená°e stra²it matema-
tickou de�nicí, tu si m·ºete najít v libovolné knize o matematické analýze. �ekneme si, ºe
asymptota je p°ímka, lépe °e£eno te£na ke grafu funkce v nekone£nu (a´ uº x � �8 nebo
y � �8. Je to tedy p°ímka, ke které se graf funkce maximáln¥ p°iblíºí, ale nikdy se jí v
reálném bod¥ rx, ys nedotkne. Ne v²echny funkce mají asymptotu (nap°. funkce y � sinx ji
nemá). Budeme rozli²ovat dva typy asymptot. První typ bude p°ímka rovnob¥ºná s osou y
(v n¥kterých u£ebnicích nazývaná vertikála). Tato p°ímka nemá sm¥rnici, nazveme ji tedy
asymptota bez sm¥rnice. Tato p°ímka je te£nou ke grafu funkce v bodech y � �8, osu x
protíná v bod¥ x0. V bod¥ x0 není zadaná funkce de�nována. Jak tedy zjistíme, má-li daná
funkce v bod¥ asymptotu bez sm¥rnice? Základní podmínkou pro existenci asymptoty bez
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sm¥rnice je, ºe funkce není pro n¥který bod de�nována, ale v okolí tohoto bodu de�nována
je. Vy²et°íme tedy chování funkce v pravém a levém okolí tohoto bodu nespojitosti. Budeme
tedy °e²it limitu zleva a zprava pro x jdoucí k bodu nespojitosti pro danou funkci. Pokud
se limita zleva nebo zprava blíºí nekone£nu, nebo mínus nekone£nu, pak má funkce v daném
bod¥ asymptotu bez sm¥rnice. Asymptotou be sm¥rnice m·ºe být i samotná osa y, jak je
znázorn¥no na obrázku pro funkci y � 1

x .

Druhým typem asymptoty je asymptota se sm¥rnicí. Je to te£na ke grafu funkce pro
x � �8. Jak vyplývá z názvu jedná se o p°ímku, kterou m·ºeme zapsat ve sm¥rnicovém
tvaru jako y � k.x � q. Funkce se v �8 blíºí k asymptot¥. Matematicky to tedy znamená,
ºe pro x v �8 je rozdíl mezi funk£ní hodnotou a bodem na asymptot¥ nulový, tedy

lim
xÑ�8

pfpxq � pk.xq � qqq � 0

. Jak tedy zjistíme, má-li funkce asymptotu se sm¥rnicí? Vyjdeme z p°edchozího vzorce a
úpravou zjistíme, ºe pro koe�cienty k a q platí následující vzorce:

k � lim
xÑ�8

fpxq

x

a
q � lim

xÑ�8
pfpxq � k.xq

. Podíváme-li se na nám jiº uº známý graf funkce y � 1
x zjistíme, ºe funkce má asymptotu

bez sm¥rnice x � 0 (tedy osu y) a asymptotu se sm¥rnicí y � 0x� 0, tedy osu x.

Obrázek 4: Graf funkce y � 1
x
. Osa y je asymptotou bez sm¥rnice a osa x je asymptotou se

sm¥rnicí ke grafu funkce.

5. krok V tomto kroku spojíme v²echny nalezené vlastnosti funkce a nakreslíme její graf.
Nejd°íve ale pot°ebujeme znát funk£ní hodnoty d·leºitých bod· de�ni£ního oboru funkce
jako jsou lokální extrémy, in�exní body. Vypo£tené funk£ní hodnoty si zapí²eme do p°e-
hledné tabulky. Nyní nám uº nic nebrání v tom, abychom sestrojili graf funkce. Nakreslíme
si sou°adný systém, zaneseme zde pr·se£íky s osami, extrémy a in�exní body. Pokud má
funkce asymptoty, zakreslíme je také do grafu. Nyní jiº m·ºeme zakreslit jednotlivé £ásti
grafu funkce podle vy²et°ovaných interval·. Výsledek vidíme na obrázku 4.

1.3 Konkrétní p°íklad - ukázkové °e²ení

P°íklad 1. Vy²et°ete pr·b¥h funkce y � 2x�3
x�1 .
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�e²ení. 1. krok Nejd°íve ur£íme de�ni£ní obor funkce. Jedná se o racionální lomenou funkci,
která má smysl v p°ípad¥ kdy je jmenovatel zlomku nenulový. Nalezneme tedy taková x, kdy
je jmenovatel roven 0 a tyto vylou£íme z de�ni£ního oboru. Výraz x � 1 � 0 je spln¥n pro
x � 1. De�ni£ním oborem funkce jsou tedy v²echna reálná £ísla, krom¥ 1. Dpfq � R� t1u.

Protoºe z de�ni£ního oboru funkce vypadává jeden bod (1), ale opa£ný bod (-1) do de�ni£ního
oboru pat°í, není spln¥na základní podmínka pro sudou nebo lichou funkci. Zadaná funkce
tedy není ani sudá ani lichá. Funkce rovn¥º není periodická.

Ur£ení pr·se£íku s osami je velmi jednoduché. Dosadíme-li za x � 0 do dané funkce, zjistíme
ºe funk£ní hodnota y � �3. Pr·se£ík s osou y má sou°adnice [0;-3]. Pr·se£ík s osou x je
°e²ením rovnice 0 � 2x�3

x�1 . �e²ením této rovnice je x � � 3
2 . Pr·se£ík s osou x má tedy

sou°adnice [-3/2;0].

Nakonec se podíváme na to, kdy jsou funk£ní hodnoty dané funkce kladné a kdy záporné.
Nulovým bodem je pr·se£ík s osou x, tedy x � � 3

2 . Zapo£tením bodu nespojitosti zadané
funkce máme de�ni£ní obor rozd¥lený na 3 intervaly: p�8,� 3

2 q, x�
3
2 ; 1q, p1;8q. Nyní ur£íme

znaménka funkce v daných intervalech. V intervalu p�8,� 3
2 q nabývá £itatel zlomku zápor-

ných hodnot a jmenovatel také, výsledkem je tedy kladná hodnota zlomku pro v²echna x z
tohoto intervalu. V tomto intervalu je graf funkce nad osou x. V intervalu x� 3

2 ; 1q nabývá
£itatel kladných hodnot a jmenovatel záporných hodnot. Výsledkem je tedy záporná funk£ní
hodnota zlomku. V tomto intervalu je graf funkce pod osou x (v nulovém bod¥ � 3

2 protíná
osu x). V posledním intervalu de�ni£ního oboru nabývají jak £itatel, tak jmenovatel kladných
funk£ních hodnot, takºe výsledkem je kladná funk£ní hodnota zlomku na celém intervalu a
graf dané funkce se nachází op¥t nad osou x. Výsledek si m·ºeme znázornit gra�cky na
následujícím obrázku 5.

1� 3
2

(+) (-) (+)

Obrázek 5: Znázorn¥ní kladných a záporných funk£ních hodnot funkce y � 2x�3
x�1

.

2. krok Vypo£ítáme první derivaci funkce. Jedná se o derivaci racionální lomené funkce, takºe
budeme postupovat jako p°i derivování podílu dvou funkcí. f 1pxq � p2x�3q1.px�1q�p2x�3q.px�1q1

px�1q2 �
2.px�1q�p2x�3q.1

px�1q2 � 2x�2�2x�3
px�1q2 � �5

px�1q2 . Výsledná funkce nemá ºádný nulový bod, má pouze
jeden bod nespojitosti a to x � 1. Musíme tedy vy²et°it kladné a záporné funk£ní hodnoty
derivace ve dvou intervalech: p�8, 1q a p1,8q. Pro oba intervaly platí, ºe £itatel funkce je
záporný a jmenovatel je vºdy kladný (druhá mocnina je vºdy kladné £íslo), výsledkem je
tedy, ºe první derivace funkce je v celém de�ni£ním oboru záporná a funkce je v celém oboru
klesající. Funkce nemá ºádné lokální extrémy. Výsledek je gra�cky znázorn¥n na následujícím
obrázku 6.

1

(-) × (-) ×

Obrázek 6: Znázorn¥ní pr·b¥hu funkce fpxq � 2x�3
x�1

. Znázorn¥ní interval· s rostoucí a klesající

£ástí.

3. krok Zjistíme, kdy je graf funkce konvexní (nad te£nou) a kdy je konkávní (pod te£nou).
K tomu pot°ebujeme znát druhou derivaci funkce. f2pxq � pf 1pxqq1 � p �5

px�1q2 q
1. Na funkci

5



1

(-) " (+)!

Obrázek 7: Znázorn¥ní pr·b¥hu funkce fpxq � 2x�3
x�1

. Znázorn¥ní interval· s konvexní a konkávní

£ástí.

m·ºeme nahlíºet jako �5 násobek funkce px � 1q�2 a tak ji m·ºeme i derivovat. p�5.px �
1q�2q1 � �5.p�2q.px � 1q�3.1 � 10

px�1q3 . �5 je konstanta, kterou jsme vytkli p°ed derivaci,
zbytek výrazu je sloºená funkce, kde vn¥j²í funkcí je -2 druhá mocnina a vnit°ní funkcí je
x � 1. Výsledná funkce nemá op¥t nulové body a má jen jeden bod nespojitosti a to je
x � 1. Vy²et°ujeme tedy op¥t dva intervaly: p�8, 1q a p1,8q. Pro oba intervaly je £itatel
zlomku vºdy kladný, ale jmenovatel m¥ní znaménko práv¥ v bod¥ nespojitosti. Pro x   1 je
jmenovatel záporný a pro x ¡ 1 je kladný. V prvním intervalu je tedy graf funkce pod te£nou
a ve druhém nad te£nou. Druhá derivace funkce nemá nulový bod, proto nemá funkce ani
body in�exe. Výsledek tohoto kroku je gra�cky znázorn¥n na obrázku 7.

4. krok Nyní nám zbývá ur£ení asymptot ke grafu funkce. Zadaná funkce má jeden bod nespo-
jitosti, kterým m·ºe procházet asymptota bez sm¥rnice. Její existenci ov¥°íme pomocí limit
z funkce pro x jdoucí k bodu nespojitosti zleva a zprava.

lim
xÑ1�

2x� 3

x� 1
� �8

lim
xÑ1�

2x� 3

x� 1
� 8

P°ímka x � 1 je tedy asymptotou bez sm¥rnice ke grafu funkce y � 2x�3
x�1 .

Nyní vy²et°íme existenci asymptoty se sm¥rnicí. Pro sm¥rnici asymptoty platí vztah:

k � lim
xÑ�8

fpxq

x

Ur£íme tedy limity pro x jdoucí do nekone£na.

k � lim
xÑ�8

2x� 3

xpx� 1q
� lim

xÑ�8

2x� 3

x2 � x
� lim

xÑ�8

2x
x2 �

3
x2

x2

x2 �
x
x2

�
0� 0

1� 0
�

0

1
� 0

k � lim
xÑ8

2x� 3

xpx� 1q
� lim

xÑ8

2x� 3

x2 � x
� lim

xÑ8

2x
x2 �

3
x2

x2

x2 �
x
x2

�
0� 0

1� 0
�

0

1
� 0

Koe�cient q asymptoty se sm¥rnicí ur£íme následujícího vzorce:

q � lim
xÑ�8

fpxq � kx

Protoºe v na²em p°ípad¥ je sm¥rnice rovna 0, budeme po£ítat pouze limity dané funmce.

q � lim
xÑ�8

2x� 3

x� 1
� lim

xÑ�8

2x
x � 3

x
x
x �

1
x

�
2� 0

1� 0
�

2

1
� 2

q � lim
xÑ8

2x� 3

x� 1
� lim

xÑ8

2x
x � 3

x
x
x �

1
x

�
2� 0

1� 0
�

2

1
� 2

Asymptota se sm¥rnicí má tedy tvar y � 2. Je to tedy p°ímka rovnob¥ºná s osou x protínající
osu y v bod¥ r0, 2s.
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5. krok Nyní jiº m·ºeme shrnout v²echny indicie a m·ºeme na£rtnout graf funkce. Protoºe zde
máme pouze jeden pr·se£ík s osou, vyzna£íme jej do sou°adného systému. Potom vyzna£íme
asymptoty a podle vypo£ítaných limit m·ºeme nakreslit graf v blízkosti asymptoty bez
sm¥rnice. Kladné a záporné funk£ní hodnoty zadané funkce, její rostoucí a klesající úseky a
konvexnost a konkávnost nás povedou v kreslení grafu. Výsledek je zobrazen na obrázku 8.

Obrázek 8: Graf funkce y � 2x�3
x�1

s vyzna£enými asymptotami.

P°íklad 2. Vy²et°ete pr·b¥h funkce: y � 2x�1
x2�x

�e²ení. 1. krok

• Dpfq � R � t�1; 0u. Jmenovatel nesmí být rovný 0, proto nesmí být x rovno 0, nebo
x� 1 rovno 0.

• Funkce není ani sudá ani lichá vzhledem k de�ni£nímu oboru funkce.
• Není periodická.
• Pr·se£íky s osami: Dosadíme x � 0 - pr·se£ík s osou y, y � 0 - pr·se£ík s osou x. Pro
x � 0 není funkce de�nována, takºe nemá pr·se£ík s osou y. Pro pr·se£ík s osou x nám
sta£í poloºit polynom v £itateli roven 0 a zjistíme, ºe °e²ením je x � � 1

2 .
• Znaménka funkce zjistíme dosazením za x vhodných £ísel z interval·. Viz obrázek 9.

-1 �

1
2

0

(+)(-)(+)(-)

Obrázek 9: Znaménko funk£ní hodnoty funkce y � 2x�1
x2�x

.

2. krok

• Ur£íme první derivaci funkce.

p
2x� 1

x2 � x
q1 �

2px2 � xq � p2x� 1qp2x� 1q

px2 � xq2
�

2x2 � 2x� 4x2 � 4x� 1

px2 � xq2
�
�2x2 � 2x� 1

px2 � xq2

• Nalezneme nulové body první derivace. Racionální lomená funkce je rovna 0 v p°ípad¥,
ºe funkce v £itateli je rovna 0. Hledáme tedy ko°eny polynomu v £itateli nalezené
funkce (°e²íme rovnici �2x2 � 2x� 1 � 0 tedy 2x2 � 2x� 1 � 0) Tento polynom nemá
reálné ko°eny a funkce tedy nemá nulové body. Zbývá nám vy²et°it, jestli funkce nem¥ní
znaménko v bodech nespojitosti 0 a �1.
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• Dosazením vybraných hodnot z interval· zjistíme, ºe funkce první derivace má ve v²ech
intervalech záporné hodnoty a je tedy v celém de�ni£ním oboru klesající. Vy²et°ovaná
funkce nemá tedy lokální extrémy. Výsledek je gra�cky znázorn¥n na následujícím ob-
rázku 10.

-1 0

(-) × (-) × (-) ×

Obrázek 10: Znaménka první derivace funkce 2x�1
x2�x

. Funkce je ve v²ech intervalech klesající.

3. krok

• Podíváme se kdy je vy²et°ovaná funkce konvexní a kdy konkávní a vyhledáme in�exní
body funkce, pokud existují. Jak jsme si sd¥lili jiº d°íve, in�exní body jsou ty body, ve
kterých má vy²et°ovaná funkce extrémní první derivaci. Hledáme tedy extrémy první
derivace funkce. Protoºe extrémy hledáme pomocí derivace, budeme pot°ebovat druhou
derivaci vy²et°ované funkce. Proto ji nyní ur£íme.

p
2x� 1

x2 � x
q2 � p�

2x2 � 2x� 1

px2 � xq2
q1 � �

p4x� 2qpx2 � xq2 � p2x2 � 2x� 1qp2px2 � xqp2x� 1q

px2 � xq4

� �
2p2x� 1qpx2 � xq � 2p2x� 1qp2x2 � 2x� 1q

px2 � xq3
� �

2p2x� 1qpx2 � x� 2x2 � 2x� 1q

px2 � xq3

� �
2p2x� 1qp�x2 � x� 1q

px2 � xq3
� �

p�1q � 2 � p2x� 1qpx2 � x� 1q

px2 � xq3
�

2p2x� 1qpx2 � x� 1q

px2 � xq3

.

• Ne vºdy se vyplatí v²e roznásobit. Jak ukazuje p°edchozí derivování. Nulové body druhé
derivace nalezneme tak, ºe poloºíme sou£in funkcí v £itateli roven 0. Sou£in je roven 0
v p°ípad¥, ºe alespo¬ jeden z £initel· je roven nule. Výraz x2 � x� 1 � 0 nemá °e²ení
v R a výraz 2x� 1 � 0 má pouze jedno °e²ení x � � 1

2 .

• Vy²et°íme znaménka druhé derivace v intervalech p�8;�1q; p�1;� 1
2 q; x�

1
2 ; 0q; p0;8q.

Výsledky ²et°ení jsou shrnuty v následujícím obrázku 11.

-1 0

(+) ! (-) " (+) !

�1
2

(-) "

Obrázek 11: Znaménka druhé derivace funkce 2x�1
x2�x

. In�exním bodem je x � � 1
2
.

4. krok

• Asymptoty bez sm¥rnice.

lim
xÑ0�

2x� 1

x2 � x
� 8

lim
xÑ0�

2x� 1

x2 � x
� �8
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P°ímka x � 0 je asymptotou bez sm¥rnice ke grafu funkce 2x�1
x2�x .

Nyní vy²et°íme bod x � �1.

lim
xÑ�1�

2x� 1

x2 � x
� 8

lim
xÑ�1�

2x� 1

x2 � x
� �8

P°ímka x � �1 je rovn¥º asymptotou bez sm¥rnice ke grafu funkce 2x�1
x2�x .

• Asymptoty se sm¥rnicí:

k � lim
xÑ8

2x� 1

xpx2 � xq
� lim

xÑ8

2

3x2 � 2x
� 0

k � lim
xÑ�8

2x� 1

xpx2 � xq
� lim

xÑ�8

2

3x2 � 2x
� 0

Pro výpo£et limit jsme vyuºili l� Hospitalova pravidla. Nyní je²t¥ musíme vypo£ítat
koe�cient q.

q � lim
xÑ8

2x� 1

px2 � xq
� lim

xÑ8

2

p2x� 1q
� 0

q � lim
xÑ�8

2x� 1

px2 � xq
� lim

xÑ�8

2

p2x� 1q
� 0

P°ímka y � 0, tedy osa x je asymptotou se sm¥rnicí ke grafu funkce 2x�1
x2�x .

5. krok Nyní nám zbývá dopo£ítat funk£ní hodnotu pro in�exní bod. Dosazením x � � 1
2 do

funkce získáme y � 0. Spojením v²ech dosavadních znalostí nakreslíme graf. Výsledek je
znázorn¥n na obrázku 12.

Obrázek 12: Graf funkce y � 2x�1
x2�x

s vyzna£enými asymptotami.

P°íklad 3. Vy²et°ete pr·b¥h funkce y � x2

x2�4 .

�e²ení. 1. krok

• Funkce není de�nována pro x � �2 a x � 2. Dpfq � R� t�2; 2u.

• Jedná se o sudou funkci. p�xq2 � x2.

• Funkce není periodická.

• Pr·se£íky s osami: pro x � 0 je y � 0. Graf funkce tedy prochází po£átkem soustavy
sou°adnic.
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-2 0 2

(+) (-) (-) (+)

Obrázek 13: Znaménko funkce y � x2

x2�4
.

• Nulový bod je x � 0, body nespojitosti jsou x � �2 a x � 2. Podíváme se tedy jak
m¥ní funkce své znaménko v jednotlivých intervalech. Výsledek je na obrázku 13.

2. krok

• Rostoucí a klesající £ásti funkce. Ur£íme první derivaci funkce.

y1 � p
x2

x2 � 4
q1 �

2xpx2 � 4q � x2 � 2x

px2 � 4q2
�

2xpx2 � 4� x2q

px2 � 4q2
�

�8x

px2 � 4q2

• Derivace funkce není de�novaná, stejn¥ jako p·vodní funkce, pro x � �2.

• Nulovým bodem derivace je x � 0.

• Spole£né ²et°ení interval· de�ni£ního oboru vytvo°ených nulovým bodem a body ne-
spojitosti je znázorn¥n na obrázku 14.

-2 0 2

(+)Õ (+)Õ (-)× (-)×

Obrázek 14: Intervaly rostoucích a klesajících £ástí funkce y � x2

x2�4
.

• Funkce má lokální maximum pro x � 0.

3. krok

• Konvexní a konkávní úseky funkce, in�exní body.

• Ur£íme druhou derivaci funkce:

p
x2

x2 � 4
q2 � p

�8x

px2 � 4q2
q1 �

�8px2 � 4q2 � pp�8xq � 2px2 � 4q � 2xq

px2 � 4q4

�
8px2 � 4qp�px2 � 4q � 4x2q

px2 � 4q4
�

8px2 � 4qp3x2 � 4q

px2 � 4q4
�

8p3x2 � 4q

px2 � 4q3

• Výraz v £itateli druhé derivace je stále kladný, proto vy²et°íme jmenovatele zlomku.
Výraz x2 � 4 je kladný pro x P p�8;�2q Y p2;8q a v intervalu p�2; 2q je záporný.

• Zji²t¥né údaje jsou gra�cky znázorn¥ny na obrázku 15.

-2 2

(+) ! (-) " (+) !

Obrázek 15: Intervaly konvexních a konkávních £ástí funkce y � x2

x2�4
.
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• Funkce nemá in�exní body, protoºe body v nichº p°echází z konvexní na konkávní a
naopak jsou body nespojitosti funkce.

4. krok

• Asymptoty bez sm¥rnice

lim
xÑ�2�

x2

x2 � 4
� 8 lim

xÑ�2�

x2

x2 � 4
� �8

lim
xÑ2�

x2

x2 � 4
� �8 lim

xÑ2�

x2

x2 � 4
� 8

P°ímky x � �2 a x � 2 jsou asymptotami bez sm¥rnice ke grafu funkce y � x2

x2�4 .

• Asymptoty se sm¥rnicí

k � lim
xÑ�8

x2

xpx2 � 4q
� lim

xÑ�8

x2

x3 � 4x
� lim

xÑ�8

1
x

1� 4
x2

�
0

1� 0
� 0

k � lim
xÑ8

x2

xpx2 � 4q
� lim

xÑ8

x2

x3 � 4x
� lim

xÑ8

1
x

1� 4
x2

�
0

1� 0
� 0

q � lim
xÑ�8

x2

x2 � 4
� lim

xÑ�8

1

1� 4
x2

�
1

1
� 1

q � lim
xÑ8

x2

x2 � 4
� lim

xÑ8

1

1� 4
x2

�
1

1
� 1

• P°ímka y � 0x� 1 tedy y � 1 je asymptotou se sm¥rnicí ke grafu funkce y � x2

x2�4 .

5. krok Nakreslíme graf funkce. Výsledek je znázorn¥n na obrázku 16.

Obrázek 16: Graf funkce y � x2

x2�4
s vyzna£enými asymptotami.
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1.4 P°íklady na procvi£ení

Vy²et°ete pr·b¥h funkce:

1. y � x3�2x2�7x�3
2x2

2. y � ex

x

3. y � x
ex

4. y � x
x2�1

5. y � x2

x2�1

Výsledky:

1. p°íklad.

• Dpfq � R� t0u
fp�xq � fpxq a fp�xq � p�1qfpxq tedy funkce není ani sudá ani lichá
Pr·se£ík s osou y funkce nemá. Pr·se£ík s osu x leºí mezi 1

3 a 1
2 . Jeho p°esný výpo£et

je nalezením ko°enu polynomu x3 � 2x2 � 7x� 3 coº je nad rámec na²eho seminá°e.

• y1 � x3�7x�6
2x3

maxima jsou v bodech x � �3 a x � 1
minimum v bod¥ x � 2

• y2 � 7x�9
x4

in�exní bod je pro x � 9
7

• Asymptoty:

� Bez sm¥rnice: osa y

lim
xÑ0�

x3 � 2x2 � 7x� 3

2x2
� �8

lim
xÑ0�

x3 � 2x2 � 7x� 3

2x2
� �8

� Se sm¥rnicí

k � lim
xÑ�8

x3 � 2x2 � 7x� 3

2x3
�

1

2

q � lim
xÑ�8

x3 � 2x2 � 7x� 3

2x2
�

1

2
x � 1

asymptota se sm¥rnicí má tedy rovnici:

y �
1

2
x� 1

12



• D·leºité funk£ní hodnoty:

x -3 1 2

y � 11
6

7
2

27
8

• Graf funkce je na obrázku 17:

Obrázek 17: Graf funkce y � x3
�2x2

�7x�3
2x2 s vyzna£enými asymptotami.
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2. p°íklad.

• Dpfq � R� t0u
fp�xq � fpxq a fp�xq � p�1qfpxq tedy funkce není ani sudá ani lichá

• y1 � expx�1q
x2

minimum v bod¥ x � 1 funk£ní hodnota je y � e

• y2 � expx2�x�1q
x3

Funkce m¥ní znaménko v bod¥ nespojitosti.

• Asymptoty:

� Bez sm¥rnice: osa y

lim
xÑ0�

ex

x
� 8

lim
xÑ0�

ex

x
� �8

� Se sm¥rnicí

k � lim
xÑ�8

ex

x2
� 0

k � lim
xÑ8

ex

x2
� 8

q � lim
xÑ�8

ex

x
� 0

asymptota se sm¥rnicí má tedy rovnici:

y � 0x� 0

osa x pouze pro xÑ �8

• Graf funkce je na obrázku 18:
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Obrázek 18: Graf funkce y � ex

x
s vyzna£enými asymptotami.

3. p°íklad.

• Dpfq � R
fp�xq � fpxq a fp�xq � p�1qfpxq tedy funkce není ani sudá ani lichá
Pr·se£ík s osou y je pro x � 0, tedy po£átek sou°adné soustavy.

• y1 � 1�x
ex

maximum v bod¥ x � 1 funk£ní hodnota je y � 1
e

• y2 � x�2
ex

Funkce má in�exní bod pro x � 2 fpxq � 2
e2

• Asymptoty:

� Bez sm¥rnice: osa y
nejsou

� Se sm¥rnicí

k � lim
xÑ8

x

xex
� 0

k � lim
xÑ�8

x

xex
� 8

q � lim
xÑ8

x

ex
� 0

asymptota se sm¥rnicí má tedy rovnici:

y � 0x� 0

osa x pouze pro xÑ8

• Graf funkce je na obrázku 19.
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Obrázek 19: Graf funkce y � ex

x
s vyzna£enými asymptotami.

4. p°íklad.

• Dpfq � R� t�1; 1u
Funkce je lichá fp�xq � p�1q � fpxq.
Funkce není periodická
Pr·se£íky s osami r0, 0s - po£átek soustavy sou°adnic.

•
pfpxqq1 �

x2 � 1� x � 2x

px2 � 1q2
�

x2 � 1� 2x2

px2 � 1q2
� �

x2 � 1

px2 � 1q2

Funkce nemá nulové body a nabývá v celém svém de�ni£ním oboru záporné hodnoty.
Vy²et°ovaná funkce je tedy v celém svém de�ni£ním oboru klesající.

•

pfpxqq2 � �
2xpx2 � 1q2 � px2 � 1qp2px2 � 1q � 2xq

px2 � 1q4
� �

2xpx2 � 1q � 4xpx2 � 1q

px2 � 1q3
�

�
2x3 � 2x� 4x3 � 4x

px2 � 1q3
�

x3 � 6x

px2 � 1q3
�

xpx2 � 6q

px2 � 1q3

Funkce je konkávní v intervalech p�8 � 1q a p0; 1q. Funkce je konvexní v intervalech
p�1; 0q a p1;8q.

• Asymptoty:

� Bez sm¥rnice:
lim

xÑ�1�

x

x2 � 1
� �8

lim
xÑ�1�

x

x2 � 1
� 8

lim
xÑ1�

x

x2 � 1
� �8

lim
xÑ1�

x

x2 � 1
� 8

P°ímky x � �1 a x � 1 jsou asymptotami bez sm¥rnice ke grafu funkce y � x
x2�1 .

� Se sm¥rnicí:
k � lim

xÑ�8

x

xpx2 � 1q
� lim

xÑ�8

1

x2 � 1
� 0

k � lim
xÑ8

x

xpx2 � 1q
� lim

xÑ8

1

x2 � 1
� 0
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q � lim
xÑ�8

x

x2 � 1
� lim

xÑ�8

1

2x
� 0

q � lim
xÑ8

x

x2 � 1
� lim

xÑ8

1

2x
� 0

Osa x je asymptotou se sm¥rnicí ke grafu funkce y � x
x2�1 .

• Graf funkce je na obrázku 20:

Obrázek 20: Graf funkce y � x
x2�1

s vyzna£enými asymptotami.
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5. p°íklad

• Dpfq � R� t�1; 1u
Funkce je sudá fp�xq � fpxq v celém de�ni£ním oboru funkce.
Funkce není periodická.
Nulovým bodem funkce je x � 0.
Funkce nabývá kladných hodnot pro intervaly p�8;�1q a p1;8q. Záporné funk£ní hod-
noty má funkce v intervalu p�1; 1q.

•
pfpxqq1 �

2xpx2 � 1q � x2 � 2x

px2 � 1q2
�

2x3 � 2x� 2x3

px2 � 1q2
�

�2x

px2 � 1q2

Funkce ve jmenovateli je stále kladná, proto se zam¥°íme pouze na funkci v £itateli.
Tato funkce nabývá kladných hodnot pro záporná £ísla a záporných hodnot pro kladná
£ísla. Funkce je tedy pro x ¡ 0 klesající a pro x   0 je rostoucí.

•

pfpxqq2 � p
�2x

px2 � 1q2
q1 �

�2px2 � 1q2 � 2x � 2px2 � 1q � 2x

px2 � 1q4
�

8x2px2 � 1q � 2px2 � 1q2

px2 � 1q4
�

�
6x2 � 2

px2 � 1q3

Funkce v £itateli zlomku nabývá vºdy kladných hodnot, proto vy²et°íme pouze funkci ve
jmenovateli. Druhá derivace m¥ní znaménko v bodech �1 a 1. V intervalech p�8;�1q a
p1;8q nabývá kladných funk£ních hodnot - je tedy konvexní. V intervalu p�1; 1q nabývá
záporných funk£ních hodnot a je tedy konkávní.

• Asymptoty:

� bez sm¥rnice

lim
xÑ�1�

x2

x2 � 1
� 8; lim

xÑ�1�

x2

x2 � 1
� �8

lim
xÑ1�

x2

x2 � 1
� �8; lim

xÑ1�

x2

x2 � 1
� 8

P°ímky x � �1 a x � 1 jsou tedy asymptotami bez sm¥rnice ke grafu funkce
y � x2

x2�1 .
� se sm¥rnicí

k � lim
xÑ�8

x2

xpx2 � 1q
� lim

xÑ�8

2x

3x2 � 1
� lim

xÑ�8

2

6x
� 0

k � lim
xÑ8

x2

xpx2 � 1q
� lim

xÑ8

2x

3x2 � 1
� lim

xÑ8

2

6x
� 0

q � lim
xÑ�8

x2

x2 � 1
� lim

xÑ�8

2x

2x
� 1

q � lim
xÑ8

x2

x2 � 1
� lim

xÑ8

2x

2x
� 1

P°ímka y � 0x� 1 tedy y � 1 je asymptotou se sm¥rnicí ke grafu funkce y � x2

x2�1 .

• Graf funkce je na obrázku 21:
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Obrázek 21: Graf funkce y � x2

x2�1
s vyzna£enými asymptotami.
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