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9.7

VInova rovnice a rovinné viny



1. Uvod

1.1 Maxwellovy rovnice
Zéaklad teorie elektromagnetického pole tvofi Maxwellovy rovnice a pohybové rovnice

naboje v elektromagnetickém poli. Maxwellovy rovnice popisujici elektromagnetické pole

vytvarené ve vakuu volnymi naboji hustoty p a proudy hustoty j jsou

VE=L | yxE=-2B
& ot
(1.1)
L9xB-,E 7 | ¥.B-0
Hy ot
Druhy Newton(v zakon pro ¢astici s ndbojem e je
dp_ = . =
EF_4E+vxﬂ . (1.2)

Konstanty v (1.1) jsou dany volbou soustavy jednotek Sl. Intenzita elektrického pole je
udavana ve Vm™, indukce magnetického pole ma jednotku T. Plati
1 _ &
&g My

. Mo =4710"HmM™* | ¢=299792458 ms™ . (1.3)

Zavédime také indukci elektrického D=, E a intenzitu magnetického pole H=B/z, .

Pomoci téchto veli¢in mdzeme Maxwellovy rovnice prepsat do tvaru
(1.4)

Prvni fadek rovnic v (1.4) urCuje charakter pole, druhy fadek rovnic spojuje pole se zdroji. Ve
tvaru (1.4) plati rovnice i v latkovém prostredi, na rozdil od vakua jsou vSak v latkovém
prostfedi vztahy mezi vektory indukce a intenzity netriviélni a ¢asto velmi komplikované. To,
Ze za zakladni vektory pole povazujeme pravé elektrickou intenzitu a magnetickou indukci, je
dano charakterem Lorentzovy sily v (1.2) a prvnim fadkem rovnic v (1.4). S vyuZitim

Gaussovy a Greenovy veéty
fdividvzfﬁi-ds" , f)?-dszfﬁroti-dr (1.5)
\ oV S oS

ziskdme integralni tvar Maxwellovych rovnic

_dog)
dt

do™

(1.6)



Rovnice vyjadfuji tyto zakony:
1) Neexistuje magneticky naboj, tedy tok magnetické indukce CDE,“\”,):ggav B-dS
uzavrenou plochou oV je nulovy, siloCary magnetického pole jsou uzaviené kfivky.

2) Gaussova véta: tok elektrické indukce ®E,f,):g§avt3-d§ plochou 0OV uzavirajici

objem V je roven ndboji v tomto objemu obsazenému Q:fvpdv .
3) Zobecnény Ampérlv zakon: magnetomotorické napéti Ué“s“:ggas H-dl vytvoFené na
kfivce OS ohraniCujici plochu S je rovno souctu casové zmény toku elektrické

indukce dd® /dt = d(fs 5-d§)/dt touto plochou a proudu tekouciho touto plochou

J= f _j-ds.

4) Faraday(lv indukéni zékon: elektromotorické napéti U'%) = fasﬁ-df vytvofené na
kfivce 0S ohraniCujici plochu Sje rovno zdporné vzaté Casové zméné toku
magnetické indukce touto plochou —d®{") /dt = —d(fs I§-d§)/dt.

1.2 Energie a hybnost elektromagnetického pole

Mejme testovaci Castici s energii & a hybnosti p . Pfi pfechodu ke spojitému rozlozZeni
naboje a proudu je

llf-]At , F=pEAV + jxBAV = L As
P AV At

Ae=F-AFf =

J-E . @7

Energie ziskané ¢astici za jednotku €asu je tedy j-E AV, je tedy prace vykonana polem za
jednotku asu vztazen ne jednotku objemu — j-E . S vyuZitim vztahu
E(vxﬁ)—ﬁ(ﬁxé)zﬁ(ﬁxé) (1.8)
odvodime z Maxwellovych rovnic vyraz
.q.aa_?+g.aa_ft>:_j.ﬁ_6.(éxﬁ) . (1.9)
Na pravé strané vystupuje hustota vykonané prace a néjaky tok, vyraz na levé strané mizeme

tedy interpretovat jako ¢asovou zménu hustoty energie W . Po zavedeni veli€in ¢asové zmény

hustoty energie a Poyntingova vektoru S



W _5.9B, 9D s _EH (1.10)
ot ot ot
mizeme (1.9) psat v integralnim tvaru jako
ijWolvJrﬁ-liolv+j§-ﬁo|2:o . (1.11)
6t Vv \Y z
V prostredi popsaném materialovymi vztahy
D =¢, ‘9i<|:) E. . B=u ﬂi<|:) H, (1.12)
ma hustota energie jednoduché vyjadreni
1,2 = -~ -
W:E(E-D+B-H) . (1.13)

Obdobnou Gvahu jako pro energii pole mizeme provést pro jeho hybnost. Pfi prfechodu ke

spojitému rozloZeni naboje je

Ap=FAt , F=pEAV +JxBAV = Av—t=pE+jx§ . (1.14)
Z Maxwellovych rovnic odvodime vyraz
5x98 9P 5
ot ot (1.15)

E(V-B) - Bx(VxH )+ H (V-B) - Dx(VxE) - jxB - pE
Posledni dva €leny na pravé strané popisuji Lorentzovu silu, mGZzeme tedy vyraz na levé
strané interpretovat jako Casovou zmeénu hustoty hybnosti pole

G=DxB . (1.16)

Provedeme Upravu vyrazl v (1.15)

i Sox gt 2| e, X,
, N N (1.17)
e oy s e o 1 .\ 1(-0H - 0B
H(V-B)-Bx(VxH)| =Y | H,B -2 H-B|-Z|B-Z—-H.-—
[A(7-8)-8x(vA)] -3 we, -0, 8-6)-3 .. 28
a z&kon zachovani mé pak tvar
a 3
—[Gdv+[RdV+ | DT ndz=0 . (1.18)
oty v j-1

z



Rozdéleni na prostfedi a pole provedené v (1.18) neni jednoznacné. Definovali jsme

Maxwelldv tensor napéti T jako®

T..:—(EiDj+HiBj)+%o“ij(E-5+H“-é) (1.19)

]

a hustotu hybnosti prostredi

15~8E—E~8D+I§~8H—H~GB . (1.20)
2| OX [ ox,

R:pEi+(TX§>i+

Takto definovany Maxwell(v tensor uréuje tok hybnosti z uvazovaného objemu. Jeho stopa je

rovna hustoté energie

W->T. =0 . (1.21)

3
ii
i=1

1.3 Elektrina a magnetismus
Pro statické (na Case nezavislé) jevy mlzeme zvIast studovat elektrostatiku a zvIast
magnetostatiku, jak je vidét z Maxwellovych rovnic (1.4). Pro elektrostatiku je
V-D=p , VxE=0 (1.22)
a pro magnetostatiku
VxH=] , V-B=0 . (1.23)
Resime-li ulohu pro homogenni prostfedi s trivialnimi vztahy mezi indukci a intenzitou, tj.
gOE : ézyryoﬁ , (1.24)
vede substituce
E=-Vg (1.25)
k tomu, Ze rovnice s rotaci v (1.22) je splnéna identicky a rovnice s divergenci dava

Poissonovu rovnici

Ap=—"L_ . (1.26)
gr ‘90
Naopak substituce
B=VxA (1.27)

vede k tomu, Ze rovnice s divergenci v (1.23) je splnéna identicky a rovnice s rotaci vede na

rovnici’

! Jsou mozné i jiné definice, které se vzdy shoduji pro vakuum. Vzhledem k obtiZnosti experimentalniho

ovérovani v jiném prostfedi neni otazka spravného rozdéleni hybnosti mezi ,,pole* a ,,hmotu* rozfeSena.



AA’—@(?-A/):—M%T : (1.28)

Vektorovy potencial nezméni hodnotu magnetické indukce, pricteme-li k plivodnimu vektoru

gradient libovolné skalarni funkce (rotgrad f =0). Toho mizeme vyuzit k volbé takového
potencidlu A=A’ +V f , jehoZ divergence je nulova® a misto (1.28) mame opét (vektorovou)
Poissonovu rovnici
|
1.4 Podminky na rozhrani
Méame-li dvé homogenni prostfedi se spoleCnym rozhranim, feSime rovnice pole zvIast

v kazdém z nich. Potom musime zajistit, aby byly na spole¢ném rozhrani splnény podminky

plynouci z Maxwellovych rovnic. Na obrazku® je popis vech potfebnych veligin: i normala

.

Eqp, By
D, H,

2

a t te€na k rozhrani, rovnobézné s rozhranim jsou i podstavy valce o plose AS a del$i hrany

obdélniku délky A¢. KratSi hrany obdélnika i stény valce maji zanedbatelne délky.

Povrchova hustota naboje je oznatena o, povrchovéa hustota proudu K (mé slozky pouze

podél rozhrani). Integrélni tvar Maxwellovych rovnic s divergencemi je

ggsljﬁdS:fvpdV = (D,-DB,)nAS=05AS

9§S§-ﬁds =0 = (B,—B,)nAS=0

2 rotrotV =V x(? ><\7) = V(VV) — (?ﬁ)v :grad(div\7) —AV .

3 divA=0 znamena, %e funkci f volime jako Feseni rovnice A f =—divA',

*J. D. Jackson: Classical Electrodynamics (John Wiley@Sons, 1999), Figure 1.4.



Integrélni tvar rovnic s rotacemi je

¢ E-(fxn)dr=0 = (E,~E)-({xn)Ar=0

Cleny fsé?é/atds a fsaf)/(?tds maji omezeny integrand a v limit& malé plochy jdou
k nule, proto jsme je v poslednich dvou vztazich ani nepsali. Mame tak pro normaloveé slozky
(5,-B,)-fi=c , (B,~B,)fi=0 (1.29)
a pro te¢né slozky®
x(E,~E)=0 , fix(H,—H,)=K . (1.30)
1.5 Elektromagnetické viny

Zavedeme-li pro popis Casové proménného elektromagnetického pole vektorovy a

skalérni potenciél vztahy

B-VxA , E=-vg-28 (1.31)
ot
méame po dosazeni do Maxwellovych rovnic
Ag+ 9G. AP ,
ot &

, = (1.32)
- O°A - = o¢ »

AA_goﬂoW_v V'A"'goﬂoa == )
S vyuzitim kalibragni transformace (tj. transformace, ktera nevede ke zménam vektorl E a

B)

AshiVy . g _%% (1.33)
mizeme dosahnout, aby platilo
VAHO%Z—f:o (1.34)

a dostdvame tak pro potencidly nehomogenni vinovou rovnici

5Plati X -(fxﬁ>:f-(ﬁ>< )Z) avektor T je libovolny teény vektor k rozhranti.



10 p
A - -, = )
¢ ¢’ ot? &
5 7 (1.35)
~ 10A -
A= or )
2. Elektrostatika
2.1 Coulombuyv zékon
Sila, kterou plisobi ndboj g, (nachazejici se v misté 2) na ndboj g, v misté 1 je
= 1 90,. o = = __—
F1=47[801?22r12 P A A (2.1)
a sila, kterou pisobici naboj g, (nachazejici se v misté 1) na naboj q,v misté 2 je
= 1 90,.. e _ o o o
Fz:‘”“%ﬁrﬂ y Iy =hL-0 I‘21=|I’2—I’l| , (2-2)
je tedy
(2.3)

2.2 Newtondv zédkon
Newtonlv gravitaéni zakon zde uvadime pro porovnani. Sila, kterou plsobi hmotnost

m, (nachazejici se v misté 2) na hmotnost m, v misté 1 je

le ' r21=F2—F1 ' I’21:|f2—f1| (2.4)

AR (2.5)

—

je tedy samozFejmé opét F, =—F,.

10



2.3 Poissonova rovnice
2.3.1 Greenova funkce®
Poissonovu rovnici pro elektrostatické pole

~Ag=£ (2.6)
‘90
i rovnici pro gravitacni pole
Ap=4rnG u (2.7)
budeme psat jednotnym zplsobem jako
Hlw)=|3) | (2.8)

kde H=—A a |3)=p/&, nebo |J)=—47G x . Pfedpokladejme, Ze zname vlastni funkce a

vlastni hodnoty operatoru H

(8 )= o Sl

Predpokladejme dale, Ze zadna z vlastnich hodnot neni rovna nule. PoloZime pak

x’>:z/lm;y;(x’);ym(x) : (2.9)

Greenovu funkci rovnu

(61 = (0 2 v

m m

)= 3 v (X o () (2.10)

m m

Potom dostavame

(XGAI) = (x| Tl | )|

m

x’>:

(2.11)
O v =0y =)
Reseni Poissonovy rovnice tak zapiSeme ve tvaru
<x|w>:<x|é|J>:j<x|é x’><x"J>dx’ (2.12)
nebo
w(x):zn:%nwn(x)jy/:(x’)J(x’)dx’ . (2.13)

2.3.2 Greenova véta

VSimnéme si nejprve pdsobeni laplacianu na funkci 1/r . Mame

® Tento odstavec mozno vynechat.

11



%

= |k

_r v(ﬁlj:o (2.14)
r r

vSude, kde je tato funkce dobfe definovana, tedy s vyjimkou bodu r=0. PouZzitim Gaussovy

véty na kouli se stfedem v poCatku mame

Jv(ﬂjdvpm . (2.15)

r
K

Pokud povaZzujeme A(l/r)za funkci, je jeji chovani neobvykle. Zapisujeme ji pomoci

Diracovy delta funkce jako

A%=—47z§(3)(F) . (2.16)

Z Gaussovy véty plyne Greenova véta. Méjme identity
V(u ?v) = uV(?v) +(§u)-(§v) :
V(v@u) =VV(§U) +(§v)-(?u)

Po odecteni rovnic a uziti Gaussovy véty dostavame Greenovu vétu

I(uAv—vAu)dV:j(uﬁv—v§u)ﬁd8 : (2.17)

\

Méame ted pro u=¢ a v=1r
Ag=—L | AE:—4755(3)(F) . (2.18)

RozSifime-li integracni oblast na cely prostor a predpokladame-li dostatecné rychly pokles

funkci v nekonecnu, dostavame

¢(F)= L Jp(r)d%/ . (2.19)

4re, | [r-r|

Ve dvourozmérném pripadé je postup podobny. VSimnéme si nejprve plsobeni laplacianu na
funkci Inr. Mame
_ r
Vinr=—

= V(ﬁln r):O (2.20)

vSude, kde je dobfe definovana, tedy s vyjimkou bodu r=0. PouZitim Gaussovy véty na

kruznici se stfedem v poCatku mame

[v(Vinr)ds =27 | (2.21)

je tedy chovani funkce A(In r) neobvyklé. Zapisujeme je pomoci Diracovy delta funkce jako

12



Alnr=27z5%(F) . (2.22)
Z Greenovy véty potom dostavame (pozor na podminky v nekone€nu a “rozmér” Inr)

1

2rs,

#(F)=- jo(r’)ln\r—r’\dzr’ . (2.23)

2.4 Elektrostaticka energie naboju.
Elektrostatickou energii spojitého rozloZeni naboje
1
U =§jp¢dv (2.24)
miZeme pro soustavu bodovych naboijd ,o(F):Zaea 5 (F—r,) zdanlivé snadno napsat jako

ddsledek prostého dosazeni

1 .
U'=>2ed o 4=4(T) . (2.25)
Z Coulombova zdkona mame
= — , I,= |- . 2.26
Py, e [ (2.26)

Musime tedy vyloucit plisobeni pole vytvofeného danym bodovym nabojem sama na sebe,

abychom mohli psat kone€ny vyraz pro energii

Ut v&8 (2.27)
87Z' 80 azb I’ab
2.5 Multipolovy rozklad pole.
2.5.1 Laplaceova rovnice ve sférickych souradnicich
Laplacellv operator ve sférickych soufadnicich je
2
p=t o), 1 Ofgpov|, 1 v (2.28)
r-or or resind oe 060 ) r-sin“d op
Separaci proménnych
w(r.0,0)=R(r)0(0)®(¢) (2.29)
dojdeme ke tfem obycejnym diferencialnim rovnicim
d°d dR(r
) e op)=0 , LR eriryo |
de dr dr
(2.30)

2
L4 (Gnp990 ) [ ™ g g)0
sind d@ do sin“@

Jednoduse odvodime, Ze (poZadavek periodicity v proménné ¢ ) m musi byt celé Cislo a

13



®n(@)=C,cosmp+S_sinme . (2.31)
Déle pak zjistime, Ze fesenim radialni rovnice je (konstantu piseme jako A° =1 { +1), aby tvar
feSeni byl jednoduchy a zejména proto, aby rovnice v proménné & méla feSeni ve tvaru
polynom0 v proménnych cosé a sing)

R(r)=Ar'+ rill . (2.32)

NejobtiZnéjsi je rovnice pro polarni Ghel. Substituce cosé=x vede k Legendreové rovnici

2\ 4°R" dR" * lpm
(1-%?) dxz(X)_ZX dx(x)+{|(|+1)—lr_”xz}a (x)=0 (2.33)

ol VI L Y2
ktera ma jako regularni feSeni polynomy proménnych x a (1— xz) :

2.5.2 Legendreovy polynomy

Snadno vidime, Ze pro m=0 mlZeme rovnici (2.33) prepsat na

;—X{(l—xz)df'j—f(x)}ﬂ(wl)ﬁ(x):o . (2.34)

Integraci rozdilu rovnic pro I=m a I=n na intervalu (—1,1) dostaneme vztah

1

(m—n)(m+n+1)IP (x)P,(x)dx=0 , (2.35)

m
-1

odkud plyne ortogonalita Legendreovych polynom{ P,(x) na tomto intervalu. Z mnoha

ddlezitych vlastnosti Legendreovych polynomil uvedme dvé: vyjadieni polynomu pomoci

Rodriguesova vzorce

0l =

a vyraz pro vytvarejici funkci

=>R(x)t . (2.37)

Pouzitim Leibnizova pravidla

d"[f(x)g(x)] & mr  d"*f(x)dg(x)
dx" _ék!(m—k)! dx™*  dx* (2:39)

dostaneme m — ndsobnym derivovanim rovnice (2.34) rovnici

(1=x) 7 (x)—2x(m+1) ' (x)+(n—=m)(n+m+1) f (x)=0 , (2.39)

14



kde f( (x)/dx™ . Substituce f(x)=(1- xz)fm/2 g(x) vede k tomu, ze funkce g(x)

musi splfiovat rovnici (2.33), je tedy kone¢né

- R

VyuZijeme-li jesté (2.36), mlzeme (2.40) rozsifit i na oblast zapornych m, tedy

p (0= S 1) sme @.41)

Polynomy (2.41) se nazyvaji pridruZzené Legendreovy polynomy. Nami definované

polynomy B™(x) neboR (x)nejsou na intervalu (-1,1) normované na jednicku. Ostatné
rGzné drobné i vétsi odchylky v definicich specialnich funkci jsou diky historickému vyvoji
bohuzel zcela bézné.
2.5.3 Kulové funkce

Pomoci pfidruzenych Legendreovych polynomi definujeme Uplny ortonormalni soubor
kulovych funkci (tj. kazdou funkci thlovych proménnych ve sférickych sourfadnicich mizeme

napsat pomoci (nekonecné) fady téchto funkci)

0 21+ (1 =m)t .
Y, (9,¢):\/( ype )El+m;!P' (cos@)exp(imep) . (2.42)
Plati tedy
2z T
[ dg [dosinoY,™ (6,0)Y,™ (0.0)=6,, nm, (2.43)
0 0
a

m=I 2

f(0.0)=2 Y 1"V (0.0) . flm:jdgofdesinef(e,(p)vlm*(e,gp) . (244)

YO: /i
Y, = /%smeexp /—cosH Y =- /—smHexp (i)
Y,? = 15 in 20exp(-2ip) Y; = |=—sin’Gexp(2ip)
32 327z

15 . ) 5 15 . )
Y, = [==sindcosfexp(—i Y? = 3cos’d-1) Y}=— [—sin@cosdexp(i
> “\8x P(-ig) V= e Ny p(ig)

Nékolik prvnich kulovych funkci je

(2.45)

S~
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Velmi dilezitym specialnim pfipadem rozkladu (2.44) je vztah pro Legendreliv polynom

obecného Chlu mezi dvéma jednotkovymi vektory fi=(sinécosg,sindsing,cosd) a
i’ =(sinacos B,sinasin B,cosa), tedy

cosy =fi-fi’ =cos@cosa +sindsinacos(p— )

br &y (2.46)

Rleosy) =5 2 0" (@ AN (0.9)

2.6 Pole bodovych nabojd ve vakuu
Vime, Ze pole bodového ndboje ve vakuu je dano Coulombovym potencidlem. Je-li
ndboj g umistén mimo pocCatek soufadné soustavy, napf. na ose z (v bodé z=R), je tento

potencial dan vztahem

q 1 __ 9 1

= 7= — - (2.47)
47 & [x2+y2+(z—R)} 47, [r +R —2chosH]
Vztah (2.37) nam umozni zapsat potencial (2.47) ve tvaru multipélového rozkladu
o |
cose , r<R
47ng ZO: (Rj
(2.48)

o |
z (cosd) (Rj . r>R
47ng r

=0
Pro r>R prevazuje rotacné soumeérna (vzhledem k pocatku soufadnic, nikoliv poloze
nédboje) slozka 1=0. Umistime-li vSak na ose z jeSté naboj opatné velikosti do z=—R,
vyrusi se identické prispévky €lenli s 1=0a pro r>R prevaZzuje pak dipélova slozka (1=1)

2qR B (cos#) D cos@

dre, 1’ dre, 1’

¢dip ~ (2.49)

kde D=2qgR oznacuje dipélovy moment. Podobngé, umistime-li v roviné z=0 néboje q ve
vzdalenosti R od poCatku na osu x a naboje —q ve vzdalenosti R od pocatku na osu vy,
vyrusi se identické prispévky ¢lenlis 1=0a =1 (pfi vypoctu vyuZivame (2.46)) a pro r>R
pfevaZzuje pak kvadrupolové slozka (1=2)

2qR? P,(cosd 1-3cos? @
¢quad R = q ( 3 ) Q 3 ' (2.50)
47 g, r 47z50 r

kde Q=qR? je kvadrup6lovy moment.
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2.7 Dielektricka koule v homogennim poli

Plvodné nekonetné homogenni prostfedi s dielektrickou konstantou & s intenzitou

elektrického pole E=—E €, je poruseno umisténim koule se stfedem v poCatku a polomérem

R . Koule mé dielektrickou konstantu &, . Pro popis vysledného pole bude stacit dipolovy Clen

elektrostatického potencialu

O = [Ar + r—Bz] cosé . (2.51)

Podminky spojitosti na povrchu koule pro tecné slozky intenzity E, =E, a normalové slozky
indukce D, =¢E, vedou pro

100 0D

' rog " T or
k rovnicim
[Al 4—%]sin6':[A2 +%]sin9 :

2.52
2, (2.52)

RS

Jcose =—¢, [A2 — 2RB32 ]cos&

aa-
Pole v nekone¢nu musi nabyvat plvodni hodnoty, je tedy A =E . Pole v poc¢atku musi byt

konecCné, a to vyzaduje B, =0. Zbyvajici rovnice pro B, a A, snadno vyreSime, takze mame

1+ “47% |Ercosd 0<r<R
d = 26+ 4 (2.53)
& —¢& R
[qu#—3 Ercosd R<r<oo
26, +¢&, I

ZapiSeme ted predchozi vysledek v obecngjSim tvaru

E-T

®,=-EF+A— , ®,=-BET . (2.54)
r

Vylouceni konstanty A pomoci podminek na rozhrani vede ke vztahu
D, = &,/(3E - 2E,) . (2.55)
Protoze se v tomto vztahu nevyskytuje dielektricka konstanta ¢,, plati tento vztah nejen pro

libovolné prostfedi koule, nejen tedy pro linearni a izotropni.
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3. Magnetostatika

3.1 Analogie mezi elektrostatikou a magnetostatikou
Vidéli jsme, Ze FfeSenim Poissonovy rovnice (2.6) v elektrostatice je potencial (2.19)

#(r)=— Jp(r/)dsr’

4re, | -7

a tedy intensita

- 1 F—r

E(F)= r d*r’

O | o0 :

Resenim zakladni rovnice magnetostatiky (volime kalibraci V-A=0)
AA= —H i

je analogicky

Pro magnetickou indukci pak je

Pro bodovy naboj napiseme p(7')d’r'=es"” (F'~7,)d°r’ a z obecného vztahu

dostavame Coulombovo pole

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.2)

(3.6)

Obdobné pro linedmi vodic napiseme j(')d°r'=J30"" (r/-7,)d’r,, df, a z obecného

Gaussova Vvéta

ma analogii v Amperové zakonu

18
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[(VxB)-ndS =pB-Tdr=p, [[-idS=p, 3 . (3.9)
14 S

S
3.2 Magnetické pole kruhové smycky
Do vztahu pro vektorovy potencidl (3.4) dosadime za proudovou hustotu

](F’)daf’:J é‘(,o’—a)é'(z’)é{p, pldp'dz’ dg’ | kde €, =—Sin((p’—(p)ép+cos(go’—(p)§¢ a

dostaneme
~ ~ HoJ acosgde
A(p.2)=A,(p.2)E, . A(p.2)= . — 7
) (a®+ p* +2* —2a pcos p) (3.10)
12 2
A3 (2 P [1- 8 e | L em e
7k 2 (a+p) +2
a K (k) resp. E(k) jsou eliptické integraly
/2
k’sin®&£dé& . (3.11)

K(k)= | —d&
J1-k?sin® &
0
PFi vypoctu indukce potfebujeme derivace eliptickych integral(l (vyrazy ziskdme vhodnymi
Upravy integrandd derivovanych vyraz()
0E(k) E(k)-K(k) oK (k)  E(k) K (k)

= , = - : 3.12
ok k ok k(1-K*)  k (3.12)
Potom mame pro slozky indukce (azimutalni slozka jeB, =0)
aA 2 2 2
B,(p.7)=- v _ HoJ z : _K(k)+a+p—2+zzE(k) . (3.13)
oz 2z p\/(a+p) +7° (a-p) +z
oA 2 2 42
B,(p.2) =~ 2% _ to 1 K(K)+—L2 "2 E(K)| . (314)
p O0p 2rx \/(a+p)2+zz (a-p) +z
Z definice (3.11) mame pro malé hodnoty k°
k? V4 k?
KkK)=Zl1+2| | EK)=Z1-2| | 3.15
] et =
takZe pro pole na ose dostdvame znamé vyrazy (které by ovSem Sly odvodit snadnéji)
JNES
Bp(pzo,z):o , B,(p=0,2)=—2"—— . (3.16)

Z(a2 +Zz)3/2
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Poznamka: Perioda matematického kyvadla délky | s maximalni thlovou vychylkou ¢, je

T:4\/IK[sin&]:27z\/I[l+¢—°2+...] : (3.17)
9 2 9 4

4. Kvasistacionarni pole.

dana vyrazem

4.1 Skin-efekt.

Maxwellovy rovnice v priblizeni kvasistacionarniho pole’

V.E-0 , vxE=-2B
ot (4.1)
?xﬁz,uoalé . V-B=0
vedou na
- 0E 0B - -
AE=yoc— , —=VxE . 4.2
Hy ot ot ( )

UvaZujme nekonecny primy drat kruhového prifezu. V ddsledku symetrie ma elektrické i

magnetické pole jedinou slozku

E=E(r)exp{-iwt}§, , B=B(r)exp{-imt}E, (4.3)
a mame tedy
1d rd—E +k’E=0 , ia)Bz—d—E : (4.4)
rdri{ dr dr
kde jsme oznacili
(o214 D= |2 (4.5)
o o My OO

Resenimi rovnic (4.4) kone&nymi na ose jsou
E(r)=KJ,(kr) , B(r)=—i%KJ(kr) . (4.6)
@
Konstantu Umérnosti K ziskdme pomoci jedné nebo druhé nésledujici podminky (proud
protékajici dratem ma danou hodnotu resp. tok magnetického pole plochou protinanou dratem

musi mit danou hodnotu)

" Nésledujici vztah mizeme chapat jako definici pFiblizeni kvasistacionarniho pole: u proudd uvazujeme pouze

proud dany Ohmovym zékonem.
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ZﬁJTE(r)rdr:I . 27RB(R)=p,! 4.7)

Mame tedy uvnitf vodice

E(r) = I szJO(kr) CB(r)- | Jy(kr) | 4.9)
oxR? 2J,(kR) 27R J,(kR)
Pro malé hodnoty frekvence je
I ol r
E(r)= , B(r)=——— | 49
(r) o7 R? (r) 27RR (49)

zatimco pro velké hodnoty méme v blizkosti r~R

. | (Rj” { R—r} {.(R—r P j}ﬂ
Er——| —| expi———rexpii| ————ot |;E,
V2zoRs\r 5 5 4
2 (4.10)
= (Rj { R—r} .(R—r j _
Br——| —| expi——— expsi|——wt |:€
27R\r o o v
Vztahy (4.9) ziskdvame uZitim pouze prvniho €lenu v rozvoji Besselovych funkci
I(2)=~1 | J(2)~z , (4.11)

vztahy (4.10) pak ziskdvame z asymptotického rozvoje Besselovych funkci

)
Jv(z)z[%j cos{z—(wéj%} . (4.12)

50 MHz

1 50 Hz

0 02 04 056 038 i

Pribéh relativni hodnoty hustoty proudu pro médény drat poloméru 1 mm se specifickym
odporem 1/0:1,555-10‘8 Qm pfi dvou rlznycn trekvencich (f =50Hz a f =50MHz) je

ukéazan na obrazku. Je vidét, Ze pfi sitové frekvenci je skin-efekt zanedbatelny.
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4.2 Vzajemna indukc¢nost a vlastni induk¢nost.
UvaZzujme dvé geometricky pevné civky s proménnym proudem v civce 2. Indukované
napéti v civce 1 vyvolané zménou pole buzeného civkou 2 je®

U =-2 (B, fds, [B,-nds,=§A-d7, , A =% 2%‘“ . (413)
8'[(1) (l) (l) 472- 12

(2)

dl d7,-di,
U1=M12d_t2 ' - %% r r . (414)

Pokud by tekl proménny proud civkou 1, bylo by indukované napéti v civce 2

dl
U, = Mnd_,[l

Po dosazeni dostavame

. M, =M,=M . (4.15)

Ale také zména magnetického toku civkou 1 vytvofi indukované napéti v této civce, stejné
plati pro civku 2. Obecné tedy mlzeme psat

| dI dI dI

Casova zména energie magnetického pole je rovna zaporné vzaté praci

CL_V:’: ~U, 1, -U, 1, =L]I, Il+|—z|zdd|t M(Il%+l O('j—'tj , (4.17)
takZe pro energii magnetického pole je
:%L1I12+%L2I§—MI1I2 , LL>M? . (4.18)
Energii magnetického pole mame ovsem take vyjadrenu jako
W:%JB-HdV:%Vﬁ-AdV . (4.19)

PFi odvozeni rovnosti obou vyrazl v (4.19) je postupné vyuzito vztah(

B=VxA | H-(VxA)—A-(VxH):V-(AxH) . VxH=7 . (4.20)

Vztahu pro energii vyuZijeme pro vypocet vlastni indukénosti

8 poznamka: normala k ploSe je dana pravidlem pravé ruky, tedy ve sméru vektorového soucinu te€ny a

vnitfni normaly k orientované (proti sméru hodinovych ru€i¢ek) uzaviené kfivce na ploSe.
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1
Ho

L=

jv B2dV . (4.21)

I 2
UvaZujme dvé civky ve tvaru solenoidu kazdou o N zavitech tésné na sobé. Prirez civek je S
a jejich délka ¢. Pole prvni a druhé civky jsou tedy pfiblizné B,~z, N 1,/¢,B, ~ g, N 1,/¢ a

pro indukénosti mame L, ~L, ~—M ~ g, N? S/ﬁ. Pro energii magnetického pole pak

N®S
W z%7(|1+ L) . (4.22)

4.3  Komplexni odpor

Pro obvod s odporem, kondenzatorem a induk¢nosti v sériovém zapojeni mame

U:RI+9+LO|—I : I:d—Q : (4.23)
C dt dt
tedy pro harmonicky priibéh
U=U,exp{-imt} , |=Iexp{-imt} (4.24)
dostavame vztah
. 1
u=z1 , Z:R—l(a)L——j . (4.25)
wC
Vezmeme-li redlnou ¢ast (4.25), dostavame
U, cos(wt —
= Yooos(ot-g) gp=2Lt__1 (4.26)
1 2 R wRC
R + (a) L- J
oC
Pro soustavu induktivné vazanych obvodd méa zobecnéni rovnice (4.23) tvar
Q dl, dQ
U =RI +=2+>»L, — , |, =—2 | 4.27
a a 'a Ca ; ab dt a dt ( )
ktery pro periodické déje dava
Uazzzablb J Zab:(Ra_‘_#jé‘ab_iwLab : (428)
b o a

Vlastni frekvence dostaneme z podminky feSitelnosti soustavy rovnic pro proudy pfi vSech

U,=0, tedy
det(Z,,)=0 . (4.29)

Rovnice (4.27) lze formalné ziskat dosazenim lagrangianu £ a disipativni funkce R
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2
1. dQ, dQ, 1Q7 1, (dQ
L= l,—=—_% = U, . =) >R|—= 4.30

;,;2 ®odt o dt Za:zc:a+§Qa : 22 L dt (430)

do obecného vztahu

d o¢ 0L OR
= _ =_ . 4.31
q,0. 00, 0

dt dt

voev s

5. Maxwellovy rovnice v materiadlovém prostredi

5.1 Mikroskopické Maxwellovy rovnice
Naboje a proudy rozdélime na ty, kterou jsou vazané na prostiedi a na vnéjSi naboje a

proudy. Mikroskopické Maxwellovy rovnice v materidlovém prostredi tedy budou

@é:p'f‘pext ’ @Xé:_% ’
LT (5.)
—Vxﬁ:go—+p\7+ Joe » V h=0
Ho
Vytvorime stfedni hodnoty® a dostaneme
ce (Pton o e 0B
& ’ ot
’ (5.2)
1 - N .o
—VxB—go—+<pv>+ Jou » V:B=0 ,
Ho
kde jsme oznacili
(8)=E , <ﬁ>=é . (5.3)
Celkovy naboj vazany na prostfedi, plné uzaviené uvnitf oblasti V je roven nule
[ (p)av=0 = (p)=-V-P | (5.4)

pficemz P=0 vné materialu. Potom je totiz z Gaussovy véty nulovost celkového néaboje
zarucCena

jv<p>dv=—jvvﬁdvzjsﬁ-ﬁdszo . (5.5)

° Je to obdoba situace v mechanice kontinuity: stfedujeme pfes maly objem, ktery sice obsahuje dostatek atom(i
¢i molekul pro vyhlazeni mikroskopickych fluktuaci, ale stale jej miZeme z makroskopického hlediska

povazZovat za ,,bod* prostredi.
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Uvazujme dipolovy moment

Jrp)av=-[r(V-P)av =—[r(a-P)s+[(P-V)rav=[Pdv . (58)

\ \ S
Zavedeme-li vektor indukce elektrického pole D=g, E + P, odvodili jsme jiZ rovnici
divD=p,, . (5.7)
Provedme nyni fez materidlem tak, aby byl pIné uzavien uvnitf néjakeé plochy S. Celkovy
proud touto plochou véazany na prostiedi je dan celkovou hodnotou asové zmény primétu
vektoru polarizace

op
ot

[(pv)-ids = %—T-ﬁds = (pv)

S S

VxM +

, (5.8)

pfitemz M =0 vné materialu. P¥i této volb& je priimérna hodnota proudu fezem rovna nule:

T _
tim 2 J [ [t + 28 mesen-

lim E{ELM -dzdt+L[5(T)—5(o)]-ﬁds}=o

T~>00T

Uvazujme magneticky moment

%er<pv>dv =%£FX(§><M )dV = 510
EJ’fx(ﬁxl\ﬁ)ds —EJ(M xﬁ)xfdv :'[M dv
2 2y v

Stfedni hodnotu <p\7> mizeme vyjadrit také nasledujicim zplsobem: derivujeme rovnici

(5.7) parcialné podle Casu a s vyuzitim rovnice kontinuity pro vnéjsi naboje dostavame

oD - o . .
— =0 = — =rotH |, 511
at + Jext at + Jext ( )

div

kde H je (zatim neurCeny) vektor intenzity magnetického pole. Dosazenim za j,, do (5.2)
pak mame

(,ﬁ):irotl\ﬁ +%—T : (5.12)

Ho

kde jsme oznaili M =B— x4, H . Definice vektordl polarizace P a magnetizace M pomoci

moment{ je dilleZita pro jednozna¢nost, jinak by vyhovovaly také P+Vxf a M+V f.

PovSimnéme si, Ze spojeni rovnic (5.4) a (5.8) dava rovnici kontinuity i pro vnitfni naboje
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+V-(pV)=0 . (5.13)

Vynechame-li ted’ indexy ,.ext“ u vnéjSich nabojl, dostadvame kone¢ny tvar Maxwellovych

rovnic (1.4)

V.B=0 , VxE=-2
ot
_ (5.14)
9.6-p vxﬁza_[thj
Materialové vztahy jsou pak
- Lo O R
D=gE+P , H=—(B-M) . (5.15)
Ho
V kovovych materialech pokladame
j=cE . (5.16)

5.2 Maxwellovy rovnice pro prostredi s trivialnimi materialovymi vztahy
VV homogennim izotropnim linedrnim prostfedi bez disperse mé&me jednoduché
materialové vztahy

1 -

D=¢gE , H= B . (5.17)
He Ky

r

Zavedeme-li pro popis elektromagnetického pole vektorovy a skalarni potencial

B=VxA , E:—ﬁ¢—§§ , (5.18)
ot
mame po dosazeni do Maxwellovych rovnic
ap+ LV A= L
ot E &
, = (5.19)
~ A <= = 0¢ +
AA—g pt s pty——5 = V| V-A+ & 1 8 ly—— | == 14 14y )
ot ot
S vyuzitim kalibracni transformace
AsA+Vy | w»w%% (5.20)
miZeme mit
Vﬂwtgr,urgoluo%:O (5.21)

ot

a dostdvame tak pro potencidly nehomogenni vinovou rovnici
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ntog p

Ap———>=— ,
/ ¢’ ot & &
_ (5.22)
- n*o°A -
M- = ]
Oznacili jsme rychlost svétla ve vakuu ¢ a index lomu n
1 2
C= , N=¢g 1 . (5.23)

\ €o Ho

6. Casové proménné elektromagneticka pole ve vakuu

6.1 Rovinna a kulovéa vina
VInova rovnice v jednorozmérném pfipadé a vinova rovnice pro sféricky symetrické
feSeni v trojrozmérném pfipadé jsou

*w(x.t) _iazw(x,t)
0 X? c’ ot?

(6.1)
1 0] ,0p(rt)] 10p(ry
2" — %2 =0
r<or or c ot
Obecné feSeni téchto rovnic je
w(x,t)=f(t—£j+g(t+§j ,
C C
(6.2)

1 ry 1 r
V/(r,t):Ff(t—Ej+Fg(t+Ej

Vhodnou volbou funkci f a g dostaneme rovinnou vinu jdouci ve sméru nebo proti sméru

osy X respektive rozbihavou nebo sbihavou kulovou vinu

w(x,t)= Aexplio o (6.3)

tx2 ,y/(r,t):éexp txL
c r c

6.2 Obecné reSeni nehomogenni rovnice pro potencialy
Prvni TfesSeni z feseni (6.2) se sférickou symetrii je velmi dilezZité, nebot’ ndAm umozni
zapsat obecné zpozdéné potencialy, zplsobené zadanym rozloZenim naboje a proudu.
Pripomenime si, Ze plati
1 _
A==—4z89(F) . (6.4)
r

Obecné feSeni nehomogennich rovnic pro potencialy
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¢’ ot? .
1 5%A (63)
AA__zatz __;uoj
miZeme tedy ziskat jako
[ p——
$(7, 1) = — p(z de% (6.6)
v _47z50 r, ? '
a
;
J(E,t—”j
- C .
A2 | g, 67
12

kde r12=|f1—F2|. Po derivovani a integraci da Citatel integrandu pravou stranu nehomogenni

rovnice, jmenovatel je funkce, ktera je FeSenim homogenni vinoveé rovnice.
6.3 Pole ¢asové proménného dipélu
UvaZujme vsechny naboje soustfedény kolem pocatku soufadnic. Pak miZeme pro

vektorovy potencial psat

s [i{re o= 2 se (i) 68)

Adrr Ay
neboli
Ar) = Zoft-1] L p()-Zern | 69)
drzr ot c -
Skalarni potencial spocteme integraci kalibracniho vztahu
99 __.R (6.10)
ot

(6.11)

Skalarni potencial je tedy
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MPOUE S Y PO TG P4
gz}(r,t)_47zg0 ra[p(t c)+cat p(t CH : (6.12)

Are,r|r c c o’
(6.13)
65(t—£j r r 6|§(t—£j
5 (7 Ho ¥ P A
B(r,t)= xr t——|=p|t——|+—
(7. 4rrd ot p( cj p( cj c ot
Dostatecné daleko od dip6lu mame
E(F,t)=— zlﬁ(t—ijxﬁ , é(r,t)zﬂlﬁ(t—ﬁj , (6.14)
Adreg,cor C 4zcr C
kde jsme oznacili
& ﬁ(t—rj i}
5(t—£j=—cxﬁ A=’ (6.15)
c ot? ' ro '
Pro hustotu energie mame
W=1 50E2+i82 =%%D2 (6.16)
2 y 1l6z°ci g, r
a Poyntingtiv vektor je
S=LExB-= 213 iz 21 (6.17)
Ho lez°c’g, r
Plati pfirozené
S
—=cf . 6.18
W (6.18)
Priklad: Vezméme rozloZeni proudu ve tvaru
](F,t):J§(x)§(y)sin(%zjcos(a)t)éz L 0<z<L . (6.19)
Podle (6.8) a (6.9) spoCteme snadno
2LJ .
p(t)=——sin(wt)e 6.20
p(t)===sin(o1)e, (6:20)
a podle (6.15)
5(t—£j=—2ua)sinesina)(t—ijéw : (6.21)
C T C
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Priklad: V kvantové teorii vezmeme misto integralu z proudové hustoty maticovy element
operatoru proudu mezi pocatecnim a koncovym stavem elektronu v atomu. Ze

Schrédingerovy rovnice

ih%:(—%mvjw , —ihaa'/’tf :(—%mvjl//f* (6.22)
dostaneme po Upravé
0 . h =
E(% 78 ) mv (l// Vt//I v, Vi, ) =0 . (6.23)
Vztah (6.23) umoznuje zapsat ,,rovnici kontinuity*
219 4=0 (6.24)

kde hustota naboje a hustota proudu odpovidajici pfechodu i — f jsou

* d eh — *
Pri =W W Jﬁmwfvcﬂ. vV, . (6.25)

Vynéasobeni (6.24) vektorem 1 a malou Upravou ziskame vztah
0 Ol.: 0 [.y- 0. -
Lo S0 B0 ]2 5 629

Dosadime j,, dané timto vztahem do (6.8). Integraly s derivacemi podle prostorovych

soufadnic daji nulu, takZze zbude jen prvni ¢len s derivaci podle ¢asu. Porovnani s (6.9) vede

k vyrazu pro dipélovy moment. Vezmeme pfitom v Gvahu, Ze pro stacionarni stavy
v (7. t) =, (F)exp(—%Ei tj () =ui(F )exp( E tj . (6.27)

S oznacenim w;; =(Ef —-E, )/h mlZeme psét pro dipdlovy moment vyvolany elektronovym

prechodem i — f

'ﬁ

P (1) = expla)fl jru (F)u;(F)d (6.28)

6.4 Lienard(v - Wiechertdv potencial
At se nabita Eastice pohybuje po zadané trajektorii F =T, (t). Hustota naboje je pak
p(r.t)=es®(r-n (1) . (6.29)

Vzorec pro skalarni potencial pfepiSeme jako
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4rsy | [r-r| c
/ (6.30)
r-r
L L 5t _t+ ‘ dt’
41 g, R(V) c
kde jsme oznaCili R(t')=7 -7, (t'), R(t’):‘ﬁ(t’)‘ . S pomoci vztahu
R(t' st -t
S|t —t+ (v) = a( j) ,to=t- R(t) (6.31)
c L R(t,)-V(t) c
cR(t,)
napiSeme vyraz pro skalarni potencial jako
- e 1 R(t,)
)= —~ , t=t——"% . 6.32
A7) Are, R(t)-V(t,) ' c (6.32)
R(tr)_
c
Vyraz pro vektorovy potenciél je pak obdobné
A(r,t):‘zﬂo Vétrt) = tr=t—R(tr) . (6.33)
7 R(tr)— (r)'v(r) c

C
Vezméme ted' jednoduchy pfipad pohybu s konstantni rychlosti podél osy x. Podminku pro

nalezeni Casoveho zpozdeéni prepiseme na

c(t-t) =(x-vt ) +y*+2° | (6.34)
odkud
1/2
v2 vx 1 2 V2 2, .2
(1—?jtr=t—c—2—g{(x—vt) +(1—?j(y +7 )} . (6.35)
Jmenovatel vyrazii (6.32) a (6.33) pro potencialy miZeme psat jako
—vt 2
c(t_tr)-Mz{t-Q{l_v—z)tr} . (6.36)
c c c
Po malé Upraveé pak dostavame
p(F 1) =— L ri (6.37)

pro skalarni potencial a

(F.O)=(A(F.1).0,0) . A(F1)==

—

>

4 (6.38)
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pro vektorovy potencial, kde jsme oznacili

(x vt)2 "
rM=|——F - +y?+7° : (6.39)
1-p
Vektor intenzity elektrického pole je
= e 1 1
E(r,t)= —=(x-vt,y,z 6.40
( 4rs, (1—ﬁ2)”2 r3( y.2) (6.40)
a vektor indukce magnetického pole je
= e 4, 1 v
B(r,t)= - 0,—2, . 6.41

Pro vektor hustoty impulsu pole G=g, E xB dostavame

= e’ 1
G(r ,t):16:;g W%(yz +2%,—y(x-vt),-z(x-vt)) (6.42)

a pro hustotu energie W =(, E* +B?/14,) /2 vyraz

e 1 (v +(1+ )y + )

W(r =575 1- 5 e
0

(6.43)

6.5 Ztrata energie zarenim
Pro Poyntinglv vektor dipélového elektromagnetického pole jsme méli vyrazy (6.15) a

(6.17). Pro jednu nerelativistickou Castici s nabojem e, ktera se pohybuje se zrychlenim w je

pak
D=ewxi (6.44)
a intenzita zareni vychazi jako
2
dl =S-Artdo=——_w’sin’ 0dQ . (6.45)
1677 ¢,cC

Po integraci pres cely prostorovy uhel dostaneme pro vyzarovanou intenzitu (& je energie
Castice)
2
| :d_QE = ¢ 3 W2
dt 6rzgcC

(6.46)
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7. Rozptyl zareni volnymi naboji.
7.1 Thomson(v vzorec

Budeme popisovat rozptyl zafeni, které dopada na soustavu nabitych ¢astic. Zavedeme

proto pojem Gcinného prdfezu. At dl znadi intenzitu zafeni, tj. stfedni hodnotu energie

vyzafované soustavou za jednotku Gasu do elementu prostorového thlu dQ a S je stiedni
hodnota velikosti Poyntingova vektoru (stfedni hodnota toku energie) dopadajiciho zafeni.
Potom je definovan diferencidlni Gcinny prdfez (G€inny prifez rozptylu do elementu
prostoroveho Uhlu dQ) jako veli€ina rozméru elementu plochy
_di

S
UvaZzujme ted rozptyl -elektromagnetické viny jednim volnym nébojem. Budeme

do (7.1)

pfedpokladat, Ze rychlost ziskana nadbojem bude maléd a Ze vinova délka dopadajici viny je
mnohem vétsi nez amplituda vyvolanych kmitd naboje okolo plvodni polohy (do této polohy
umistime poCatek soufadnic), tedy mizeme psat

2 =

m(:szr:eﬁocos(lz-f—a)t+a)zeliocos(a)t—a) : (7.2)

Pro intenzitu dipélového zareni kmitajiciho naboje mame podle (6.46)

4 4

dl = |E,xi cos’ (0t - a)dQ =~ Elsin’0dQ  (7.3)
16 7° g, m’ ¢’ 327% g, m* ¢’

a pro stfedni hodnotu Poyntingova vektoru dopadajici viny

S=cg, Eozcosz(a)t—az):%cts0 E¢ (7.4)
takze diferencialni G¢inny prirez je
e’ ’
do = [—zj sin#dQ . (7.5)
Adreymce
Celkovy acinny priiez je pak dan Thomsonovym vzorcem
2 2
0'=8—” _° > =§7er2 : (7.6)
3 \4rgyme 3

VeliCina r,oznaCuje tzv. klasicky polomér elektronu. Vztah pro polomér ziskame tak, ze

polozime elektrostatickou energii elektronu ,,poloméru® r, rovnu klidové energii

2
®  _me? . (7.7)

dre,yr,
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Pozndmka o ,polomérech*: Za =zaklad vezmeme redukovanou (tj. podélenou 27)

Comptonovu vinovou délku elektronu a (bezrozmérnou) konstantu jemné struktury «

2
xzﬁzi = (7.8)
27 mc dreyhe
Bohriv polomér dostaneme jako podil, klasicky polomér jako soucin téchto veligin
4 2 2
aBzzzL"zh : re:xa:e—z : (7.9)
a me 4reg,me
7.2 Modifikace Thomsonova vzorce
UvaZzujme nyni nikoliv volny ndboj, ale tlumeny oscilator, tedy
d’r  df  ,. e =
—+y—+ ;T =—E,coswt . 7.10
a2 ot T T (7.10)
Pro dip6lovy moment p=er odsud dostdvdme
2 2 H
e’ |loy, —w°|cosot + ywsinaot
p:—( 0 2) — E, . (7.11)
m (a)o - o ) )
Celkovy acinny priifez je v tomto pripadé
4
o=8% @ (7.12)

3 (a)oz —w2)2 +7° o’
7.3 Index lomu

Definujeme polarizovatelnost a(a)) jako konstantu Umérnosti ve vztahu mezi

(lokaInim) elektrickym polem E,. a dipélovym momentem p. Vyjdeme z komplexniho

loc

zapisu (7.10)

d’r  dr . e .
ot T :EEIOC exp(—imt) . (7.13)
Potom
— = e2 1
p=ga(®w)E, , a(w)= . (7.14)

CeMme —iyo- o
Polarizace je pak P=N p. Musime oviem uvazit, jaké pole plisobi na naboj. Pfipomefime z
elektrostatiky, Ze je-li v dielektriku s homogennim polem dutina, je lokalni pole rovno

_E+1p | E_-E+-1 P , (7.15)
& 3¢&,

EIoc = E ! EIoc

podle toho, jde-li o Stérbinu podél nebo napfi¢ pole nebo o kulovou dutinu. Pro Uplnost

poznamenejme, Ze pro magnetické pole mame v podobné situaci
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B.=B-M , B_.=B , B,=B-=M . (7.16)

w|N

loc loc loc

Pro dielektrika uvazujeme o vazanych nabojich uvnitf kulové dutiny, mGzeme tedy psat

N o

1

p-_—"=
1-"Na«a
3

& E (7.17)

a pro index lomu (za velmi €astého predpokladu z (@)= 1)

n2=1+ % (7.18)
l1-- N«
3
Obvykla forma tohoto vztahu je (Clausius - Mossotti)
n’ -1
3 =Na . 7.19
n® +2 (7.19)

Ve vodiCi uvazujeme o témér volnych elektronech (nevazanych k atomu, tedy @, =0) a dale
mame pro konstantu » (ze dvou rdznych vyjadreni proudu a zapisu zmény hybnosti za dobu
mezi srdZkami)

N e?

j=cE , j=Nev, , myyy=eE = y=
mo

(7.20)

Také lokalni pole je rovno vnéjsimu, opét diky neustalému pohybu témér volnych elektrond.

Odtud méame pro index lomu v kovu

2 2
0] N e
oD s | (7.21)
a)2+ia)a)§—° m &
o

8. Elektromagneticke pole v dispersnim prostredi.

8.1 Maxwellovy rovnice
Maxwellovy rovnice pro Fourierovy slozky (piSeme obecné bez vyznaCeni prostorové

proménné) pocitané jako
f(t) === | f(0)exp(-iwt)dw 8.1)
jsou

(8.2)
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Predpoklad linedrniho a pric¢inného vztahu mezi intenzitou a indukci elektrického pole

pfipousti nasledujici vztah

0

f)(t):go(E(t)+I;(e(r)E(t—r)drj . (8.3)

0

Podobné pro magnetické veli¢iny

o0

Ig(t)z,uo(l:l(t)+_[1m(r)l:l(t—r)dr} : (8.4)

0

Fourierova transformace (8.3) a (8.4) vede k vyraziim

—

D(w)=¢¢(®)E(w) , B(®)=uu(o)H (o) , (8.5)
kde
8(a))=1+]§;(e(r)exp(ia)r)dr , y(a)):1+Izm(r)exp(ia)r)dr . @©6)

Z tohoto vyjadreni mame hned

e(-o)=¢(0) , pu-0)=4 (o) (8.7)

Iimg(a)):l : Iim,u(a)):l : (8.8)

Komplexni veli€iny &(w)a u(w) je zvykem znagit pomoci redlnych a imaginarnich ¢asti
jako

e(w)=¢(0)+ie"(0) , ulo)=4 (0)+id (o) . (8.9)
Pro dielektrika nabyva g(a)) pfi @ — 0 koneCnou hodnotu staticke relativni permitivity. Pro

kovy je chovani zajimavéjsi. Z porovnani dvou tvard (? x H )(a) — 0) dostavame

io

—iwe(@—>0)E(0>0)>0E(0—>0) = &l0—>0)—>— . (8.10)
w
S vyuzitim vztahd (8.5) mizeme Maxwellovy rovnice (8.2) piepsat na
. . n*(e)
V-B(w)=0 , VxB(w)=-iw 2 E(w) , ©.11)
V-E(0)=0 VxE(w)=iwB(w)
kde
1
b=z e(o)u(w)=n*(o) . (8.12)
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Vhodnou volbou kalibrace potenciéli je ¢(»)=0,V-A(w)=0, takze
E(o)=iwA(w) , B(w)=VxA(w) (8.13)

a pro vektorovy potencial mame Helmholtzovu rovnici

- 2n? .
AA(0) +"’C—2("’)A(a)) =0 . (8.14)
8.2 Disipace energie
Vezméme nyni vyraz (1.9)
_v.§-pH.9B, gD (8.15)
ot ot

Uvazujme monochromatickou elektromagnetickou vinu. PonévadZ prava strana (8.15)

obsahuje kvadratické vyrazy, musime pracovat s relnymi reprezentacemi pole, tj. dosazovat

E :%[E(a))exp(—i 1)+ E'(0)exp(iot)]
0B i (8.16)
. '”2‘90 [~ &(0)E(0)exp(~iat) + & (0)E (0)exp(iot)]
a
A :%[H (@)exp(-iwt)+ H' (0)exp(iot)]
0B iw 8.17)
E:T’%[—,u(a)) H (o)exp(-iot)+ 4 (0)H" (o) exp(iot)]
Pro Casovou stfedni hodnotu Poyntingova vektoru
— . 1%
s(a))zm?gs(w,t)dt (8.18)
dostavame ze vztahu (8.15) dosazenim z (8.16) a (8.17)
- =, < — 2 — 2
~-V-S(ow)= %[50 6‘"(60)‘E (a))‘ + Ly ,u"(a))‘H (a))‘ } : (8.19)

Energie pfidavand do jednotky objemu prostfedi pfichazejici elektromagnetickou vinou je
proménovana na teplo. Podle druhé véty termodynamické musi byt toto teplo pfi disipaci
energie vytvareno, musi tedy byt

we"(0)>0 , o' (0)>0 . (8.20)
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8.3 Fazova a grupova rychlost
Uvazujme Sifeni viny ve sméru osy z. Pfedpokladejme, Ze prostfedi ma jen slabou
dispersi, tedy kvadrat indexu lomu bude souCinem realnych Casti permitivity a permeability

(Carky vynechavame) a vinu napiSeme jako

e [t apoo 8z oo o2

Amplitudové funkce je soustfedéna kolem centralni frekvence «,, takze podstatnou roli bude

hrat jen malad ,,grupa“ vin s blizkymi frekvencemi. Provedeme rozvoj faze kolem centralni

frekvence
d
c c c dw

()

—tr(w—a,)+...

W=y

VInu (8.21) aproximujeme vyrazem

o0

A=explia,| ——t|||a(&)exp|ie| Z—t||de | (8.22)
i)l i)

—00

kde jsme oznacili fazovou rychlost

= 8.23
Vf n(a)o) ( )
a grupovou rychlost

c
vV = 8.24
‘ d[a)n(a))] (8.24)

do

o=y

Pokud je index lomu mensi nez jedna, mlze nabyvat fazova rychlost hodnot vétSich jak
rychlost svétla ve vakuu. Fazova rychlost je vSak jen abstraktni veliina. Zato grupova
rychlost vystupuje napfiklad jako rychlost pfenosu energie, méla by tedy podle Einsteinovy
teorie byt vzdy mensi nez c. Proto musi byt splnéna podminka (index 0 u frekvenci uz
vynechavame)

d[a)n(a))]

>1 . 8.25
T (8.25)

Neni trivialni to ukazat, ale podminka skutecné splnéna je.
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9. Rovnice elektromagnetickeho pole ve CtyrFrozmérném zapisu

9.1 Ctyfrozmérny vektor proudu, rovnice kontinuity
Hustotu naboje piSeme jako

dQ=pdv , p= Ze§ r-r) . (9.1)

Ze vztahu

dQdx' = pdV dx’ —pdd—dV dt—lp‘L—XdQ 9.2)

porovnanim geometrickych vlastnosti (dva skalary dQ - element naboje a dQ2 — element

Etyfobjemu a jeden &tyFvektor dx') vyplyva, Ze musime definovat dalsi étyFvektor (proudu)

j —pdd—):=(0p,pv)=(0p,T) - 9.3)

Ve vyrazu pro G¢inek mizeme pak psat pfi prechodu ke spojitému rozdéleni naboje
. . 1 .
e| Adx' = dx'dv == 'dQ . 9.4
[Add =[pA ~[A] (9.4)
Naboj, ktery ubude v néjakém objemu, mlizeme zapsat dvojim zplisobem

—%Ipde(JSTﬁdS . (9.5)

S pomoci Gaussovy véty pak z (9.5) plyne

Hv j+aa'0jdv 0 9.6)

tedy (objem je libovolny) rovnice kontinuity

v.j+22.21 ¢ (9.7)
ot ox

Zé&kon zachovéni nédboje (rovnice kontinuity) zaruCuje, Ze pfi kalibracni transformaci se

ucinek zmeéni pouze o divergenci

a‘._o = [Ajdo - H aZJJdQ jAJdQ+Ja(;(jI)

oX'

dQ . (9.8)

9.2 Naboj v elektromagnetickém poli
UCinek pro nabitou &astici v elektromagnetickém poli, ktery je invariantni a ma

~minimalni interakci“, mdzeme zvolit jako

P ol Ay (4 :
S= mc!ds e!Adx , A—(C,Aj . (9.9)
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Lagrangeova funkce a zobecnéna hybnost jsou

2 —
L=—mc2‘/1—v—2+ei\-\7—e¢ , ﬁ:a_ljz mV2+eA:ﬁ+e,&
c \Y} 1_ﬂ

Je pak™®

9P _e(E+vxE) |
dt
kde jsme oznacili
E=-— ¢—% : =VxA
ot

Ve Ctyfrozmérné notaci

oS :5[—mcj'ds—ej'A dx‘jz

J(mc§x‘ du, +e2—'625x‘ dx —e%§xk dx‘j—(mcui +eA)5x“b
X X a

PouZzili jsme pfi odvozeni integraci per partes a vztahy

sds=u,dox' §A:%§xk
X

Obvyklym postupem dostavame vyraz pro zobecnénou hybnost
P'=mcu' +eA
a pohybovou rovnici

du, ) oA OA

mc—=eF, U , F,=———-
ds 'k KT ox ox

9.3 Tenzor elektromagnetického pole
Ve vztahu (9.17) jsme zavedli tenzor elektromagnetického pole

10 PFi (pravé pouZijeme identitu znamou z vektorové

6(5-6):(5-?)6+(6-6)a+Bx(ﬁxa)mx(wﬁ).
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(9.11)

(9.12)

(9.13)

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)
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0 E./c EJc EjJc 0 -E/c -EJ/Jc -EjJc

_E,Jc 0 -B, B, L |EJe 0  -B, B

Fik = , = (918)
“E,Jc B, 0 -B, E,Jc B 0  -B,
_E,/c -B, B, 0 Ejc -B, B 0

PFi Lorentzoveé transformaci se tenzor elektromagnetického pole transformuje podle vztahu
F“=A, AFF™ . (9.19)
OznaCime-li ;/:1/ \J1- % , dostavame pfi transformaci
XOZ]/(X/O'F,BX/:L) ’ X1:7(X/1+ﬂxlo) , X2:X/2 ’ X3:X/3 , (920)

neboli v maticovém zapisu

y By 00
X =ALx* | Al= ﬁ;f g (1) 8 9.21)
0 0 01
transformacni vztah pro tensor pole
0 F/o y(F2+BF™) y(F'®+BF®)

i F 0 y(F™+BF) y(F™+pF'"%) ©22)
y(F+BF2) y(F'24 pF'™) 0 /2 o
y(F*°+BF™) y(F*+pF™) r 0

Pfevedeno do vektord intenzity a indukce
E,=E. ., E,=y(E/+VB]) , E,=y(E,-VB]) ,
B =B |, By=y(B;—Z—2EZ’j , Bzzy(BZ’+l/—2E§j . 629
V nerelativistickém pfibliZzeni (V /c—0) pfechézi (9.23) na
E=E -VxB' , B=B . (9.24)

Invarianty pole midZzeme zkonstruovat z tenzoru pole. PonévadZ je antisymetricky, zuzeni

nedavéa nic a madme az kvadratické vyrazy
9"g“"F F  =F,F“=inv , £"F, F _=F, F*“=inv . (9.25)

ik ' mn ik ' mn i

Dualni tenzor vyjadreny pomoci intenzity elektrického pole a indukce magnetického pole méa

tvar
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0 -B -B -B

X y z

- B, 0 -Ej/c Ec (9.26)
“ 1B, EJc 0 -EJ/c '
B, -E,/c EJ/c 0
Invarianty maji pak vyjadreni
2
F,F*= —2(E——Bj , F,F*= 4—EB : (9.27)
c c

9.4  Prvni par Maxwellovych rovnic
Z vyjédreni tensoru elektromagnetického pole pomoci potencidlu snadno odvodime

platnost vztahu
oF, OF, OF;

AT T 9.28
ox'  ox'  oxk (9:28)

Na levé strané je Uplné antisymetricky tensor tfetiho Fadu, pfedstavuje pouze Gtyfi rlizné
rovnice. Zretelnégji je to vidét, uzijeme-li zapis pomoci dualniho (pseudo)vektoru
OF, o0'F"

tkim —_1m =0 . 9.29
¢ ox<  oxk (9:29)

Nultd komponenta dava tvrzeni o nezfidlovém charakteru magnetického pole, dalsi tfi

komponenty Faraday(v indukéni zakon

V.B=0 | WE:-%-'? | (9.30)

9.5 Druhy par Maxwellovych rovnic
Druhy par Maxwellovych rovnic odvodime z variacniho principu. Za Lagrangeovu

funkci elektromagnetického pole zvolime prirozené znamy invariant s vhodnou konstantou

1 L1 .
= aut F, F*|dQ
(A trr

(9.31)
_ iéz . . 1 S 2 -
- Py B2+ -Aldvdt
2 2 p1,
Suvazenim F* 6F, =F, SF'" dostavame
1 ik
6S=-|| I'0A+5 ~F"5F, |da=
2Ho (9.32)

1 jloOA +—F"— d §Ak—iF‘kik5A dQ
2 1, ox 2 14, 0X

Po integraci per partes ve (9.32)
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58 =1 ji s OF° SAdQ-——[F*5AdS (9.33)
C 4, Ho ox* C 4, “< '

Druhy par Maxwellovych rovnic je tedy

OF'*
o x¥

=] (9.34)

Nulta komponenta je rovnice pro divergenci indukce elektrického pole (zobecnéni Gaussovy
véty elektrostatiky), zbyvajici tfi pro rotaci intenzity magnetického pole (Ampériv zakon

doplnény Maxwellovym posuvnym proudem)

ab
ot

- =

V.-D=p , VxH-= +] . (9.35)

9.6 Tensor energie — hybnosti
Tensor energie — hybnosti dostaneme zteorému Noetherové pfi transformaci,
odpovidajici translaci soufadnic

Xi=5, , Q'=0, Tji(X):qA’jW_w} , (9.36)

Tady je index j vlastné indexem “nahodné” tensorovym. Takto ziskany tensor energie —
hybnosti T neni obecné symetricky. Pro Lagrangeovu funkci elektromagnetického pole je

oL oL 1

- =——=-—F" (9.37)
an,i aAj,i Hy
a tensor energie — hybnosti vychazi nesymetricky
|
-rik:_i ijglma_A_ka_lgik F|m Flm . (938)
Ly ox? 4

K vyrazu pro T'* mlizeme oviem pfidat ¢len, zaruGujici symetrii, ktery pfitom neovlivni
celkovou hybnost

ikl
T TESTR S (9.39)
X

PoZadavek symetrie se objevuje proto, aby byl splnén i zakon zachovani momentu hybnosti,
definovaného vztahem M ™ = x' T*' —x*T" | tedy

aMiH

=0 o Thk=TK . (9.40)
ox'

Pro elektromagnetické pole tensor z'' snadno najdeme jako
- 1

z,|k| - =

Ho

ATF< (9.41)
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takze vysledny tensor energie — hybnosti bude

T‘kzi(—ng“ |=““+%g‘k F.mF'mj - (9.42)

Hy

Zapsano pomoci tfirozmérnych velicin

ik C g
™= , (9.43)
=S, -0
c a apf
kde
wzl(goéuiézj Cs-Less (9.4
2 Ho Ho
jsou hustota energie a Poyntingliv vektor a
0,,=&E, Eﬁ+i3a B,-W,, (9.45)
Ho

je Maxwelldv tensor napéti.
9.7 VInova rovnice a rovinne viny
Vezmeme druhy par Maxwellovych rovnic (ve vakuu) a dosadime vyjadieni pole

pomoci potenciall

8Fik:0 , Fik:gijgkl{%_%j ,

o x ox ox
_ (9.46)
gij 82 Ak _gk| 82 AI _O
oxloxk ox“ox'
Lorentzova kalibracni podminka zjednodusi (9.46) na vinovou rovnici
0 A" a O°A
=0, -g¢———=0 . 9.47
o x" ¥ oxox (5.47)
Pomoci d’Alembertova operatoru
1 ¢
O=A-=>— 9.48
c? ot? (9.48)
mame pak ve tfirozmérném zapisu
op = = -
—+V-A=0 , O¢g=0 , OA=0 . (9.49)

ot

Hledame-li feSeni ve tvaru rovinné viny, jde vlastné o konstantni Ctyfvektor nasobeny

komplexni jednotkou. Je pak
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A‘:Re{a‘ exp(iijj)} . kki=0 , ka=0 . (9.50)
Posledni vztah ve (9.50) je dan Lorentzovou kalibraéni podminkou. CtyFvektor hybnosti
zapisujeme jako

k‘:(%,ﬁj C K=%/ , =1 . (9.51)

Velmi jednoduse popiseme pomoci charakteristik rovinné monochromatické viny Dopplertv

jev. Méjme zdroj svétla, ktery je v klidu v soustavé K(O) . Soustava K(O) se pohybuje vzhledem

k laboratorni soustavé K rychlosti V. At je thel mezi smérem pohybu zdroje a smérem Sifeni
svétla « . Potom plati
ko_kO_ﬂkl 0 0] K=
O g 9T e T
1 0 ,
@ KB e _P0ese K =Zeosa

O g 0T e 0 c

(9.52)

a odtud

0= -5 . (9.53)

©'1- Bcosa

Pro rychlosti malé ve srovnani s rychlosti svétla mame

\Y 1V?
o~ (1+€c05a+5?c052aj : (9.54)
Tensor energie — hybnosti je
2
ik _C i1k 1 - i . j
T _w2Wk k< . w =3 [a a +Re{a a, exp(2ik; x )H . (9.55)

Ve stfedni hodnoté podle Casu je druhy Clen ve vyrazu pro hustotu energie roven nule. Oba
invarianty (9.27) jsou rovny nule. Se specialni volbou kalibrace (spojené ovsem s jednou
urcitou inercialni soufadnou soustavou) mame
A'=(0,A) , A=a cos(wt—kx+a)€ +asin(ot—kx+a)E, |
E=wa,sin(ot-kx+a)g -wa,cos(ot—kx+a)§, ,  (9.56)
B=ka,cos(wt—kx+a)€ +ka,sin(ot-kx+a)g,
Elipticka polarizace takové viny je vidét ze vztahu
E; | ED

2 42 2 42
w'a, o’a,

2
B, B

=l St
ka; k%a;

=1 . (9.57)

A
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