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Z Casovych dlvod( nebylo mozné vénovat pozornost nékterym dilezitym oblastem.
Zminim jen pfiklad fazovych prechodl nebo chemickych reakci. Hlavni dlraz jsem se snazil
klast na vzajemne propojeni termodynamického popisu s popisem statistické fyziky. Bylo

tfeba také brat ohled na minimalni znalosti posluchacli z kvantové mechaniky.



1. Uvodni kapitola

1.1 Mikrokanonické, kanonické, a velké kanonické rozdéleni

V ndzvu vyjmenovana statistickd rozdéleni odpovidaji soustavé izolované, soustavé
vymeénujici si energii s okolim a soustavé, které kromé vymény energie mize s okolim ménit i
Castice. Nejvice pozornosti budeme vénovat soustavam, popsanym kanonickym rozdélenim.
Mikrokanonické rozdéleni pro izolovanou soustavu je jednoduché: pravdépodobnost nalezeni

stavu se zadanou energii (uvazujeme diskrétni energiové hladiny) je
P(E)=—= . (1.1)

kde Q(E) je pocet stavii s danou energii. Kazdy stav s energii E je stejné pravdépodobny
s pravdépodobnosti danou (1.1), pravdépodobnost stavl s energii rliznou od E je nulova.
Entropie soustavy je definovana jako
S(E)=ksINQ(E) . (1.2)
Entropie dvou neinteragujicich soustav je souctem jednotlivych entropii
Q(E, E,)=(E)Q,(E,) = S(E.E,)=S,(E)+S,(E,) . (1.3)
Jestlize si po spojeni mohou soustavy vymeénovat energii (ale jejich spojeni nezméni
vyznamneé rozlozeni energiovych hladin) a celkova energie je E,, = E, +E,, dostavame
Q(Emt):;Ql(Ei)QZ(Emt—Ei):
Sl(Ei)+SZ(Et0t—Ei)] | (14)
kB

> exp .

{&}

Pro ur€itou hodnotu E,=E, ma exponencialni funkce ostré maximum, hodnotu E, ziskame z

9s,(E) 9s,(E
9E  9(E

tot E)
E)

=0 . (1.5)

E=E,

tot

Takto dostdvame nejjednodussi formu druhé termodynamické véty (ve formé ,entropie

neklesa®)
S(Ewt)zsl(E*)-l—SZ(Etot—E*)zsl(El)-i-SZ(EZ) : (1.6)
Muizeme definovat teplotu jako

1 S
—=2 1.7
T o a7



Podle (1.4) mlZe dochazet ke véem moznym prerozdélenim energie. Jak ale ukaZeme na

prikladu, pouze rozdéleni srovnovaznou hodnotou E. ma vyznamné od nuly rlznou
pravdépodobnost.
1.2 PFiklad spojeni dvou soustav
Teplota soustavy A pred spojenim je T,, teplota soustavy B T,. Pfi spojeni dojde
k vyméné energie SE, . Pocet dosazitelnych stav(i pfed spojenim je
Q,Q, =T (E,)[(E;)SELSE, (1.8)
po Vymeéné energie mame
QO =T (E,~6E, )T (Es+JE, 5 )0E,JE, . (1.9)
Po zlogaritmovani dostavame

In(€, Q) =In(T,(E,~0E, 5 )SE, )+ In(Ts (Eg +JE, 5 ), ) ~

(1.10)
o,y L1 L),
kB TB TA

Pomér poctu dosazitelnych stavli pfed a po vyméné energie 5E, , je

/ / é‘E
%zmﬂi_i}j} | (111)
QAQB TB TA kB

Pro T,=300K,T,=299,9Ka SE, ,=10"J gini tento pomér 10", tedy pro prechod této
energie od chladnéjsi k teplejsi soustavé, tj. pro SE,  ,=-10"Jdostavame zanedbatelné

malou hodnotu 107,

1.3 Statisticka suma pro soustavu s kanonickym rozdélenim

Nachazi-li se rovnovazna soustava v jednom z N moznych stavl, je pravdépodobnost

nalezeni soustavy ve stavu s energii E,

1 E
W, = —exp| ——= , 1.12
R an

kde kg je Boltzmannova konstanta, T je termodynamicka teplota a Z je statisticka suma
N

E.

Z=) exp| ——:

Soo) o

Je-li |n> stav soustavy popsané hamiltonianem H dany feSenim stacionarni

} . (1.13)

Schrédingerovy rovnice



H[n)=E,|n) (1.14)

A

a A kvantové — mechanicky operator néjaké fyzikalni veliCiny, spoCteme ocCekavanou

hodnotu této veliCiny jako

<A>:%Z<n|A|n>exp{— kEnT} . (1.15)

[n)

Statisticka suma se objevuje ve vyrazu pro pravdépodobnost z pfirozeného pozadavku
normovani. Jak ale vznikd Boltzmanndv vyraz? UvaZujme o soustavé S v rovnovaze
s velikym tepelnym rezervoarem H o dané ,,teploté” (uvozovky proto, Ze jeSté pojem teplota
nemame definovan). Rovnovahou mame na mysli, Ze soustava a rezervoar jsou vazany slabg,
ale po velmi dlouhou dobu, Ze vSechny ,,rychlé* procesy interakce uz probéhly a pfipadné

»pomalé” jeSté nenastaly. Energie tepelného rezervoaru H_ jsou mnohem Vé&tsi nez energie
soustavy E, pro vSechna m, n a vzhledem k ,velikosti“ rezervoaru jsou energie H

rozloZeny témeér spojité. Soucet energie soustavy a energie rezervoaru nebude pfesné znam
(rezervodr neni izolovan od okoli), ale neurcitost A bude relativné velmi mala.

Uvazujme dva riizné stavy soustavy, které maji stejnou energii E, =E_. Libovolné maly

vliv mlize prevést soustavu ze stavu r do stavu s, ale také naopak ze stavu s do stavu r.
Predpokladame velmi dlouhou dobu interakce soustavy a rezervoaru, takze se vSechny tyto

prechody uskute¢nily. Musi potom byt pravdépodobnost nalezeni soustavy v rliznych stavech

se stejnou energii stejnd. Oznatme p(H,) hustotu poctu stavli (pocet stavli na jednotkovy
interval energie) tepelného rezervoaru H v okoli energie H, £A.

At celkova energie soustavy a rezervoaru je E+A. Pravdépodobnost W(En), Ze
soustava S se naléza ve stavu s energii E, je Gmérnd poctu zplsobd, jak miZe soustava tuto
energii nabyt, tedy k p(E—En)-ZA, tj. poctu stavll rezervoaru, které vedou k uvazované

celkové energii. Mame tak

\\,I\,V((E)) - Z((E__E)) =exp|Inp(E-E,)-Inp(E-E, )| . (1.16)

ProtoZe E, < E, miizeme v Taylorové rozvoji ponechat jen prvni dva ¢leny

Inp(E-E,)=Inp(E)+ B(E)(E-E,) , ﬂ(E)zdd—Elnp(E) (1.17)

a mame



W(E”))zexp[—,[)’(En—En/)] = w(E,)x<exp[-BE,] . (1.18)

Pfedpokladame, ze B(E)=p=konst. To je disledkem toho, Ze tepelny rezervodr, ktery
urCuje pravdépodobnosti ma témér spojité spektrum a Zadnou charakteristickou energii —

nesmi tedy vysledky zaviset na aditivni konstanté

fe) f(a+e) ~
f(g) f(e+e) = fle)=explaz+b] . (1.19)

Standardni zavedeni termodynamické teploty T dostavame ze vztahu

B = (1.20)

kg T
Uvazujme ted dvé soustavy Sa a Sg v tepelné rovnovaze, s energiemi A a B, . Ukazeme, zZe

soustavy maji stejnou teplotu. Pro spojenou soustavu je pravdépodobnost stavu s energii
A +B,;

1o AA(AR)] _ ewlpa) ewl-se]

Mo (A ) S A (A B)] Sl AATSed 8] 2D

Pocitejme ted pravdépodobnost toho, Ze soustava Sx ma energii A a pravdépodobnost

toho, Ze soustava Sg ma energii B,

owal ool on] [ en o]

Seal- Al Zea[-AA] | T T el 78] =Wa(A)

Wass (Aﬁ ) =
(1.22)

exp[-AA] | exp[-BB;|  exp[-5B] .
Weis (By) = ZZexp [-8A] Zexp ,BB] Zexp [-5B,] o(8))

1.4  Termodynamické veli€iny

Vyraz pro volnou energii F dostavame ze zapisu Gibbsova rozdéleni

1 E F-E
W, = —ex ex L , 1.23
Z p{k T} p[ T } (1.23)

takZze z normovaci podminky

S - p{

plyne po zlogaritmovani

}Zexp{ }_ expL{fT }z =1 (1.24)



F=—k,TInZ
Entropie je definovana jako

S =k > W, Inw,

Dosadime-li do tohoto vyrazu za w, . dostavame

k E E
S:kInZ+—B§—”ex ——
° Z 5k, T p{kg}

To ale je totéz, jako zporné vzata derivace volné energie podle teploty, takZze mame

_oF

S=——+
oT

i\

Vnitfni energie je

1 E
U:—EEex i
z45 " p{ kBT}

S pomoci vztahu (1.25) dostavame vyraz (1.29) pro vnitfni energii jako

U:_Tzi(ij _p_19F :il(ij
or\T )|, or |, o= T
T v
Srovnani (1.28) a (1.30) dava
F=U-TS

Pro specifické teplo pfi konstantnim objemu mame

_ 9| p_1F
,oT oT

ou
“ e

!

OE,
P_—Zn:wn ~

Tento vyraz ziskame derivovanim (1.25)

\

Vyraz pro tlak je

p-_0F
v

T

1.5 HellmanQv - Feynman(v teorém

Tlak midzeme definovat pomoci kvantové — mechanického operatoru jako

10

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)



P=w, <n|—% n) . (1.35)

Tato definice bude v souhlasu s pfedchozi, pokud plati

oH OE,
<n|87 n)= ~ (1.36)

DokaZeme obecngjSi tvrzeni. Hamiltonian necht’ zAvisi na néjakém parametru o. Ze

Schrodingerovy rovnice mame soubor vlastnich vektor( a vlastnich hodnot
I:I(a)|n,a>:En(a)|n,a> : (1.37)
Vektory jsou normované, takze
En(a):<n,a|ﬁ(a)|n,a> , (nan,a)=1 . (1.38)

Derivovanim téchto vztah( dostavame

e 2 ((n))(R[m)) + (S )+ (4n] )2 (1) -

. . (1.39)
oH 0 oH
(n|=Im + E,——({n|n)) = (n|=—[n)
Tim jsme dokazali Hellman(v — Feynman(v teorém
0E,(a) _ oH ()
— —<n,a|—aa In,a) . (1.40)

Ve statistické fyzice nam tento teorém umoZiuje pocCitat zobecnénou silu sdruZenou

S parametrem o

oH 1 «0E E
f,=> w(n-——n=—= ”exp{— : } : (1.41)
Zn: < | o > Zzn: oa kg T

1.6 Entropie
Vztah pro entropii (1.28)

_oF

- (1.42)

\
plati pro soustavu v termodynamické rovnovaze. Vyvoj nerovnovazné soustavy se déje vzdy

tak, Ze entropie roste. Oznacme V,, amplitudu pravdépodobnosti toho, Ze za jednotku Casu
prejde soustava ze stavu n do stavu m. Mizeme tedy psat

dc\il\::m = ;’Vnm 2 W, — ;’an

woo (1.43)

11



* . Proto je

2
m :’an

dw,
=0 . 1.44
dt (144)

Pro pravdépodobnosti prechodll plati ’Vn

Pocitejme ted zménu entropie

K Xl Z ——k; I wmdditm . (1.45)

m

Dosazenim z (1.43) dostavame

T

ProtoZe logaritmus je monotonné rostouci funkce, dostdvame znamy vysledek pro ¢asovou

(w, —w, )Inw, =—= w,)(Inw, —Inw,) . (1.46)

m.n

zménu entropie

ds
—=>0 . 1.47
10 (1.47)

Vnitfni energie U, volna energie F i entropie S soustavy sloZzené z vice nezavislych
podsoustav jsou veliCiny aditivni. StaCi ukazat to pro dvé podsoustavy A a B. Pro vnitini
energii plyne aditivita z nezavislosti podsoustav

ur®=u”+U® | (1.48)

Pro volnou energii mame

FAB = kTInZexp[ B(E, +EjB)}=

(1.49)
—kBT (Inzexp[_ﬂ EiA}-i_InzeXpI:_ﬂE?}j — FA n FB
i j
Pro entropii pak
SAE =k ZW w; In(w w? ) =
—kg D W} Z\Ni Inw —k; > wA> wlinw? =s*+8° (1.50)
- : i ,-
T A

2. Hustota stavl

2.1 Zakladni pojmy
V uzaviené dutiné (Cerné téleso) existuje nekonecné mnoho modi kmitl

elektromagnetického vinéni, charakterizovanych frekvenci a polarizaci. Kazdy mdd se vSak

12



chova jako nezavisly kvantovy linearni harmonicky oscilator. Einstein predjimal zavéry
kvantové mechaniky, kdyZ i kazdé hmotné Castici pfifadil de Broglieho vinu.
Elektromagnetické vinéni nebo de Broglieho viny jsou uzavieny v kvadru o hranach

délky (ve tfech rozmérech) L;, Ly, L3 (objem V =L, L, L,). Obecny vinovy vektor mizeme

zapsat jako

k=== cose; & (2.1)

kde cose; jsou sméroveé kosiny vektoru k, Z:icoszai =1. Pokud predpokladame periodické
okrajové podminky, musi byt délky hran L; celoCiselnymi nasobky primétli A =.1/cose,

vinové délky do prislusného sméru €,

L=nA4=n 4 nez (2.2)
oS¢
nebo zapsano pomoci sloZzek vinového vektoru
k. = —cosa, :27[:2”l : (2.3)

(Pokud bychom uvazovali podminky takové, Ze vina musi mit uzly na sténach, platilo by

misto (2.3) k,=zn;/L ,n,eN. Pfi integraci pres Uhlové proménné bychom ale museli

integrovat jen ]/ 2° gast prostorového Ghlu — ve tfech rozmérech tedy jeden oktant. Vysledek
by byl pochopitelné stejny.) Zopakujme jesté jednou tuto Gvahu. PFi periodickych okrajovych
podminkach mame

w(x)=Aexplikx] , w(0)=p(L) = k:nzT” , (2.4)

pfitom n jsou jak kladna, tak zaporna celd &isla, protoze Aexp[ikx] a Aexp[-ikx]

odpovidaji dvéma rdiznym staviim. Pfi feSeni v nekone¢né vysoké potencialové krabici mame
w(x)=Asin(kx)+Bcos(kx) , w(0)=y(L)=0 = B=0 , k :n% . (25)

pfitom n jsou kladné cela &isla, protoze Asin(k x) a Asin(—kx) odpovidaji stejnému stavu.

Hrana kvadru pfipadajiciho na jeden stav v prostoru vinovych vektord je tedy

Ak, — 270 +1—272'l:2—7z-
L, L L

(2.6)
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a objem kvadru vd - rozmérech je (pro ur€itou hodnotu vinového vektoru mizeme mit g

nezavislych stavll, u elektromagnetického zéareni nebo elektronli g=2 — dva polarizacni stavy
nebo dva spinoveé stavy)

:(Zﬂf

na jeden stav g V

AYK

(2.7)

Poget stavll v elementu d’k dostaneme pak podélenim tohoto elementu vyrazem (2.7), t;.

9V

dn= d'k . (2.8)
(27)
Prejdeme k hypersférickym souradnicim, kdy
d’k =k*'dkd’ Q. . (2.9)

Budeme dale predpokladat izotropni zavislost energie na hybnosti (vinovém vektoru), tj.

E(IZ) = E(k). Potom mUiZeme (2.8) integrovat pies Uhlové proménné a dostaneme vyraz pro

hustotu stavu v zavislosti na energii

dn= d(E)dE ' d(E): Y d Sdl[k<E)]dl (2.10)
P P g<27f) ZE(E>‘

V tomto vztahu je S, , povrch d—1 rozmérné koule jednotkového poloméru (odvozeni na

konci kapitoly)

2 72
Sd—l :m . (211)

Pro pripad zareni Cerného télesa se vysledek vyrazné zjednodusi. Pfedeviim S,=47 a g=2.
Déale E=fw=nhck ,takZe

vV E?

dhn=———
72_2 (hC)S

dE . (2.12)

V zépisu pomoci frekvence v nebo vinové délky A pak mame

2
dn=87zV -dv | dnzsﬁvi—f . (2.13)
C

Pro neinteragujici volné nerelativistické Castice hmotnosti m v nekonefné vysoké

potencidlové jamé je zavislost hustoty stavll na energii pro rlizné dimenze velmi zajimava.
Plati E=p?/(2m)=r"k’/(2m). Oznatime pro d=1 délku secky L, velikost plochy pro

d=2 Aapro d=3 objem V. Jednoduchym vypoctem dostavame

14



o
>
—

m
N

[EEN

2zmA . (2.14)

Objem d — rozmérné koule poloméru r bude V, =C, r’, kde C, je konstanta imérnosti. Kouli

si mUZeme predstavit sloZzenou z elementérnich slupek dV, =S, dr, kde S, je plocha slupky.

Spojenim obou vztah( dostavame

av
S, =—4=dC, r'?t . 2.15
= gr d (2.15)

Spocteme integral z funkce exp(—rz) pfes cely prostor nejprve v kartézskych a potom

sférickych soufadnicich, tedy

o0

exp(-r?)dv, = ...wexp—xf...—xj dx,...dx, = wexp—xz dx | =z% (2.16)
foal-r ), . Jost o). - | ol

—00 —00

[exp(-r*)av, = Texp(—rz)sd dr =
0

. (2.17)

dC, jexp(—rz)rd’ldr =d%Jexp(—t)td/“dr :%d C, F(%)
0

0

Porovnanim (2.16) a (2.17) dostdvdme svyuZitim vztahu I'(x+1)=xI'(X) vyraz pro

konstantu C,

d/2

Cd=—%;—— (2.18)
F(+1j
2
a tedy vyjadreni objemu a povrchu d — rozmérné koule
d/2 d/2
V,=—2 ¢ | S, =d—2—r%t | (2.19)

Vyraz pro konstantu C, mlizeme upravit na

15



d liché

co- (d+1)! (2.20)
y = . .

d sudé

2.2 Priklad: harmonicky oscilator

Hamiltonian jednorozmérného harmonického oscilatoru je
2 2 2
y_P  mog
2m 2
Stavy s energii E se nachazeji na elipse s osami /2 E/(mwz) v soufadnici q a 2mE v

hybnosti p. Mikrokanonicky soubor s energii E je zobrazen jako mnoZina bod( na této elipse.

(2.21)

Pocet stavli Z(E) s energiemi E'<E je umérny plo3e elipsy. Piseme tedy

Z:iﬂ 2E2 J2ME =27
17}

2, \m

= (2.22)
X,
kde X, je plocha elementarni buniky ve fazovém prostoru. Klasicka fyzika nam neposkytuje

takovou hodnotu, protoZe (alespor v principu) je mozneé urCit okamZité hodnoty soufadnice a
hybnosti s libovolnou presnosti, takZze by se zdalo, Ze musime pocitat s limitni hodnotou

2,—0. Vtakovém pripadé by se entropie stavala nekonecné velikou, v souladu

s nekonecnym poctem moZnosti pro dany soubor. Kvantovani energie ale vede k existenci

minimalniho objemu fazového prostoru kolem daného stavu s urcitou energii. Pokud mame

v v

E=tho

2:1} = x,=27h . (2.23)

Velikost elementarni buriky je tedy presné rovna Planckoveé konstantéh .
2.3 Priklad: Castice v jameé

Krychle objemu V=L*at obsahuje N neinteragujicich &astic hmotnosti m.

Jednocasticové vinoveé funkce jsou
w(x,y,z)esin(k x)sin(k, y)sin(k, z) (2.24)

kde pozadavek vymizeni i na sténéach krychle vede ke kvantové podmince
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ki:”iT” L i=x,y.2 (2.25)

kde n, jsou cela ¢isla. Vzdalenost mezi sousednimi vinovymi Cisly je /L, takZe kazdy
kvantovy stav zaujima v k — prostoru objem (;z/ L)3. Predpokladame-li nerelativistické

Castice, jednoCasticové energie jsou

pZ :h2k2:n2 ﬂ_ZhZ

_p L 2.26
S om T 2m & oM (226)

kde n?=n?+n+n’. Stavy dosaZitelné Castici v krychli jsou representovany body tfirozmérné

mfizky v prostoru {kx Kk } . VSechny rozdilné stavy jsou representovany body v oktantu, ve

yr Nz

kterem vSechna n.>0; zaporna celd Cisla pouze méni znaménko vinové funkce. Celkovy
pocet stavll v kulové slupce s polomérem mezi kand k+dk ije potom objemem jednoho
oktantu kulové slupky délenym objemem elementarni buriky, takze

2 2
r:147zk dk: \Y kzdk:V47rp dp

3 > 3 (2.27)
8 (rL)  2x (270)

I kdyZ odvozeni bylo provedeno pro krychlovou jamu, pfi dostatecné velkém objemu

V vysledek na tvaru oblasti nezavisi. Je proto mozné zapsat vysledek pro pocet stavli dI'v
obecnéjSim tvaru
_d’rd®p

dr 3
(27rh)

(2.28)

Opét tedy dostdvame pro objem & elementarni bunky ve fazovém prostoru jako

Planckovu konstantu h=2z#%. Tento vysledek je zfejmé dan Heisenbergovou relaci

neurcitosti.

3. Linearni harmonicky oscilator

3.1 Kvantovani

Hamiltonian linedrniho harmonického oscilatoru je

1
H=—np" +
2mp 2

2
Ma e (3.1)

Hamiltonovy rovnice jsou
dx oH

dx_oH _p dp_ oH__ . o (3.2)
dt op m dt OX
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Zavedeme bezrozmérnou proménnou

maw v 1 v
a:[ﬁj X+i[2mha)j p . (3.3)
Pro tuto proménnou dostavame snadno feSitelnou rovnici
%Ha)azo = a=aexp[-iot] , (3.4)

kde a je libovolna komplexni konstanta. Vyjadiime-li soufadnici a hybnost pomoci a a a’,

dostavame

x:(LTZ(aJra*) : pz%(@jyz(a—a’*) . (3.5)

2Mmw

Po dosazeni do (3.1) dostadvame
1 * *
H=—-|aa +a a)hw . 3.6
S Jhao (3.6)

Zamérné dbame na poradi souciniteld, protoZe tak mGzeme hned napsat kvantové mechanicky
vztah — komplexné sdruzena veli¢ina odpovida hermiteovsky sdruzenému operatoru. MGzeme

tedy vztahy (3.5) a (3.6) prepsat na

Y2 Y2
x=[ij (a+4") p:%[mT’”"j (a-4") 3.7)

2mw

A-Z(aa +aa)ho . (38)

Operatory & a &' jsou hermiteovsky sdruzené, operatory fyzikalnich veli¢in £, p a H jsou
hermiteovské. Z komutacni relace pro operatory X a p

[%,p]=inl (3.9)
dostaneme po dosazeni z (3.7) komutacni relaci pro operatory a a a*

[a,a7]=1 . (3.10)
Dosazenim za 44" ze (3.10) do (3.8) dostavdme pro Hamiltonliv operator linearniho

harmonického oscilatoru vyraz

H“:(N“+%ijhw CN-aa . (3.11)
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Operator N ma jako vlastni hodnoty nezaporna cela ¢isla. Dllkaz neni obtizny. Vezméme
néjaky normovany vlastni vektor |n> s vlastni hodnotou n. Mame tedy

(n|
N|[n)=n|n) = n=(n|N|n>:(<n|é*)(a|n>):‘(a|n>)‘220 . (3.12)

Déle z komutaénich relaci

[N,é+]:é+ = N(&|n))=(n+1)(&"|n)) (3.13)

[(N.a]=-a = N(an))=(n-1)(a]n)) .
Je tedy &*|n) vlastnim vektorem opertoru N s vlastni hodnotou n+1 a &[n) vlastnim
vektorem operatoru N s vlastni hodnotou n—1, tedy
arny=4,|n+1) , ajn)=p,|n-1) . (3.14)

Konstanty A, a u, ziskame z
(& m)f = ((nla)(&|m)=(nfa"
e =[(@I))| =((n[& ) (&]n)) =(n[" &]m) = (n[N[n)=n .

Konstanty zvolime jako realna ¢isla a dostavame tak konec¢né vyjadieni plsobeni kreaéniho (

[ = n)=(n|N+1|n)=n+1 ,

(3.15)

a*) aanihilaéniho (&) operatoru na vlastni vektory operatoru N
é*|n>:(n+1)]/2|n+1> . a|ny=n"?|n-1) . (3.16)
Prirozené
N|n)=4"4|n)=4a"(&|n))=n"*a"|n-1)=n|n) . (3.17)

Pro Hamiltondv operator linearniho harmonického oscilatoru mame pak
Aln)=E [n) En:(n+%jha) . (3.18)

Vektor popisujici zkladni stav s n=0 spliiuje
40y=0 . (3.19)
ZapiSeme-li tento vztah s operatory v soufadnicove representaci, dostavame rovnici

dhO(X) 4 maw X

= ; hy(x)=0 , (3.20)

jejiz normovane feSeni je
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ya
m m
()= 2] e -3

Funkce, odpovidajici vy$§im energiovym hladindm dostaneme podle (3.16) jako
12
mao n dh_,(x)
h (x)=| — xh ,(x)—-——
() (Zhnj ( (%) me dx
3.2 Statistika

Pro energiové hladiny jsme odvodili vztah (3.18)

E, :(n+£jha)
2

Statisticka suma je tedy

ho
2 E ho |& heo eXp{_sz}
Z=) exp ——L |=exp| — exp| —n = B
Sed v mer SR )

Pro volnou energii mame

F=-k;TInZ :h7a)+ kg T In(l—exp{— ho D

a pro vnitfni energii

U ZEZEnexp _ En :i E :h_a)+h—a)
Z = kg T al T 2 ho
exp -1
T ke T

Zavedeme-li obsazovaci Cislo

(n) ——exp{ hlw }1 ,

kg T

dostavame pro vnitini energii obvykly zapis

U =(<n>+%jha)

Pro vysokeé i nizké teploty dostdvdme oCekavané limitni pfipady
o<k, T = U=k, T ,

hos>k, T = U z%"’
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4. Zareni ¢erného télesa

4.1 Vlastni kmity pole (mody)

V uzaviené dutiné (Cerné téleso) existuje nekoneéné mnoho modl  kmitl
elektromagnetickeho vinéni, charakterizovanych frekvenci a polarizaci. Kazdy mod se vSak
chova jako nezavisly kvantovy linearni harmonicky oscilator.

Zareni je uzavieno v kvadru o hranach délky A, B, C (objem V=ABC). Kalibraci

zvolime coulombovskou, tj. ve vakuu ¢=0,V-A=0. Potencial (realn& funkce) rozlozime do

Fourierovych slozek

A=Y Rep(ikr) . KA=0 ., A=A (4.)
pritom
2
kX:27rnX k= zn, ’ kX:27mZ | (4.2)
A y B C
kde n,,n,,n, jsou cela Cisla. Fourierovy slozky vyhovuji rovnici
d? A
d?+ﬁ)ﬂ 0 . (4.3)

Jsou-li rozmery A, B, C zvoleného objemu dostatecné velke, jsou sousedni hodnoty k, ,k, Kk,

velmi blizké a mliZzeme uvazovat o poctu moznych stavil v intervalu hodnot vinového vektoru

A X:iAk , Any:iAky , Al’lzziAkZ : (4.4)
27 2r 2
celkoveé pak
Ak, Ak, AK,
An=An An An, =V ———"—* (4.5)

(27)

Pro pole dostaneme s potencidlem (4.1)
(4.6)
Celkova energie pole je

sz%ﬂgoéz+i|§2jdvz\22( L (Ex%)-(ﬁxﬁg)] un

Ho Hy

Jednoduchou upravou (vyuZziti kalibracni podminky) prepiSeme vyraz (4.7) na
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V dA dA 25 [ "
502( d? dpthrwkpt'pt] , a)k:c‘k‘ : (4.8)

Rozklad potencialu (4.1) obsahuje jak stojaté, tak postupné viny. VVhodnéjsi pro interpretaci je

rozklad potencialu, ktery obsahuje jen postupné viny
A= Z[a exp( (IZ ))+a exp( (IZ f—a)kt))} . (4.9)

Porovnanim (4.9) a (4.1) dostavame
A =d.exp(-iat)+a  exp(iot) . (4.10)

Dosazeni (4.10) do (4.8) umoziuje ted napsat energii pole jako
¢=>¢ , € =2Vgafa.-a . (4.11)
K

Obdobné dostaneme pro impuls

T k €.
P=—|(ExB)dv =) ~——& (4.12)
Ho I( ) ;k C
Nakonec zavedeme kanonické proménne
Q; =&V (d exp(-im,t) + A exp(io t)) |
o (4.13)

P.=—im, 5V (a exp(-imt)-a exp(iot))= o
V téchto proménnych mame energii vyjadifenu jako energii souboru nezavislych

harmonickych oscilator(i
1
e=Ye¢ , ¢ :E(P. + ! Q}) (4.14)

k

4.2 Plancklv vyzarovaci zakon
Nahradime secitani pfes mozné mddy integraci (faktor 2 odpovida dvéma ruznym

polarizanim staviim)

dk dk dk (47K
2y S ZVJX—"SZ:ZVJM . (4.15)
n,,n, (27[) (27[)

ne.ny,

Pro volnou energii mame tak (nekone¢nou energii nulovych kmitli neuvazujeme)

FoKeTy Jln(l—exp{—’zcﬂjkz dk . (4.16)

2
T B

0

Po substituci

22



dostavame

Po integraci per partes

F 1 (kBT)4VJ exp[—X] Py

©372% (he)’ ) 1-exp[-x]

0

Pozdéji uvidime, Ze hodnota integrélu je

[e]

_explx] x*dx = z
1—exp[—x] 15

0

takZe koneCné vyjadreni volné energie z&feni Cerného télesa je

2 4
_Z_QEI%A/:_:£0T4V ,
45 (hc) 3c

kde o je Stefanova — Boltzmannova konstanta

T 60 7°c2\ Aic

2 4 4
o=2= g (k—Bj =5,670400(40)-10 *Wm2K™

Entropie je

_oF
ot

_16
¥ 3c

= oT3V

a vnitfni energie

U=F+TS=26T

C
Specifické teplo je
¢, -] 16,y
ar|, ¢
Konecné pro tlak dostavame
:_QE =:£UT4,
ovi| 3c

takze
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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(4.26)



PV =§ : (4.27)

Pocet madi leZicich v intervalu vinového vektoru (k,k+dk) —vztah (4.15) - pfepocCteme
na interval frekvenci (v,v+dv)

27 2rmv k’dk 8zvidv
_ LT _ - _

k = = 4.28
A c z° c? (4.28)
Podle (3.26) je stfedni energie oscilatoru s frekvenci v
hw (4.29)
hv
exp -1
W
takZe energie zareni jednotkového objemu v intervalu mezi v a v+dv je
2
UvdV:87[3V hvdv ' (4.30)
c hv
exp -1
o

Integraci (4.30) pres celé spektrum dostavame pfirozené (4.24) podélené objemem V. Vyraz
(4.30) nazyvame podle objevitele Planckovym vyzafovacim zakonem. Pro pfipad nizkych

frekvenci a vysokych teplot hv <k, T dostadvame z Planckova zakona Rayleighiv — Jeans(v
zakon

2
UVdV:SﬂC—;/kBT dv (4.31)

pro opacnou situaci, kdy hyv>k, T Wienlv zakon

3
U, dy =270V exp[— hv}dv . (4.32)

Y c? kg T

5. Termodynamické zakony

V termodynamice je vhodné uvaZovat o soustavach izolovanych (Zadna vymeéna
s okolim), uzavienych (uzavérnou sténou miZe dochazet k vyméné tepla sokolim ) a
otevienych (uzavérnou sténou miZe dochéazet jak k vyméné tepla, tak hmotnych ¢astic
s okolim). Termodynamické zakony se tykaji soustav uzavienych, nékdy v rozsireni i soustav

otevienych.
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5.1 Nulta véta

Dvé soustavy, které jsou kazda v termodynamické rovnovaze se soustavou tfeti, jsou
také ve vzajemné termodynamické rovnovéaze.
5.2 Prvnivéta

Energie se zachovava. Mnozstvi energie uloZené v soustavé (jeji vnitfni energie) se
mize zvétsit o teplo dodané soustavé nebo zmensit o préci, kterou soustava vykona na okoli.

Experimentéalné je ovéreno, Ze pro libovolny uzavieny cyklus plati

$(aQ-daw)=0 . (5.1)
Odsud pak plyne existence stavové funkce — vnitfni energie
du=dQ-dw . (5.2)

Ve statistické fyzice jsme definovali zobecnénou silu sdruzenou s parametrem a jako (1.41),
takZe s ni spojenou praci zapiSeme jako
aw =f da . (5.3)
Neékolik priklad(l podava tento zapis
dW =PdV —cdA—-E-dP-H-dM —gde— xdN . (5.4)
Ve (5.4) vystupuji jako zobecnéné sily P — tlak, o — povrchové napéti, E- intenzita
elektrického pole, H - intenzita magnetického pole, ¢ — elektrostaticky potencial a p —

chemicky potencial. Jako sdruzené parametry pak V — objem, A — plocha povrchu, P—
polarizace, M — magnetizace, e — elektricky naboj a N — podet &astic.
5.3 Druhavéta
Teplo proudi samovolné od mist svyssi teplotou k mistim s nizsi teplotou. Tato
ponékud zjednodudena formulace ma nékolik pfesnéjsich verzi:
1) Neni moZné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickem provozu nemél jiny G¢inek
nez vykonavani prace na ukor odvodu tepla z rezervoaru (Kelvin).
@) Neni mozné sestrojit stroj, ktery by pfi cyklickém provozu nemél jiny ucinek
nez prevod tepla od chladngjSiho k teplejSimu télesu (Clausius).
3) Zmeéna entropie soustavy a jejiho okoli (nebo zména entropie isolované
soustavy) je vZdy nezaporna a nulové hodnoty dosahuje jen pro vratné déje.

Nebudeme zde opakovat termodynamické Givahy o Carnotové cyklu, zminime jen disledek

3§dT—Q=o , (5.5)

odkud plyne pro vratné déje
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1Q (5.6)

Pro nevratné déje je

§G—Q<<j>ds 0 = f—<jds AS (5.7)
tedy obecné pro zménu entropie pfi pfechodu z jednoho do druhého stavu
AS>0 (5.8)
A
.fu A(212 1

adiabata

adiabata

5.4 Treti véta
Rozdil v entropii mezi stavy spojenymi vratnym déjem jde k nule v limité T — 0K

Jina formulace: Je nemozné dosahnout absolutni nuly kone¢nym poctem kroku vratného déje

Dusledkem treti véty je také to, Ze nékteré derivace entropie se limitné bliZi nule pro T — 0K

Ve statisticke fyzice je entropie definovana vztahem (1.26), ktery znovu napiSeme

S =—kg > W, Inw, (5.9)

v v

obsazeni k — teho stavu jako

il
P kg T
W, : (5.10)

5

Pro T - OK dostavame
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w, (T=0K)=1g , (5.11)
0 E>E

kde g je degenerace zakladniho stavu. Dosazeni (5.11) do (5.9) dava
S(T=0K)=kgIng . (5.12)

6. Gibbsovo rozdéleni

6.1 Entropie

Rozdélme soustavu na podsoustavy a uvazujme jednu z nich. Pravdépodobnost vyskytu
energie E, oznaCme Wn:W(En). Predpokladame-li kvazikontinualni spektrum, mizZeme
uvaZovat spojitou proménnou energie E a tedy hustotu pravdépodobnosti jejiho vyskytu

w(E). Oznatme déle T'(E) pocet kvantovych stavil s energii mensi nez E. Potom pocet

stavll s energii v intervalu (E ,E+d E) je

dr(E) o
dE 6.)

Pravdépodobnost nalezeni podsoustavy s energii v intervalu (E ,E+d E) pak je

W(E)dEzdl;—(EE)W(E)dE . 6.2)
Normovaci podminka je
[w(E)dE=1 . (6.3)

Funkce W (E) je jen na velmi malém intervalu v okoli E=E vyznamné odlisna od nuly,
muZeme proto zavést energiovou $itku AE rozdéleni vztahem

W(E)AE=1 . (6.4)
S uvazenim (6.2) pak

w(E)Ar=1, (6.5)
kde AT je statisticka vaha makroskopického stavu nami uvazované podsoustavy
= dl;—(EE) 7 AE . (6.6)

E=E

AT
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Entropie je definovana jako logaritmus statistické vahy (tj. poGtu mikrostavdl v makrostavu
zadaném hodnotami E a AE ) nasobeny Boltzmannovou konstantou
S=kgInAT . (6.7)
Podle (6.5) mlizeme psat
S=—ky Inw(E) . (6.8)
Vréatime se ted k diskrétnimu znaCeni. Mame
Inw(E,)=e + BE, (6.9)
Proved'me stredovani
> w, Inw, = ZW )Inw(E aZw )+ B> W(E,)E, =
” .- (6.10)
a+ BE =Inw(E)

Dosazenim ze (6.10) do (6.8) dostavame definici entropie vztahem (1.15)

S=—ks > W, Inw,
g (6.11)

6.2 Souvislost klasického a kvantového popisu
Pfi klasickém popisu mame misto vztahu (6.5), ktery definuje statistickou vahu

makrostavu, vyraz
p(E)ApAg=1 , (6.12)
ktery pro rozdélovaci funkci p(E) definuje objem fazového prostoru ApAq zaplnény

makrostavem. Pro jednorozmérny pripad Castice v potencidlové jameé zjistime pocet

mikrostavi z Bohrovy podnn’nky kvantovani
(’) p dx=n+ ) 6.13
2 7 X vV ( )

n je celé Cislo a » zlomek v intervalu [0,1/2]. Integrél je plocha uzaviena klasickou

trajektorii ve fazovém prostoru a n je pocet kvantovych stavll s energiemi, neprevysujicimi
energii dané fazové trajektorie — tedy hledany pocet mikrostavd. Plochu zapiseme jako

Ap, AXx, pro soustavu, kterd ma s stupiid volnosti a kdy znacime objem fazového prostoru
jako A pAq dostdvame statistickou vahu makrostavu a entropii

Arzéii(){ . S=k;In

ApAq

(27 h)

(6.14)
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6.3 Gibbsovo rozdéleni

UvaZujme o soustavé Ssenergii E vrovnovaze s reservoarem S’ senergii E' jako
jednom celku se zadanou energii E®. Potom pro né plati mikrokanonické rozdéleni

dw:konst5(E+E’—E(O))dFdF’ . (6.15)

Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v

urCitem kvantovém stavu (mikrostav) s energii E_, ale reservoar je v makrostavu se

n?'

statistickou vahou AT, ktera odpovida neurcitosti energie AE'. Bude tak

dr’(E’
dr=6(E-E,)dE dF’:#dE’:éexp{%S’(E’)}dE’ . (6.16)
B

Dostavame

_ 1 1 ) _
W, = konstﬂAE, exp{—S’(E’)}&(E—En)5(E+E’—E ")dEdE’ =

kB
1 1
konst —=S'(E'
ons (AE’eXp[kB ( )D

Vzhledem k velkému nepoméru energii E® a E, mdZeme v Taylorové rozvoji entropie

(6.17)

0
B =g,

ponechat jen nejnizsi Cleny

ds'(E')
HE©_ ~Q/(EO)_
s'(E®-E,)=s'() 7 i (6.18)
=
Protoze
ds'(E
(, ) .1 | (6.19)
dE T
E/-g®
dostavame pro pravdépodobnost w,
1 E E
W, = —exp| —— , Z=) exp| ——- , 6.20
~Feely] - 2-en ] =

kde konstanta je ur€ena z podminky, aby soucet pravdépodobnosti byl roven jedné. Tento
vysledek poprvé odvodil J.W.Gibbs (1901). Rozdéleni (6.20) se nazyva Gibbsovo nebo také
kanonicke.

V kvantové teorii jsou pravdépodobnosti w, vlastnimi hodnotami pfislusnymi

vlastnim vektordim |n> statistického operatoru W (Castéji nazyvaného matice hustoty)
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W:Zn:|n>wn<n| :

(6.21)
Stfedni hodnotu operéatoru F pocitame jako
<If>:Tr{ AvAv} :ZWn<n|lf|n> .
n (6.22)
V Klasickeé statistice s rozdélovaci funkci
_1 | _E(p.a)
pﬂxw—zem{ kg‘} ,
/ (6.23)
Z :J exp{_M}dr , dr‘:dp—dqs
ke T (27h)

je stfedni hodnota fyzikalni veli¢iny F dana vztahem

(F)=] p(p.a)F(p.q)dr . (6.24)

Carka u znacky statistického integralu vyznacuje, Ze musime integrovat jen po té oblasti
fazového prostoru, kterd popisuje fyzikalné odlisné stavy. V pripadé statistické sumy tento
problém nemohl nastat, secitalo se pravé jen pres rlizné stavy. PFi vypoCtu statistického
integralu je mozné rozSifit oblast integrace na cely fazovy prostor zavedenim néjakého
opravného faktoru. Napfiklad pro soustavu tvorenou N stejnymi atomy mliZeme integrovat
pres cely fazovy prostor, podélime-li integrél po¢tem moznych permutaci, tj.

/ 1
I“dF:——“dF . (6.25)

N!
6.4 Maxwellovo rozdéleni
Pokud je mozno pro klasickou soustavu vzajemné neinteragujicich Castic zapsat energii
jako soucet Kkinetickeé energie, kterad je funkci pouze hybnosti a potencialni energie, ktera je

funkci pouze soufadnic

E(p.d)=T(p)+U(d) . (6.26)
muzeme nezavisle sledovat rozdéleni v obou veli¢inach
1 T(P) |, s T(P) |5
dw, =—exp| -——~ |d , Z=|expl ———1|d 6.27
T p[ T } p p T p (6.27)
a
1 U(a)|,sx U(a) |,z
dw, =—exp| -———~<|d , Z=|exp|——21|d . 6.28
=7 p[ T } q p T q (6.28)

Maxwellovo rozdéleni popisuje rozdéleni rychlosti v nerelativistickém pfipadé, kdy je

mozno Kinetickou energii zapsat jako
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T(ﬁ):f—m:%m(vf+v§+v§):%mv2 : (6.29)

PFi vypoCtu normovaci konstanty dochazime k integraldm (predpokladame a >0)

Insz”exp[—axzjdx= 1&1 F(nTJrlj : (6.30)
0 Za 2

Pro rozdéleni kartézskych slozek rychlosti dostavame tak

m m(Vv; +v; +v7)
dw, = exp| ——————2 |dv,dv,dv, |, (6.31)
27k, T 2k, T
pro rozdéleni velikosti rychlosti
» mv?
dw, =47 exp| — vidv . (6.32)
2k T 2k, T

6.5 Rozdéleni pro linearni harmonicky oscilator

Energie linearniho harmonického oscilatoru je

2 m 2 ~2
E(p,q):;—m+qu . (6.33)

V klasickém pfipadé dostaneme tedy pro hybnost Maxwellovo rozdéleni

1 2
dw, =p(p)dp p(p):meXp{_Zmpk T} (6.34)
B B

a pro soufadnici obdobny tvar

Y2 2 2

m ma?q
dw =p(q)dg , p(q)= - . 6.35
Yo (q) f (q) a)(Zﬂ'kBTj exp{ 2kBT} ( )

V kvantovém pfipadé musime pocitat se statistickym operatorem

W= (1 —~ exp{— kha_l)_ D i| n>exp{— n kha_l)_
B n=0 B

v souradnicove nebo impulsové reprezentaci. Spocteme-li v souradnicove representaci dw,,

}<n| (6.36)

dostaneme vzhledem k symetrii hamiltonianu rozdeleni dw, zaménou q— p/(ma)). Méame

tedy

o) =(all6) [ 1-00) 2| |-l -2 o) -
oo 5] o] e




VInové funkce harmonického oscilatoru jsou realné, v (6.37) mlizeme sumu psat jako

= ho |,
f=2exp{—nkBT}hn(q) . (6.38)

Pro vypocet (6.38) existuji rizné metody, zde vyuZijeme vyjadieni operator(l soufadnice a

hybnosti pomoci kreacniho a anihilacniho operatoru. V soufadnicove representaci mame

2
(@)= (10 @)+ (03 h] -
dhn(Q):(mij{nﬂz (@)~ (n+17h, 4 () o

dg 2h

Nyni spoCteme vyraz

(Lj“ﬂ:
2me ) dg (6.40)

[°e]

Sre -0 | (@ a) - S -0 i) @ (0

n=0 B

Zameéna scitaciho indexu v prvnim ¢lenu n—n+1 vede k

el

Obdobneé spocteme

2mao ) B hao > ho Y2
(Tj qf_{exp{—k T}rl}éexp{—nk T}(nﬂ) ho.(a)h,(q) . (6.42)

B B

h A ,
k:'l)' kBﬂ(”ﬂ)y h..(a)h(a) . (641)

Porovnani stejnych sum v (6.41) a (6.42) d&va rovnici

df  2M® o[ 2 gt 0 . (6.43)
dq  # 2k, T
Resenim rovnice (6.43) je
m e haw
f = konst-exp| ———tanh 2. 6.44
p{ hi (ZKBqu } ( )

Konstantu volime tak, aby vysledné rozdéleni bylo normovano na jedni¢ku. Dostavdme tak

2
dw, = M tanh ho exp M@ anh ho g’ |dq . (6.45)
h 2k, T h 2k, T

Pro rozdéleni hybnosti mame pak
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2
dw, = ! tanh ho exp| — ! tanh ho p’ldp . (6.46)
TMhao 2k, T mhw 2k, T

V limitnim pripadé nizkych frekvenci a vysokych teplot

ho< kT = tanh| 2 |, 1@ (6.47)
2, T

2k, T

dostavame klasicky vyraz (6.35)

Y2 2 2
dw, = o m exp Mo 9 dg . (6.48)
27k, T 2k, T

V opacném pfipadé vysokych frekvenci a nizkych teplot

heos kT = tanh| 2 | 51 (6.49)
2K T

B

dostavame rozlozeni, dané kvadratem vinové funkce kvantové mechanického zakladniho

stavu

2
dw, :(%j exp{—%qz}dq =hy(q)dg . (6.50)

7. Termodynamicky potencial

7.1 Gibbsovo rozdéleni s proménnym poctem Castic

UvaZujme o soustavé S s energii E a N ¢asticemi v rovnovéze s reservoarem S’ s energif

E’ a poétem &astic N’ jako jednom celku se zadanou energii E® a poétem &astic N @ Potom

pro né plati mikrokanonické rozdéleni
dw=k0nst§(E+E’—E(O))dl“dl“’ . (7.1)
Zajima nas pravdépodobnost toho, Ze celek se nachazi v takovém stavu, Ze soustava S je v
ur€itém kvantovém stavu (mikrostav) s energii E, ,, ale reservoar je v makrostavu se
statistickou vahou AT, ktera odpovida neurcitosti energie AE’. Bude tak
dr=5(E-E,,)dE |

dF’(E’,N(O)—N)
dr' = dE’

(7.2)
dE' = AE, exp[%S’(E’,N(O)—N)}dE’ .

B

Dostavame (neurcitost energie AE’ ted zahrneme do konstanty)
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W,y = kOﬂStﬂexp{éS’(E’,N(O)—N)}§(E—EHN)5(E+E’—E(°))dEdE’ =

konst eXp{ki g/ ( EO_E , ,NO-N )}

B

(7.3)

Vzhledem k velkému nepoméru energii E a E,, a poétu castic N© a N mdzeme v

v v oW

Taylorové rozvoji entropie ponechat jen nejnizsi leny

s'(E®-E,, ,NV-N)=

/ / / / / /
s/(E«»,Nm)_M e (SEN) (7.4)
OE' S ’ N’ E/=g®
N/ =N© N/ =N©
Protoze
ds-4E PdvV _udN - (7.5)
T T T
dostavame pro pravdépodobnost w,
Q+uN-E_
W, =exp| —————| , 7.6
e 2 s

kde jsme zavedli termodynamicky potencidl Q tak, aby soucet pravdépodobnosti byl roven

] o

jedné

22Xy =l = Q=-k TInZ[exp{

7.2 Neinteragujici kvantovy plyn

ol &

Termodynamicky potencial je
B -uN,

Pro neinteragujici plyn mlzeme secitat jednocasticové hodnoty, tedy

E =ng+ne+- , N =n+n,+-- (7.9)
Stav je ur€en souborem
n,n,,...} . (7.10)
Je tak
Q & 4N & +-—u(n +n +--
Pro bosony
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n =0 B

1 1 (7.12)
1—exp (a-4) 1—exp (&—n)
kg T kg T
a pro fermiony
1 LG 1 _
exp{—kQT } =y exp[ ko T ] > exp{——n2 (kng ’u)} =
B m =0 n,=0 B

(7.13)

of o 2

£,=0. Chemicky potencial fermionl m0ze mit obé znaménka, chemicky potencial klasickych

v v

¢astic s Boltzmannovou statistikou méa vZdy (velkou) zapornou hodnotu.
Logaritmujeme (7.12) a (7.13) a dostaneme pro termodynamicky potencial bosonového

a fermionového plynu

QN Ea—H Q, < g~ H
=) In|1—exp| -2 , =—> In| 1+ exp| -2 , 7.14
T Z; ( p{ kT D KT Z; ( p{ kT D (7.14)

kde se sCita pres jednoCasticové energiové hladiny.

7.3 Vztahy mezi termodynamickymi veli¢inami
Uvazujme vnitini energii U, (Helmholtzovu) volnou energii F a (Gibbsovu) volnou
energii @ . S prihlédnutim k aditivité veli¢in mame
U=Nf, (i,ij , F=N fF(i,Tj , ®=Nf,(P,T)
NN N (7.15)
Pro diferencialy plati

dU =TdS -PdV + xdN ,
dF =-SdT - PdV + zdN (7.16)
dd=-SdT +VdP + x#dN

Ze (7.16) a (7.15) plyne, Ze nejjednodussi vyjadreni chemického potencidlu mame z Gibbsovy

volné energie

lu:&;() :2_ (7.17)
ON[,, N

Termodynamicky potencial Q souvisi s volnou energii F vztahem
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Q=F-uN=F-®=-PV |

takze
No_ 9@ 9P (7.19)
Oy Oty

Vratime-li se ke vztahlim (7.14), dostavame

1 1
Ny = LN =Y (7.20)
a & _/J a &, _/,[
exp| —=—|-1 exp| -2 +1
7.4 Klasicka limita
PFi prechodu ke Kklasické limité predpokladame, ze
£~ MU
exp| ——4—|«1 . 7.21
p|: kBT } ( )
Potom mizi rozdil mezi Fermiho — Diracovym a Boseho — Einsteinovym rozdélenim. Mizeme
psat
U g 7] g
Q~-k;Tex exp| ——2 , N ~=ex exp| ——2 . (1.22
’ p|:kBTj|§ p|: kBTj| p|:kBT:|§ p|: kBTj| ( )
Je tedy
=k Th| =¥ expl % || | Q=—k, TN . (7.23)
N % kg T
Volna energie je
F=Q+uN=-kTNIn—Yexp - || . (7.24)
N % ke T
S aproximaci
N
INN!~ N In— (7.25)

e

mizeme vyraz pro volnou energii (7.24) zapsat jako

D exp| - %a
" kg T
F=-k;TIn

N!

D . (7.26)

To je pravé vyraz, ktery vznikl pfibliznym odstranénim nasobného zapocteni stavdl, lisicich se

pouze permutaci castic.
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7.5 Fermiho a Boseho plyny elementarnich Céastic
Jsou-li energiové hladiny blizko sebe, miizeme od sumace prejit k integraci

X1, ye-a, 5)=3 1 (a)p(a)e -

8a+1 & (7.27)

j f(e)p(e)de
K dal$im vypoctlim potiebujeme znat hustotu stav( p(g). VInova funkce volné Castice
uzaviené v krychli o hrané L (tj. ma& nulovou hodnotu na sténach) je
w ~sin(k, x)sin(k, y)sin(k, z)

n
kX:nX” 1 k = y7z- 1 kZ:nZ” 3
L oL L

(7.28)

pfitom uvazujeme jen prirozena Cisla n, ,n ,n, e N(nesmime pocCitat fazi se liSici stavy

vicekrat). Pro velmi velké L mdzZeme opét prejit ke spojitym proménnym, podet stavi

v elementu d®k je
R A T
p(k)dk =(—j d*k
T

Soznatenim L*=V pro objem piejdeme konedné k vyjadieni potiebné hustoty stavil

(7.29)

v z4vislosti na energii

/2
Vo= V "o v dk
—|d*k=— | do | d@sind|dkk?*= | dE 4 rk? . 7.30
| ﬂJ 0 | dosino J PP (730)

Pro vyjadieni hustoty stav(i (g=2s+1 je spinova degenerace)

gV 4 |(zdk

P T e

, (7.31)

potfebujeme tedy dispersni relaci kzk(E). Pamatujme na to, Ze nadS vypocCet budeme

provadét pro tfirozmérny prostor. Postup pfi jinych dimensich je oviem stejny.
Mizeme ted napsat integral pro termodynamicky potencial (horni znaménko pro

bosony, dolni pro fermiony)

k?T :inEp(E)In(liexp{—i;ﬁD : (7.32)

PFi vypoCtu jako prvni krok provedeme integraci per partes, takze
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E

@ __ 1 dE[jp(g)ng El—
Bo exp{—k _l’_u}—rl
B

Nerelativisticky vztah mezi energii a vinovym vektorem

Y2 2
L , (- (2mE)” Codk _1fm
2m h dE 7\ 2E

dava hustotu stav

p(E)=27 (mie) | [p(e)de =227 (amegs)”

(27rh)3 s 3(27rh)3

Relativisticky vztah pak
12
E*-m?c*
Ez(mzc“+hzk2c2)]/2 , k:(—) , ﬂ:i%
fic dE hC(EZ_m2C4)
dava hustotu stav(i
12 3/2
p(E)_47rgV E(Ez—m2c4) j'p(g)dg—llmgv (Ez—mzc“)
(27 ¢’ L 3(27h) ¢t
Nakonec jesté extremné relativisticky vztah
E=nkc , k= = ; dk_1
hc dE #c
vede k hustoté stav(l
4z gV E? T 1497V E®

p(E)= — , |ple)de== —

Pro nerelativisticky pfipad mame
Q  4zgv (2mk,T)* dx x¥?
- 3
keT (27 3 exp{x_ # }1
0 kg T
a pro extrémneé relativisticky pfipad
Q  4zgV (kTY d X

- . - X
keT  (22h) 3¢ exp| X— £ o1x1
0 kg T

Definujeme funkce
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(7.34)

(7.35)

(7.36)

. (7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)



0 o0

1 n-1 1 n-1

X X
Bn(y):deXm y F“(y):r(n)jdxex—y+1 . (742)

0 0

S jejich pomoci miizeme napsat pro bosony a fermiony v nerelativistickém pripadé

Q, gVv 32 7
= 2z7zmk, T)"" B ,
ke T (zfzh)s( «T) i(kBTj
o (7.43)
C o Y (2rmk,T)" Fs( “ J
kBT (27z'h) 7 kBT

a v extrémné relativistickém pfipadé

3 Q 3
Q, _ 87Z'gV3 (kB:) B{ u j LR 87Z'gV3 (kB:) a( u j (744
kg T (2;;;;) c kg T kg T (2;;;;) c kg T

Pro rozdéleni podle energii mame pro bosony a fermiony

an, - 2(E)E (7.45)

E_ 1
exp{ ‘ _Ifl}—rl
B

takZe pro nerelativisticky a extrémné relativisticky pfipad

y
4rgv (2mE) dE N 4TV 1 E'dE
- 3 J E~ 3 3
(27h) exp E-p) g (2zn) ¢ exp E-i)yq
k. T k. T

B B

dN,

(7.46)

Celkovy pocet Castic v plynu dostaneme integraci (7.46). Pro nerelativisticky pfipad mame

gV 32 M
N, = 2zmk, T B ,
" (27[/‘1)3( 1) i(kBTj

(7.47)
gVv 32 7]
N, = 2zmk, T)" F
f (27rh)3( =) i(kBTj
a pro extrémneé relativisticky pfipad
8zgV (kg T) 87gV (kgT)’
Nb: gs(BS)BS(ﬂj ’ Nf: g3(B3)F3(ILIj . (748)
(z;m) c kg T (2zn) ¢ kg T
Vnitfni energii pocitame jako
uszdNE . (7.49)
0

Pro bosony a fermiony v nerelativistickém pfipadé dostavame
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Yo 3 OV (ormk,T)B,| 4|

kBT 2(27z'h) 3 kBT

U (7.50)
3 gvzxzﬁmkgrﬁza £

ke T 2(271) kT

a v extrémné relativistickém pfipadé

3 U 3
Ub :24”—9\?{ (kB;r) 84( H J , f :2472-9\?{ (kB;r) FA( H J ] (751)
kT (2zh) ¢ ky T kT (2z1) ¢ ky T

Porovnanim vztahli pro termodynamicky potencial a vnitfni energii vidime, Ze jak pro
bosony, tak pro fermiony plati v nerelativistickém pfipadé

sz%U (7.52)

a v relativistickém pripadé
sz%U | (7.53)

7.6 Poissonova adiabata, stavova rovnice
Pro klasicky idealni plyn s konstantnim specifickym teplem Ize odvodit tzv. Poissonovu
adiabatu. UkaZeme, jak pro nerelativisticky kvantovy plyn odvodime stejné vztahy bez
prfedpokladu konstantniho specifického tepla, pouze z vlastnosti termodynamického
potencialu. Ten je mozno zapsat jako
9:_p2'|'5/2 fg(ﬁJ
v T (7.54)
Je tedy Q/V homogenni funkci teploty a chemického potencialu fadu 5/2. Obdobné o

entropii vztazené na jednotkovy objem S/ a o hustoté Castic N/V plati, Ze jsou to

homogenni funkce teploty a chemického potencialu fadu 3/2, nebot’

V Var| 2 T T T T
a (7.55)
E:_la_ﬂ —_T¥ f/(ﬁj:TW f (ﬂj
VoVooul, T T
Podil S/N je homogenni funkce teploty a chemického potencialu fadu O
S H
N )
(7.56)
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takZe pri adiabatickém procesu (S =konst, N =konst ) musi byt i podil x/T (a tedy i kazda
jeho funkce) konstantni. TakZe ze (7.55) a (7.54) plyne pro adiabaticky déj

VT¥ =konst , PV*®=konst . (7.57)
Rovnice (7.43) po dosazeni Q=—PV

(2ﬂh)3 S\ kg T
4 (7.58)
g 3/2 5/2 Y7
P = 2z7m k. T F
f (27zh)3( ) leT) i(kBTj

a rovnice (7.47)

N, =3 S(ZﬂkaT)S/ZB3( s j ,
2

27 h ko T
(271) ° (7.59)
gVv 32 7]
N, = 2zmk, T F
f (27[h)3( B ) 2(kBTj

davaji stavové rovnice bosonoveho a fermionoveého plynu v parametrickém tvaru

(parametrem je chemicky potencial p). Za predpokladu exp[,u/(kBT)]<<1 miZeme potrebné

funkce B, (y) a F,(y) analyticky aproximovat. Pro bosony dostavdme v prvnim pfibliZzeni

R _9 H 1 H
=——exX 1+ —ex :
ke T A3, p{kBT}{ 2% p[kBT
Ny

(7.60)
g H 1 U
=——=8x 1+ ex
v i
kde jsme oznacili de Broglieho vinovou délku tepelného pohybu
12
27 h’
idB:(mk Tj : (7.61)
B
Pro fermiony mame podobné
P g M 1 7
=—_g@x 1-—ex ,
ke T A3, IO{kg }( 2% p[kBT
\ (7.62)
f

g H 1 U
=——eX 1- ex
Vo g p[kBT}( 2% p{kBTD

Vyloucime-li ze (7.60) resp. (7.62) parametr, tj. chemicky potencial, dostavame stavové

rovnice. Pro bosony
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_ 1 N, Ag
PV =Nk, T (1— 7Ty (7.63)

a pro fermiony

(7.64)

N, A3
PfV=kaBT(1+ L f"BJ

25/2 g V

Kvantova oprava vede k tomu, Ze tlak u fermion( je o néco vyssi, u bosond o néco nizsi nez u

klasickeho ideélniho plynu.

8. UzZite€né integraly
8.1 Gama funkce

Gama funkce je definovana integralem

F(z)zTe‘ttz‘ldt , R(z2)>0 . (8.1)
0
Prosta integrace per partes dava vztah
I(z+1)=zI(z) . (8.2)
Substituce t—t* vede k integralu
r(z)= 2Tef2 7t (8.3)

0

Dosazeni z=1 do (8.1) a z=1/2 do (8.3) vede na znamé integraly
r(1)=[e'dt=1 , F(%jzzje‘tzdt:\/; . (8.4)
0 0

Pomoci vztahu (8.2) mlzZeme ziskat hodnoty gama funkce pro dalsi kladné celociselné a
polociselné hodnoty n resp. n+1/2. Faktorial je tedy vyjadfen pomoci gama funkce jako
nl=r(n+1) . (8.5)

Pro velké hodnoty n je Inn! vyjadfen Stirlingovym vzorcem. Mame

n!:Texp[nInt—t]dt = Texp[nln(n+x)—n—x]dx ~
0 -n

. (8.6)
exp[n Inn—n]Jexp{—z—lnxz}d x=(2 nzz)]/2 exp[ninn—n]

—00

Po zlogaritmovani dostavame
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1
In(n!)znln2+zln(2n7z) : (8.7)

Obvykle se v aproximaci zanedbava druhy Clen na pravé strané (8.7). Jak dobré je aproximace

Stirlingovym vztahem ukazuje nasledujici tabulka.

n In(n!) (8.7) [ nlIn(n/e)
10 15,104 | 15,096 | 13,026
100 | 363,739 | 363,739 | 360,517
1000 |5912,128|5912,128|5907,755

8.2 Fermi - Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni pro degenerovany plyn

PFi vypoCtech charakteristik degenerovaného plynu fermion( se vyskytuji integraly typu

l, (m):de o (8.8)

0 (8.9)

Pri poéiténijsme vyuZiIi Upravy

> - -3 Y=Yy 1m=(1—21m)§1kim . (8.10)

= = (21-0)" =N EkT FH(l

Podobné pfi vypoCtech charakteristik degenerovaného plynu bosonll se vyskytuji integraly

typu

0

Ib(m)zjdx X_ll . (8.11)

e

0

Takeé zde rozvojem zlomku v integrandu dostavame

( X" o p X g kx o m-1 o~k X
deex_lzz}[dxx = k :ZJ'dxx lekx =
0

k=0 k=19

(8.12)

kimj-dxxm Te*=¢(m)r(m)
0

=1
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Mame tedy

I (m)zjdx(:xmjl (1 2! m);(m)l‘(m) ,
K (8.13)
Ib(m):deem__llzg(m)F(m)
kde I"(m) je gama funkce a ¢'(m) Riemannova funkce
:Iettmldt : g’(m):gkim : (8.14)

Riemannova funkce vyzaduje m>1, integrél (8.8) pro m=1 je

fdx [ dt
|f(1):Jex+1:Jt(t+l):|n2 | (8.15)

Integrél (8.11) pro m=1 diverguje.

8.3 Prechod Fermi — Diracova a Bose — Einsteinova rozdéleni na Boltzmannovo

Predpokladame, Ze (u ma velkou zapornou hodnotu), Ze exp[,u/(kBT)] < 1. Potom

miZeme upravit funkce zavedené v (7.42) na

0

n-1 g
_ ! Jdt f Jdttnl
r'(n) e x_1 r'(n

(8.16)
iexp[k x] J-dttn fexp[—kt] = iexp [kx]
k=1 ( k=1
a obdobné
1 "t 1 e
F (x)= dt = dtt"* =
(%) F(n)j e +1 F(n)J 1+e*"

0 0 (8.17)

k exp[k x]

i(— ““exp kx] jdtt”lexp kt]= z
k=1

Prvni ¢len fady odpovidd Boltzmannovu rozdéleni, oprava vdruhém c¢lenu ma rdzna

znaménka pro bosony a fermiony. Snadno ovérime, Ze
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dB ” ”
””(X): ! t"i t,l dt=— L tni t,l dt =
dx C(n+1)J, dxle™-1 nC(n)J, dtle™-1

- oo . (8.18)
At L e e
nC(n)e -1, r(n) ) e -1
obdobné pro fermionovy integral. Mame tak vztahy
dBn+l( ) an+l( )
_ = B X y _—= Fn X . 8'19
dx o (x) dx (%) (8.19)
8.4 Eulerova — Maclaurinova sumacni formule
Eulerova — Maclaurinova sumacni formule v obecném tvaru je
1 <~ (2i-1) (2i-1)
>1(0) +n:1f jf dx+z @iy S(FEI(N)= 12 (0))+R, . (820)
V tomto vztahu R, je zbytek
N
R = [ By (x) £ (x)dx (8.21)
0

a B, jsou Bernoulliova Cisla a B, (x) jsou periodické Bernoulliovy funkce s periodou jedna.

Na intervalu [0,1] muZeme Bernoulliovy funkce zapsat jako polynomy v symbolickém tvaru

def

Bk(x):%(x+ B) , B =B (8.22)

a Bernoulliova Cisla jsou koeficienty Taylorova rozvoje

X B, .n d" [ x
—=> X" = B =—r—
e" -1 = n! dx"\e* -1

Mame B,=1,B,=-1/2,B,=1/6,B,=-1/30...Pro liché indexy je B, ,=0 pro nx>I1.

(8.23)

x=0

Podstatnou vlastnosti Bernoulliovych funkci je

B, (X) =d8+)1((x)z B.,.(X) (8.24)
a Bernoulliovych polynomd
BZK(O):BZk(l):% By (0)=By.,(1)=0 , k=012,..
(8.25)
8.(0)--3 . B()-,

Pocitejme na intervalu [0,1] (v dal3ich intervalech se postupuje stejné)
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[T+ T @]-]F(x)Bi(x)dx . (8.26)

~ f/(l)—f’(O)]—J:f”(x)Bé(x)dx

Pro nekoneC¢nou fadu a prvni aproximaci dostdvame za samoziejmého predpokladu
f (x—>oo)—>0 dostatecné rychle pfiblizny vztah

23 (=] F (x> 1'(0) . (8.27)

n=1 0

9. Idealni (nerelativisticky) Boseho — Einsteinv plyn
9.1 Termodynamicky potenciél, hustota a vnitfni energie

Odvodili jsme nasledujici vztahy, jejichZz zéapis se velmi zjednodusi zavedenim vinové
délky de Broglieho viny tepelného pohybu

2 \¥2
27h
ﬂ’r:(kaTj ' O

Méame tak

N_g H
—_—=-23B , 9.2
VAR ER kBTj ®.2)
3gV (,uj
U=-=_kTB
2 22 % 2k, T

B,(X) =y e 93
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Chemicky potencial mdZeme v principu ziskat z vyrazu

H 1.,
B ==2p (9.4)
2(kBTj 9
Energie na jednu Castici je
B ( “
kg T
T S S LV (9.5)

N 2
B, (ﬂj
2 kBT

Je-li vyraz na pravé strané rovnice (9.4) mnohem mensi nez jedna, je mozné vzit pouze prvni
Clen fady (9.3), takze

U U
B ~ ex 9.6
[#5)-eelits e
a tedy
3
“ zm(“j . 9.7)
Ke T 9

Energie na jednu Castici ma pak klasickou hodnotu
U ngT | 9.8)

Vezméme za priklad idealni klasicky plyn za standardnich podminek — pro urcitostN,. Do

vztahu (9.7) dosadime

2/3 23 1 \23
g1 | p%:(ﬁj :( 6,02.10% mol j _89710°m=2

A 2,24.10°m*mol™ (9.9)
ky T =(1,38.10JK™)(27316K)=3,77.10 ") , m=4,68.10"kg
a ©=1,05.10"*Js a dostavame tak
2, =19,81pm k”T =-1538 = u=-0,36eV . (9.10)
B
Opacny extréem vidime pfi parametrech pokusu s parami sodiku, kdy bylo
g=1, p=2510"m= , T=10"K , m=38210%kg . (9.11)

V tomto pfipadé je A, =114 puma prava strana rovnice (9.4) je pak priblizné 3,77, zatimco

leva strana mize dosahnout maximalni hodnoty pro chemicky potencial rovny nule, tedy

B3(0):§(§j:l+271;2+33%+---i2,612375349 . (9.12)
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Kde vznikla pfi odvozovani vyrazli chyba? Zjevné existuje kriticka hodnota teploty, kdy pfi
dané hustoté poctu Castic chemicky potencial dosahne své maximalni, tj. nulové hodnoty.

Tuto kritickou teplotu ziskdme pro danou hustotu ¢astic dosazenim =0 do rovnice (9.4)

27 2 (N Y w2 (N
T = - ( j =3,3125 (—j (9.13)
[;(3/2) kem{ gV kem{ gV

neboli
3/2
N(lj :g(éjﬂ . (9.14)

Naopak prfi dané teploté existuje kriticka hustota

[? - . 9.15
c 13 ( )

9.2 Boseho - Einsteinova kondensace
Pro teploty niz8i nez kriticka, tj. pro T <T, nemlZze byt pfi nulovém chemickém

potencialu v intervalu energii 0<g<oo v8ech N Castic soustavy, ale jen

3/2
N(g>o):(Zi\;f(2;zkaT)3/ngj=(le N (9.16)

Zbyvajici Castice musi byt nahromadény — kondensovany — na hladiné £=0

N (£=0)=N - N(£>0)=N {1@1}/] . (9.17)

c

Chyba byla ve vztahu (7.27)
a+l)-a
> f (ga)(— tan—&)=2.f (&) p(e)Ae, —
a €ai1~ Ga ( ' ) a (9.18)
If(g)p(g)dg ,

kde jsme predpokladali, Ze pro velmi husté spektrum energii je mozno prejit od sumace
k integraci. To implicitné predpoklada, Ze se vzrdstajicim poctem energiovych hladin Umérné
tomu klesa jejich obsazeni. V pfipadé Boseho — Einsteinovy kondensace se to vSak netyka
zakladniho stavu (jehoZz energiovou hladinu jsme zvolili jako nulovou). Vratme se tedy

k diskrétnimu zépisu vztahu (7.20)
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Nzina , n, = ! : (9.19)
ot exp{ga_ﬂ }—1
K T
Tady vyjmeme ze sumy zékladni stav s &, =0, takze
N =N(£=0)+ N(£>0) |, L N(e=0) |
exp{— ad }—1
ke T (9.20)
N(£>0)=3n, — N(g>o):¥83( ”J
a=2 ﬂ'r 2 kBT

ZapiSme ted pohromadé vztahy pro teploty T<T, a T>T,. Vyraz pro tlak (tedy stavova

rovnice) vychazi ze vztahu Q=-PV , vyraz pro entropii a specifické teplo ze vztah

0Q 0S
S=_2° =T— 9.21
aT |,y C oT |y (5.2
a vyraz pro volnou energiiz F=U -T S=Q+ « N . Bereme v Gvahu, Ze
dB, ., (X
(9.22) d—;() =B,(x)
a
2
d(S,N) oN
os| o(S,N) o(T,u) s ar |,
el R = = -~ 27 (9.23)
oT|, o(T,N) o(T,N) ot oN
8(T,y) oul,
Mame pak pro potencialy vyrazy
T>T, T<T,
v H
“ E 2(kBTJ :
ky TV )7 ke TV (5
) —g-2—B —g-¢& =
PE i(kBTj PR g(zj
: 9.24
u 39k, T B, A EngTisg(§j (924
2 A 5\ Kg 2 A\ 2




a pro specifické teplo

EgksisBs = _gngN Gl T=2T,
+ 90T ) P
c, - B, (9.25)
2 kBT
15 V 5
ngBfg(Ej T<T,

Vsechny potencialy, jakoZ i specificke teplo jsou spojité pri T =T,. Vyrazy pro T <T_ snadno
pfepiSeme pomoci vztahu (9.14) na tvar explicitné zvyraziujici charakter teplotni zavislosti.
Pro T >T se spokojime s aproximaci pro ||—0, aproximaci pro velké hodnoty || jsme jiz

vidéli ve vztazich (9.6) a (9.7). Porovnanim vztah( (9.4) a (9.14) mame

3/2
o[-

S oznatenim x=|u|/(k; T) ziskdme chemicky potencial vypo&tem limity x—0 vyrazu

X—0 X]/Z X—0 r(3j t+x_1 et— =
2 ’ (9.27)

22X [ 11 2 (| 11 L
o FJt wal exr_J‘“ A J Sl Tyt
0

0

Dosazenim (9.27) do (9.26) pak

T 3272
Pty o

PrepiSeme ted tabulku (9.24) na
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—||—|

Q= NkT(

U=NKk,T (
Vs 3 T

j —a+ﬂ®U—L{L{%JWT},

3 3 TV

|
} | (9.29)

—||—|

oA
F=-aNky| — , a= 2 , B= ,
c ;(3j 47[
2
kde ©(T —T,) je Heavisideova funkce
1 T>T
O(T-T,)= % T-T. . (9.30)
0 T<T,

Konstanty o a 3 jsou pfibliZzné rovny jedné poloviné (a«=0,514, £=0,543). Specifické teplo

pocitame opét jako

0S
9.31
oT|, ( )
a dostavame
TV [15 9 TV
=Nk, | — —a——pO(T-T)|1-| = . 9.32
CV B(T&:j {4“ 413 ( C){ (Tj}} ( )
Pro teplotni zavislost specifickeho tepla dostdvame pak
Nk, (T [45 27 TY
=B | 1= -pe(T-T,) 1+(—°j : (9.33)
oT |y ¢ T (T, 8 8 T
Tato veliCina uz ma nespojitost v T =T,
151408 (1T 0)z-367 Nk (9.34)
aT N,T, aT N,T, c

9.3 Fazovy prechod para — kondensat

Zacneme se vztahem pro chemicky potencial vyjadreny jako funkce teploty a tlaku
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du=-sdT +vdP , S=W , V=— | (9.35)

odkud pro specifickou entropii a specificky objem plyne

_ou
oT

v ot

S= =
oP

(9.36)

P T

PFi rovnovaze dvou fazi musi se rovnat jejich chemické potencialy, tedy
w(P.T)=m(PT) . (9.37)

Tato rovnice urcuje tlak jako funkci teploty, takze pfi derivaci (9.37) podle teploty mame

de (T,P) dg,(T,P
A ): (T, P) _, Om|  Om dP _om,| | Ot dP (9.38)
dT dT oT|, oP| . dT oT |, 0P| dT
S vyuzitim (9.35) pak dostdvame Clapeyronovu — Clausiovu rovnici
dP q
—=—1 q=T(s - , 9.39
dT T(v,—v) 9=T(s:=s) (9:39)

V rovnici (9.39) q je latentni teplo pfechodu z faze 1 do faze 2. | za obvyklych podminek
byva specificky objem pary podstatné vétsi nez kapaliny, v naSem pfipadé je rozdil extrémni.

3/2

Pri teploté T <T, je pocet Castic v plynné fazi dan vztahem (9.16), tj. NZ:N(T/TC) . Ze
vztahl (9.29) je vidét, Ze pouze Castice v plynné fazi maji nenulové specifické hodnoty
VS AN AL BN L . (9.40)

27N, N(TJW o
T

c

takZe prava strana rovnice (9.39) je (5/2)akB 0. - Opét podle (9.29) (pfipomeime P=-Q/N

gc[3j
PzakBT,oC:akBT—2 = dp—gakBp

A2 dT 2 ¢

) mame

(9.41)

cozZ je leva strana (9.39). Je tedy Clapeyronova — Clausiova rovnice opravdu splnéna.

10. Elektronovy plyn
10.1 Uplné degenerovany elektronovy plyn

Spin elektronli je s=1/2 a pokud neuvaZujeme rozstépeni energiovych hladin
zplisobené rozdilnou orientaci spinu, klademe g=2s+1=2. Nejprve si vS§imneme vlastnosti

uplné degenerovaného (nerelativistického) elektronového plynu. Rozumime tim stav
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v v

hladiny dvojicemi elektron(i s opacné orientovanymi spiny az do vycerpani vSech Gastic.
Pocet kvantovych stavli elektrond, které se pohybuji v objemu V, v intervalu velikosti

hybnosti (p, p+dp) je

2 2
:247rp de:Vp dp

n(p)d 10.1
Zaplnény jsou vSechny hladiny az po hodnotu p. , danou vztahem
Pe V Pe V p3
N=|[n(p)dp=—— | p?’dp=—1tF_ | 10.2
v([ ( p) p 72_2 hS v([ p p 372_2 hS ( )
odkud mame pro Fermiho hybnost p. a Fermiho energii ¢,
Y3 2 2 2/3
27 [, 23N Pr (o 223 B (N
Pe —Z—(37Z' ) (Vj no, Ee —ﬁ—(37[ ) ﬁ(vj . (103)

Fermiho energie hraje v tomto pfipadé roli chemického potencialu. Vezmeme-li Fermiho —

Diracovo rozdéleni v limité T —0K s chemickym potenciadlem >0, dostdvame

1 e<u
lim ! 1L e ume(ume) (10.4)
T expl £ 41 2
P Kq 0 e>u

tedy prévé uvazované plné obsazeni hladin do hodnoty 4 . Je proto pfi nulové teploté
u(T) =& - (10.5)

Celkovou energii soustavy ziskdme jako

B pZ B V Pe . B V p'5:
U_Jﬁn(p)dp_zmﬂ'zhs'([p P omar (10
0
a po dosazeni z (10.3)
3(372°)" 52 (N Y
oL N 2, @02

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu

2 ﬂhj(ufs_zu

PV=SU = P= =L (10.8)
3 5 m\V 5V

Atomova koncentrace | Valence | Elektronova hustota | Fermiho energie
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Pa [10% m™] z N/V=p=z. pa er [eV]
[10% m™]
Cu 8,45 1 8,45 7,00
Ag 5,85 1 5,85 5,48
Be 12,1 2 24,2 14,14
Al 6,02 3 18,06 11,63

10.2 Stavova rovnice nerelativistického plynu
Obdobné jako u bosonl prepiseme zakladni vztahy zavedenim vinové délky de

i)
ke T
3( j (10.9)

Y
u=39Yy 7 TF,
2 7 kT

Chemicky potencial je dan implicitné druhou rovnici z (10.9) a stavova rovnice pak

Broglieho viny tepelného pohybu

Q_
ko T

gV

e
&
PE

dosazenim tohoto potenciélu do prvni z rovnic. VSimnéme si chovani funkci

2 ( tY2dt 4 ( t¥2 dt
E.(x)= — 2 FE(x)= . 10.10
g( ) 7Z_1/2jet—x+l 5( ) 3”U2J t— X+1 ( )

0 0

Ze vztahu (8.9) mame pfiblizné vyjadreni pro velké zaporné hodnoty argumentu
F, (x) ﬁexp[x]—%exp[z x] . (10.11)

Pro x=0 mame podle (8.9)

F.(0) :(1— 2.11_1jé’(n) - (10.12)

vy,

provedeme substituci t—t+ x a pak integraci per partes

F(X)=— J(tfx)_dtz L J © _(tex)dt (10.13)

e +1 I'(n+1) (et+1)2
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Prvni soucinitel v integrandu je suda funkce, ktera ma maximum v t=0 a pro velké hodnoty

[t| exponencialné klesa. Mlzeme tedy jednak rozsifit integracni obor na interval (—oo,o0)

s chybou O(e‘x) a také v druhém souciniteli vzit jen prvni Cleny se sudou mocninou

proménné Taylorova rozvoje kolem t=0

X" e' 1 x"? t*e'
F = dt+= dt , 10.14

tedy

F.(x)= + = . (10.15)

10.2.1 Nizka hustota, vysoka teplota
V tomto pfipadé pouZijeme rozvoje (10.11). Pro chemicky potenciél dostavame vyraz

Ni? 1 N/lf‘
=k, T<In + 10.16
H=Kg { ov T2 gV ( )
a pro energii

3 1 NA

Stavovou rovnici dostaneme z obecného vztahu PV =2U /3, tedy

PV:NkBT{1+B(T)g} , B(T):zjfg , (10.18)

B(T) je druhy viridlovy koeficient, v naSem pfipadé dany nikoliv opravou na vzajemnou

interakci Castic, ale opravou na kvantoveé jevy.
10.2.2 Vysoka hustota, nizké teplota
PouzZijeme rozvojl (10.15), tedy

4x%? 7l 8x"? 57°
F.(X)=—=|1+— | , F(X)= 1+ . 10.19
g( ) 37[1/2( 8x2j 2( ) 15727 8x° (10.19)
Chemicky potenciél ur€ujeme tedy ze vztahu
3/2 2 2
Nod OV | m kT (10.20)
3772 23\ kT 8\ u

PrepiSeme vztah (10.20) pomoci Fermiho energie a Fermiho teploty . =k, T, na (pamatujme

na g=2)

55



, 2773 ) 2
& :/{u %(kjj } = u=k,T, {1—%[%} } . (10.21)
F

Pro energii pak mame

2 2
U=3Ni,T 1422 1] | (10.22)
5 12 (T,
Stejnou opravu mame i ve stavove rovnici
2 522( T Y
PV =SNkT.|1+22 (| | . (10.23)
5 12 (T,
Z obecného vztahu
1 115
S==|U-Q-uN|==|=U - uN 10.24
LU -0-uN] -3 U - an | (024
dostaneme dosazenim z (10.21) a (10.22) pro entropii
2
S=Z Kk NI (10.25)
2 T:

Je tedy splnéna tfeti véta termodynamiky — entropie jde k nule pro teplotu jdouci k absolutni
nule.

Vysledky ziskané v odstavci 10.1 pro T =0K budou tedy s dobrym pfiblizenim platit i

pfi kone¢nych teplotach, podminkou pro platnost aproximace je

2 2/3
T<T. - kh (g) (10.26)
m
B
nebo také
3
s =2 EY (10.27)
F 3N

Pozoruhodnou vlastnosti degenerovaného elektronového plynu je, Ze se vzrdstajici hustotou
se vice blizi idealnimu plynu.
10.3 Richardsondv zakon

Porovname vysledky, které pro hustotu termoemisniho proudu z kovového vzorku
dostaneme pfi uziti Maxwellova a Fermiho — Diracova rozdéleni. K experimentalnimu
potvrzeni zavislosti ziskané z Fermiho — Diracova rozdéleni dospél Richardson (Nobelova

cena 1928). Emitujici element povrchu vzorku dS leZi vroving x — vy, elektrony jsou
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emitovany tehdy, jestlize pro slozku hybnosti kolmou k povrchu plati pz>(2 mW)M. Podle

Maxwellova rozdéleni mame (u hybnosti vyuzivame valcovych souradnic)

N P+ P;
= Xp| — 2zp,dp dp,dSdz , (10.28)
V(2zmk,T)" { 2mk, T S
odkud pro rozdéleni proudové hustoty dostaneme
dN 2zNe p’+p;
dJ=e = exp| ——2——=1|dp, d : 10.29
Po integraci dostavame pro proudovou hustotu vyraz
12
J :eE ke T exp| — W : (10.30)
V\2zm kg T
Podle Fermiho — Diracova rozdéleni mame
2 d d
d3-= 2 7h,0R PP (10.31)
(271) exp Po " P: _ & +1
2mk, T kT
kde jsme aproximovali chemicky potencial Fermiho energii. Po substituci
w Y
pp:(kaBT)MsV2 , pZ=(2kaT)M(s+k Tj (10.32)
B
dostavame pro proudovou hustotu vyraz
1=—"% _(2mk,TY dsdt (10.33)
m(2zh) [w —&; }
exp +s+t|+1
0 kg T
0
Pro (W —&;)/(ks T )>1 dostavame s dobrym pfiblizenim
e 2 W-¢
J=—"""—(2mk,T) exp| — = (10.34)
m(27zh)3( 7 { ks T }

Analyza rozdilu vztahli (10.30) a (10.34) ukazuje, Ze neni mozné klasickou (Drudeho)

elektronovou teorii kov( opravit zavedenim efektivniho poctu volnych elektron.
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10.4 Magneticke vlastnosti elektronového plynu

10.4.1 Elektron v homogennim magnetickém poli

UvaZujme o homogennim magnetickém poli, osu z volime podél silogar pole B = BE,,

B >0 a za vektorovy potencial vezmeme A=-B y€,. Potom hamiltonian v Pauliho rovnici

je

- B 9V B2 A2
q_|(BreBY) B B }(l 0} el B(l oj

2m 2m 2mllo 1) 2m |0 -1

Komutacni relace v roviné x —y jsou

dostaneme komutacéni relaci

a hamiltonian

i 1 52 2 A2 1 a2 10 1 10
H=|—-{P" + +— +=
[2( Q') 2mpz}(o 1) 2%0 -1

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)

(10.39)

Mame tak dva stupné volnosti pro linearni harmonicky oscilator a jeden stupen volnosti pro

linedrni pohyb volné Castice a dvé mozné hodnoty o=+1/2 projekce spinu do osy z.

Energiové hladiny jsou (mluvime o Landauovych hladinéach)

I PO S L
Enlg(pz)_(n+2+oj - B+2m

Schrédingerova rovnice pro spinové komponenty v souradnicove representaci je

2]t (2] 22|t

Normované feSeni (v x a z na 6 — funkci, v y na jednicku) je

Vno = 27h (2 ntp)
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kde

12
B L (10.43)
e[B "B

Pro vypocet poCtu stavll uvazujme krychli velkého objemu V =L L, L,. Mame témer spojité
spektrum v p, a p,. Pocet stavl sdanou hodnotou n, ¢ a p, vintervalu Ap, je
AFZ:LZApZ/(Zﬂh), obdobné pocet stavil s danou hodnotou n, 0 a p, vintervalu Ap, je
AszLXApX/(Zﬂh). Interval Ap, nemdZe byt libovolné velky, nebot hodnota 7, které je y
— soufadnici stfedu kruznice klasicke trajektorie musi lezet v dané krychli, tj. O<p<L,,

odkud pak ApX=|e| BL,. Mame tak pro objem fazového prostoru (faktor 2 pro dvé spinové

orientace)

AT =2AT, AT, =2 /B SV Ap, . (10.44)
(27rh)

10.4.2 Termodynamicky potencial
Energiové hladiny vhodné precislujeme, takze bude

E,=2nu, B+ pf/(Zm) , (10.45)
kde
le|7
1. = 10.46
® 2m ( )

je Bohr(v magneton. Nulové hladiné bude odpovidat jeden stav s plvodnim znaéenim n=0 a

o=-1/2, ostatni hladiny budou dvakrat spinové degenerované, s plvodnim znacenim
[(n-1)+1/2]+12 a [n+1/2]-1/2. Sobjemem fazového prostoru (10.44) bude

termodynamicky potencial dan vztahem

Q=2u,B { )+ f (=20 )} , (10.47)
n=1
kde
1‘(x)=—kaJ In| 1+exp X P dp (10.48)
271 ke T 2mk,T ’ '

—0

Podle Eulerovy — Maclaurinovy formule plati pfiblizné
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1 < T 1 0f (u—25 BX)|
—f f(u-2 B)=|f(u—2u,Bx)dx—— , (10.49
takze termodynamicky potencial je
i 1 of(u
Q:_J; f (x)dx+§y§ B? 5£l ) (10.50)

Prvni Clen nezavisi na hodnoté pole — je to tedy termodynamicky potencial pfi nulovém poli

Q, . MiZeme tak (10.50) upravit na

Q=0 () + 548 Baf;—ﬂ(“) =0, (1) - 24 B ';/(f‘ ) (1051)
Magnetizace je
M=_22 :3;1; BaN—(”) (10.52)
0B 3 ou
a magneticka susceptibilita pak
_ Mo OM 2 gy pg N (10.53)

TV B 3V ou

ProtoZze ON/0.>0, je magneticka susceptibilita elektronového plynu kladna, tedy jedna se o
paramagnetickou soustavu. Jak uvidime, je to zplsobeno spinovou ¢asti celkového momentu
hybnosti, ,,orbitalni pohyb* na Landauovych hladinach pfinasi diamagneticky (slabsi
prispévek).
10.4.3 Pauliho paramagnetismus

Dvé opacné orientace spinu zplsobuji rozstépeni energiové hladiny volné ¢astice na dvé
E—E(+)=p?/(2m)+u, B. Protoze se energie vyskytuje v rozdélovaci funkci v kombinaci

E—4x, miZeme spinové rozstépeni zahrnout do chemického potencidlu p— uF 14, B.

ProtoZe pfedpokladame s, B < 4, bude na obou hladinach pfiblizné stejné elektrond a tedy
1 1
QzEQO(/z+,uB B)+EQO(,U—,uB B) : (10.54)

kde Q, je chemicky potencial pfi nulovém magnetickém poli. Ponechanim prvnich ¢lend
Taylorova rozvoje dostaneme z (10.54)

1 0’Q
Q=0 (1) +5 44 BzM:Qo(u)——ué B®

o’

(10.55)

Pro magnetickou susceptibilitu pak
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Py _ M O°Q _ ppg N (10.56)
ki TV 9B2 V. du

Porovnani s (10.53) dava

1 ’ ON
Zm|orbit = Zm - //Km Spin = _g%a ) (1057)

tedy diamagnetické chovani.

11. Relativisticky pIné degenerovany elektronovy plyn

Fermiho hybnost je stejnd jako v nerelativistickém pfipadé, protoZe je urCena pouze

poctem stavll. MiZeme tedy psat podle (10.2)

2\W3( N " 2 2 2\Y2
p. =(37°) (Vj ho, g =c(pi+mict) . (11.1)

NapiSeme-li rozdélovaci funkci pro energie, dostavame

=mc? 2)?
dN :Lg(gz—(mcz)z)mdg 5 dNt:Mt
Vs (hC)

2_1)*dt . (1L
C ey (-1)"dt . (112

Pro vypocet Fermiho energie &, termodynamického potencialu Q a energie U (se

zapoGtenim klidové energie N mc?) mame pak

oo/ (me)
\ ) 12
N=—— [ t(t-1)"dt |
C 1
2 a/(me?)
Q=-Y0° | (¢-1Tat | (11.3)
3z A 4
2 o/(me?)
y=vyme [ (2 -1)"at
7" A 1
Oznacili jsme Comptonovu vinovou délku
h
=— . 11.4
Ao =—v (11.4)

Integraly v (11.3) je moZno vyjadrit analyticky, takZze dostdvame pro Fermiho energii
32
v (‘95 _(mcz)z)
37t A (m cz)3

pro termodynamicky potencial (pfipomerime, Ze plati Q=-PV )

, (11.5)
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2 2\2\"2 2 2 2\2\"?
V mc2 gF(gF—(mC ) ) ggﬁ—(mcz) 8F+(8F—(mC ) )
= g2 3 " 3 = —1|+In > (11.6)
7" A (mc?) (mc?) mc
a pro celkovou energii (véetné klidové N mc?)
12 12
V me? gF(gé—(mcz)z) 55_(mcz)2 gF+(g§—(mc2)2)
U=—p > ~—+1{=In ; . (11.7)
87" A (mc?) (mc?) mc
Snadno vidime, Ze
U-Q=U+PV=Ng . (11.8)
Je to vyjadreni obecné platného vztahu
U+PV-TS=d=uN (11.9)

pro teplotu T=0K . Pro extrémné relativistickou limitu & >mc’ dostavame

3 4 4
\Y, & vme® [ & vme® [ ¢
N=ro—|—5 , Q=- 77| 2 y Us————5 - (11.10)
3z A\ mc 127722\ mc Az A2\ mc
Plati tedy v tomto pfipadé obecny vztah

PV

1
|
c

(11.11)

12. Operator matice hustoty

12.1 Popis soustavy v interakci s okolim
Popisujeme-li soustavu A, ktera neni izolovand, ale je Casti néjaké vétSi uzaviené

soustavy A+B, nem(Zeme stanovit jeji stavovy vektor (vinovou funkci), nebot’ obecné pro

soustavu samotnou neexistuje. Pro vétsi uzavienou soustavu A+B vSak stavovy vektor |‘I’>

existuje a mizeme jej rozloZit podle Uplného souboru stavovych vektor(i izolované

podsoustavy A |¢)

|\P>:Zcik|¢i>|€k> 1 CikCi*k:]" (12.1)

ik

kde|¢9k> jsou stavové vektory odpovidajici izolovanému zbytku soustavy B. Operator 6A+B,

ktery odpovida fyzikalni veli¢iné urené pouze vlastnostmi podsoustavy mizeme zapsat ve

tvaru
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A A

Ore =00y =20, l4)IA(AI(0] - (12.)
Pro stfedni hodnotu operatoru O, , ve stavu [¥) mame

<\P|OAA+B|\P>:;Ci*ijI <9k|<¢||OAA‘¢j>iB|9|>:”ZkCi*ijk<¢l |OAA‘¢j>:

il

3416144 { Tl .0 )
= 2(410.]#,}(4516) = 32410 714 =Tr({5, 5}
b:;C:k Cjk‘¢j><¢|| .

(12.3)

Z definice je zfejmé, Ze p je hermiteovsky operator, plsobici v soustavé A. Lze jej tedy psat
pomoci vlastnich vektord a realnych vlastnich hodnot jako

lszzwi|pi><pi| - (12.4)

Volime-li za operéator 0 (index A uZ budeme vynechavat) postupné jednotkovy operator a

operator | p,){,|, dostavdme porovnanim vyrazd Tr{é /3}=<‘1’|(3|‘P>
0=1 = Tr{p Zw (¥|¥)=1 , O=|p;)(p| =

Tr{‘p1><p1‘p} <‘P‘p1><p1‘l}'> KPJ'\‘PWZO '

MiiZzeme proto interpretovat w; jako pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu | pi>. Pro

(12.5)

maticové elementy mame
<¢i|f)\¢,—>=zklwk (#1o)(a]8;) - (12.6)

Je-li pro nékteré i w; = 1, musi byt pro k=i wy = 0 a podsoustavu A lze popsat vinovou

funkci, mluvime o gistém stavu. Snadno se ukaze, Zze pro Gisty stav plati rovnost p°=p,

nebot’
A =le)alle)al=lp)el=5 (12.7)
Stfedni hodnota fyzikalni veli€iny, které odpovida operator F je vyjadrena bud' jako
<If>=Tr{lf/3}=iZj:<fi = £)(,] 5 fi>:zi:fi<fi|/3|fi> (12.8)
nebo
<lf>=Tr{|5/3}=;<piIﬁ\p,-><p,-\ﬁlpi>=2i‘,pi<pillf|pi> - (12.9)
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12.2 Dalsi vlastnosti matice hustoty

Pro odvozeni ¢asové zavislosti operatoru matice hustoty vyjdeme z rozkladu
A * ~ - a
p=Y.CiCilt)a] .+ AXC|a)=in=3C, ) (12.10)
ijk i i

a dostaneme

N

haﬁ[):[ﬁ p] . (12.11)

MiiZeme tedy psat

-Sn exp[—% q t} a0, (0)‘exp[% . t} (1212)

neboli
[)(t):exp[—%HAt}[)(O)exp[%HAt} . (12.13)
Rovnice pfipomina rovnici pro ¢asovy vyvoj operatoru v Heisenbergové representaci, az na

znaménko ovSem, nebot’ jsme ve Schrodingerové representaci! Pro operator v Heisenbergové

representaci dostdvame standardnim zplsobem

(%, (1) 64 ¥, (1)) = (¥, ‘exp[ Ht}o exp{—% }\xp (0))=

(12.14)
9 16, |¥,) = O, =exp ~Ht|O exp| —~Ht
SELREY { } [ }

Stopa matice hustoty jakoZ i stopa ,,rozumné* funkce této matice je na Case nezavisla. Mame

Tr{ f (/A’(t))} = %Xpi (t)‘{‘pi (t)> f (Wj )<p1 (t)mpi (t)> = Z f(w) . (1215)

5

5 f

]

Je mozné definovat kvasientropii (na rozdil od obycejné entropie je na €ase nezavisla)

S=-> w,Inw, . (12.16)

Tato entropie je pro Gisty stav rovna nule, pro smisené stavy midze nabyvat velkych kladnych
hodnot.
12.3 Matice hustoty v souradnicové a impulsové representaci

V soufadnicové representaci mame

p(x,x’):<x|{i|n>wn|n>}‘x’>:iwnwn(x)w;(x’) . (12.17)
n=1 n=1
Pro stfedni hodnotu operatoru

<A>:Tr{,5A}:jdxjdx’p(x,x’)A(x/,x) : (12.18)
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Operatory soufadnice a hybnosti jsou ve svych representacich
X (X, x) = (X' |%]x) = x(X'|x) = x5 (x' - x)
P(p'.p)=(p'|Blp)=p(p'|p)=p5(p'-p) .
Stfedni hodnoty operator(l soufadnice a hybnosti jsou tedy
:jjp(x,x’)xﬁ(x’—x)dx’d x:jx,o(x,x)dx
=[[p(p.p")ps(p'-p)dp'dp=[po(p.p)dp .

PFechod mezi representacemi je dan vztahy

JJ—exp ——q><|q , JJ_ VP}M -

Pro matici hustoty tedy mame

p(xx)= [[ op.0')exe] 3 (px-p'x) | 2222

P(p, p’)=ﬂp(x,x’)exp{_%(px_ o x’)} dzx:;l(/

Operator hybnosti v soufadnicové representaci ziskame z

(Xplw) =2 () = (xp]x)= 2L a(x-x) .

Je tedy

12.4 Matice hustoty ve statistické fyzice
Za pravdépodobnosti volime

wn:%exp{—ﬁEn} , Z=exp[-BF]|=D exp[-BE,] . B=

Z vyjadreni operatoru matice hustoty a hamiltonianu

p=g Ximea[-SE ) . A=YIn)E,(n

vidime, Ze operator matice hustoty splfiuje rovnici
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(12.19)

(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

(12.25)

(12.26)

(12.27)



_ﬁp (A-U)p . u=" . (12.28)

(12.29)

Pro vnitfni energii U a volnou energii F mame
Tr{ H exp[—ﬂ H ]}
Tr{exp[—[)’ H J}

Pri praktickych vypocCtech postaCuje feSit rovnici pro nenormovanou matici hustoty

U:Tr{ﬁﬁ}: , exp[—ﬂF]:Tr{exp[—ﬂﬁ]} . (12.30)

_exp[ ,[)’H} a po vypoctu spoCitat stopu pro normovani. Pro nenormovanou matici

hustoty mame rovnici

a'\ ~ L R ~
—a/;szpU A (0)=1 . (12.31)

Pro jednorozmérny pohyb volné ¢astice mame v soufadnicové representaci rovnici

Cop (XX B)  w @ (XX B)

Y: T ™ o (xoX0)=6(x=x) . (12.32)
Resenim rovnice (12.32) je
(x—x/)2 2702 )
py (XX, B)= /lrexp 7 , Az(mj . (12.33)
Reseni ukazeme jesté jinak, pro zménu ve tfech rozmérech. Mame
po (XX B) =Y exp[- BE, Jwn (X)wa (x) - (12.34)

Pro Castici uzavienou ve velkém objemu V nahradime sumaci integraci

\
Zn: ” (27[?1)3

takze dostavame

[d°p  w(x) > l//p()?)z\%exp[%ﬁ-i} . (12.35)

pu()?,il,ﬂ)zJ(zdﬁs)3 exp{—ﬂf—m%p-(i—z’)}:%exp —;z(xzz( ) .(12.36)

VSimnéme si, Ze pro volnou Castici musime stopu pocitat jen ve vymezeném objemu, takze
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Tr,’}u:jd3zpu(z,z,ﬂ)=i3jd3>z=—3 . (12.37)
pE pE
12.5 Linearni harmonicky oscilator
Hamiltonian je
n 2
Hel peseMP g0 (12.38)

2m 2

V souradnicové representaci tedy dostdvame rovnici

o nwo'p, ma’ / I
a;? - axzu U T py (x.x',0)= 5(x=x') . (12.39)
Zavedenim bezrozmérnych proménnych
12
mao ho ho
=|— | x , n=—f= 12.40
d ( n j TP T kT (12.40)
prejde rovnice (12.39) na
Py 8’ py 2 / (mij /
S + , E0) =l — | ol&- : 12.41
! pu(¢:61.0)=| == o(¢-¢) (12.41)

Pro velmi vysoké teploty, tj. pro 7—0 se bude matice hustoty bliZit matici hustoty volné

Castice, tedy

, mo )" (&-¢&)
p(&.€.n—>0)> (mj exp{T] . (12.42)
Budeme proto hledat feSeni ve tvaru

oy = exp[—a(n)«f2 —b(n)¢& - C(?])] : (12.43)
Dosazeni (12.43) do (12.41) vede na

@52+@§+$:(1—4a2)52—4ab§+2a—b2 . (12.44)
dz@ dn dn

Postupné dostavame feSeni rovnic pro funkce a(7),b(#),c(77). UkédZeme jen Fedeni prvni

Z nich:

da a=y2 dy 1
=d — =2dn — a=-=coth2(n- . 12.45
1—aaz TR 5 coth2(r7=11,) (12.45)

Konstantu 7, musime poloZit rovnu nule, abychom pro 7—0 dostali a(7)—1/(47).

Podobné snadno integrujeme zbyvajici dvé rovnice, pficemz konstanty urCujeme podle

chovani pro vysoké teploty. Druha rovnice je
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db

Konecné treti rovnici integrujeme pfimo

takze

Pro 7—0 mame

B
—0)—> exp| —
Lu (77 ) 277)1/2 p{

A

=-2coth(27)dy — Inb=-In[sinh(27)]+InA —

b= ™
sinh(27)

1, r. A?
c :Eln[smh(Zn)] + ?coth(zn) ~-InB

odkud srovnanim s (12.42)

52

B A&
=——exp| -| =coth2y + ——
7 (sinh27)"* '{ (2 7™ Sinh2y

2

+icoth277

2

27h

4n

Azfl B:(mwjﬂz

Matice hustoty pro harmonicky oscilator je tedy

Pro x'=x je

Py (X,X’,ﬂ)=(

A (X,X,ﬂ){

mao
expy ———
{ 2hsinhfhw

12
mao
2 hsinh ,Bha)j

2z hsinh fhw

2
me j exp[—%x2 tanhﬁzw

Miizeme ji také rozlozZit podle vlastnich funkci hamiltonianu

pu(X,X’,ﬂ){

apro x' =x

maw

Th

v ma
] exp{—z—h(x2 + x’z)}
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§2+2A§+A2}

)

[(x2+x’2)coshﬂhw—2xx’]}

|

(12.46)

(12.47)

(12.48)

(12.49)

(12.50)

(12.51)

(12.52)

(12.53)



Y2
Py (X, x,8)= (%J exp{—%ﬁ}

et eolonefoe3) [ (%)

PFirozené mame stejny vysledek pro volnou energii jak podle (12.54), tak podle (12.52)

(12.54)

1

7 o) (12.55)
23inh(ﬂ2wj

exp[—ﬁF]:T P (X%, B)dx =

takze

1 ho ho ho ho
F= E In (exp[ﬂT}—exp{—ﬁTD =5 +kgTln (1—exp{— T D . (12.56)

Pro normovanou matici hustoty dostavame z (12.51) a (12.55) vyraz

/ (ma) hw jw
p(x.x'\T)= tanh

ah 2k T
(12.57)
expl — M@ (x*+x*)cosh RO oyx
. ho k. T
2hsinh B

B

Limitni pFipady jsou
mao\ mao
(ﬁj ex"{‘ﬁxz”’z)}:"’°(X)”’°(X/) i

o(x,x'\T)= . (12.58)
( ) (1 m @’ jﬁex{ m o’ Xz_(x—x')z} T e

72k, T

Pro diagonalni elementy méame

2
p(x,x,T):(T[:tanhzinj exp{ M tanh ho 2} (12.59)
B

p(X,x,T)= . (12.60)
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12.6 Wignerova rozdélovaci funkce

Klasicky mame pro rozdélovaci funkci

P(X):Jf(p’x)% | P(p):jf(p'x)ﬁ

Wigner navrhl rozdélovaci funkci ve tvaru

_ Y Y expl L
fW(p,X)—Jp(X-i-Z,X 2jexp{ hpy}dy : (12.62)

Hustoty pravdépodobnosti nalezeni soufadnice nebo impulsu v daném intervalu, vytvorené z

(12.61)

Wignerovy funkce maji vSechny poZadované vlastnosti.

pw(x):JfW(p,x)%z

: 12.63)
y ., y)1 I dp (
X+=,X—= |— | exp| — —dy=p(x,x
p( 5 ijﬁj p[ hpy} —-dy p(x,x)
(y)
a pro hustotu pravdépodobnosti nalezeni hybnosti v intervalu (p, p+d p)
dx 1 y y i
P =|f X)—=—— L x—< |exp| — dydx=
()= [ 0 (90 gy =5 [ o3 x4 Jexo) -1 py|ayax
. _ (12.64)
/ I / /
ryy P(f,f)eXp[—%(pf—pf )}dfdf =p(p,p)

Samotna Wignerova rozdélovaci funkce vSak midze v nékterych oblastech fazového prostoru

nabyvat zapornych hodnot. To neni pfipad linearniho harmonického oscilatoru, kdy mame pro

fy (X, p) vude nezaporny vyraz

fy (P, X)=

12.65
itanhﬂhwexp[ ma)tanh’gha)xz}exp ! tanhﬂhwp2 , ( )
h 2 /] 2 Mmawh 2

ktery pro malé hodnoty argumentu hyperbolické tangenty (vysoké teploty, nizké energie)
pfechézi na klasické rozdéleni

fW(p,x)z’gjexp{ ,[;’mg)z Xz}exp{—’g—::} : (12.66)
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12.7 Polarizacni matice
Velmi jednoduchy pfiklad matice hustoty tvofi polarizatni matice. Provedme

pfifazeni rovinné elektromagnetické viny a normovaného dvourozmeérnéeho vektoru

— .
E=(E. e +E_¢€ —(z-ct =
( B+ yey)exp{lc(z c)}

5 1 i (12.67)
|E)=| |=a| _[+b , aa +bb" =1
b 0 1
Matici hustoty pro tento (Cisty) stav vytvofime standardnim zplisobem
- aa ab’
=|E)(E|= : 12.68
peleel- (52 o) @268
Pro linearné polarizovanou vinu mame napfr.
~ (10 .~ (00
P o o) " P70 1)
(12.69)
~ (Y2 12 . (Y2 )2
p;r/4_ 1/2 1/2 ' 3r/4 T _1/2 1/2
Pro kruhové polarizované svétlo mame
- 2 i/2 R 2 —i/2
PL= ]/ / 1 PR ]/ / : (12.70)
-i/2 12 i/2 12
Pro nepolarizované svétlo pak
~ 1,0 . 1. n 1,. . /2 0
pn:E(px+py)zz(pﬁ/4+p3/r/4):E(pR+pL):(0 1/2j ' (1271)

Pro spinové stavové vektory Castic se spinem %2 méame

a=l=(g) + Fo=l=(3)
=5l +1-5(y) - 0=5l9-Hl-5{ L) . aem
=5li0-i1-5( )+ F=ggli- ()]

Pro polarizani matice dostavame

) e Y Rl
) all ) e
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Porovnanim (12.73) a (12.69) resp. (12.70) dostavame analogie mezi polarizacnimi stavy

fotond a elektrond.

13. Virialovy teorém

13.1 Eulerova véta o homogennich funkcich

Méjme homogenni funkci N proménnych stupné k, tzn. plati

X, 0% ety ) =t F (X%, Xy ) (13.1)
Eulerova véta Fik4, Ze soucet soucinl parcialnich derivaci homogenni funkce s odpovidajicimi

proménnymi je roven dané funkci nasobené stupném homogenity

N
2%,

n=1 n

of ( xlxz,

)zkf(xl,xz,...,xN) . (13.2)

Dikaz provedeme pro N=2. Mame

U 2=
=

f(u=tx,v=ty)=t“f(x,y) xf,(u,v)+y £, (u,v) =kt f(x,y) (13.3)

x £ (Gy)+y £ (xy)=k f(x,y)

—
Il
[

13.2 Virialova véta

Mame-Ili ohrani¢enou funkci f (t) , je stfedni hodnota jeji derivace rovna nule, nebot’

<ﬂ>= Iimij%t(t)dt: |imw=o . (13.4)

dt TooT T

Pocitejme ted' pro soustavu Castic

B () () )

Sila plisobici na Gastici je dana jednak vzajemnou interakci ¢astic, jednak vnéj$imi silami —

- _om - . on
<Za:Fa.ra>:—<ara-a_§>—PS§r-dS:—<a ara> deuvrdv—

_<Zra ZH> 3PV

tlakem

(13.6)

a a

Dosazenim (13.6) do (13.5) dostavame

<Z|oa ap> <Zﬁ-2—r>—spv . (13.7)



Kineticka energie K je homogenni funkci hybnosti stupné 2, potencialni energie IT at’ je
homogenni funkci soufadnic stupné n. Mame tak z (13.7)
2(K)-n(IT)-3PV =0 . (13.8)
Ke vztahu (13.8) pfistupuje jeSté zakon zachovani energie
(K)+(M)=U . (13.9)
MuzZeme-li vzajemnou interakci Gastic zanedbat (tj. <H>—>0, dostdvame obecny vztah pro

idealni nerelativisticky plyn PV =(2/3)U .

14. Poruchova teorie

V tomto odstavci budeme pro jednoduchost zapisu vynechavat znaceni operator(
stfiSkou a také spodni index U u nenormované matice hustoty.
14.1 Poruchova teorie pro matici hustoty

Budeme resit rovnici (12.31)

op_ —0) =
%— Hp , p(f=0)=1 (14.1)

za predpokladu, Ze m(izeme hamiltonian rozdélit na ¢ast zakladni (,,neporusenou”) H, a

malou poruchu H,. Matice hustoty neporusené ulohy je feSenim rovnice

op
a—/;’=—Hopo : (14.2)

Vliv poruchy by nemél byt velky a tak vidime, Ze zména exp[ﬁ' Ho]p s teplotou je opravdu

maléd — idmérna poruchovému ¢lenu hamiltonianu

Kl ~ op _
aﬂ(exp[ﬂ Hy] o) =exp[H,[H, o+ exp[ S H] of (14.3)

eXp[ﬂHo] Ho o+ eXp[ﬂHo] H p:_eXp[ﬂHo] H,p

Integraci (14.3) v intervalu (0, #) dostavame

B
exp[ AH,] p(B) ~1=—[exp[ A H, [H, p(B')d S (14.4)
a po vynasobeni obou stran rovnice zleva exp[—,[f’ HO]
B
P(B)=po(B) =[P (A= )Hip(8')dS" . (14.5)

0
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Rovnici (14.5) pak mlZeme fesit iteraéni metodou

B
P (B)= 2 (B)=[po(B-B)Hip 1 (B)dB . n=12,... (14.6)
Mame tak
B
p(B)=p(B)=[ps(B-B)H,.py (B )d B +
7 (14.7)

ﬂ/
Jpo(ﬂ—ﬂ’)HlJpo(ﬁ’—ﬂ“)Hlpo (B")dp"dp - ...

V soufadnicové representaci mame (napiSeme jen prvni aproximaci)

p(x X' 8) =K p(B)[X )= ps(x. X' ) -

[t 8- I aytole ¥ )ay (v (9 g+
Ve (14.8) jsme vlozili jednotkové operéatory
[Ivydy(y|=[|y)dy'(y'|=1 . (14.9)
Dale predpokladame, ze porucha H, predstavuje lokalni interakci, tj.
(y[H.|y) =V (y)s(y-y') - (14.10)

Dosazeni (14.10) do (14.8) dava

0

B

p(x,x’,ﬂ)=po(x,x’,ﬂ)—ijo(x,y,ﬂ—ﬂ’)V(y)po(y,x’,ﬂ’)dﬁ’dy+... (14.11)

0

14.2 Feynman(v operatorovy pocet

Mame-li spocitat poruchovym poctem volnou energii
exp[- BF]=Tr{exp[-SH]} | (14.12)
musime nejprve néjakym zplisobem ,rozplést operatory H,a H, ve vyrazu pro matici
hustoty . Pro tento pfipad objevil Feynman zvlasté vhodny formalismus ,,operatoroveho

rozplétani“. V ponékud matematicky upravené formé vypada Feynmaniv formalismus
nasledovné:
14.2.1 Z&Kladni pojmy

Méjme prostor € spojitych komplexnich funkci na intervalu [0,1] a jeho zobrazeni 9t

do C (pfesnéji zobrazeni kartézskych soucinli € zobrazeni do C )
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i)ﬁ( fof. fk):j fl(t)d/ul(t)

O ey

1
f(0)du (1) [ f(t)du(t) . (1413)
0
Zobecnéni na operatory neni trivialni. Méjme ted’ zobrazeni €(2() spojitych funkci z [0,1] do
algebry operatordl 2. Pokud A e, B e pro kazdé te[0,1], takze AeC(2),Be€(Y),
ma vyraz
1 1
[Adu(t)[Bdu(s) (14.14)
0 0
smysl (pokud integral existuje), avsak mdze byt
jAdM J-B ds (s J-B d s ( )IAd;Ll(t) . (14.15)

Jsou-li miry py(t) a po(s) soustiedény do bodd ty a s, mame ze (14.15)
A B #B A , AB-BA=0 . (14.16)
Tady vidime, Ze operatory mohou odpovidat konstantnim funkcim, presto je mozno

formalismus pouzivat. Feynman zavadi operaci rozpleteni operatord, kterou budeme znacit

sloZzenymi zavorkami (neni to tedy v této kapitole znak antikomutatoru)

A B pro t>s
{AB}= B, A pro t<s . (14.17)

%(A B,+B,A) pro t=s

Plati vzdy
e+l ={c}+{e'} . (14.18)

Pokud viechny operatory v ¢’ plisobi pred libovolnym z operator(i v ¢ . Plati pak

feef={el{e} (14.19)
Priklad:
{exp[Ao+Bl]}={| +(A0+Bl)+1(pb+|31)2+...}:
1 i 1 (14.20)
| +A0+Bl+EA] +Bl,0h+§|31 e
ale
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exp[ A, +B,] =1 +(A)+Bl)+£(A]+Bl)(AO+Bl)+
(14.21)
| + Aj+B += (A0+B A +AB +B)+-

14.2.2 Tri priklady pro g(a,b)=a.b
Operatoru A pfidame parametr odpovidajici Lebesgueové mife, operatoru B Diracovu

miru soustfedénou v pravém krajnim bodé, tedy
1 1
A=[A(t)dt , B=[B(s)s(s-1+0)ds = {AB}=BA , (14.22)
0 0
je-li naopak

A=J1-A(t)dt , B=jB(s)§(s—0)ds = {AB}=AB . (14.23)

PFi standardnim pfifazeni si integrani oblast podle obrazku vhodné rozdélime na dva

trojuhelniky, takZze mame
:{ﬁdtdsA }jth jdsB jdsB jth
00

AB.([dt.([ds+BA!ds!dt:%(AB+BA) . (14.24)

A Ky

(=]
A 4
v

1

Mame tak z jedné funkce pfi komutativnich proménnych tfi rlizné funkce nekomutativnich
proménnych — a jisté se daji konstruovat dalsi.
14.2.3 Véta o usporadani operéatord

V tomto odstavci prebirdme postup z ¢lanku Miranker W.L., Weiss B.: The Feynman
operator calculus, SIAM Review 8 (1966), 224 — 232. Podstatny vysledek pro exponencialni
funkci operator( je identicky s vysledkem, ziskanym Feynmanem, ale v ¢lanku uvadéna teorie

je obecnéjsi.
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Véta: Pro A(t)=A, B(t)=B naintervalu 0<t<1 plati

{HA(t)dt}kHB(t)dtH—(kkill!)l > ABAA%BAL. (14.25)

* oy, ,=0,1

kde A% B~ A% B’z .. _jsou v3echny rlizné souciny s k operatory A a | operatory B, tedy
dYa,=k , g =1 . (14.26)

Dikaz vychazi z prechodu od integrélu

0

:{j,,,jA(ti)...A(tk)B(sl)...B(s,)dtl...dtkdsl...ds,} (14.27)

k souctu integrall pfes viechny permutace proménnych t ,...,t,,s,,...,S,

:{;J'OSH(H)S“H(SI)Q...IC(H(s,))...C(H(tl))dtl...dtkdsl...dsl} . (14.28)

kde
C(r()=t,)=A(t,)=A , C(I(-)=s,)=B(s,)=B . (14.29)
Faktor (k+|)! je dan plochou (plvodné ctvercové oblasti o strané jednotkové délky)
vytvofenou podminkou O<II(t,)<---TI(s;)<1, ¢len( které se lisi jenom z&ménou A je k!,

obdobné ¢lenl které se lisi jenom zaménou B je I! Mame tak napfiklad

1

2 1 2 2
(A=A, {AB}=(AB+BA) , {A B}=§(A B+ABA+BA’) . (14.30)

Véta: Jsou-li f, g, & a n analytické funkce splfiujici rovnici
f(x+y)=g(&(x).7(y)) (14.31)
aplati A(t)=A, B(t)=B naintervalu 0<t<1, pak

{g(g@A(t)dtJ,n@B(t)dtD}: f(A+B) . (14.32)

Pro dlikaz nejprve zapiSeme mocninné rozvoje

x+y :ifk x+y iifmm(ernjxmy”
k=0

e " (14.33)
0(60)- 0,6 - £3 ., b@n ()

Porovnanim koeficientl u stejnych mocnin x™ y" dostavame f_ = atak mizeme psat



ol s}
g o] [foa] o
51 fron] dtH

(14.34)

Podle jiz dokdzaného mlzeme vyraz {-} rozplést tak, Ze (14.34) je pravé fada pro f (A+B).

14.2.4 Rozpleteni exponencialni funkce souctu dvou operatord

Ve statisticke fyzice se jedna o aproximativni vyraz pro

f :exp[—ﬁ’(H0 + Hl):|

vvvvv

0<t<1)

exp[ A+B]= {expﬁ A(t)dt}expﬁ B (t)dt}}

Rozvoj druhé z exponencialnich funkci vede na

exp[ A+B] = exp[ A] +
{expﬁ A(t)dtﬁ B (t)dt} + %{expﬁ A(t)dt}(;[ B (t)dt]z } +

1

Upravime

{exp[J: A(t)dtﬁ B(t)dt} = Jexpﬁ A(s)d s} B(t)expﬁ A(s)d s}dt =

0

jexp[(l—t) A|Bexp[t A]dt
Oznacime O
S,(1)=ewltA] . S,(1)= [ew[(1-5) A]BS, (s)ds
a obecné 0
5,(1) e 1-5) A]BS, , (5)ds

Potom se (indukcfi) presvédéime, ze mizeme zapsat (14.36) jako
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exp[A+B]=3S, (t=1) . (14.41)

14.3 Nerovnost pro volnou energii (1)
Pro uziti vztahu (14.41) pro vypocet volné energie je Ucelné zménit interval z [O,l] na
[0, B] a zvolit operétory jako A=—H, , B=—H, , takze budeme mit

exp| - B(H, +H,) | =exp[- S H,] —fdu exp[—(f-u)H, |H,exp[-uH,] +
’ (14.42)

B Uy
jdulIdUZ eXpl:_(ﬂ_ul) Ho:l Hlexpl:_(ul_UZ) Ho:l H, exp[—u2 Ho] -

PFi vypotu budeme vyuZivat vztahu Tr(O,0,)=Tr(O,0,), ktery obecné v prostoru
nekonetné dimenze neplati. Spektrum operatoru exp[— 4 H,] v8ak zaruCuje platnost uvedené
zémény. V prvnim integrandu volime O, =exp[-uH,], ve druhém O, =exp[-u, H,]. Mame

tedy
exp[-BF]|=

Tr(exp[ - B(H, +H,)]) = Tr(exp[- A H,]) - fduTr(exp[—ﬂ Ho]H, )+ (14.43)
fduljjduzTr(exp[—ﬁ H, Jexp[ (u,—u, ) Hy | H, exp[ —(u,—u, ) H, | Hl) —e
Substituce u, =v, u, =v—w prevede druhy integral ve (14.43) na
fdvjv'dwTr(exp[—ﬂ H, Jexp[wH, |H, exp[-wH,]H,) (14.44)
o0
substituce u,=f-v,u,=w-v na

s
va'd wTr(exp[-wH,|H, exp[- S H, Jexp[wH, |H, ) =
/ (14.45)

™ O™

5
va'dwTr(exp[—,b’ H, Jexp[wH, H, exp[-wH,]H, )

V posledni rovnosti jsme zaménili pofadi operatori ve stopé soucinu s volbou

Olzexp[—wHo]Hl. Vezmeme-li ted prdmérnou hodnotu (14.44) a (14.45), zbavime se

zavislosti na proménné v a dostavame vyraz
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exp[- A F]=exp[- AF,] —fdu Tr(exp[- A H,] Hl) +
, 0 (14.46)
giduTr(exp[—ﬂHo]exp[u Ho]H, exp[-uH,]H,) -
V dalsim budeme psat H, =&V, tedy pro H(&)=H,+&V je H(0)=H, a H(1)=H.
Vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru H, budeme znacit |n) a E, . Pro stopy operatort
ve (14.46) mame tak
Tr(exp[-BH, V)= zﬂx |lexp[- BH, ]V |n) = Zexp - BE, V., (14.47)

Tr(exp[— B H,|exp[uH, ]V exp[-uH,]V )=
S5 (el pHJeoluHV mmleol-u v = 44s)

Zexp - BE,Jexp[u(E,—E,) [Vyn Viny

Vztah (14.46) je ted
exp[ - BF]=exp[-BF,]- gZﬂv exp[ - BE, |+

25 gy foslAE ool SE] —
2 o E,—E,
Volnou energii napiSeme také jako mocninny rozvoj
F=FR+&R+&F+- (14.50)
takze
exp[—,[)’F] :exp[ -f FO](l—f,[)’Fl + 52(%[)’2 i sz +J . (14.51)

Porovnani (14.49) a (14.51) dava

Tr(H,exp[ - #H,])
Tr(exp[ -8 H,))

F, =exp| ,BF]ZV exp[ - BE,]= (14.52)
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~Le2F,]

F,
( DV, exp[- j (Z’Vnn
I

exp[-BE,] j(z exp[-BE, ]B (14.53)

2 exp[- S E,, | —exp[- SE, ]
E -E,

Druhy Clen na pravé strané (14.53) je zjevné zaporny, Ze neni kladny i prvni Clen je vidét

z Cauchyho — Schwarzovy nerovnosti (pro skalarni souciny)

2 < (Zn:|an|2j(zn:|bn|2j , (14.54)

n—=n

zvolime-li

a,=V,, exp{—g En} , b, = exp[—g En} : (14.55)

Mame tedy pro koeficient F, dokéazano, ze F,<0. Pokud chceme s jistotou ukazat, ze plati

d*F (&)
d&l

pro vSechna & (tedy také pro £=1), musime postup ponékud zobecnit. Pro dalSi vypocty

<0 (14.56)

prepiSeme nas vysledek do tvaru
F<F, , (14.57)

kde
11 2W_ —W
—— m__nt | (14.58
j (z " n”j} ZmZH’Vmn En_Em ( )
pritom E, jsou vlastni hodnoty operatoru H, a

exp[- A E, ]

b
Fa = I:0 +;annn _E((;Wn rvnn

e (14.59)

> exp[- BE,]

V prvni aproximaci je mozno zapis nerovnosti zkratit na
F<F, , F,=F+(H-H,), . (14.60)

14.4 Nerovnost pro volnou energii (2)
V tomto odstavci postupujeme podle kapitoly Minimalni princip pro volnou energii

v knize S.V. Tjablikov: Metody kvantovoj teorii magnetizma (Nauka, Moskva 1975).

Véta: Hamiltonian soustavy at’je H=H,+H, . Potom plati nerovnost
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Tr(H,exp[- B H,])
Tr(exp[-AH,])

(14.61)
kde volné energie jsou
F= —%In(Tr(exp[—ﬂ H ])) , F= —%In(Tr(exp[—ﬂ HO])) : (14.62)
Didkaz: At H je funkci néjakého parametru &, tedy H :H(cf). Déale uvazujme veliCinu
exp[H (f)t], kde t je néjaky dalSi parametr. Zfejmé plati
%exp[H (E)t]=H(&)exp[H(E)t] . (14.63)

Z (14.63) dostaneme

%(d%gexp[ H ( ]j —(—exp[ H( t]} =

H(f);—geXP[H t]+ exp[H )ty (14.64)
d%exp[H(g)t] =0 .
Definujeme dale
f—fexp[H(ef)tkexp[H(f)t]U(t) , (14.65)
takze méame
dL(th(t):exp[—H(f)t]dlg—f)exp[H(f)t] , U(t)_, =0 . (14.66)

Z predchozich dvou vztah( dostavame

dd—égexp[H (&)]=exp[H (&)U (1) =
(14.67)
exp[H ]jexp[ H ( ((;'C exp[H t]dt '

Vezméme ted specialni pfipad H (§)= A+ £ B a poCitejme stopu obou stran rovnice (14.67)
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d _i B
Tr(d—fexp[Aﬂf B]) = dgCTr(exp[A+§ B])=

Tr[exp[mgB]jexp[—(mgs)t]Bexp[(A+§B)t]dtj:
Tr(exp[A+£B]B)
takze
;—éTr(exp[AJrfB]):Tr(exp[A+§B]B) =

2

d Tr(exp[ A+&B]) = digTr(eXp[AJrf B]B)=

2

Tr[exp[AJrf B]jexp[—(A-kf B)t |Bexp| (A+¢& B)t]dtj B .

Stopu spocitame pomoci vlastnich vektor( operatoru H (§)= A+£B

(A+EB)|n)=¢,|n) .

Mame
d2
S Tr(exp[A+£B]) =
1
ZZexp[gn]jexp[—gnt] B, exp[&,t]dtB,, =
nom 0
2exp[e, ] —exp[e,]
B >0 .
rhzm a En — &y
Plati
d? f

Pro stopy operatord plyne z (14.71)
Tr(exp[ A+&B]) = Tr(exp[A]) + Tr(exp[ A]B) .
Zvolime nyni £=1a déle

Tr(H,exp[- BH,]) |

A=-pH, , B=-p(H,-H,) , H,=
N A ) Tr(exp[-AH,])

Po malé Upravé dostaneme
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Tr(exp[ - A(H,+H,) ]) > exp[ A H, | Tr(exp[- fH,]) . (14.75)

Po zlogaritmovani a dosazeni vyrazd pro volnou energii dostdvame vztah (14.61), ktery jsme

méli dokazat.

15. Priklady pouZziti poruchové teorie

15.1 Klasicka aproximace
Vyjdeme ze vztah( (14.58) a (14.59)

b
I:a = I:O +;annn _E((gwn rvnn

2W, —W,
En_Em

e

- exp[- S E, ] |
" > exp[- BE,]

Pro vysoké teploty (malé hodnoty B), kdy jsou rozdily mezi energiovymi hladinami malé ve

(15.1)

srovnani s k, T, miizeme aproximovat

W W exp| B(E,~E,)]-1

- ~ BW. | 15.2
E_E E_E BW, (15.2)
takZe dostavame
2
F :FO+ZWnVnn—§ an Zvnmvmn—(anvnnj . (15.3)
n n m n
(v2),,

Zavedeme-li pro stfedni hodnotu oznaceni

(f)=>w f (15.4)

muzeme (15.3) zapsat jako

F:FO+<v>_2leT<(v_<v>)2> . (15.5)

K tomuto vyrazu dospéjeme klasickym vypoctem (Carka u integralu znamena, Ze ekvivalentni

oblasti fazového prostoru se berou jen jednou)

exp{—kFT}zfexp{— o p,q?:fV(p,q)}drz

J ’exp{_%}p%%f{vgmdr
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Volnou energii také napiseme jako F ~F, +&F, +&* F,, vyraz na levé strané je pak

F 0 PR O
of el e ) e

Porovname koeficienty u mocnin & a dostavame (poloZime pak jako obvykle £=1)

F=F +J exp{%}@(p,q)%}dr +

2 (15.8)
1 : Fo_Eo(p’q)
o]
kde
F=-k.Tln /exp _E(p.9) dr (15.9)
0T ke T | |

Zavedenim oznaceni pro stfedni hodnotu
/
(f}zJ f(p,q)exp{%_l(_p’q)}dr (15.10)
prejde (15.8) na (15.5).
15.2 Anharmonicky oscilator
JestliZze pfibereme ve vyrazu pro linedrni oscilator kubicky €len v rozvoji potencialni
energie, je vhodné uz dopredu predpokladat, Ze stfedni poloha neni x=0, ale néjaky obecny
bod x=a. Mame pak
H=H,+H, , (15.11)
kde

2 2 2
HO:Zp—m+ mza) (x—a)2 , H,=f x3+mTw[x2—(x—a)2} : (15.12)

Prejdeme k nové souradnici y=x-a, takze

mo’ ,
Hy=—+ ,
T om g Y

(15.13)

3 2 2 ma)2 2
H(y)=fy +3fay +(3fa+ma))ay+(fa+ > Ja

Ze vztahu (12.52)
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12

ma ma ha
oy (Y. y.T)= — exp{—7y2tanh2k T} (15.14)
2 hsinh B
Ke
spoCteme volnou energii
exp| 2 | = — ! _2sinh 12 (15.15)
) 2k, T

jpu (x,x,T)dx

—00

takZe pro normovanou matici hustoty mame

Y2
mao hao mao ho
,Y,T)=| —tanh exp| —— y* tanh : 15.16
p(y.y.T) (ﬁh kBTj p{ Y ZKBJ (15.16)

Liché mocniny y ve vyrazu pro Hl(y) daji pfi vypoctu stfedni hodnoty nulovy pfispévek,

takze z(stava jen

me’) , 7 R
<H1>=[fa+ 2a) jaz Ip(y,y,T)dy+3faIyzp(y,y,T)dy:
- - (15.17)

2
fa+m@ a2+§fa h coth ho
2 2 “mo 2k, T

Zanedbame &len fa®, takze pfi minimalizaci <H1> vzhledem k zatim volnému parametru a

dostaneme

a=—— coth . 15.18
2 m’a’ 2k, T ( )

Dosazeni (15.18) do (15.17) dava (opét pfi zanedbani ¢lenu f a®

2 2
(H)=—tmata? =—2 121 _fcotn 12 (15.19)
2 8§ Mol 2k, T
a tedy
2 2
F ok T 2sinh— 2 | g2 W foopy 1@ | (15.20)
2k,T) 8 ma'l 2k, T

15.3 Pohyb v ohranicené oblasti (jednorozmérny problém)
V tomto pfipadé je

2

H :HO+H1:2p—+V(x) , (15.21)
m

kde
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(x-a)" . (15.22)

Miizeme v principu minimalizovat (H,)

v2 7 )
mao fiow m e ho maw
H,)=| ——tanh exp| —— y’ tanh V(y+a)- ?tdy(15.23
(Hs) (ﬁh kBTj J p{ n ) 2kBTH (v+a) 2 y} v )

vzhledem k parametrlim a a w, tj. ziskat rovnice

6<H1>:O , Mzo (15.24)
oa ow

a fesit je vzhledem k témto parametrdm. Pro jiny nez velmi specialni tvar potencialu je to
uloha ur€ena k numerickému reSeni.
15.4 Virialovy teorém po druhé

Budeme uvaZzovat 0 zménach souvisejicich s infinitesimalni zménou linearnich rozmér(

Lo>L+el . (15.25)
Predtim pfipomeneme, Ze plati
__OF| __oFdL| __ 12/38F| apv —-L " (15.26)
V[ oLdv|  3v¥aL| oL,
Méame
Flog = FL+ <HL(1+5) - HL>HL - (15.27)

Hamiltonian nerelativistickych Castic, jejichZ interakce je binarni a zAvisi pouze na

vzdalenosti dané dvojice je

DN

p
HL:ZaZZma+§V(rab) . (15.28)
a<b
Potom
P N
HL(l+g) = gm + %V ((1+ 8) I’ab) ~
(15.29)
2
H +¢& —ZZZF;; + 2V ()
a a a,b
a<b
a tedy
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a a

%<HL(1+5) - HL>HL :_2<

a<b
Upravujme
LaF ~L FL(1+£) -F _ <HL(1”) B HL>H

Y = Lo 15.31
oL Le & ( )

Vztahy (15.26) a (15.30) dosazeny do (15.31) davaji viridlovy teorém

3PV:2<Z%>— SV (1)) (15.32)
a a,b

a )
a<b

15.5 Invariance volné energie
Pokud je hamiltonian pozménén néjakou infinitezimalni transformaci charakterizovanou

parametrem &
H — H(e) (15.33)
a volna energie se pfitom nezmeéni
F=F(e) , (15.34)

dostavame vztah

_ oH (¢)
<H(6‘)—H>H =0 = <6—g

g

> =0 . (15.35)

V pfipadé se zménou Skaly soufadnic a hamiltonianem (15.28) je podminkou konstantni volné

energie nezavislost F na objemu (tedy P=0). Dostdvame tak

p:
Y A -

a<b

16. Nerovnovéazny idealni plyn

16.1 Zakladni pojmy
Kazdy makroskopicky stav idealniho plynu budeme charakterizovat nasledujicim
zplisobem. Rozdélime vSechny mozné kvantové stavy do tfid blizkych stavli — kazda tfida

obsahuje pfedevsim stavy s velmi blizkou energii. TFidy o¢islujeme pomoci indexl j=1,2,...

Pocet stav(i v kazdé tfidé oznacime jako G, , pocet Castic v této tfidé jako N,. Stav soustavy
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je tedy plné charakterizovan souborem Cisel {N j} . Predpokladame prirozené, ze G, , ale také

N; jsou velka Cisla.

Entropie soustavy je Umérna statistické vaze daného makrostavu — tedy poctu zplsobd,
kterymi lze tento stav realizovat. Jednotlivé tfidy povaZzujeme za nezavislé podsoustavy,

mame tedy pro statistickou vahu celé soustavy

Al =]]Ar; . (16.1)
j

16.2 Kilasicky plyn

Zakladnim predpokladem pro Kklasickou soustavu je, Ze obsazeni kvantovych hladin je
velmi Fidké, tj. ﬁj:Nj/Gj <1 (pfitom ale porad N; je dostatecné velke). MiZeme tak
prfedpokladat, Zze se Castice umistuji na hladiny nezavisle jedna na druhé (malad
pravdépodobnost, Ze se ,,potkaji* na urcité hlading). Potom jde o pravdépodobnost obsazeni

kazdou z N; Ccastic jednoho z G, stavll — variace s opakovanim — ale podélenou poctem

permutaci N, Castic (Castice jsou stejné)

G
e I
Al = NI (16.2)
Pro entropii tak mame
S =ky INAT =k, D" INAT; =ky D" (N;InG; —In(N;1)) . (16.3)
i i
Po aproximaci
N
In(N!)~ N In— (16.4)
e
dostavame pro entropii vyraz
eG,
S=k; > N.In—L . 16.5
o 2Ny Iy (16.5)

j

Vztah (16.5) prepiSeme pomoci obsazovacich Cisel na

S=Kk ZG In— . (16.6)

J
Ve stavu statistické rovnovahy nabyva entropie maximalni hodnoty. ZapiSeme-li dopliujici

podminky
ZNi:ZGiﬁi:N ’ Z‘giNi:Z‘ngjﬁj:U ) (16.7)
J J J J

hleddme extrém metodou Lagrangeovych multiplikétor(
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0 S+aN+pU)=0 (16.8)
( )

N

Derivovani dava
G (~kgInf, +a+ Bg)=0 , (16.9)

odkud pro obsazovaci Cisla
= exp{ki(a + fé&, )} (16.10)

B

Konstanty ur¢ime z termodynamického vztahu, kdy pfi konstantnim objemu je

dUu=TdS+ uxdN , (16.11)
takze
y7; 1
£ —_= 16.12
T s = ( )
a dostavame skutecné Boltzmannovo rozdéleni
= M= &
n =exp| —=| . 16.13
k p[ T } ( )
Poznamka: Pfi kvasiklasické situaci je
Ap . AQ
_ () —HG) _
Gj=—"T— =47, . Ni‘”(mnﬂuﬂAﬁn ’ (16.14)

b (2xh)
kde s je pocet stuprili volnosti. Pfejdeme pak od sumace k integraci a pro entropii dostavame

vztah
S:k?fnm%dr (16.15)

16.3 Fermiho plyn
V kazdém kvantovém stavu mize byt jen jedna Castice, ale celkové je mnoho N, stale

velmi velke Cislo, stejneho fadu jako G;. Vzhledem k vlastnostem fermionl je statisticka

vaha poctem kombinaci bez opakovéani, takZze mame
G.!
AT = ! (16.16)

J (GJ'_NJ')!NJ'!

Entropie je (vSechny faktorialy aproximujeme vztahem (16.4))

S =ky 2.{G,InG; —N;InN; - (G, ~N;)In(G, - N, )} (16.17)
j

nebo prepsano pomoci obsazovacich Cisel
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S ==K, 2.G, {, I, + (1, )In(L-,)} . (16.18)

Pridanim doplnujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Fermi — Diracovo rozdéleni

exp{ahﬂgﬂ
K
n = B (16.19)
exp atpa +1
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
m = ! (16.20)
exp{w}tl
kg T
V jaké limité prejdeme od statistické vahy (16.16) ke klasické, dané vztahem (7.15)? Potfebné
Upravy jsou
G.—N.
(Gy=N;)!=(G;=N;)In Je -=
(16.21)
G INSLoN NG +N +(G,~N )i 1—i |~ G 16
e i+(G;=N;)In BT A
J
kde zanedbavame zbytek
N. N?
N,.|nGj+Nj+(Gj—Nj)|n(1—G—:]z2—GJj . (16.22)

16.4 Boseho plyn
Na rozdil od fermionl mlze byt kazdy kvantovy stav obsazen libovolnym poctem
bosond. Statistickd vaha je dana poctem kombinaci s opakovanim. Standardni pfedstava o

vypoctu uvazuje rozmisténi N, kulicek do G, prihradek. Jde tedy o poCet moznych
usporadani souboru G;-1+N; hranic mezi prihradkami a kulicek - to je (Gj —1+Nj)!. Pak
je tfeba nezapocitat identicka usporadani (hranice jsou stejné, kulicky jsou stejné). Statisticka
vaha je tedy

Ar._(Gj+Nj—1)!

b6, -1)INg (1623

PFi vypoCtu entropie kromé pfibliZzného vyjadreni logaritmu faktorialu velkych Cisel podle

(16.4) zanedbame také jednicku oproti G; a dostavame
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S =ky 2{(G;+N,)In(G;+N;) = N;InN, -G, InG | (16.24)

i
nebo prepsano pomoci obsazovacich Cisel
S =ky 3G, {(1+m, )In(L+m;) 1 Inm | . (16.25)
i
Pridanim doplnujicich podminek (16.7) a nalezenim maximalni hodnoty entropie dostaneme

pro rovnovazny stav Bose — Einsteinovo rozdéleni

exp{a 1’8 & }
n = 2 (16.26)
1-exp a+ P
kB
neboli po dosazeni ze (16.12)
m = ! (16.27)
exp |:6'k—/,l:| -1
kg T
Pro prechod od statistické vahy (16.23) ke klasické hodnoté (7.15) upravujeme
G —-1+N,
(G;+N;-1)t~(G; -1+ Nj)ln'TJrlz
(16.28)

(Gj —l)InGje_ +N, |n((3j _1)_Nj +(Gj —1+Nj)ln(1+GNj 1] ~G,IG)" |

j
kde zanedbavame (je vhodné zaznamenavat kazdy krok aproximaci, i kdyZ vypada zcela
trivialng)
2
N;

N.
(G;—1+N;)Inf 1+—1— |-N; ~» ——L (16.29)
G,-1 2G,

U bosond mohou nastavat situace, kdy pocet Castic je mnohem vétsi nez pocet hladin —

n, >1, tedy situace opacna ke klasicke statistice. V takovém pfipadé upravujeme

G -1+N,
(Gj+Nj—1)!z(Gj—1+Nj)|nf=
(16.30)
NINj G. -1)InN; — (G, -1)+(G, -1+N)I lGj_1~N'NGi"1
j”j*( i =1)InN; = (G ~1)+(G; =1+ N, )In| 1+ NN
J
a statisticka vaha je pak
N>
AT =— — | (16.31)

"G, -1)!

Entropie takoveho stavu je (opét zanedbavame jednicku oproti G;)
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eN;
=k .G, ==+ . (16.32)
J

J

17. Fluktuace

17.1 Gaussovo rozdéleni
Entropie jako funkce energii podsoustav urCuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu

téchto energii ve vyrazu exp[S/kB]. JestliZe energie zavisi na néjakém parametru x, miizeme

proto pravdépodobnost, Ze parametr x leZi v intervalu (x , X+d x) zapsat jako

w(x)dx W(x):konst.exp{y} : (17.1)

B
Tento vztah poprvé uvedl Einstein (Theorie der Opaleszenz von homogenen Flissigkeiten
und Flissigkeitsgemischen in der N&he des kritischen Zustandes, Annalen der Physik 33
(1910), 1275 —1298). Uvahy, které vedly ke vztahu (17.1) jsou zcela v ramci klasické fyziky.
Uvedme tedy nejprve podminky toho, aby kvantové fluktuace byly zanedbatelné

s fluktuacemi termodynamickymi. Kvantova neurCitost AE stanoveni energie pfi méreni
veli€iny x s pfesnosti Ax musi byt alespori

AEAX~h)’(~h§ , (17.2)
kde 7 je doba charakterizujici rychlost, sjakou se méni veliCina x s hodnotami mimo
statistickou rovnovahu. Tato doba mUze byt blizka relaxaéni dobg, ale také periodé néjakych

vybuzenych vin. Pfirozené poZadujeme Ax< X, odkud

AE > n : (17.3)

T
S touto neurcitosti energie je spojena neurcitost entropie

AS h
_—>
Kg Tk, T

(17.4)

Pro platnost klasického vztahu (17.1) je nutné, aby kvantova neurcitost entropie byla mala ve

srovnani s Boltzmannovou konstantou, tedy musi platit

T>

175
kg T 17.5)
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Vztah (17.5) je hledanou podminkou pro to, aby termodynamické fluktuace prevazovaly nad
kvantovymi. Je vidét, Ze pfi pfili§ nizkych teplotach nebo pfilis rychlych zménach sledované
veli€iny tato podminka nebude spInéna.

Predpokladejme vhodnou volbu pocatku odecitani veliCiny x, tj. pfedpokladejme <x>:0.

Entropie S(x) ma maximum v x=<x>:0 (rovnovéazny stav), proto mame

2
Sl o, O3 <o, (17.6)
OX|,_, X"\,
odkud
S S(0
() 3O B | pso (17.7)
k, Kk, 2
a
LY o B
dx=|-— ~Zx?|ldx . 17.8
w(x)dx (27[} exp{ ZX} X (17.8)

Normovaci konstanta je zvolena z prfedpokladu —wo<x<oo. Vztah (17.7) jsme sice odvodili
pro malé hodnoty |x| ale vzhledem k rychlému poklesu Gaussovy kfivky se rozSifenim

intervalu nedopoustime znatelné chyby. Stfedni hodnota druhé mocniny fluktuace je

<x2>: T x? W(x)dx:% , (17.9)

takZe mGZeme vztah (17.8) psat také jako

w(x)dx = Wexp[-%}d X

Pro hladkou funkci f (x) s od nuly rGiznou prvni derivaci v x=0 dostavame

)= {(e-)-(2] | e @y

17.2 Gaussovo rozdéleni pro nékolik proménnych

(17.10)

Pokud je entropie funkci n parametrd S(xl,...,xn), je rozvoj v okoli rovnovazného

stavu
s s, 1

k_:k__EﬂikXi X v Bu=Pa - (17.12)
B B
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PFi zapisu pouzivame sCitaci konvence — pres opakujici se indexy se s€itd od 1 do n. Hustota

pravdépodobnosti w je nyni dana vztahem
1
w= Aexp[ ﬁ,kxxk} o Jwdxdx =1 (17.13)

Transformace x,=a, x. bude diagonalizovat kvadratickou formu, pokud
fia a. =0, = [ XX =0 Xx . (17.14)
Z maticoveho vyjadreni dostaneme pro determinanty
pat=1 = (deta)’ =detf . (17.15)

Vime, Ze |deta| je Jakobian transformace, takze mame

n
©

n/2
A|deta| Jexp{—zx }dx =(A:j(2t%:l : (17.16)
e

Pro hustotu pravdépodobnosti w tak mame
_ (detp)"”
(Zﬂ)n/z

Zavedeme veliCiny X, termodynamicky sdruzené k x, vztahem

xp[ ﬂ,kxixk} . (17.17)

1 0S
X =——"=8 X . 17.18
i kB 6Xi ik 7k ( )

Vzhledem K linearni zavislosti v (17.18) plati i inversni vztah — je-li S vyjadfena pomoci X,
mame
1 oS S §, 1

X =—-—-— |, —=20__(p8") X X, . 17.19
i kB axl kB kB Z(ﬂ )ik i k ( )

Stredni hodnotu souCinu x; X, spocteme pomoci integrace per partes

1/2
(x X, detﬁ jj[ [ ,6’ikxikadx1...dxn:5ik. (17.20)

Vynasobenim matice stfednich hodnot (x X, ) matici S nebo matici B dostavame dalsi
vztahy, takze celkové mliZzeme psat

<Xixk>:5ik ’ <xixk>:ﬁik ' <Xixk>:(ﬁil)ik : (17.21)

95



Plati-li pro nékteré dva parametry (oznaCime je x, a X,) <x1 x2>=0, pak jsou fluktuace téchto

parametr(l statisticky nezavislé. Integrujeme-li hustotu pravdépodobnosti pres vsechny

zbyvajici proménné, zlstane pouze
1 1
W, = konst.exp[—z,ﬁ’l’l X2 — Bl X X, — Eﬂz’z xzz} : (17.22)

Z (17.21) mame
(x%)=0 = (B7),=0 = A,=0 . (17.23)

Posledni implikace plyne z (ﬂ”l)lz =—f3,/det8’ . Rozpada se tedy (17.22) na soucin dvou

nezavislych Gaussovych rozdéleni. Tvrzeni v opaném sméru je trivialni: jsou-li parametry

nezavislé, je (x,X,)=(x)(x,) a protoze mame viechny stfedni hodnoty parametr(i volbou
po&atku rovny nule, je (x,x,)=0.
17.3 Fluktuace termodynamickych veli¢in

Odvodime nejprve potfebny vyraz pro minimalni praci R kterou vykona vnéjsi objekt

min ?
e

nad télesem. UvaZujme soustavu (téleso) uzavienou v rozsdhlém vnéjSim prostfedi, jehoZz

teplota T, a tlak P, se lisi od teploty T atlaku P télesa. Téleso miZe vykonavat praci nad

néjakym objektem, ktery je tepelné isolovan jak od studovaného télesa, tak od vnéjSiho
prostfedi. VSechny tfi podsoustavy (téleso, objekt, vnéjsi prostfedi) tvofi dohromady
uzavienou soustavu. Vnéjsi prostfedi ma tak velky objem a energii, Ze zména téchto veliCin
zplisobend zménami télesa nevede k pozorovatelnym zménam tlaku a teploty prostiedi, takze
je mdiZzeme povaZzovat za konstantni.

Pokud by vnéjsi prostfedi neexistovalo, byla by prace konana télesem nad objektem
jednoznacné dana zménou energie télesa mezi pocateCnim a koncovym stavem. Existence
prostfedi Cini vysledek nejednoznalnym a vznik& opét otazka o maximalni hodnoté prace,
kterou mlzZe téleso vykonat pfi dané zméné stavu. Pokud pfi pfechodu z jednoho stavu do

voev s

druhého koné téleso praci nad vnéjSim objektem, potom pfi opacném prechodu musi konat

v,

praci vnéjSi objekt nad télesem. Najdeme-li tedy pfi pfimém prfechodu mezi dvéma stavy

je to zaroven hodnota minimalni prace R® | kterou pri

min ?

télesa maximalni hodnotu prace R

max !
opacném prechodu vykona vnéjsi objekt nad télesem.

V prlibéhu prechodu si téleso mlZe vymeénovat teplo i praci s vnéjSim prostfedim. Pfi
zméné stavu se tedy celkova zmeéna energie télesa sklada ze tfi Casti: z prace konané nad

télesem vnéjSim objektem R, z prace konane prostfedim a tepla ziskaného z prostredi. Jak
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jsme jiz uvedli, velké rozméry prostfedi umoZnuji povazovat jeho tlak a teplotu za konstantni,

je tedy prace konana vnéjSim prostfedim nad télesem rovna P, AV, a predané mnozstvi tepla
—T, AS, . Indexy nula patfi veliCinam charakterizujicim vnéjsi prostredi. Mame tedy

AU =R® + P, AV, — T, AS,
(Na leve strané je zména vnitfni energie télesa, ale na pravé strané jsou prace a teplo vnéjsich

zdrojd, proto opacna znaménka oproti konvenci prvni véty). Ze zachovani celkového objemu
a zakonu rostouci entropie mame
AV +AV,=0 , AS+AS,>0

Dosazenim dostdvame nerovnost

R >AU —T,AS+ P, AV . (17.24)
Rovnost je dosaZena pfi vratném déji — opét dochazime k zavéru, Ze pfechod je realizovan
s minimalni vynaloZenou praci (a opatny pfechod s maximalni vykonanou praci), je-li dgj
vratny. Mame

RO =AU -T,S+PRV) . (17.25)
Minimalni préaci lze také interpretovat nasledujicim zplsobem. Oznaéme S, celkovou
entropii soustavy téleso plus prostfedi a U, celkovou energii. Pokud jsou téleso a prostredi
Vv rovnovaze, plati

S, =S, (U,)

Nejsou-li v rovnovaze, je celkova entropie soustavy (pfi dané hodnoté celkové energie) mensi

0 —AS, (pfirozené AS, <0). Na obrazku tomu odpovida tseCka ab. Horizontalni Gsecka

/
S( 4I/

—AS;

U

cb odpovida zméné energie pfi vratnému deji — prfechodu od stavu télesa v rovnovaze

s prostfedim do stavu, odpovidajiciho bodu b. Ukazali jsme, Ze pfi vratném déji je prace
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potfebnad k tomuto prechodu minimalni. Ponévadz uvaZzujeme jen o malych odchylkéach od

rovnovahy, mizeme podle obrazku psat
ds, (U,)

—ASt - Rr(:i)n
du,
a protoze dS, /dU, =1/T,, mame nakonec
R 1
AS =——"n —— = (AU —T,AS + B, AV) . (17.26)
TO TO

Vréatime se ted k fluktuacim. Hustotu pravdépodobnosti napiSeme pomoci zmény
entropie celé uzaviené soustavy
R

AS ’
W ~ ex Ll=exp| ——mn | 17.27
p{ . } p{ kBT} ( )

a R, je prace vykonana nad malou zkoumanou Casti celku, podrobenou fluktuaci

R® —AU -TAS+PAV (17.28)

kde AU, AS a AV jsou zmény energie, entropie a objemu zkoumané malé ¢asti, T a P jsou

teplota a tlak celé soustavy. PrepiSeme jesté (17.27) na

W~ exp AU -TAS +PAV (17.29)
ke T
Rozvineme-liv R, vyraz AU do Taylorova rozvoje, mame
2 2 2
AU =g My 18 Lﬁ (AS) +2 0U Asav+ 2 Li(AV)Z =
0S oV 2| 0S oS oV oV
(17.30)

2 2 2
Tas - PAV + [ Y a5y 4299 Asav + 29 (avy
2| 8s oS v oV

Ve vyrazu pro R se tak linearni €leny vyrusi a z(istavaji jen kvadratické, které vSak snadno

pfepiSeme na

Rrﬁ,?,zl asa| Y] raval M
2 oS, oV

H :%(AS AT —AV AP) . (17.31)

Vysledny vyraz pro hustotu pravdépodobnosti je

W~exp{APAV — AT AS} (17.32)

2k, T

Priklad 1: Entropie a tlak jako funkce teploty a objemu. Je
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05 =B AT+ B av =Sar+ Pl ay
aT|, oV, T aT |,
APza—P AT+8_P AV
oT |, oV |
PFi Gpravé jsme vyuZili
os__@F 0P OF

dF =—SdT - PdV =- . —=-
N oveT ' aT  aTov

Dosazeni (17.33) do (17.32) dava

W~ exp| — S 2(AT)2+ 1 _op (AV)2
2k, T 2k T V|,
Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne
kg T? NV

(ATAV)=0 , ((aT)")=

, <(AV)2>=—kBTa—P

T

Z termodynamickych nerovnosti mame pfirozené C, >0 a oV /o P|T <0.
Priklad 2: Objem a teplota jako funkce entropie a tlaku. Je

oV

_N AS +—
oP

AV =—
0S
_or

AT =—
0S

AS +%
oP

AS+8—T

oP

oP|,

AP :LAS +8—T
Co oP

AP

P S S

AP

P s S

PFi Gpravé jsme vyuZili

2 2
dW =TdS +VdP N__ oW a_ow

S 8SeP ' 6P oPasS
Dosazeni (17.33) do (17.32) dava
1 oV 2
W~ exp| — AS ? + —1 (AP
p[ 2chP( ) 2kBT8PS( )}

Z obecného vyrazu (17.21) pak plyne

(85P)=0 . ((a5)=keC, . {(aP))=-kTZ

S

Z termodynamickych nerovnosti mame C,>0 a 8P/8V|S <0.
Priklad 3. Energie jako funkce teploty a objemu. Je

oP

ou
- AV =C, AT +| T
coat+| 75

AU =—
oT

AT+8—U

- P:IAV
v '

\v T
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PFi Gpravé v (17.41) jsme pouzili termodynamickych vztah

dU=Tds—Pdv =T a1 (T3] _p|av (17.42)
o), V|
c,
a
0S| _Of_oF | _of oFf ) _oP (17.43)
v “ov|or), ) Tarl av) )| Tt
T v

Z (17.41) vypocteme <(AU )2> a po dosazeni za (AT AV), <(AT)2> a <(AV )2>z (17.36)
dostavame

2
oP oV

AU ) =—k, T| T —P| = +C,k,T? . 17.44
((avy’) B(aTV JaPTcVB (17.44)
Priklad 4. Fluktuace odklonu od vertikalni polohy matematického kyvadla. Je to jeden
z mnoha prikladl, kdy nesledujeme fluktuaci termodynamickych veligin, ale néjakych
parametr(l soustavy, jejichz pomoci je vyjadifena minimalni prace. Pro matematické kyvadlo

(se standardnim znaCenim veliCin) mame

1

R =-mg o . (17.45)
PrepiSeme-li (17.27) pro tento pfipad na
e 2
W~ exp{— Eﬁ } = exp{%{lﬂ] , (17.46)
dostavame
(¢%)= :]BgTI . (17.47)

17.4 Fluktuace poctu Céastic

Ze vztahu (17.36) dostaneme podélenim druhou mocninou poctu ¢astic

()45
N N2 OP

Na levé strané tak mame fluktuaci objemu pfipadajiciho na jednu Castici. Je potom mozné tuto

(17.48)

T

fluktuaci pripsat nikoliv malé zméné objemu pfi pevné daném poctu Castic, ale malé zméné
poctu Castic pfi pevné daném objemu, tedy

A _y Ai:—iZAN . (17.49)
N N N
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Dosazeni (17.49) do (17.48) dava

2
<(AN)2>:—kBT2N N (17.50)
V?  oP|
Napfriklad se stavovou rovnici idealniho plynu mame
N _ NkT__ V2 (17.51)
oP|. p? Nk T '
a tedy
(aN))=N (17.52)
Ve vztahu (17.50) upravime pravou stranu
2
Ny i(ﬂj (17.53)
VZoP| oP\V ),

Protoze N/V:f(P,T), je jedno, derivujeme-li tuto funkci pfi konstantnim N nebo V,

miZeme dale upravovat

Ni(ﬂj _NoN[_oN| aP[ _oN| (1754
aP V T,N V al:)|T,V al:)|T,V a’u|T,V a’u|T,V
PFi Gpravé jsme vyuZzili vztah pro termodynamicky potencial
_dQ=PdV +VdP=SdT+Ndy = ~_%P (17.55)
Vo oul,
Mame tak misto (17.50) vztah
(AN)) =k T N (17.56)
Oty

Povazujeme-li za zkoumanou podsoustavu Castice na k — té kvantové hlading, mame

z predchoziho vztahu

on,
An ) )=k, T =% 1757
((an )} =k, ol (17.57)
Pro Boltzmann(v, Fermiho a Boseho plyn mame postupné
_ L on.  _ —
ne =exp %} = kBTa_;:nk = <(Ank)2>:nk , (17.58)
m = L o w1 @qan) = <(Ank)z>:ﬁk(1—ﬁk) , (17.59)
&~ H H
exp +1
{ kBT i
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= ! kT Do (14m) = ((an,)")=m, (1+7,) . (27.60)
&~ H op
et |
B

Vytvorime skupiny castic tak, Ze do nich zafadime Castice, které obsazuji kvantové hladiny s

blizkymi hodnotami energie gkzg(”. PocCet takovych hladin oznatme G takze stiedni
poet &astic ve skuping bude N'V=G'n"=G"> 7, . Vzhledem ke statistické nezavislosti

fluktuaci obsazeni jednotlivych hladin mame

(An A )=0 = <(AN“))2>=<(A2nk)2>=<Z(AnK)z> . (17.61)

Pro Boltzmannovo, Fermi — Diracovo a Bose — Einsteinovo rozdéleni tedy plati

NU

<(AN(”)2>= I\_l(”(l—g—((gj | (17.62)

N(j) s I\_l(’)
(;(D

PFi aplikaci na zafeni Cerného télesa povazujeme za jednotlivé skupiny souhrn kvantovych

stavll fotonu v objemu V s frekvencemi v intervalu(a),a)+Aa)) — horni index ¥ prislusné

skupiny budeme vynechévat - tj. pocet stavll bude

2 Ao (17.63)

Misto poctu fotonll budeme popisovat odpovidajici energii U, =N#nw, takze z tfetiho

Aw

vyrazu v (17.62) dostdvame

rct (U M))Z

17.64
V o’ Aw ( )

<(AUAw)2>=ha)UAw +

Tento vztah poprvé spocital Einstein (Zum gegenwartigen Stand des Strahlungsproblems,
Physikalische Zeitschrift 10 (1909), 185 — 193) z vyrazu (v naSem znaceni)

1 d?s

W~ exp| —————
P 2k, dAUZ

(au, )| . (17.65)

AU, =0

pfitom entropii vzal z Planckova vzorce pro zareni erneho télesa.
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17.5 Poissondv vzorec
Pro malé fluktuace a plyn blizky klasickému je fluktuace poctu ¢astic v daném objemu
plynu déna vztahem (17.52), takZze pro pravdépodobnost nalezeni poCtu Castic v intervalu

(N,N+AN) mbZzeme psét

1 N-N

Bude-li vSak objem V velmi maly, mliZze byt i poCet ¢astic v ném maly a pak je potfeba pocitat
pravdépodobnost jinak. Celkovy objem a pocet Castic oznaCme V, a N,. Predpokladame
homogenni rozlozeni Castic v celém objemu V,. Pravdépodobnost, Ze se N Castic nachazi a
N,—N ¢&astic nenachazi v objemu V je (V/VO)N (l—V/VO)N°_N. Pocet takovych stavl je dan

poctem kombinaci bez opakovani, takze celkem dostavame

wNz(NOJ[iJ (1—1J B : (17.67)
NV, Vv,

O spravnem normovani se snadno presveédcime
N v ov)"
ZWN:(1—7+—j =1 . (17.68)

Nyni pro V <V, = N <N, vezmeme v (17.67) pfiblizné

N,—N

: N, .
In(NO!):NOIn?O:(NO—N)I -

0 NN = (N —N)INY (17.69)

a vexponentu polozime N,—N=N. SoznaCenim stfedniho poCtu Castic v objemu V

N =(V Vo) N, dostava vztah (17.67) s témito aproximacemi tvar

- N,
wo=N [ N (17.70)
NN,

Provedené aproximace porusily normovani, ale provedeme-li jeSté posledni aproximaci

n — \No
: X N _
lim{1-—| =exp|-Xx| = |[1-—| =exp|-N| , 17.71
im[1-%] ~expl- ( NJ o[ -] a7.71)
dostavame Poissonllv vzorec se sprévnym normovanim na jednicku

= —exp N (17.72)

Z Poissonova vzorce miZzeme odvodit Gaussovo rozdéleni (17.66) za predpoklad(

103



N -N]

N>1 , |o]= < <1 . (17.73)
Pro N! pouZijeme presnéjsi Stirlingovu aproximaci
N1=(22N)" N"exp[-N] (17.74)
a mame tak
exp| =N (1+5)In(1+5) + N &
N = il (+_) (+]/2)+ ] (17.75)
(27N (1+05))

Ve jmenovateli polozime =0, v exponentu ponechame v rozvoji ¢leny do druhého radu v 6

a dostdvame pozadované Gaussovo rozdéleni (17.66).

18. Soustava s koneCnym poctem energiovych hladin

18.1 Stavova suma a odvozené veliCiny pro dvé hladiny

Méjme soustavu N vzajemneé neinteragujicich Castic, kazda z nich musi obsazovat jednu

ze dvou energiovych hladin — bud’ & nebo ¢,. OznaCime-li poCet Castic na hladiné €, jako n,
je na hladiné & N —n Castic. PoCet kombinaci pro takovy stav s energii E, =(N —n)gl+ng2
je

N!

(N-n)in! ’ {18.)

takze stavova suma je (E,=Ng +nA¢, kdeAe=¢,—¢,)

7=

g | N! nAg P Ag " (18.2)
exp| -N— >’ ——exp| - =exp| —N — || 1+exp| —
ke T | =2 (N—n)in! k,T kT kT

a pravdépodobnost nalezeni stavu s energii E, je

_ _As B N! _NAg
wn_(lJrexp{ kBTD (N—n)!n!eXp{ kBT} . (18.3)

Volnou energii spo¢teme podle vztahu

F=—k,TINZ=Ng-Nk,T In[1+ exp{— kAgT D . (18.4)
B

Entropie je
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s=-F i [inz+T N2 )
oT oT

Ag
exp| ———— (18.5)
Ag}]+ Ag p{ kBT}
keT]) keT 1+exp[_ Ag}
ko, T

B

N kg In(l+ exp{—

a vnitfni energie

exp| — Ag
kg T

Ag
1+ exp{—k T}
B

Posledni dva vyrazy miizeme prepsat do symetrického tvaru

T2 oinZ

U:F+TS:kB —T:N 6‘1+A8 (186)

& 5
P p 1 gleXp{ kBT}‘gzeXp{ kBT} (18.7)
N kg4 In| exp| ——2 |+ exp| —2 | |+
kg T kg T kg T & £,
exp| — | T expl —
B B

&
& exp{— } +&, exp{ }
kg T kg T
5 (18.8)

]

18.2 Obecny pfFipad kone¢ného poctu hladin

U=N

Entropii vypocteme ze statistické vahy

I
S =kg In(AT') =kg In % {N In— ZN In—} . (18.9)
Rovnovazny stav budeme hledat pomoci Lagrangeovych multiplikator(
ail {S+aN+pU}=0 , N= ZN . U=Y &N, . (18.10)
k i
Dostavame tak rovnice
a+pfs,
-kgInN, +a+ 5, =0 = N, =exp | (18.11)
B

Odsud pak
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takze s oznacenim

mame

a dosazenim (18.14) do (18.9) mame pro entropii standardni vyraz

S=—kyND wInw,

Rozepsani (18.15) dava

S=kyN |n(2e><pmgi D_[)’N D wg =

%V—J

ﬂzi:NiEi
ky N In(Zexp{ﬁ;f" D - pU

B

Z druhé véty termodynamické
dU =TdS-PdV

mame
os| 1
auj, T
Derivovanim (18.16) dostavame
os| _asop oS _ g
ou|, opaou oU

(18.12)

(18.13)

(18.14)

(18.15)

(18.16)

(18.17)

(18.18)

(18.19)

Porovnani (18.19) a (18.18) dava otekavany vysledek S=-1/T . Pro volnou energii mame

F=U—TS=—NkBTIn(ZeXp{— d D ,
] kBT

pro entropii
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& p 2 eXp{_ kng}
S=NKgqIn| > expl ——L | |+ ) B (18.21)
; ke T |) kT { £ }
D exp| -
i kBT
a pro vnitfni energii
e exp{ i }
,- _
U=N- ko T (18.22)
P

Statistickou sumu spo€teme snadno i pro pfipad, kdy jsou energiové hladiny degenerované.
V takovém pfipadé mame
N! 1
Z= ——0g"...0expl ——— > n. ¢ | =
2 VT W el p{ kBTZj: ’ ’}
7 (18.23)

g, eXp| ——2— |+-+-+g, exp| ——k N
' KT ‘ kT

18.3 Zaporné absolutni teploty

UvazZzujme opét soustavu se dvéma energiovymi hladinami. Pro jednoduchost zvolme

&=0 a oznaCme ¢,=¢. Dale entropii prfipadajici na jednu Castici (v bezrozmérnych
jednotkach) 0'=S/(N kB)a energii pripadajici na jednu Castici mérenou pomoci vzdalenosti
energiovych hladin u:U/(N g) a nakonec bezrozmérnou veliCinu Umérnou teploté

7=k, T /&. Z definice 0<u<1. M&me pak misto (18.7) a (18.8)

1 1 eXp[_l}
o= In(1+ exp{——D + ——Tl (18.24)
‘ P14 exp[—}
T
a
=
exp| —=
U= 2 (18.25)
1
1+ exp[—}
T
Entropie vyjadiena pomoci vnitini energie je z téchto vztah(
o=(u-1)In(1-u)-ulnu (18.26)

a teplota vyjadrena pomoci vnitfni energie je
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_ 1
£ In(1-u)—Inu (18.27)

Grafické zobrazeni zavislosti entropie a teploty na vnitfni energii je na obrazcich.

,Nejteplejsi* je soustava pri teploté 7——0, pak sestupné z——o0 a 7—o0, nejchladnéjsi je

In2 +——

u

u

soustava pro teplotu z—+0. Tento popis si potvrdime standardni Gvahou. Uvedme to
tepelného kontaktu dvé soustavy, soustava A ma absolutni teplotu zapornou T, <0 soustava B

ma absolutni teplotu kladnou T, >0 . Musi platit

A_I_—QA+A_I_—QBZO = T,<0AT;>0 = AQ,<0AAQ;>0 . (18.28)
A B

AS =

Soustava A se zapornou absolutni teplotou predava teplo a soustava B s kladnou absolutni

N 1T

teplotou teplo pfijima — je tedy soustava B ,,chladnéjSi“ nez soustava A se zapornou absolutni

teplotou.

19. Kineticka teorie plynd

19.1 Liouvillova véta
Méjme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic
dx

5= (19.1)

ktera méa pro celou Casovou osu feSeni. V tomto odstavci vyjimecné znaci Sipka vektor v n —

rozmérném prostoru. Oznaéme g' grupovou transformaci

g'(X)=x+f(X)t+0(t*) , t—0 . (19.2)
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Oznatme D(0) oblast v prostoru {X}a V(0) jeji objem a dale V (t) objem oblasti D(t),

kde D(t)=g' D(0). Plati véta: Je-li divf =0, potom g' zachovava objem

divf=0 = g¢'v(0)=V(t)=V(0) . (19.3)
Pro dlikaz jsou potieba dvé lemmata. Lemma 1: Plati
V(t -
LU jdivfdx . (19.4)
dt | _, o(0)
Obecné je
tg tg ra
V(t)= | det?@ Xgx , 29X g 00, o(t?) . (19.5)
oX oX oX
D(0)
Lemma 2: Pro libovolnou matici A plati
det‘é + At‘ =1+ TrAt+0(t?) . (19.6)

Dikaz je snadno vidét — pouze v soucinu prvkid na diagonéle jsou €leny nultého a prvniho

fadu v t, jak je vidét na prikladu

1;21€t l?;;t =1+ (a,+ay,)t+(a, a,—a, a, )t* . (19.7)
Mame tak
detagile-f-Trit-FO(tz):l-f‘ divf+0(t*) . (19.8)
X 0X
Dosazenim do (19.5)
V()= | [1+ divf + o(tz)]dz (19.9)
D(0)

a derivovanim a poloZzenim t=0. ProtoZe se t=t, pfi pocitani ni¢im nelisi od t=0, mlzeme

psat také
v _ j divfdx . (19.10)
dt |, o)
Tim je dilkaz dokonéen, nebot’
- V(t
divi=0 = ddf)=o . (19.11)

Specialné pro soustavu Hamiltonovych rovnic
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dq“ oH dp, oH

= : =— (19.12)
dt dp, dt 0q”
je (seCitame pres opakujici se indexy)
divi=_2 oH o f il 4 (19.13)
oq“op, op,\ oq”

19.2 Boltzmannova kineticka rovnice
19.2.1 Jednocasticovy problém

Mame Sestirozmérny fazovy prostor {q, p}. Rozd&lovaci funkci f(q,p,t) zavadime
jako
3 3
(d°ad*p)|

dNL - f(q’ ﬁ't) (27[7’2)3

(19.14)

kde dN|t je pocCet cCastic velementu fazoveho prostoru (d‘"’qd?’p)‘t v Case t. Podle

Liouvillovy véty

3 3 (A3 3
(d*qd p)L—(d qd p)to (19.15)
Také pocet Castic se neméni
dN| =dN]| (19.16)
takze pro rozdélovaci funkci musi byt
f(d,p.t)="f (G, Posty) - (19.17)
Derivovanim (19.17) podle Casu dostavame
af _of AT dq +Y, £.9P o (19.18)
dt ot dt dt
Z Hamiltonovych rovnic
dd g dp_ ¢
“1-VH , ~£=-VH 19.19
t P dt ‘ ( )
= —
=V —E
dosadime do (19.18) a dostavame
of = e ==
o= VaH V-V HV, ={H,f} . (19.20)
V rovnovazném stavu jsou Poissonovy zavorky H s f rovny nule
‘ZI =0 = (H.fl=0 = f=f(H) . (19.21)
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Rozdélovaci funkce je v rovnovazném stavu pouze funkci konstanty pohybu — energie H =¢.

19.2.2 Boltzmann(v srazkovy ¢len
ZapoCteni srazek mezi Casticemi vede k tomu, Ze pocCet Castic v elementu fazového

prostoru jedne Castice uz nemusi byt konstantni. Je potom

ar_fot) o ot g ¢ dd, g ¢ dP_[O0) (19.22)
dt ot ) ot dt Podt ot )

Predpokladame, Ze pri srazce se zachovavaji jak hybnosti, tak energie ¢astic
p+p = p’ +p1 : 5+51:5’+51’ (19.23)
a interakce se odehraje v jediném bodé prostoru g . Pro stru¢nost zapisu budeme zkracovat

p=I , p=I, , ﬁlzrl , r)ll , (19.24)

d*p=dr , d*p,=dr, , d3ﬁ/:dr/ , d°p/=dr} '
f@pt)="f@ry==1 , f(d@pt)=F(@ryy=", ,
f(d.p0)=f(a.rt)="1", f(d.p.t)="f(q.r.t)=1

Zapis pomoci symbolli " je vhodny i pro popis fazového prostoru obecnéjSich struktur —

(19.25)

napfiklad uz pro dvouatomovou molekulu jde o tfi slozky hybnosti a dvé nezavislé slozky

momentu hybnosti. Pocet srazek s pfechodem I',T, —»T",T; za jednotku asu v elementu

objemu dV =d*q je dan vztahem
dv
(27zh)

kde vztah mezi pravdépodobnosti prechodu a diferencialnim Gginnym prifezem srazky je

w(r', T[T, 1) f f,drdT,dr'dry (19.26)

w(r',T}|T,T,)dr' dT|

=do(I',T}T.T,) . (19.27)

vy

definujici smér osy molekuly). Pfirozené by se také faktor 277 vyskytoval ne ve treti

mocning, ale v mocniné dané poctem stupiiti volnosti. Ve zkraceném zapisu budeme psat
w(r', e, ) =w , w([, 00 0)=w . (19.28)

Bude nas tedy zajimat zména v obsazeni elementu fazoveho prostoru za jednotku Casu pfi

pevné dané hodnoté I', tedy
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(ﬂj dvdr (19.29)
coll

ot ) (2720
Ubytek je dan jako
%jwf fdrdr'dr. (19.30)
prirlstek jako
%jw’ f/ f/dr,dr’dr, (19.31)
takze celkova zména je
(dz\;i; [(w £/ ~wf §,)dr,dr'dr; . (19.32)
Porovnanim (19.32) a (19.29) dostavame
(%—IL” :(2 ;h)s [(w et/ —wf f)dr,dr'dr) (19.33)
V dalSim odstavci uvidime, Ze plati
[w(r',r{|r,T,)dr"dr) = [w(T, 1T, 1] )dT dT] (19.34)

Protoze f ani f, nezavisi na T’ ani I';, miZzeme vztahu (19.34) vyuZit k Upravé (19.33) na

of 1 Tt Iy
— | = f'f' —ff\)dl,dT"dI; . 19.35
( ot Jcoll (Z”h)s .[W ( 1 l) 1 ' ( )

Funkce w resp. diferencialni Gcinny priifez d o obsahuji jako soucinitele také Diracovu delta

funkci, vyjadfujici zakony zachovani. Pro pfipad jednoatomového plynu plati

w =w(p,pIp' ) =w(p' Bl B)=w , (19.36)
takZze miizeme v (19.35) psat w mistow’ . Podle (19.27) mame pak
wd®p' d°p =[V-1|do (19.37)
a pro srazkovy Clen pak
of 1
— | =———|NV-v|(f'f/-ff)dod®p, . (19.38)
( ot jcoll (27”"‘)3 J-| 1|( ' l) '

Pfitom uZ predpokladame, Zze za p’ a p, jsme dosadili ze zakon( zachovani, takZe se

integruje jen pres hybnosti P, a thel rozptylu (do = g(4,9)dQ).
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Hruby odhad srazkového integralu pro kinetické jevy v plynech je moZno ucinit
pomoci pojmu stfedni volné drahy | — stfedni vzdalenosti, kterou urazi molekula mezi dvéma
po sobé jdoucimi srazkami. Tuto vzdalenost mdzeme vyjadfit pomoci Gcinného prifezu o a
hustoty poctu Castic N z vyrazu

1

| ~— . 19.39
ol -4 ( )
Je-li linearni rozmér molekul d a stfedni vzdalenost mezi molekulami 7, mame
, 1 (TY \’
oc~d® , N~= = |~-T|—| =d|— . (19.40)
r d d

Zavedeni stfedni doby mezi srazkami

(19.41)

I
T=—
Vv

pak vede k hledanému odhadu Boltzmannova srazkového Clene

oty __f-f (19.42)
at coll 2

kde f, je rovnovézna rozdélovaci funkce. Pfikladdm uZivajicim tento odhad se bude vénovat

dalsi kapitola.
19.2.3 Princip detailni rovnovahy
Pravdépodobnost rozptylu ma dilezitou vlastnost, vyplyvajici ze symetrie zakond

mechaniky vzhledem k inversi ¢asu. Oznacime T'" hodnoty veliin, které vzniknou z T" pfi

Casové inversi. Mame napriklad pro hybnost a moment hybnosti

Fz(ﬁ,M) — rTz(—p,—M) . (19.43)
PonévadZ Casova inverse zaménuje stavy ,,pfedtim“ a ,,potom“, plati

w(r', Ty, T ) =w(r", I 17,17 (19.44)

Provedeme-li jak Gasovou, tak prostorovou inversi, dostavame z I" hodnoty T'"" — napiiklad
pro hybnost a moment hybnosti mame

r=(p.M) - I =(p,-M) , (19.45)
nebot P je polarni a M axialni vektor. Pokud jsou také jednotlivé molekuly symetrické
vzhledem k prostorové inversi, plati pro danou soustavu

w(r', |0, T ) =w(C™°, O] P ™ ) (19.46)
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Pokud maji jednotlivé molekuly stereoizomery, popisuje vztah (19.46) riizné soustavy. Také o
(19.44) nemizeme obecné tvrdit, Ze popisuje pfimy a obraceny rozptyl. O rovnosti
pravdépodobnosti pfimého a obraceného procesu mizeme vsak mluvit u jednoatomového

plynu, kde '=p=I"", takzZe podle (19.46)
w(p',pi1p.B)=w(p. BIP . B) - (19.47)
rozptylu. Tam je rozptyl popsan pomoci unitarni matice (S — matice) S*S=1, nebo rozepsano

i=k
Zsrfsszzs’fkisfk:é‘ik = Z‘Sfir:l . (19.48)
f f f

Kvadrat modulu ‘S“‘Z udava pravdépodobnost rozptylu i— f a druhy vztah v (19.48) je

normovaci podminka — soucet pravdépodobnosti vSech moznych prechodll z daného stavu je

roven jedné. ZapiSeme-li podminku pro unitarni S — matici jako SS*=1, mame
. . i=k 2
Zsifsfk:ZSifSkf:é‘ik = Z‘Sif‘ =1, (19.49)
f f f

tedy takeé soucet pravdépodobnosti ‘Sifr vsech moznych prechodd do daného stavu je roven
jedné. Porovnanim (19.48) a (19.49) (vynechame v souctu pravdépodobnost, Ze k rozptylu

nedojde, tj. Clen ‘S“‘Z) dostavame

fzf:_‘sfi‘z = fzf: _‘Sif‘z - (19.50)

Pfi pfechodu ke spojitym hodnotam spektra veliin I' popisujicich rozptyl dostavame z
(19.50) vztah pro funkci w, ktery jsme jiz uvedli jako (19.34)
[w(r’,r}|r,1,)dr' dry = [w(T, 1|7, T} )d T T
19.2.4 Rovnovézna rozdélovaci funkce
Srazkovy ¢len musi byt roven nule a tedy z (19.38)

f) fo—fy f, =0 (19.51)
rovnovaznou rozdélovaci funkci oznacujeme dolnim indexem 0. Podle (19.21) zavisi tato
funkce pouze na energii g:g(F). ZapoGteme-li jesté zakon zachovani energie &' +& =¢+¢,,
dostavame rovnici

fo(£) fo ()= fo(&') fo(e+6-¢') . (19.52)
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Derivujeme tuto rovnici nejprve podle & a potom podle & - pravé strany takto vzniklych

vyraz{ budou stejné. Podélenim vyraz{ pak dostavame

1 dfO(g): 1 d1E(’(‘gl)zkonst. , (19.53)
f,(¢) de  f(g) dg

takZe po integraci
f = exp{”;B—gT(r)} . (19.54)
Integrani konstanty jsme volili tak, aby vysledek byl v souhlasu srozdélenim pro
rovnovazny Boltzmanndv plyn.
19.3 H -teorém
Plyn, stejné jako kazda izolovana soustava se bude snazit dojit k rovnovaznému stavu.

Mélo by jit o d&j, pfi kterém roste entropie. V tomto odstavci to dokazeme. Entropie je dana

vztahem
=Ko SJfInEdVdF , dvdr=d*rd®p . (19.55)
(27 h) f
Derivovanim podle ¢asu dostdvame
a5__k 3J3(f|n3]dVdr=— s SjlnfﬂdVdF . (1956)
dt (2;;;;) ot f (2;;;;) ot

V tomto odstavci budeme srazkovy Elen (of /ot) ~ znaCit C(f) — Casto se také pouziva

coll

Stf (od Streuung). Dosadime z Boltzmannovy rovnice

%:—vvrf-ﬁﬁﬁmc(f) . (19.57)

Ocekavame, Ze ke zméné entropie bude pfispivat pouze srazkovy clen. Pfispévek prvnich

dvou ¢lend pravé strany (19.57) je

—|Inf —v-i—ﬁ-ﬁ dvdr = v-i#-% (flnijdle" . (19.58)
or op or op e

Jednoduché Upravy vedou na

V-ji(f Inijdv —v-[f finlds, -0
or e N e
Y (19.59)

ﬁ-JQ(flnijdrzﬁ-jﬁpflnidspzo ,
op € or e
r

protoZe vné objemu fazového prostoru je f =0. Mame tak
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ds_
dt (27rh

jm fC(f)dvdr . (19.60)

Vypocet integralu vzhledem ke I" provedeme pro obecnou funkci CD(F). NapiSeme srazkovy
integral podle (19.33)

[o(r)c(f)dr=

1
(2zhY

[o(T)w(r,ry|r, 1)) ' f/d*T -
(19.61)

(Zﬂh)sjq>(r)w(r/,r{|r,rl)f fd'T

kde d*I'=dIdT,dI"”dT;. Prostou zdménou znaleni T'<>T’, T, <> ve druhém integralu

prave strany v (19.61) dostaneme

[o(r)c(f)dr=

(Z—hj[cp ® |w(r,0, T, 1)) £ 1/d‘T . (19.62)

Dal$i zaménou znateni T «>T",, T” <—>F{ dostaneme
[o(r)c(f)dr=
a koneéné vezmeme primér z vyrazl (19.62) a (19.63)

[o(r)c(f)dr=

(27zh j[cb ~®; |w(T,I,|T,1}) £ f/d*T (19.63)

2(2 " j[cmcp ~o'—o] | ' f/d‘T . (19.64)

V triviélnim pfipadg, kdy zvolime @(I")=1, dostaneme
jc(f)d“r:o (19.65)
a dosadime-li za C( f ) z (19.35)
fw/(t't/~ff)dT=0 . (19.66)

Volbou ®(T")~Inf dostavame pro (19.60)

/
S__k GJ o £ It geray (19.67)
dt  2(2zn) f 1,
nebo
ds / 4
—= w f f,xInxd*Tdv 19.68
dt 2(27zhGI ' 198
kde
! gl
VLA (19.69)
f 1,
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Integrace vzhledem ke konfiguranimu prostoru a vynasobeni konstantou rovnice (19.66) nam

dava
kB / 4
—B _\wff(l-x)d'T’'dv=0 . 19.70
Pricteme (19.70) k (19.68) a madme
ds Kg / 4
—=—2B W ff(xInx—x+1)d°'TdV . 19.71

Funkce v zavorkach je rovna jedné pro x=0, dosahuje minima nulovou hodnotou v x=1 a

pak stale roste. Dokazali jsme tak, Ze

9550 (19.72)
dt

PovSimnéme si, Ze x=1 znamena rovnovazny stav — pouze v tom pfipadé se entropie nemeéni.
Déle je vidét, Ze integrace vzhledem k proménnym konfiguracniho prostoru neni pro diikaz
podstatna — srazky zpUsobuji rlst entropie v kazdém elementu konfiguraéniho prostoru. To
ovsem jeSté neznamena, Ze entropie v kazdém elementu roste — mlze byt mezi jednotlivymi
elementy pfenasena.

H — teorém poprvé odvodil Boltzmann v rozsahlém ¢lanku Weitere Studien Uber das
Warmegleichgewicht unter Gasmolekiilen (Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der

Wissenschaften 66 (1872), 275 — 370) pro entropii, kterou definoval Clausius E=-S/k,

E:Jf(x,t){log{%x’t)—l}}dx : (19.73)
0
V anglicky psaneé literatufe pak byla tato veliCina oznaCovéna jako H - (heat
function), ¢ehoZ se v Clancich pro Nature drzel i Boltzmann. Odtud nazev teorému.
19.4 Prechod k makroskopickym rovnicim
19.4.1 Z&kladni rovnice

Jestlize ve vztahu (19.64) volime funkci @ (T") takovou, Ze se pfi srazce odpovidajici

veligina v elementu konfiguraéniho prostoru zachovava, je integral roven nule (zddraznéme,

Ze se v daném elementu takové veli¢iny mohou ménit pfenosem), protozZe podle (19.64)

1
o(MC(f)dr=——— | | ®+D, - -/ |W /' f/d*T=0 . 19.74
Jo(rie(1)or= ot | [oro o o ' @o74

=0
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Vynasobime Boltzmannovu rovnici zachovavajici se veli¢inou ®(I")=y(F, p)a integrujeme

podle dT"'=d*p

L\ O p, O 0 S 3
) —+—2 __ +F — |f(r,p,t)d°p=0 . 19.75
Jz(r p){aﬁm P aap} (r,p.t)d°p (19.75)

a a

Jednotlivé ¢leny budeme vhodné upravovat

r~

of d
d = deﬁ ]
Jrgcae atfz p
Z%%d%:@%fg%fd% J Zpafd% : (19.76)
J o o
[ of 4 d a;( _ oF i
F,——d°p= Ffdp— | y—=fd°
J ¥ %, P Japa J jl@pa P

Prvni Clen pravé strany treti rovnice lze prevést na integral po ploSe ohraniCujici objem
fazového prostoru, kde je rozdélovaci funkce f rovna nule. ProtoZe predpokladame, Ze sily
jsou konservativni, je i tfeti Clen tamtéZ roven nule. Zavedeme nejprve numerickou hustotu
¢astic n a hustotu Castic p (odpovida to volbé y=1 resp. y=m)
d3
nzn(f,t):Jf(F, p.t)

(2

Stfedni hodnotu néjake veli¢iny A:A(F, r),t) zavedeme standardnim zpisobem (argumenty

ol

. p=p(F.t)=mn(F,1) . (19.77)

3
S*
S~
w

—

(F,p.t) resp. (F,t) uz nebudeme vypisovat)

(A)= IAfdﬁp—lef a°p (19.78)
[fd°p n (27h)

Vsimnéme si, ze (nA)=n{A}, nebot n je pouze funkci soufadnic a ¢asu, nikoliv hybnosti.

Se znagenim (19.78) mlzeme vztah (19.75) s uvazenim (19.76) zapsat jako

0 0 B oy n_ oy
8t<n;(>+—axa<nva;(>_<nva—axa>+<mF - > . (19.79)
Makroskopickou rychlost oznagime =0 (F,t)
vid 35
i = (V)= I—Sp_i gt-94P (19.80)
[fd°p n)  (2zn)

Za funkci x volime postupné hmotnost m, hybnost tepelného pohybu mv a energii

£=(m/2)V*. Dostavame tak
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a—p+i(pua)=o , (19.81)

ot 0X,

0 O, _p

6t(p “) ox, M “ ( )
a

99 9% _PEg (19.83)

ot 0x, m
V téchto rovnicich

1 . 1 /.
M, =p(Vvs) o 0=2p(F) o 4 =2p(VV) - (19.84)

Rovnice (19.81) je rovnice kontinuity — zachovani hmotnosti. Rovnice (19.82) vyjadfuje

zachovani hybnosti, tensor T1,, je tensorem hustoty toku hybnosti. Je to slozka a vektoru

hybnosti prfenaSend molekulami za jednotku Casu jednotkovou ploskou kolmou na osu f.
Konecné rovnice (19.84) predstavuje zakon zachovani energie, vektor G je hustota toku
energie. Rovnice (19.82) a (19.83) vSak jeSté nejsou vyjadieny pomoci makroskopickych
charakteristik.
19.4.2 Aproximace lokélni termodynamické rovnovéhy

V této — Casto oznaCované jako nultd — aproximaci zanedbame disipativni jevy jako je
viskozita a tepelna vodivost. MlZeme pak povaZzovat rozdéleni v jednotlivych objemovych

elementech za lokalné rovnovazné. Potom uZ je mozné prejit lokalni Galileovou transformaci
z laboratorni soustavy K do soustavy K', pohybujici se s danym elementem — v této soustavé
je rozdélovaci funkce rovnovaznym Boltzmannovym rozdélenim. Mame tedy

i/

V=0 +0 (19.85)

apro I, , dostavame

I,, :,0<V vﬁ> = pu, U, + pu, <v}}> +puﬁ<v;> +p <vf¢ v;> . (19.86)
=0 =0 112
:§<v Vous
Dale upravujeme
mj 3 1 12\ _
E<v >_EkBT = §p<v >—nkBT—P : (19.87)
takze vysledny vyraz pro I1, , je
,,=pu,u,+Ps,, . (19.88)

PFi Upravé vyrazu pro G potfebujeme take transformacni vztah pro energii
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m »

g=g’+mU-\7’+Eu . (19.89)
Po Upravach podobnych pfedchozim dostavame
d=6(£u2+P+n<g’>j=U(8uz+P+£Uj . (19.90)
2 2 m

Ve vyrazu (19.90) je U vnitfni energie. Hustota energie & je po transformaci

o=Lu+Ly | (19.91)
m 2

Dosazenim (19.88) do (19.82) a (19.90) a (19.91) do (19.83) dostaneme po rozepsani a

vhodne linearni kombinaci takto vzniklych rovnic a rovnice (19.81) dostavame vysledny tvar

G_PN.(pg)zo , (19.92)
ot
M i (0-9)a+Lvp=2F (19.93)
ot Yol m
a
i(@m.vu}ﬁvgzo , (19.94)
m\{ ot Yol

Rovnice (19.92) a (19.93) jsou standardni tvary rovnice kontinuity a Eulerovy rovnice.
Standardni tvar rovnice toku energie, kterou mame zapsanu jako (19.94) je

%{p(“?+umj}+V{pﬁ(“?+wmj}=o : (19.99)

kde U, je vnitfni energie a W, =U_+P/p entalpie jednotkové hmotnosti. Rovnici (19.94) je

také mozno prepsat pomoci teploty
_ _ _P
r=k;T , U==7 , P==1 (19.96)
na

—+u-v¢+§rvuzo . (19.97)

Z rovnic (19.92) a (19.94) plyne, Ze v této aproximaci se vZdy jedna o adiabatické déje — to
ostatné napovida uz predpoklad lokalni termodynamické rovnovahy. NapiSeme si pro entropii
druhou vétu ve tvaru

d_szid_U_szd_ﬂzi N gvu |-DPI22 45, (19.98)
dt T dt Tp2dt Tl ot ot
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O vyznamu ,totalni derivace” podle Casu je poznadmka k pfikladu v dalSim odstavci.
Dosadime-li pak do (19.98) ze shora uvedenych rovnic, dostadvame
ds 0

—= 19.99
it (19.99)
19.4.3 Priklady reSeni rovnic nulté aproximace
Priklad 1. Za predpokladu F =0 prepiseme rovnice kontinuity a toku energie na
0P (=& . &
E (U V)p = —pV u ,
3000 (19.100)
plor (- = =
——==|—+(U-V)7 |=pV-U
27 (at ( )T r
a po podéleni rovnic obou faktorem z~%2 se€teme, takze dostaneme
Ao o o
T -32) _
p +(@-V)(pr*?)=0 . (19.101)
Odsud dostavame, Ze podél proudnice plati
% =konst. = F;S = konst. . (19.102)

Poznamka: Proudnice at’ je parametrizovana pomoci parametru |. Potom pro f (t(l),F(t(I)))

ﬂ:ﬂﬂ_,_i.d_rﬂ: ﬂ_Hjﬁf dt _ (19.103)
dl ot dl or dtdl ot dl
Priklad 2: PFi odvozeni vlnové rovnice pro zvuk predpokladame kromé F=0 také, Ze
odchylky hustoty, tlaku a teploty od stfednich hodnot a také rychlost U jsou malé veliCiny

prvniho fadu. Ponechame pak v rovnicich pravé jen ¢leny prvniho fadu, takZe dostdvame

9%, 5V.0=0 (19.104)
ot
_olu =
p+VoP=0 (19.105)
a
sr=29P7 (19.106)
3 p

Rovnice (19.106) svazuje zmény teploty se zménou hustoty, takze mdZzeme uvazovat o zméné

tlaku jako funkci jediné proménné — hustoty
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5P=£ op . (19.107)
0P|,
Poznamka: Rovnici (19.106) mliZzeme samoziejmé ziskat i z termodynamickych vztahd
o(PV
ST _ar S5V __ToP :L(_) op ’ (19.108)
oV |, C, aT}, C, ar |, »p
coz po dosazeni PV =Nk, T a C, =(3/2)Nk; vede k vysledku. PFi Gpravé jsme museli uzit
identit
oT.8) o8
oT,S) o\V,T oV
orf _or.s) ov.T) vy T oS (19.109)
vl oVv,s) aV.,s) as C, V|,
o(V.T) aT|,
a
28 :_i{ﬁ ]‘ :_i(ﬁ J _oP (19.110)
oV |, oV aTvT oT avTV oT|,
Dosadime (19.107) do (19.104), takZze mame spolu s (19.105) dvé rovnice pro 6P a U
%+ ,52—'3 Vii=0 ,
o Pls (19.111)
u —
o—+VoP=0
Pt

Zavedeme-li potencidl rychlosti G

=V ¢, dostavame pro odchylku tlaku SP=-pa¢/ét a pro
potencial vinovou rovnici

) _ Y
a—f—cquﬁ:o , C= a—'i : (19.112)
ot 0P|
Posledni Upravou je pfevedeni adiabatické derivace na isotermickou derivaci
oP.S) os
vl oVv.,s) aV.s)ae(v,T) os| av| C,av| '
oV, T) oT|,
takZe pro rychlost zvuku dostavame (plati V 6/0V = pd/00)
_ Y
c= &a—'i . (19.114)
C 9p;
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Priklad 3. Za predpokladu stacionarniho proudéni a konservativni sily F=—V¢ mlizeme

S vyuzitim identity

I Ly
(u-V)u:EVu — ix(Vxa) (19.115)
prepsat rovnici (19.93) na
?(luulmlqﬁj:ax(?xu)—ﬂﬁp . (19.116)
2 Yo, m

Pro nevirové proudéni (Vxi=0) s homogenni hustotou (V p=0) dostdvdme Bernoulliovu
rovnici

?(lu2+lp+l¢]=o . (19.117)
2 Yo, m

19.5 Sréazkovy Clen pro kvantovou statistiku

Pro klasickou statistiku mame pro srazkovy Clen vyraz

C(f):(z;ihf

[v-v|(f £/~ f f,)dod®p, | (19.118)

pfitemz v integrandu jsme uz dosadili za p’

a P, ze zakon( zachovani hybnosti a energie
(Ctyfi vztahy), takZe se integruje jen pres zbyvajici volné proménné (z deviti zbylo pét), tj.
pres hybnosti p, a thel rozptylu (do = g(4,9)dQ).

Pro kvantovou statistiku musime zapocist dostupnost finalnich stavi. To vede jen k

malo pozménénému tvaru srazkového Elenu
C(f)=

h e e 0 ) s s oo
T

(19.119)

horni znaménko plati pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku.
Stejnym postupem jako v klasickém pfipadé — rovnice (19.53) — dojdeme k podmince
rovnovahy

;—glnﬁﬂ’f—ii):konst. = Hﬂ’f—i)g):exp{%_l(_m} , (19.120)
kde integracni konstanty jsme volili podle klasického rozdéleni (19.54). Dostdvame tak (opét

horni znaménko pro Boseho — Einsteinovu, dolni pro Fermiho — Diracovu statistiku)

(19.121)



20. Elementarni popis transportnich jev(
20.1 Zakladni pojmy
20.1.1 Uginny prifez

Uvazujme o srazce dvou tuhych kouli s poloméry a ,a, a hmotnostmi m,,m,. Na

v vy

obrazku je zachycena situace v tézistové soustavé. Diferencialni Gc¢inny priifez do je dan

A

vztahem
do=b|db|de | (20.1)

kde b je srazkovy parametr a @ je azimutalni Uhel (natoCenim kolem osy rotacni symetrie).
Z obrazku je vidét, Ze

3

b:asinazacos? , a=a+a, . (20.2)
Mame tak
da:%azdﬂ* O =sing’ do dp (20.3)
Po integraci po celém prostorovém thlu (0<@<27,0<6 <z dostavame pro celkovy Gginny
prifez oCekavany vysledek
o=ra® . (20.4)

Pro pfechod do laboratorni soustavy (& je uhel rozptylu prvni Castice, pfedpokladame-li, Ze

pred srazkou byla druhé Castice v klidu) mame znamy vztah
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m, sing”

g =———
m, +m, coséd

(20.5)

Obecné neni vyjadreni ¢" jako funkce & jednoduchy vyraz, ale pro m=m,je z (9.2)

okamzité #=6"/2 a tedy

*

d£=4cose = do=a%cosfdQ (20.6)

dQ
pfitom 0<#< /2. V tézistové soustaveé se jevil rozptyl jako izotropni, v laboratorni soustavé
uz tomu tak neni a maximalni Ghel rozptylu jez/2. Celkovy Gginny prifez je pfirozené
invariantni veli¢ina, v obou soustavach je to primét dvou dotykajicich se kouli do roviny
obsahujici spojnici stedd.
20.1.2 Stredni hodnoty v Maxwellové rozdéleni

UvaZzujme o Klasické soustavé N Castic uzavienych vobjemu V. Maxwellova

rozdélovaci funkce pro rychlosti téchto Castic je

3/2 ,

m myv
f(V)= - . 20.7
(V) (Zﬂ'kBTj exp{ 2kBT} ( )

Stfedni hodnotu kinetické energie (vnitfni energii soustavy U) spoCteme jako

U:Nf%vzf(v)dsvng kT . (20.8)
Vypocet tlaku provedeme jako stfedni hodnotu hybnosti pfedané sténé p molekulami, které na

jeji jednotkovou plosku dopadnou za jednotku ¢asu (pro urcitost at’ je sténa kolméa na osu x)

Nk, T
Vv

_ N oovgig
P= J 2vaV v, f(V)d*v = (20.9)

Apy  ——
p

v, >0

Pro transportni jevy maji dileZitost stfedni hodnota velikosti rychlosti v, stfedni hodnota
poctu molekul, které projdou jednim smérem jednotkovou ploskou za jednotku Casu a pocet
srédzek dvou molekul v jednotkovém objemu za jednotku Casu. Pro stfedni hodnotu velikosti

rychlosti mame po prechodu ke sférickym soufadnicim

32 % ) 12
(Vy=4rz m v exp| — MV_ gy = Bky T . (20.10)
2k, T 2k, T zm

0

Porovnanim (20.10) a (20.8) dostavame

(v) = (%jﬂ () (20.11)



Pro hustotu toku (osa z bude kolma na rovinu jednotkové plosky) mame

j=[nv, f(v)d%v=

Y2 22 ( 2 (20.12)
2 7n| 0 jcos&sin&d& viexp| — my dv:1n<v> .
27k, T) 1 2k, T 4

Pocet srazek dvou molekul spocteme tak, Ze budeme sledovat poCet srdZek urCité referencni

molekuly s primétem plochy danym G¢innym priifezem s ostatnimi molekulami bodovych

rozmérl (situace pro srazku s jednou dals$i je znazornéna na obrazku). Pohyb obou molekul

popiSeme v téZistové soustavé. Zplsob vypoétu predpokladd, Ze soustava je sloZena

v oworw

W=vV-V, , \7:%(\7+\71) . (20.13)
Pocet srazek za jednotku Casu je pak
Z=c(w)n . (20.14)
Pravdépodobnost srazky dvou molekul s rychlostmi Va v, je

3 2 2
m m(v +V1) 3o 130
— | exp| ————2|d°vVd°V . 20.15
(27szTj p[ 2k, T ] ! ( )

Vv v

Ve sloZzkach napiSeme transformaci k téZistové soustavé jako
1 1
v, =V, +EWk .V =Y, _EWK : (20.16)

Jakobian transformace k novym rychlostem je pro kazdou slozku roven jedné a soucet ¢tvercl
velikosti rychlosti zavisi opét jen na Ctvercich velikosti

B a(vk Vi )

= =1, v2+vf=2v2+1w2 : (20.17)
AV W, ) 2
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MiiZzeme proto pravdépodobnost srazky zapsat jako

(27ZkBT js exp{— T:Tz}dsv exp{— ﬂ(\;v_j_ }dsv”v . (20.18)
Pro stfedni hodnotu relativni rychlosti dostavame pak
(w) = (M’EB - T/Z Jwexp[— ;l‘(‘;v; }d3v”v - 4( l:anTq jw . (20.19)
Porovnani (20.19) a (20.10) vede k vyslednému vztahu
(w)y=+2(v) , (20.20)
takZe pro pocet srazek za jednotku Casu mame po dosazeni do (20.14)
Z=\2o(v)n . (20.21)

Stfedni volnou dréhu € pak definujeme jako dréhu, kterou molekula urazi za stfedni dobu
mezi srazkami (v)/Z , tedy

1

J2on

Jednéa-li se o srazky stejnych molekul, zapocCitava vlastné vztah (20.21) kazdou srazku dvakrat

! =

(20.22)

— jako srdZzku molekuly x s molekulou y a srazku molekuly y s molekulou x a méli bychom

psat pro pocet srazek Z'=Z/2. Potom viak také (v)/Z' zna¢i drahu, kterou urazily molekuly

X a Yy za stfedni dobu mezi srazkami, tedy ¢’ =2/ a vztah (20.22) z{stava v platnosti.
20.2 Transportni jevy

Pokud je homogenita soustavy naruSena, tj. existuje gradient néjaké makroskopickeé
charakteristiky, vznikd makroskopicky tok. Na mikroskopické Urovni tento tok vytvareji
molekuly, pfenéSejici hybnost a energii. Jednoducha geometrie, kdy predpokladame gradient
veliCiny G podél osy z je znazornéna na obrazku. V nejjednodussi aproximaci povazujeme

rozdeéleni molekul za Maxwellovo a tok I jednotkovou ploskou v roving z je dan hodnotami G

v pasu z+Az, kde Az=(|v,|/v)¢.
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SecCteme toky z obou stran

.
I (z)=n vZG(z—Mﬁj f(v)d®v
) v
el (20.23)
I, (z)=n|v, G(Z+M€j f(v)d*v
v
v:<0
a ponechame v rozvoji G jen nejnizsi Cleny, takze pro I'=T", +I"_dostavame
0G 2
F(z):G(z)nijf(\7)d3\7—#néjv—zf(\7)d3\7 . (20.24)
— z v
-5
Jako vysledek tedy mame vztah mezi tokem veli€iny a jejim gradientem
1 0G
'=—=n(v)/— . 20.25
3 < > 0z ( )
Pfirozené pro rozméry plati [I']=[G]m™?s™.
20.2.1 Prenos hybnosti — viskozita
V tomto pfipadé mame G =mu . Pro tok hybnosti je pak
ou 1
MN=-n— , =—nm(v)/ . 20.26
5, 0 7=3hmy) (20.26)

Dosadime-li do vztahu pro viskozitu n hodnoty stfedni velikosti rychlosti a stfedni volné
dréhy, dostavame

2 (kaT)]/2

n= 3‘\/;;' o

Kinematickd viskozita je v=7/(nm), takze

(20.27)
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2 1 (kTY?
2 1 , 20.28
N na( m j (20.29)

20.2.2 PFenos energie — tepelna vodivost
V tomto pfipadé mame G:<g>:U/N. Gradient stfedni energie je dan gradientem

teploty, takZe

oG_1daU_1aU)ar (20.29)
0z N oz NOIT| 0z

V obecnosti plati
Ly _plBC ) (20.30)
N oT | aTl p

kde c, je méma tepelna kapacita ([c,]=Jkg™K™), p je hustota ([p]=kgm™) a o a B jsou

koeficienty objemove roztaznosti a stlaCitelnosti

gt g 1NV (20.31)
vV oT|, V oP|,
Pro mérné tepelné kapacity plati
2
A (20.32)
g p
takze lze (20.30) zapsat jako
LtV :mEEC\, . (20.33)
N oT |, Ta

V nasi aproximaci ovéem plati stavova rovnice idealniho plynu (20.9), takze S/a=T/P apro
tok energie tedy dostavame

Q:—K% , Kz%nm<v>£cv . (20.34)

Dosadime-li do vztahu pro tepelnou vodivost k hodnoty stfedni velikosti rychlosti a stfedni

volné drahy, dostavame

Ky T)"
o2 (mksT) (20.35)
3Jr o
Pro ideélni plyn
cp—(:v:E , (20.36)
U

kde R je universalni plynova konstanta a y je molarni hmotnost.
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20.2.3 Prenos Castic — difuze
Pro vypocet toku Castic musime vypocet pozménit, protoze predpokladame gradient
hustoty ¢astic. Misto (20.23) piSeme

e (20.37)
J.(2)= vm{umfj f(v)d®v
v
v:<0
takZze pro J=J, +J_ dostavame
on 1
J=—D— , D==(v)/ . 20.38
0z 3< > ( )
Po dosazeni stfedni velikosti rychlosti a stfedni volné drahy dostavame
12
p-_2 1t (kBTj | (20.39)
3Jznol m

ZjisStovat experimentalné vlastni difuzi je obtizné (Ize to napfiklad pomoci isotopoveho
odliseni), typicky je ovSem pfipad soustavy se dvéma druhy molekul.
20.2.4 Porovnani s experimentalnimi hodnotami

V dané aproximaci by mélo platit

Ko, Yo1 (20.40)

&7 D
Uvedme jako priklad suchy vzduch pfi tlaku 1 atm a teploté 0 °C, kdy potfebné hodnoty jsou
Kk=2,4310%Jm s tK™

C, =Cp — ks _ (1005-287)Jkg " K™ =7,18-10°Jkg " K™ (20.41)
m
n=17210"kgm™*s™" |
takze
K 2197 . (20.42)
C, 77

21. Kineticka rovnice pro mirné nehomogenni plyn

21.1 Zakladni pojmy
Uvazujme Boltzmannovu rovnice bez vngjsich sil

SLavvi=c(r) . (2L.1)
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kde srazkovy Clen je
C(f)=[w/(f'f/—ff)dr,dr'dr] . (21.2)

Pouzivame zkraceného znaceni

w(r',0|r,0)=w , w(f,0|r',r)=w , f(qrt)="f

(21.3)
fArn=t . f@rg)=r  far)=r
Vztah mezi pravdépodobnosti prechodu a G¢innym prifezem je
wdI'dI; =V-v,|do . (21.4)

Vsimnéme si rozmér( jednotlivych veli¢in. Rozdélovaci funkce je bezrozmérna velicina,

proto z (21.1)[C(f)]=s". Ze vztahu (21.4) [W(dl‘)ﬂzm?’s’1 a z (21.2) kone¢né

[dT]=m". Méame tak napf. pro jednoatomové (tfi stupné volnosti) a dvouatomové (pét

stupnili volnosti) molekuly

B SPMdM 27dQ
__4% g 4 PMdM27da, (21.5)
(27rh) (27rh)
a pro molekuly tvaru trojboké pyramidy se Sesti stupni volnosti (napf. Cpavek NH3)
3= 2 2
szd PM*dM 4~°dQ; dcosd (21.6)

(2zn)
V téchto vztazich je M moment hybnosti a @ Ghel mezi osou symetrie molekuly a smérem

vektoru M .
21.2 Charakter pfiblizného FeSeni

Reseni Boltzmannovy kinetické rovnice budeme hledat ve tvaru

f=f+5f , of=

7 (21.7)

kde f, je lokalné rovnovazna rozdélovaci funkce a o f « f, mala oprava. Zavedeni funkce y

neni nutné, ale vede k jednodussimu tvaru vyslednych rovnic. Lokalné rovnovazna
rozdélovaci funkce je definovéna tak, Ze v daném objemovém elementu konfiguratniho

prostoru dava spravné hodnoty hustoty pocCtu €astic, energie a hybnosti, tj. plati
jfdr:jfodr , jgfdrzjgfodr , jpfdr:jpfodr . (21.8)
Odsud pak
J'fogdl“:o , jgfo;(dr:o , J'f)fogdl“:o . (21.9)
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Uvazime-li f, f,=f; f;, ato, zZe f,=f ('), miZeme s pfesnosti do prvniho fadu opravy

zapsat srazkovy €len jako

C(f)=—21(z) , (21.10)

kde srazkovy integral I(7) je
= [W to (¥ + 1 —x—z)dr,dT'dT] (21.11)
Vidime, Ze srazkovy integrél je roven nule pro y Umérné zachovavajicim se veli¢inam, tj. pro
y=konst. , y=konste , y=00-p |, (21.12)
kde oU je konstantni vektor. Prvni dvé feSeni odpovidaji tomu, Ze mald zména rovnovazné

funkce s konstantni hustotou ¢astic a teplotou také vyhovuje kinetické rovnici — mame totiz

sf=Llogn_ N (21.13)
on n
a
st =20 57 ~[ konst.——5_ o (21.14)
or kK,T)°T

Prvni ¢len na praveé strané (21.14) vznikl derivaci normovaci konstanty rozdélovaci funkce,
druhy ¢len derivaci Boltzmannova exponencialniho faktoru. TaktéZz u tfetiho feSeni, které je

vyjadfenim Galileiho principu relativity (je-li rozdélovaci funkce srychlostmi vV FeSenim

kinetické rovnice, je take funkce s rychlostmi vV +50 FeSenim) vznika derivaci Boltzmannova

faktoru
5t =20 sy—_99P (21.15)
0 kg T
Energie je sloZena z Casti kinetickeé a vnitfni (rotacni a kmitavy pohyb)
2
£(I)= m2v . (21.16)

Boltzmannovo rozdéleni (se zaménou vV —V -0 ) ma tedy tvar

fozexp{%_l(_r)} ex p{ kBT"“}exp{ gk—'?)} : (21.17)

Ve slabé nehomogennim prostredi funkce f, zavisi na soufadnicich a Case prostrednictvim

makroskopickych charakteristik — teploty T, rychlosti U, tlaku P (a tedy také chemického

potencidlu p). Protoze gradienty téchto veliGin jsou malé, mizeme na levé strané kinetické
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rovnice pocitat s rozdélovaci funkci f,. DalSi zjednoduSeni pfinasi nezavislost hledanych
kinetickych koeficientd na rychlosti U (opét Galileiho princip relativity), takZze po
provedenych operacich mGzeme vzdy polozit rychlost G =0 (nikoliv ovsem jeji derivace). Pro

¢asovou derivaci mame

ofy| _ of, or o1, 0P  0f, ou , (21.18)
ot|,_, (0T ot oP ot ou ot}
coz dava
— T U
ke T Ofy| _Jou| _u=&(l) or  ou ok 50U (21.19)
fo ot|,_, (9T} T ot oP| ot ot
K Upravé vyuzijeme termodynamickych vztah(
oM __g o L wiTs (21.20)
oT|, oPl. n

kde w, sa 1/njsou entalpie, entropie a objem pfipadajici na jednu molekulu. Potom pfejde

(21.19) na

- _
kT Of, _&(T)-woT 10P . 0u (21.21)
f, ot T ot n ot ot
Uplné stejnym postupem dojdeme k
- r)- _ ~
kT g =205 or FIEIP MYV, (21.22)
f, T n
kde se pres opakujici indexy a a 3 secita (od 1 do 3) a
ou
=l M Ny | (21.23)
2( 0x, 0X,

Posledni ¢len vznikl symetrizaci vyrazu v, v,0u,/0x, =v,v,u,,. Mame tedy pro levou

stranu Boltzmannovy kinetické rovnice
of,

RERLINR VA VA e

ot

f I)-w(oT 1(eT 0 (#1.29

)20 —+V-VT |+=| —+V-VP [+my, u’J’Jrvﬂuaﬁ

kg T T ot n\ ot ot

21.3 Nahrazeni Casovych derivaci
Eulerova rovnice

ou = 1-_ ‘% o0 1 -
=4 (V-VIVi==—=VP —=-——VP , 21.25
ot ( ) P — 2t nm ( )



rovnice kontinuity

=0
%—f+U-Vp:—pV-U - ‘Z—?:—nv-u (21.26)

a rovnice Casove nepromennosti entropie

ds ds ~ i=0" s
2224 0-Vs=0 =0 21.27
dt ot = (e1.27)

umozni vyloucit z Boltzmannovy rovnice ¢asove derivace. Do vztahu (21.26) dosadime za n

ze stavoveé rovnice ideélniho plynu n= P/(kBT) , takZe dostaneme

1oP 10T _ g4 (21.28)
Pot T ot
a rozepsanim rovnice(21.27) pak
0s_0s) oT  0s|oP_c ol 1oP_, (21.29)
ot odrj,ot oPj ot T ot P ot

Jestlize jesté uvazime, ze pro ideélni plyn c, —c, =1 (zde se jedna o tepelné kapacity vztazene
na jednu molekulu), mame konecné
1ot _

_1gg  LP_ CSgqg (21.30)
T ot Cy P ot Cy
Dosazenim z (21.25) a (21.30) do (21.24) dostdvame

9E+V?Q=

o 21.31

f, [e(T)-w_ - w-Tc,—&(l) . (21.31)
V-VT +mv,v,u,, + diva

ke T T Cy

Vyraz se vyrazné zjednodusi, mlzZeme-li uvazovat jen pfipady, kdy w=c,T (obecné je
T - . Ve - ~ o ~ r - -
W=W, +f0 C, dT, aditivni konstantu je moZno poloZit rovnu nule, poloZime-li nulu energie na

v v

nejnizsi hladinu 5(1")). Boltzmannova rovnice tak zisk&va kanonicky tvar
e(I')-c, T_ - e(T
()%V.VT +[mva vﬁ—%dm}uaﬂ =1(x) . (21.32)

21.4 Kinetické koeficienty
21.4.1 Tepelna vodivost
Z rovnice (21.32) ponechame jen

V-VT =1(y) . (21.33)



Redeni budeme hledat ve tvaru
x=G(0)-VT . (21.34)

Po dosazeni do (21.33) dostaneme rovnici pro ¢, dalsi rovnice mohou plynout z podminek

(21.9). Mame tak

r—c,T
%\7 =1(q) . (21.35)
Pokud se podari kinetickou rovnici (21.35) vyresit, mizeme z vyrazu pro tok energie
~ 1 S
q_kB—Tj fev(g-VT)dT (21.36)
urcit tensor tepelné vodivosti. Rovnice (21.36) ve slozkach je pak
oT 1
=K ,— , K, ,=— foev dr . 21.37
qa ap axﬁ ap kBT'[ 0 agﬁ ( )

Zapocteni isotropie rovnovazného plynu vede k «, ,=x 3, ,, takzZe pro tok energie mame

X

G=-«VT , K:—j f,ev-gdr . (21.38)
Pozdéji uvidime, jak se dokaze obecna platnost «>0. Pokud by existoval makroskopicky
pohyb, vztahovaly by se pfedchozi vyrazy na neusporadanou — disipativni — ¢ast pohybu, psali
bychom tedy pro odlideni misto g tfeba g'. Protoze je G=g(T"), mlZe byt v obecnosti V-
funkci tfi skalarnich proménnych

V-g=(79)(V. VM M) =(7:9)(7) = (21.39)
M

tak aby pfi prostorové inversi vektor g ménil znaménko (to je nutné, pokud neni plyn tvoren
molekulami se stereoizomerii. Pro jednoatomovy plyn bude pfirozené g=v g (V)

21.4.2 Viskozita
Z rovnice (21.32) ponechame jen

el
{mvavﬂ—ﬁéﬁ}uaﬂ =1(x) (21.40)
C,
a levou stranu upravime do tvaru
1. o] (1 e(T) |s -
mvavﬂ{uaﬂ—gdmv-u} +{§mv2—T}V-u =1(x) . (21.41)
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Pfipomenme si, Ze VUEUW. Symetrizace vyrazli ve (21.41) odpovida vyjadieni toku
hybnosti pomoci tensoru makroskopického a tepelného toku
M,,=P6,,+pu,u,—T0, , (21.42)

kde tensor 1/, » obsahuje dva koeficienty viskozity
H’aﬂ:2n[uaﬂ—%5aﬁ-a}+gaaﬁ-u . (21.43)

V nestlacitelné tekutiné se projevuje pouze prvni koeficient viskozity n, druhy koeficient
viskozity ¢ se projevi jen pfi pohybu tekutiny s nenulovou divergenci makroskopicke

rychlosti V-G #0.
Pro vypocet prvniho koeficientu polozime tedy ve druhém scitanci na levé strané (21.41)

V-i=0, zatimco v prvnim ¢lenu provedeme malou zaménu znaceni, takZe dostavame

1
m[vavﬂ—géaﬂvz}uaﬂzl(,() : (21.44)
Redeni hledame ve tvaru
7=9.,(NVyyp + 9.s=95 + 9,,=0 . (21.45)

Vlastnosti tensoru g plynou z vlastnosti tensoru u, nebot’ vyjdeme-li z obecného tensoru

druhého fadu, mame

1 1

A

t, U, =t ,U,,+t U, :(t;ﬁ——@ﬂtwjuw +-t u,,=0,,U,, . (21.46)
Nkl 3 3

0

9apYap

Po dosazeni (21.45) do (21.44) mame rovnici
m[vavﬂ—édlﬂvz}zl(ga/,) (21.47)
a pripadné dalSi rovnice, plynouci z podminek (21.9). Pro tok hybnosti mame
H;ﬂ:—k%jvavﬂ foxdT=7,, U, (21.48)
kde
Mo ps = —kBiTj f,v,v,0,,d0 . (21.49)

Tensor n je symetricky v dvojici indexd a, B a dvojici y, d a je roven nule pfi zGZeni vy, & .
PoZadujeme-li navic isotropii, mame pro n jednoznacné vyjadreni pomoci Kroneckerova

symbolu
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2
77,1/;75=77[§W§ﬂ5+5a55ﬂy—§5w57§} . (21.50)

Potom je H’aﬁ:277u takZe n je hledany prvni koeficient viskozity

apf?
m

=—— | f VvV ar . 21.51

n lOkBTJ- 0V Vs Uyp ( )

Faktor 10 vznikl zazenim 7,,,,=5,, 8,,+(3,,5,,)/3. Na prvni pohled prekvapivé je, ze
tensor (21.50) je roven nule i pfi zGZeni v prvni dvojici indexd, to ovSem plyne z pozadavku
isotropie, nebot’ Hfm=277um=0. V jednoatomovém plynu je vyraz pro g,, velmi

jednoduchy (na rozdil od obecného pripadu)

gaﬂ:(vavﬁ—%ﬁaﬂvzjg(v) : (21.52)
PFi vypoCtu druheho koeficientu viskozity mame
Emvz—?}?-ﬁﬂ(;{) = Z:g(r)ﬁ-ﬁ (21.53)
a tedy
1o &(l)
—mv ————==1 . 21.54
3™ T (9) (21.54)

Pro tok hybnosti mame

m -
H'aﬁ:_l%_TIVaVﬂfoxdF%’aﬁV-u , (21.55)
kde
m
;aﬂ:_k ijavﬂ f,gdl . (21.56)
B

PFfi vyjadieni druhého Kkoeficientu viskozity ve vztahu H’aﬁzgo;ﬁw dostaneme

porovnanim (pfi zUZeni v indexech) s (21.56)

m
3k, T

S=-— jvz fogdl . (21.57)

Pro jednoatomovy plyn je ¢=0 — vrovnici (21.54) je g(F)z(mvz)/Z a ¢,=3/2, odtud

g=0.
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22. Symetrie kinetickych koeficient(

22.1 Teorie fluktuaci
Zopakujeme zde zéakladni pojmy, uvedené jiZz v kapitole 17. Odchylku soustavy od
rovnovazného stavu charakterizujeme pomoci parametrll x,,...,x., 0 nichZ zpravidla
prfedpokladame, Ze jejich statistickd stfedni hodnota je rovna nule. Entropie soustavy
V nerovnovazném stavu se od maximalni hodnoty ve stavu rovnovazném lisi o
Ak_::_%ﬂik X Xe (22.1)
kde g, je symetricka positivné definitni kvadraticka forma. Pravdépodobnost nalezeni

hodnot parametrli v intervalech (X, % +dx,),...,(X,, %, +dx,) je

n?!n

exp{ S}dx1 ax,

wdx,...dx = (22.2)
J jexp{ }dx1 dx,
Zavedeme dalSich n funkci parametr(i
1 0S
X_ =———= /[ X . 22.3
i kB a i ik 7k ( )
MiiZzeme pak vyjadfit odchylku entropie pomoci parametrli X, nebot’
_ _1 AS _ l _1
X —(IB )ik Xy = K—_E(ﬁ )ik i N (22.4)
VSimnéme si, ze z (22.2) a (22.3) plyne
x, —-anw (22.5)
OXy
Tohoto vztahu vyuZijeme pfi vypocCtu stfedni hodnoty
olnw
(X, Xk>=j...jxi X, wdx,...dx =—J...in ox,
(22.6)
—|-.. ina—wdxk dx...dx, =3,
OX, —
%,—/ }K{

_J.a‘ik wd X,
Dosazenim do tohoto vztahu z (22.3) nebo (22.4) dostaneme dalSi potiebné vyrazy. Souhrnem
tedy mame (vztah 17.53)

<Xixk>:§ik , <Xixk>:/8ik , <Xixk>:(ﬂ_l)ik - (22.7)
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22.2 Casova korelace fluktuaci

Mezi hodnotami parametru soustavy x(t) vrlznych Easech existuje jista korelace,
kterou stejné jako u prostorovych korelaci mdZeme charakterizovat stfednimi hodnotami
soucind <x(t)x(t’)>. Stfedni hodnotu chapeme jako statistickou stfedni hodnotu, tj. poCitame
s pravdépodobnostmi véech hodnot, kterych miZe parametr x nabyvat v ¢ase t a v ¢ase t' . To

je ekvivalentni poGitani Gasové stfedni hodnoty (napf. pro t s pevné danym rozdilem t—t’.

Budeme tedy psat
p(t=t')=(x(t')x(1)) = (x(O)x(t')) = p(t'-t) . (22.8)
Zvolime-li t'=0a ozna¢ime-li x(0)=x, dostaneme
p(t)=(xx(t)) . o(t)=p(-t) . (22.9)
Je-li parametr x(t) velky ve srovnani se stfedni hodnotou fluktuace, bude se soustava

navracet k rovnovaze v prvnim pfibliZzeni podle linearniho vztahu

dx

— =X . 22.10
it (22.10)

Zavedeme ted veli¢inu &, (t) jako stfedni hodnotu parametru x(t) v ¢ase t>0 podminénou

tim, Ze v Case t=0 nabyva parametr hodnot x. Potom miiZeme korelacni funkci zapsat jako

p(t)=(x& (1) (22.11)
kde stfedni hodnotu pocitdme uz jen podle pravdépodobnostniho rozlozeni x v t=0. Stfedni

hodnotu rovnosti (22.10) zapiSeme jako

%:—ﬂf; = & (t)=xexp[-4t] , t>0 . (22.12)

Pro t<0 pocitdme &, (t) podminénou tim, Ze parametr nabude v t=0 hodnot x. Je tedy

& (t)=xexp[ - t|] (22.13)

o(t) =<x2>exp[—/”t|t|] :%exp[—/ﬂtﬂ . (22.14)

(Druha rovnost vychazi z vyjadfeni AS/k,=—x%/2.)

Zobecnéni pro vice parametr( je pfimocaré. Tak misto (22.8) mame

o (=)= (6 (1) % (1) = (% (D% (1)) = 01 (' -1) (22.15)

139



neboli pro t' =0

@k(t):%i(_t) : (22.16)
Pokud se soustava nenachazi v magnetickém poli nebo nerotuje jako celek (vektory indukce

magnetického pole B a Uhlové rychlosti Q jsou axialni vektory), existuje symetrie
pohybovych rovnic vzhledem k zdméné sméru Casu, kterd nam da dalSi relace. Nezavisi totiz
na tom, ktery z parametr(l bereme pfi vypoctu stfedni hodnoty dfive a ktery pozdéji. Pokud

ani oba parametry neméni pfi transformaci t——t znaménko nebo naopak oba znaménko
méni, mame
()% O)=(x (D% (1)) = a®)=a(-1) - (22.17)
Spolu s (22.16) tak mame
2 () =04() . (22.18)
Pokud méni pfi transformaci t——t znaménko jen jeden z parametr(i, mame
()% @) ==(x(Ox(t) = a®)=-ac(-1) . (22.19)

Opét s uvazenim (22.16) mame v tomto pripadé

o()=-0,(t) . (22.20)
Podobné jako v jednorozmérném pfipadé mame
%?&k X, (22.21)
a také
%:_;ﬁkgk | (22.22)

kde & (t) je stfedni hodnota parametru x(t) v &ase t>0podminéna tim, ze v Case t=0
nabyvaji parametry hodnot x,,..., X, . Pak pro korelatni funkci (pik(t):<gﬁ(t)xk>dostévéme

rovnici

dey,
dt

=—Aia o t>0 . (22.23)

ReSenim je (v maticovém zépisu)

o=p(0)exp[—Altl] . #(0)=((xx))=4" . (22.24)
22.3 Onsager(v princip

Dosadime do pravé strany rovnice (22.21) z (22.3) a dostavame
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%:_%k Xk v ik :/zil(ﬂ_l)

22.25
it (22.25)

1k

Podle Onsagerova principu plati

Yik =V - (22.26)
PFi dokazovani uvidime, Ze je potfeba Onsagerlv princip ve tvaru (22.26) zpfesnit. Oznaéme
&(t) a B, (t) stfedni hodnoty veli¢in x, a X, vase t>0 podminéné tim, Ze v Case t=0

nabyvaji parametry x hodnot x,..., X, , potom mame z (22.25)

de _
d_é:-:_yik;k L t>0 . (22.27)

Z (22.17) (zaména t' >t ,t—0) mame
(% ()% )={xx () (22.28)
a také
(EO)x)=(x & (1) . (22.29)

kdy stfedni hodnota se pocita uz jen podle pravdépodobnostniho rozdéleni parametr(l x v Gase

t=0. Derivaci (22.29) podle ¢asu a dosazenim z (22.27) dostavame

7 (XX =7 (X, %) (22.30)

Ik G
coz je Onsagerlv vztah (22.26). Jiz jsme vidéli, Ze je tfeba zpfesnit tento vztah, pokud se
soustava nachazi v magnetickém poli nebo rotuje jako celek — potom

7u(B.Q)=74(-B.-Q) . (22.31)
Jestlize pfi inversi ¢asu jeden z parametrl x méni znaménko a druhy nikoliv, méni se vztah
(22.28) na (x, (t) % )=—{x X (t)), coz vede k vyslednému vztahu

7ik(§’ﬁ):_7ki(_é’_é) : (22.32)

22.4 Symetrie kinetickych koeficient(
Stejné Gvahy, které vedou k Onsagerovu principu, vedou také k dlikazu symetrie

koeficientll £ v relaxa€nich rovnicich
dX
d—ta = _é’ab X, é/ab = ﬂac ﬂ“cb . (2233)

Derivace entropie podle Casu je
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1dS  dx

= aX. =y, X, X, . 22.34
kB dt dt a ]/ab a’‘b ( )

Z hydrodynamickych rovnic mame
1dS T Ly q t Ty (22.35)
kg dt kg T kg T° OX,

Pro tepelnou vodivost bude

% =q, , X,= kssz 887: , (22.36)
takze
q;:—xaﬂgTT = Vaw=ksT’k,, (22.37)
s
a z Onsagerova principu
Kyp=Kpy - (22.38)
Pro viskozitu bude
X, =IT,, Xa:—kBlT Uyp o (22.39)
takze
0, =7,5Us = Vao=KeT 5,5 (22.40)
a z Onsagerova principu
Napys =Mysap - (22.41)

Symetrii kinetickych koeficientd (22.38) a (22.41) jsme v predchozi kapitole ziskali
z predpokladu isotropie plynu. UkaZeme ted’, Ze tato symetrie plyne pouze z vlastnosti feSeni

Boltzmannovy kinetické rovnice. Opravu x k rovnovazné rozdélovaci funkci hledame ve tvaru
7=0.(T)X, , (22.42)

kde funkce g, (T") spliuji rovnici
L. =1(g,) - (22.43)

Veliciny L, mohou byt napfiklad komponentami vektoru jako v pfipadé tepelné vodivosti

L, =k, T[&(T)—c,T v, (22.44)
nebo slozkami tensoru jako v pfipadé viskozity
r
La:—kBT{mvavﬂ—%)é‘aﬁ} . (22.45)
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Pfirozenym poZzadavkem na g, (F) jsou podminky plynouci ze zakon( zachovani

[fg.dr=0 , [sf,g,dT=0 , [pfyg,dT=0 . (22.46)
Kinetické koeficienty miZzeme zapsat jako
(ke T) 7a == fyLug,dl . (22.47)
Symetrie kinetickych koeficientd tedy znamena, Ze plati
[fL9,dT=]f L, g,dT (22.48)
neboli podle (22.43)
jfl )g,dT = jfl 9,)0,dl . (22.49)

Musime tedy dokazat, Ze operator | je symetricky. Uvazujme tedy integral

I fool(w)dl :I f, £, W (0(1/// +1//1’—1//—1,//1)d4F (22.50)
S libovolnymi  funkcemi @=¢(I') a w=y/(T). Integrace podle viech proménnych
d*r'=dr,dr'dr,dr’” umoziiuje vhodnymi zaménami zapsat pravou stranu (22.50)
v symetrickém tvaru — nejprve T',T' <>T,,I; a potom vobou vyrazech I',T’, <> T’ ,T7.

Dostavame tak

1 (22.51)
_I fo fm[w/(¢+¢1)_W(¢/+¢1/)}(W/+‘//1/_W_‘//l)dAF

Pripomenme, ze

w=w(r', T, 1) =w(rT, T] 07, 07) , w/ =w(D, 0| 1) =w(r'", I [ 1)
= -v|do , [wdr'dr;=[wdr'dr; ,

f(T)=1f,(C7) . fo(C)=f(I7) » (1) f ()= (') fo(I)

Tyto vztahy popisuji princip detailni rovnovahy, vztah mezi pravdépodobnosti srazky a
ucinnym priifezem, podminku unitarnosti a invarianci rovnovazné rozdélovaci funkce. Kdyby

proménnymi typu [ byly pouze hybnosti, je ddkaz proveden, nebot plati
w(p', 5P, B)= (r), ﬁl‘lﬁ/, r)l/) V obecném pfipadé musime integral (22.51) spogitat také
tak, Ze funkce p=¢(T") a =y (I) nahradime funkcemi " =y (I'") a " =¢(I'"). Ostatni

Cleny v integrélu se nezméni, jenom pravdépodobnosti zapiSeme v proménnych s ¢asovou

inversi s pomoci vyse uvedenych vztahd, takze mame
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IwaT I (¢T)d4F:
1 (22.52)
Zj fo for | W+ )= (T +47) (¢ + 0T~ 4] )d T

Ted ovéem mizeme v daldim index T u proménnych typu I'"v integralu na pravé strang

(22.52) vynechat, protoZe znaCi jen proménné, pres které se integruje
I fou’l ((pT)d‘T =
1 I ] I 4 (22.53)
Zj fo f01[W(‘//+‘//1)_W (‘// +W1)](¢ +¢1_¢_¢1)d I

PFi porovnani pravych stran vztah(l (22.51) a (22.53) vyuZijeme jesté vlastnost unitarnosti

|ttt apwer= [ b rme-awer @25y
f(r.Iy) f(r.ry)
a
J f/ foll(t///ﬂ//l/)(gz)/Jrgpl/)W/ d‘r :J f, foll(t///ﬂ//l/)(gp/Jrgpl/)Wd“F . (22.55)

f(r'.rl) f(r'.rl)
Dostavame tak vysledek
[fopt(y)dT=]fyT1(g")d'T . (22.56)
Nyni se vratime od obecného vysledku k vyraz(im pro kinetické koeficienty. Pro operatory L,
dostavame pri ¢asové inversi
L(I")=+L(T) , (22.57)
horni znamenko plati napfiklad pro viskozitu, dolni pro tepelnou vodivost. Nékolika
postupnymi kroky, zahrnujicimi jak uZiti (22.43), (22.57) a (22.56), vlastnosti rovnovazné
rozdélovaci funkce f,=f' a konetné prostého preznaeni integraéni proménné T'<>T"
dostavame
[fo9, L(T)dT =% f 97 1(g,)dT" =+[f, 9] 1(g,)dI" =
+[ f,0] L,(T)dT" =+ f, g, L, (" )dT = f, g, L,(T)dT

Je tedy konecné symetrie kinetickych koeficientd (22.48) resp. (22.49) dokazana.

(22.58)

Jesté ukazeme, Ze diagonalni hodnoty matice kinetickych koeficientl jsou kladné.

ProtoZe entropie vzrlsta, je —IInfC(f)dF>O. Dosazenim  f =f,(1+ 7/(k,T)) pro

rozdélovaci funkcia C( f)=(f,/ksT)I(x) pro srazkovy &len dostavame
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_ 21 V4
_[InfOC(f)dl“ ” _I_Jfoln[1+k le(;{)dl‘>0 (22.59)

_— B B

a ponechanim jen linedrniho €lenu v rozvoji logaritmu pak
J'fo;(l(;()dl">0 . (22.60)
Pro y=g, X, (podtrzenim indexu znazoriiujeme, Ze je to dana hodnota (nescita se pres nej)
dostavame
jfo 9,1(9,)dT>0 = 7,>0 . (22.61)

Posledni vysledek potvrzuje ,selskym rozumem* pochopitelny jev, kdy tok vybuzeny

néjakym gradientem sméfuje vzdy tak, aby zminény gradient sniZoval.

23. Vodivost elektronového plynu
23.1 OnsagerQv princip
Homogennim vodi¢em protéka elektricky proud | a je vedeno teplo Q, pokud vodi¢
spojuje dva termostaty, prvni s elektrostatickym potencidlem ¢=0 a teplotou T, druhy
s potencidlem g=Ag¢ ateplotou T +AT . MilZeme zapsat vztah
| =1, Ag+1,AT
11 12 (23.1)
Q=L,A¢+1,,AT

ale v takovém pripadé nebude platit 1,,=1,,, protoze Onsagerovy koeficienty spojuji sdruzené

proménné, nikoliv proménné libovolné (i kdyZz tfeba nédzorné) zvolené. Pro nalezeni
spravnych proménnych musime sledovat zménu entropie celé soustavy. Pocet elektroni

s nabojem e, prendSenych od termostatu 1 k termostatu 2 oznaCme n=-n,=n,, MNOZstvi

prenesené energie AU =—AU, =AU, . Zména entropie termostatu 1 je

ASl:—&Jrﬂn

T , (23.2)

kde y(T) je chemicky potencial (Fermiho energie) pfi ¢=0. Zména entropie termostatu 2 je

AU u(T +AT)+eA¢n

S, = (23.3)
T+AT T+AT

Zména entropie celé soustavy je pak
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AS - AU {; i}_n[ﬂ(TMT)_ﬂ(TL eAg }

T+AT T T +AT T  T+AT (23.4)
AU |:_£:| + en[_ﬂi(ﬁj_ﬂ}
T? e OT\T ) T
Nakonec pro ¢asovou zménu entropie dostdvame
d(AU d
d_S:M[_g}_kﬂ _£i(ﬁj_A_¢ :X1X1+X2 )(2 . (23.5)
dt dt T dt e OT\T) T
V téchto vztazich
d
X, = (en)_, xlz_ﬁi(ﬂj_Al (23.6)
dt e OT\T) T
vyjadruji elektricky proud a pfislusnou ,,silu“ a
d(AU) AT
X,=—77"=Q , X,=—— 23.7
=g = Q 2 =777 (23.7)
jsou tok tepelné energie a pfislusna ,,sila“. Misto (23.1) budeme tedy mit
AT 0 (u) Ag ;AT
=2 | ———| & |-=2 |+ A, | -=| ,
Zﬂ{ e aT(Tj T} ’2“{ TZ}
(23.8)

_ | AT O (p)_Ad Y | _AT
Q_ﬂ“{ e 8T(Tj T}Mﬂ[ Tz} ’

kde uZ koeficienty 4, maji vlastnosti Onsagerovych koeficienti. Abychom v (23.8) méli

obsazeny standardni tvary Ohmova a Fourierova zakona, zapiSeme pro homogenni vodic¢

infinitezimalniho prifezu AS a délky Ax
. T
I=jAS . Q=0AS , Z = "AS (23.9)
X

kde j je hustota elektrického proudu a g hustota toku (tepelné) energie, 4, jsou Onsagerovy

koeficienty. V limitnim pfechodu pak

A, -Vg=E AT, 971 (23.10)

AX AX
a (23.8) prejde na

= Al T a(yja : .

=2 — | EVT+E |- VT

U e " ﬂ“TZ
Al T o . (23.11)

~_ o M\t @ S

=2 L VT+E |- 4,=VT

a T{ eaT(Tj " } ﬂZZTZ

nebo s nesymetrickymi koeficienty
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J=L,E-L,VT | G=L,E-L,VT (23.12)

kde
_ Ay /712 /zn 8
b=3 L= e oT T '
i /21 (23.13)
_2 2
b= T Lo = e aT( j
PFi konstantni teploté mame (Ohmdv zékon)
- _ ﬂj_’[ g _ g _
] —TS—O'S = A4 =To . (23.14)
PFi nulovém elektrickém proudu mame (Fourierdv zakon)
- A A
G :—(/122 Zz = VT =—xVT = Ay =T K+T; : (23.15)

Vidime, Ze diagonalni koeficienty jsou skutecné kladné. Pro Uplnost je tfeba znat jesté jeden
experimentalni zakon a také zavislost chemického potencialu na teploté. V dalSim odstavci
spoCteme koeficienty s aproximovanou rozdélovaci funkci.
23.2 Boltzmannova rovnice
23.2.1 Aproximace srazkoveho Clenu a priblizne reseni

ZapiSme Boltzmannovu kinetickou rovnici v aproximaci rozdélovaci funkce blizke

rovnovaznému rozdéleni

of (ot g 1ot g T-f (23.16)
ot or m ov T
pro stacionarni pfipad pak
f=f -7 i-wli-ﬁ : (23.17)
or m ov

Bude-li sila F=(e&,0,0)i gradient teploty VT =(JT/0x,0,0) dostatetné malé, miizeme na

pravé strané polozit f =~ f, takze mame s oznacenim V:(u WV ,vz)
fof o 2oy 80h ] (23.18)
OX m ou

V tomto vztahu

, (23.19)

O _(2hodu, 04)0T o _Ohds 00
dx ou O¢ du o€

ox \ou ar '
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predpokladame-li nerelativisticky plyn, kde e=mv?/2,v?=u’+v’+v?. Pro rovnovaznou

funkci f, je jak pro Boltzmannovu, tak pro Fermiho — Diracovu statistiku

£~
fo="f|——=1 , 23.20
= o[ 5F] 2
takZe mGZeme psat
A i2+i(ﬁj ofedT  ofy_,0f (23.21)
OX T° OT\T )| 0e dx ou oe

Dosazenim do (23.18) dostavame

fot—rullo)eg T %+i(ﬂj al (23.22)
oe T2 o \T )| dx

Pfi vypoctu koeficientd £, budeme integrovat rozdélovaci funkci nésobenou eu pro

elektricky proud nebo ue& pro tok energie — pfirozené se vzhledem k symetrii uplatni pouze

druhy ¢len ve (23.22).
23.2.2 Boltzmannova statistika

Pro Boltzmannovu statistiku dokazeme z obecného tvaru rozdélovaci funkce (g=2 je

spinova degenerace)

3
m H—& 3
f,=g9| —— | ex , n=|f,d°v 23.23
: g[mj p{ kBT} [ %, (23.23)
vyjadfit explicitné chemicky potenciél
/2
n( 2zh? ’
=k, TIn| — , 23.24
H=Kg [g(kaTj ] ( )
takze f, nabyva standardni formu Maxwellova rozdéleni
m 3/2
&
f,=n exp| — : 23.25
° (27szTj p[ kBT} (23.25)
Je tedy
ofg __ fo i(ﬁj _ 3k (23.26)
o kgT = oT\T 2T
takze dostavame
f=f,+— eg—[f—ﬁks}d—T uf, . (23.27)
ke T T 2 " ]dx

Pro vypocet jednotlivych koeficient(l budeme potiebovat integraly
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I, =fu?e fdv =

m 3/2 s 27 y v (23.28)
2(2+s) _
n(ZEKBTJ ( j _[cos (pd¢.[5|n Hdej exp{ —ZkBT}dv
0
Po elementarni integraci dostadvame
k. T s (2s+3)M
Il =n—2—(k,T 23.29
S m ( B ) 325 ( )
Pro jednotlivé koeficienty £, pak mame
L,u_nezr =Ty c _5ner, o c _snks 2Th T (23.30)
m ! 2 m B ! 1 2 m B ! 2 )
a pro Onsagerovy koeficienty
ne’r 5ner 35nk, 7
= T —k,T? =B k. T® . 23.31
A= b= hoy =72k (2331)
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou v tomto pribliZzeni
2
gner o Shkemy oo (23.32)
m 2 m
Lorenzovo ¢islo (Wiedemannlv — Franzdv zakon) je
k 2
=L=§(_Bj _ (23.33)
To 2\ e

Porovnani vztahu (23.32) a (20.34) pro koeficient tepelné vodivosti ndm da predstavu o

vyznamu doby t. Pro Maxwellovo rozdéleni poloZzime ve (23. 32) k T /m )/8 a

¢, =(3kg)/(2m) ve (20.34), takze mame

L

23.34
T (23.34)

23.2.3 Fermiho — Diracova statistika

Normovéni rozdélovaci funkce Fermiho — Diracova rozdéleni

m Y 1
o=o{573) e (e[, T)] 1 (2%

dava rovnici, kterd implicitné urcuje chemicky potencial

Ifodsv:g(ZZhTJexp[(g—;)s/\ZkBT)]+1:n ' (23.36)

Po integraci podle Uhlovych proménnych mame
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3/2 12
g m g de 3
22 72 (Fj Jexp[(g—y)/(kBT)] PR (23.37)

Oznatime a=u/(k, T) a zavedeme novou proménnou x=&/(k,T), takZe pfedchozi vztah

ziska tvar

3/203 12
?z(mkiT) Xy (23.38)
2272\ n exp[x—a]+1
0

Hodnoty o jsou velmi velké, napfiklad prou~e. ~5eVa T ~300Kje «~200. Ukazeme

aproximativni metodu vypoctu obecnéjsiho integralu

0 0

| :J y(x)dx ZJ y(x+a)dx 23.39)

exp[x—a]+1 exp[x] +1
0

-a

pro velké hodnoty a a funkce y(x)takové, Ze integral existuje. Provadime nejprve nasledujici

Upravy

exp[x]+1

| :Iy(“—x)dx +Jy(x+a)dx

exp[-x] +1 exp[x]+1

['e]

I:Iy(x)dx_jy(“_x)dX+Jy(X+a)dx

exp[x]+1 exp[x]+1
0 0

a konecné

0

:Ty(x)dx+jy(a+x) jy(“ xdx (23.40)

exp[x]+1 exp[x]+1

Treti integrél je lze zanedbat, nebot’ je exponencialné (exp[—a]) maly. V Citateli integrandu

v v

pfipadé budeme potfebovat jen prvni — a integral je pak

( y(a+x) y( ) 22n 172_2n B 2n l)
d . 23.41
J exp[x]+1 = nz n-(2n-1)! (2) (2341)
0

a tedy
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2

Iz]:y(x)dx+%y’(a) . (23.42)

Integrél ve (23.38) aproximuje vyrazem

[ xdx 2 ST P2k TY
A Rl TS JOVAT) ) BN o . (23.43)
exp[x—a]+1 3 12 o 3 kT 8\ u

0

Pokud bychom se spokojili ve (23.42) jen s prvnim ¢lenem, odpovidalo by to pfili§ hrubé

aproximaci, pomoci Diracovy & — funkce mlizeme potfebné dva Eleny v derivaci rozdélovaci

funkce zapsat jako

0 1 7 2 oy
g ~=0(e—pu)——(k,T) 0" (&- : 23.44
8g{exp[(8—y)/(kBT)]+l] (e=n)=5 (ke T) 5" (e-u) (2349
Fermiho energie je
(672 \"
&e :ﬁ( ;Z' nj (2345)

a sjeji pomoci mizeme pro chemicky potencial napsat po dosazeni (23.43) do (23.38)
pfiblizny vztah
7’ (kBT)2

_ 23.46
12 & ( )

H= &

PFi vypoCtu koeficientl srozdélovaci funkci (23.22) budeme potfebovat integral pres

prostorovy Uhel

(1), = [ ea-"T< (23.47)

a integraly

( of n 0 L
L ) s 0 2d __ s+3/2 Y | d
: J<“ )a® e meﬁ/zjg ag(eXp[(g‘ﬂ)/(ksT)]] )

0 (23.48)

o0

zﬁgz(séﬂem[(iz;(%)]

0

S vyuzitim (23.42) potom

_.n s+3/2 i 3 1 s-1/2 2
Is ——3/2{[! +?(S+EJ(S+E y2 (kBT) . (2349)

me?
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Nakonec dosazenim za chemicky potencial z (23.46) a zanedbanim ¢lend vyssiho fadu v

(ks T)/& mame

2
I, ~ m;/z {5,5:3/2 + %(ngsgf;” (kBT)Z} : (23.50)

F

Potom pro koeficienty £, mame

ne’r 7 ner kT
b= m be = 3 m g
(23.51)
ner 57° (kBT)2 27°nr ,
=—| et —— =———Kk;T
[21 m |: F 12 EF [22 3 m B

a Onsagerovy koeficienty jsou

2 2 2
PR ﬂunereFT{HSz (kBT]] |

m m

) (23.52)
2 2
A, = Nzes T[:H?/z {kBTJ ]
m 6 \ &
Koeficienty elektrické a tepelné vodivosti jsou tedy
2 2 2
LI A L L (23.53)
m 3 m
a Lorenzovo Cislo je
2 2
:L:”_(k_Bj . (23.54)
To 3\e

Vidime jen maly rozdil ve vysledcich vypoCtu Lorenzova Cisla podle Boltzmannovy nebo
Fermiho — Diracovy statistiky. Experiment dava docela dobrou shodu s teorii — hodnota L

podle (23.54) je L=2,45-10°WQK™2, hodnoty pro nékteré kovy jsou uvedeny v tabulce
(podle C. Kittel, Introduction to Solid State Physics).

L.10° WQK™ L.10° WQK™
kov | 0°C | 100°C | kov | 0°C | 100°C

Ag | 231| 237 | Pb | 2,47 | 2,56
Au [ 235| 240 | Pt [251| 2,60
Cd 242 243 | Sn | 2,52 | 2,49
Cu|223| 233 | W | 3,04 3,20
Mo |261| 2,79 | Zn | 2,31 | 2,33
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24. Bily trpaslik

24.1 Elementarni odhad Chandrasekharovy meze
Jiz v roce 1932 proved| Landau (On the theory of stars, Phys. Zs. Sowjet. 1 (1932), 285)

nasledujici Gvahu: méjme N fermiond (pro sloZeni hvézdy z **C a O je to N nukleon( a

N/2 elektrond) ve hvézdé poloméru R, takZe Ciselna hustota elektronl je n~ N/R3 . Objem
pfipadajici na jeden elektron je podle Pauliho principu (M)3~1/n. Podle Heisenbergova

principu neurGitosti je nejmensi mozna velikost hybnosti p~#/Af~hnY®. Energie
relativistického elektronu je tedy (energii nukleonli zanedbavame vzhledem Kk jejich velké
hmotnosti)

3
E. ~hn]/3c~hCF|:l , (24.1)

predpokladame pritom
E. >mc® . (24.2)

Gravitacni energie na jeden nukleon — tady naopak zanedbavame prispévek elektrond — je

2
£ ~—gNU (24.3)
R
kde u je atomova jednotka hmotnosti. Celkova energie je
13 2
E:EF+EG~hC|’: —GNRU . (24.4)

Pro maly pocet Castic je celkova energie kladnda, zvySovani R sniZuje energii, aZ je porusena
podminka (24.2) a pfechazime do nerelativistické oblasti
2 2/3

_ ~% (24.5)
Potom miZe byt celkova energie zaporna a se zvysSujicim se R jde k nule. Existuje tedy
rovnovazny stav s minimem celkové energie. Naopak pro velky pocet Castic je celkova
energie (24.4) zaporna a se zvysujicim se R stale klesd — rovnovazny stav neexistuje. Mezni
hodnota pocCtu Castic, kdy jesté mdZe existovat rovnovazny stav je tedy uréena z (24.4) pro

E=0.Mame tedy

ne 2 ne? 1
Nmax~(G Zj = MmaX:Nmaxu~(—Gj = . (24.6)
u u
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Po dosazeni (#=1,05-102*Js, ¢=3,00-10°ms™, G=6,67-10"Jmkg*, u=1,66-10%kg a
M, =1,99-10%* kg dostavame
Mo ~3,72:10°kg~187M, (24.7)

tedy hodnotu jen ponékud vétsi, nez je v soucasnosti prijata hodnota Chandrasekharovy meze.

Dosazenim N, do (24.1) ziskame z nerovnosti (24.2) vyraz pro maximalni mozny polomér

n(ne Y
Rmax - m_C G U2 ] (248)
coz po dosazeni (m=9,11-10"* kg ) dava
R ~50310°m . (24.9)

Vysledek se da elementarné popsat tak, Ze u bilych trpaslikl je tfeba hmotnost Slunce stlacit
nejmené do objemu Zeme.
24.2 Stavova rovnice

Pro zjednoduseni popisu je velmi dllezité, Ze elektronovy plyn miiZzeme povazovat za
uplné degenerovany, tedy plyn za nulove teploty. Je to prekvapive, uvazime-li teplotu vnitfni

Casti bilého trpaslika, ktera je Fadové 107 K . Fermiho energie extrémné relativistického plynu

je
2 \Y3
g =(3z°n) hc . (24.10)
Podobné jako v pfedchozi kapitole miiZzeme chemicky potencial aproximovat vyrazem
k. T)*
MU= —2u : (24.11)
s

Jako priklad vezméme parametry hvézdy Sirius B (Barston et al.: HST Spectroscopy of the

Balmer lines in Sirius B, MNRAS 362 (2005), 1134) — hmotnost M =1,02M_, polomér
R=0,0081R, . S hodnotou R_=6,96-10° m dostavame pro numerickou hustotu elektron(i

1M1

n=-———+-=815.10m" 24.12
2 u (43)zR° (24.12)

a pro Fermiho energii
g =9,10-10°J ~57MeV . (24.13)
Hodnota tepelné energie odpovidajici T ~10" K je ale

ke T ~1,38:10"°J~0,9keV (24.14)
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je tak rozmazani skokové funkce rozdéleni podle energie kolem chemického potencialu (ten
je pfi danych podminkach pouze o 0,3eV mensi neZz Fermiho energie) zanedbatelné.
Pro presnéjsi vypocty zavedeme nejprve bezrozmeérnou velicinu
__P __PC
mc mc?
Potom méame pro numerickou hustotu elektron(

n=2(mc)3J®(PF—P)

4zPdP_ 1 1 4
(272_7/_1)3 3”243 F

, (24.15)

kde A =h/(mc)je Comptonova vinova délka elektroni. Mame tedy pro chemicky potencial
(v priblizeni ,,nulové teploty” Fermiho energii)

p=mc(R2+1)" | B=(32n2)" . (24.16)
Pro hustotu energie pak

y
47z732(1+732) 2d73_ mcz3 TPZ(HPZ)WdP

5:2(mc)3mc2J®(PF -P)

3 - 2
(27h) e (24.17)
mc? V2 Y2
:m{n(nzﬁ)(uﬁ) —|n[71+(1+7>§) }}
Tlak pocitame jako
P__@_U :_Ni(éj :nzi(éj zlpF oc -& (24.18)
N |+ NnJ|; onm\n). 3  OR
a dostavame
mc?
P:—SEZZSH(PF) , (24.19)
kde
2,5 2\¥2 2\¥2
n(R)=n (EPF —1)(1+7>F) +In[77F+(l+PF) } . (24.20)
Derivace tlaku P podle 7. ma prosté vyjadreni
2 4
ob __mc R (24.21)

OF 37°% (1472)"
V extrémneé relativistickém pfipadé mame

3

ﬂ=(37z2)]/3hcn]/3 , E:Z

(37z2)”3hcn4/3 , P=%(37z2)]/3hcn4/3 (24.22)
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a v nerelativistickém pfipadé (4 = x—mc*a & =£-nmc?)

,_(32)"

2\2/3
i = LOFST I 5/=3(37[) h_2n5/3 p_

2 m 10 m 5

24.3 Newtonova gravitace

LANCER (24.23)
m

Gravitacni potenciél je feSenim Poissonovy rovnice

Ap=4nGp . (24.24)
ProtoZe budeme uvaZovat pouze sféricky symetricky problém, zjednodusi se rovnice na
1d( ,dg
——|r"—|=4zGp . 24.25
r’dr { d rJ r ( )

Chemicky potencial nukleond zanedbavame, stejné jako pFispévek elektrond k celkové hmoteé.
Pfipada-li na jeden elektron k nukleond, mdzeme podminku rovnovahy zapsat jako

(+Kug=u +mc® +kug=konst. (24.26)

a hustotu p jako p=kun. Rovnici (24.25) tak pfepiSeme do tvaru

1 d Zd/’l 2
— — | rr=L |=—4zG(ku)'n 24.27
rzdr( dr] 7G(ku) ( )
nebo
1 d Zd/’l/ 2
——|rr—/— |=-4zG(ku)'n . 24.28
rzdr( er 7G(ku) ( )

Dosazeni za n z (24.22) do (24.27) a z (24.23) do (24.28) dava

2 2
izi(rz d_ﬂj:_gur 0 A, = 4k’ Gu -, (24.29)
redr dr 37 (nc)
kde [/’tur]z\]_2 m2a
1d 2d/1/ 13/2 4k’ 2(2”‘)3/2
_— | — :—i , inr: Gu _— , 2430
r2 dl’( dr j nrfu 372_ hz ( )

kde[4,]=3"m?.

Uvazujme nejprve nerelativisticky pfipad. Pfi poloméru hvézdy R dostdvame integraci
rovnice (24.28)
r2 du'
dr

kde M je hmotnost hvézdy. Zavedeme bezrozmérnou proménnou ¢ a novou funkci f vztahy

=—kuGM (24.31)

r=R
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1

c=r/R . #()=—rg

f(&) . (24.32)

Méame tak z (24.30) (s dodanim pfirozenych okrajovych podminek)

1d ,df 32 df
- - = |=—f , —| = , =0 24.33
52 dg(g dé:j dg o |§=l ( )
az(24.31)
9N _kuiGMR® (24.34)
d& i

Numerické feSeni rovnice (24.33) je nejsnadnéjSi, pokud feSime ulohu s pocateCnimi

podminkami f|§=0=konst.,(d f/dg)L:O:O a iteracemi najdeme hodnotu konstanty tak, aby

byla spInéna druha okrajova podminka, tj. f |§:1 =0. Vysledkem je

df

f|§20:178,2202 ' 4E =-132,3841 . (24.35)

&=l

Zvolime-li k=2 a pouzijeme-li jiz dfive uvedenych hodnot fyzikalnich konstant, dostavame
MR®=6,84-10°M_m® . (24.36)
Tento vztah plati pro dostateCné velka R, tak aby bylo mozno pouzit nerelativistickou

aproximaci pro elektronovy plyn.

Nyni uvazujme extrémné relativisticky pfipad. Postup je obdobny — zatneme integraci

rovnice (24.27)
2 du
dr

a zavedeme bezrozmérnou proménnou ¢ a novou funkci f vztahy

E=r/R L ()= 1(9) (2439)

=—kuGM (24.37)

r=R

Z rovnice (24.29) mame

1 d ( ,df \ df
=2 g_j:_f , —| =0, f|_, =0 (24.39)
&de” dg dgl. =
a z rovnice (24.37)
df 2
—| =-kui’’cm . (24.40)
¢,

Resenim (24.39) je
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f|,,=68968 a8 (24.41)

£=1

Se stejnymi hodnotami konstant jako v nerelativistickém pfipadé dostavame pro extrémné
relativisticky elektronovy plyn

M =145M_ (24.42)

coz je pravé Chandrasekharova mezni hodnota hmotnosti bilého trpaslika. Pro elektronovy
plyn v obecném stavu by bylo tfeba v (24.27) dosadit za hustotu n vyjadfeni pomoci
chemického potenciéalu z (24.16).

Pozndmka: V astrofyzikalni literatufe se setkavame s ponékud odlisnou formulaci, ke které

snadno prejdeme derivaci podminky rovnovahy (24.26) podle radialni souradnice

Z_g AP ud92_ 9P 92 o (24.43)

TW dr dr dr

d
a(,u+ ku¢)

i

kde v(r) je objem pripadajici na jednu &astici, takze (ku)/v(r)=p(r). Dale

_d¢_GM(1) (24.44)
dr r

je gravitaéni sila, plsobici na jednotkovou hmotnost ve vzdalenosti r od stfedu. MzZeme tak
psat dvé rovnice prvniho Fadu

dP _ GM(r)p(r)

—=-————2 , P|_ =P

2 | r=0 0
dr ' (24.45)
dd—l\f:47zr2p(r) , M| _,=0

Pro FeSeni problému potfebujeme jeSté znat stavovou rovnici. Budeme-li zanedbavat
prispévek elektrond k hustoté, mame p(r)=kun(r)a obecny tvar stavové rovnice (24.19).
Ve dfive zmifnovanych meznich pfipadech je stavova rovnice rovnici polytropy
P(r):konst.[n(r)]y, kde »=5/3 pro nerelativisticky a »=4/3 pro extrémné relativisticky

elektronovy plyn.
24.4 Statickeé sféricky symetrické FeSeni Einsteinovych rovnic

Nejprve uvedme obecnéjsi vysledek, ktery se tykd podminky rovnovahy, pokud se
soustava nachazi ve statickém gravitaCnim poli. PFfi pohybu Castice v takovém poli se
zachovava energie, ktera je ¢ — nasobkem cCasupodobné slozky Ctyfvektoru hybnosti

P, =mcu,
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dx®
U, =mc?*g,,— . 24.46
0 9o ds ( )

Interval je dan vztahem ds®=c*(d 1)2 —(dl)z, kde cdrz(goO dx° )]/2. Jestlize zapiSeme vztah

(24.46) pomoci rychlosti v=dl/dz, dostavame

2
U, = Lj/z(goo )1/2 =U (goo )1/2 : (24.47)

(1-v?/c?)
Entropie soustavy ani pocCet Castic soustavy na pfitomnosti gravitacniho pole nezavisi, takze

derivace zachovavajici se veli¢iny U, podle Snebo N je konstantni, takze pro T=0U/3S a
4=0U /ON mame
T (900)]/2 =konst. ﬂ(goo)m =konst. . (24.48)

Odsud /T =konst.= d 2/ =dT /T . Dosazenim do termodynamické rovnosti

VAP=SdT + Ndu=(TS +N )3 =v (¢4 P) 32 (24.49)
H H

dostavame uZiteCny vyraz

du_ dP (24.50)
u c+P
Ve slabém poli popsaném Newtonovym potencialem je g00z1+(2¢)/c2 , takze
konst. ¢ Y2
T= W ~ konst.(l— Fj , y(goo) ~u +mc®+mg=konst. . (24.51)
00

Vénujme se ted’ podrobné pfipadu statického sféricky symetrického pole (ve vakuu jde
o Schwarzschildovo feseni). Zvolime standardni soufadnice x’=ct, x'=r,x*=6,x’=¢ a
definujeme metricky tensor pomoci intervalu
ds® =c’exp v(r)]dt* —exp[ A(r)]dr* —r*(d6* +sin’0d¢’) . (24.52)
Tenzor energie hybnosti volime jako
T =diag{c’ p(r),~P(r),~P(r),—P(r)} . (24.53)
Pro symetricky tensor T, je kovariantni divergenci mozno zapsat jednoduse jako

12k
1 8((_9) T )_lagkl gkj-l-l

: | 24.54
(-g)*  ox 2 ox : (24549
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Ze zadkona zachovani je kovariantni divergence rovna nule, v naSem pfipadé dostavame

jedinou rovnici (€arkou znac¢ime derivaci podle r)

lV’(c2 p+P)+P =0 . (24.55)
2
Z deseti Einsteinovych rovnic
R* - %a;k R=27C 1 (24.56)
C

zlistanou pak v naSem pripadé k feSeni pouze tfi

872G 1 A 1
= p:—exp[—/l](F——}r—z :

r r
87G | 1
P=exp[-A]| —+= |- 24.57
b -of-2) 4] - 4 @u57)
/2 I gl I 41
8”4G P:Eexp[—ft] Y r A v
c 2 2 r 2
Reseni prvni rovnice je snadné
2GM (r
ﬁ(r):—ln{l—#} : (24.58)
cr
kde jsme oznacili
M (r)=4z[p(x)x* dx (24.59)

0

hmotnost pod polomérem r. Pro r>R dostdvdme tak navaznost na vakuové
(Schwarzschildovo) feseni s A(r)=—-In(1-r,/r).

Rovnici (24.55) lze samoziejmé odvodit z rovnic (24.57). Pro nas vypocet je vhodné
dosadit do souctu prvnich dvou rovnic (24.57)

exp[— 4] (

872G
r ot

Ay = pc?+P (24.60)
)==( )

za v’ z rovnice (24.55) aza A z (24.58). Dostavame tak rovnici

dp(r):_em(r)p(r){l_zem(r)HHzmsp(r)}{l+cp(r)}  (2460)

dr r? r c’M(r) 2p(r)

K této rovnici pfidame

:47zl’2p(r) (24.62)
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a prislusné pocatecni podminky, tj. P(0)=F, a M (0)=0. Porovnani rovnice (24.61) a prvni
rovnice z (24.45) ukazuje opravy, které prinasi obecna teorie relativity.
Pfejdeme v rovnicich (24.61) a (24.62) k bezrozmérné soufadnici r=A & a hmotnosti

M (r)=M_M(&), mame po dosazeni z (24.15) a (24.19)

ku
- , —kun(r)=—Y_p* (2463

dP(r)  mc? B dR

takZe dostdvame

dR(6)  GM, ku(+R)" m(&)

d& A m P £
-{1—2%&5)] {1+ m_ku A—Sfan(ﬂ)}[u 3m H(PF)} . (24.64)
c’A & 2zkuMy A8 M(&) 8ku 7

dM(¢) 4 ku A®
dé¢ 3z M A

52 PF3
Zavedeme pro zjednodu$eni konstanty

13 2/3 4/3
M 7*(k
A= My A, K:w , (24.65)
ku ¢ hic

jejichz pfiblizné hodnoty jsou A =3239kma x=1,659. Rovnice pak maji tvar

dR(6)__ (LR) M)

de y2 &
.{1_2,(&—1\4(5)}1 MR {1+ 3 H(PF)} ,
ku & 27ku M(¢) 8ku R (24.66)
dM($) 4 L.
dé 3 “F

(R)="P @Pg —1)(1+73: )+ In[PF +(1+7? )”2}

Vidime, Ze vSechny opravné Cleny jsou nasobeny malym pomérem hmotnosti elektronu a
hmotnosti nukleond, pfipadajicich na jeden elektron. Proto se tyto opravy projevi aZ pfi

velkych hodnotéach centralniho tlaku. Na levém obrazku je znazornéna zavislost hmotnosti M

(ve hmotnostech Slunce) na poloméru R (v km) v rozsahu tlaku P, ~ (1035 —1039) Nm™. Na
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pravém obrazku je potom znazornéna oblast kolem Chandrasekharovy meze, tj. s tlakem

P0~(1025—5-1028) Nm™. Z vypoétu dostdvame pro maximalni hmotnost bilého trpaslika a

polomér takové hvézdy
Mo =1419M, , R(M_, )=8790km . (24.67)

Pro minimalni polomér bilého trpaslika pfi extremné vysokych centrélnich tlacich a hmotnost

takové hvézdy pak
Ry, =9,47km , M(R,)=0,45M_ . (24.68)
Zavislost hustoty (1072 p(r)[kg m’?’]) na vzdalenosti od stfedu (r[km]) pro parametry z

(24.67) je na poslednim obrézku.
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