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1 Základńı principy

Hydrodynamika je teoríı dynamiky tekutin. Tekutina je společný název pro
následuj́ıćı fáze látky:

• Kapaliny

• Plyny

Daľśı forma látky, Plazma se obecně odlǐsuje od neutrálńıch tekutin. Ukazuje
se, že hydrodynamika je vhodnou makroskopickou teoríı pouze v př́ıpadě
slabě magnetizovaného plazmatu. Pro makroskopický popis magnetizovaného
plazmatu existuje vlastńı teorie známá jako magnetohydrodynamika. Je také
d̊uležité poznamenat, že mikroskopické teorie neutrálńıch tekutin a plazmatu
jsou velmi rozd́ılné, což vyplývá ze skutečnosti, že nabité částice interaguj́ı
pomoćı dalekodosahových sil, zat́ım co v př́ıpadě hydrodynamiky uvažujeme
pouze kratkodosahové śıly.

Mechanika tekutin se zabývá popisem dynamiky kapalin a plyn̊u. Protože
z definice mechanika tekutin poskytuje makroskopický popis, uvažujeme te-
kutinu jako spojité médium. Jinými slovy řečeno, mechanika tekutin může a
má být definována bez ohledu na potenciálńı mikroskopickou strukturu látky.
Na druhou stranu je užitečné vyj́ıt z představy o mikroskopické struktuře
látky, kdy předpokládáme, že libovolně malý element tekutiny je dostatečně
velký, že obsahoval statisticky významný počet molekul. Jinými slovy řečeno,
muśıme hovořit o fyzikálńım infinitizemálně malém objemu, který je malý
vzhledem k charakteristickým rozměr̊um tělesa, ale dostatečně velký vzhle-
dem k charakteristickým vzdálenostem mezi molekulami. Pojmy jako částice
kapaliny a bod v kapalině by měly být chápány podobným zp̊usobem. Např́ıklad,
když hovoř́ıme o posunut́ı částice kapaliny, nemysĺıme samozřejmě posun
jedné individuálńı molekuly, ale to, že objemový element, který v hydrody-
namickém popisu obsahuje mnoho molekul, by měl být uvažován jako bod.

Tyto pojmy jsou intuitivně jasné, protože kapaliny, jako např́ıklad voda,
či plyny, jako např́ıklad vzduch, můžeme za normálńıch podmı́nek skutečně
uvažovat jako kontinuum. Problém ovšem nastává v situaćıch, kdy máme
velice řidký plyn, jako jsou např́ıklad slunečńı v́ıtr či mezigalaktická hmota,
která obsahuje několik částic na krychlový centimetr. Poté se můžeme ptát,
jaké jsou nutné předpoklady pro platnost hypotézy kontinua? Ukazuje se,
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že pro pochopeńı této myšlenky bychom měli být schopni odvodit rovnice
hydrodynamiky z obecněǰśı a fundamentálněǰśı teorie.

1.1 Dynamické teorie

Jak již bylo řečeno, našim ćılem je formulovat hydrodynamiku jako teorii
dynamiky tekutin, kde Dynamickou teoríı mysĺıme teorii, která popisuje
časový vývoj systému. Př́ıkladem takových dynamických teoríı je např́ıklad
klasická mechanika, klasická elektrodynamika, či kvantová mechanika. Pro
každou z těchto dynamických teoríı je základńı předpoklad nějakým zp̊usobem
charakterizovat Stav systému.

• Klasická dynamika: stav systémuN částic je popsán jejich zobecněnými
souřadnicemi qi, i = 1, . . . , N a sdruženými impulsy.

• Klasická elektrodynamika: elektrické a magnetické pole−→E(x),−→B(x),
kde x = (x1, x2, x3) a kde E = (E1, E2, E3),B = (B1, B2, B3).

• Kvantová fyzika: Stav systému je popsán s pomoćı vlnové funkce ψ(x).

Dynamické teorie umožňuj́ı sledovat časový vývoj daného systému pomoćı
rovnic, které určuj́ı, jak se dané proměnné vyv́ıjej́ı v čase. Jinými slovy,
jakmile známe stav systému v počátečńım čase, jsme schopni s pomoćı těchto
rovnic určit stav systému v nějakém pozděǰśım čase. Tyto rovnice maj́ı r̊uznou
formu pro r̊uzné dynamické teorie:

• Klasická mechanika: Hamiltonovy či Lagrangeovy či Newtonovy pohy-
bové rovnice

• Klasická elektrodynamika: Maxwellovy rovnice

• Kvantová mechanika: Schrödingerova rovnice

Tedy, naši otázkou je, jaké jsou vhodné proměnné, které charakterizuj́ı me-
chaniku tekutin a jaký je jejich časový vývoj. Ukazuje se, že odpověd’ na tuto
otázku záviśı na hloubce studia problému.

Ukážeme problematiku úrovńı r̊uzných popis̊u na př́ıkladu systému N
kvantových částic, kde logN ≫ 1. Fundamentálńı popis, označme jej jako
Úroveň 0, je dán pomoćı kvantové mechaniky, kdy stav daného systému je
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charakterizován vlnovou funkćı ψ(x1, . . . ,xN), kde časový vývoj této vlnové
funkce je dán Schrödingerovou rovnićı

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ , Ĥ = − ~2

2m

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

+ V ({x}) . (1)

Druhá úroveň, označ́ıme ji jako Úroveň 1 je dán pomoćı N klasických částic.
Stav je popsán pomoćı zobecněných souřadnic qs a impulz̊u ps, jejichž časový
vývoj je dán Hamiltonovými rovnicemi.

q̇s =
∂H

∂ps
, ṗs = −∂H

∂qs
,

H({qs, ps} , t) =
∑
s

q̇sp
s − L , L({qs, q̇s, t} , t) = T − V , ps =

∂L

∂q̇s
.

(2)

Kinetický popis částic je daľśı úrovńı popisu, kterou označ́ıme jako Úroveň
2. V tomto př́ıpadě je stav systému popsán pomoćı rozdělovaćı funkce f(x,u),
která splňuje Boltzmannovu rovnici

∂f

∂t
+ ẋ · ∇f + v̇

∂f

∂v
= C(f) , ẋ = v , v̇ =

F(x, t)

m
. (3)

Od třet́ı úrovně již zbývá pouze posledńı krok k popisu dané látky jako
spojitého prostřed́ı, což je mechanika kontinua. Označ́ıme tuto úroveň jako
Úroveň 3 . Stav tohoto systému je popsán pomoćı poĺı ρ(x), T (x),v(x) a
jejich dynamika je dána hydrodynamickými rovnicemi.

Pro plné pochopeńı hydrodynamiky je dobré nast́ınit, jakým zp̊usobem
přecháźıme mezi r̊uznými úrovněmi.

1.2 Úroveň 0 → Úroveň 1

Je možné nahradit kvantový popis klasickým v př́ıpadě, kdy hustota částic je
dostatečně ńızká tak, že kvantové interference jsou zanedbatelné. Uvažujme
de Brogliho vlnovou délku

λ =
h

p
, (4)

Na druhou stranu typická hybnost částice o hmotnosti m a při teplotě T je
dána

E ∼ kBT ∼ p2

m
⇒ p ∼

√
mkBT . (5)
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Na druhou stranu předpokládejme, že máme hustotu částic n definovanou
jako n = N/V , kde V je objem, v kterém se dané částice nacházej́ı. Poté je
jasné, že veličina, která charakterizuje vzdálenost částic, je ∼ n−1/3 (Rozměr
n je [m−3].) Tedy pokud plat́ı

λ≪ n−1/3 ⇒ 1 ≫ hn1/3

√
mkBT

(6)

můžeme zanedbat kvantovou interferenci r̊uzných částic. Je jasné, že tato
podmı́nka je splněna pro zředěné plyny. Otázka je, zda-li také plat́ı pro
hustěǰśı plyny. Pro vzduch při pokojové teplotě T = 273 K a a standartńım
tlaku je pravá strana nerovnosti rovna 0.015. Dá se ukázat, že pro vodu při
teplotě T = 293 K toto plat́ı přibližně také.

Jestliže je tato podmı́nka splněna, pak vlnová klubka částic se š́ı̌ŕı podle
Schrödingerovy rovnice pro volnou částici

i~
∂ψi(xi, t)

∂t
= Ĥiψi , Ĥi = − ~2

2m
∇2

i + V (xi) . (7)

Poté středńı hodnoty ⟨x̂i⟩ (t) a ⟨p̂i⟩ (t) maj́ı časový vývoj, který je určený
klasickými pohybovými rovnicemi, což je známý Ehrenfest̊uv teorém.

1.3 Od Úrovně 1 k Úrovni 2

Na úrovni 1 je stav systému N klasických částic popsán jejich souřadnicemi
(x1, . . . ,xN) a rychlostmi (u1, . . . ,uN). Jejich dynamika je určena Newto-
novými pohybovými rovnicemi.

Fázový prostor Γ je 6N dimensionálńı se souřadnicemi (x1, . . . ,xN ,u1, . . . ,uN).
Každý bod v prostoru Γ odpov́ıdá rozd́ılnému stavu systému a zřejmě časový
vývoj systému odpov́ıdá křivce ve fázovém prostoru Γ. Pro velmi velké N je
nemožné prakticky řešit 6N pohybových rovnic, které jsou diferenciálńımi
rovnicemi prvńıho řádu. Pro tyto systémy je právě vhodný statistický popis
odpov́ıdaj́ıćı úrovni 2. Na této úrovni zavedeme distribučńı funkci f(x,u, t),
která udává hustotu částic v šesti dimensionálńım µ− prostoru (x,u). Jedná
se tedy o jedno-částicovou distribučńı funkci, obecněǰśı př́ıpad bude disku-
tován ńıže. Poté jediný bod v Γ prostoru je zobrazen do N bod̊u v µ prostoru,
kde každé částici odpov́ıdá jeden bod odpov́ıdaj́ıćı jej́ı souřadnici a rych-
losti. Jinými slovy převedli jsme problém popisu časového vývoje N bod̊u
na problém časového vývoje distribučńı funkce, který je dán Boltzmannovou
rovnićı.
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Obecně hovoř́ıme o N -částicové rozdělovaćı funkci.
Dynamika tekutin je popsána klasickou teorii pole, jej́ıž počátek sahá až

do 19 stolet́ı. Je pozoruhodné, že sd́ıĺı mnoho společného s Maxwellovou teoríı
elektromagnetického pole.

Je užitečné ukázat, proč je studium hydrodynamiky tak zaj́ımavé i z hle-
diska dnešńı moderńı fyziky. Je podstatné, že mechanika tekutin může být
odvozena z konkrétńı mikrospokické teorie pomoćı vhodného vystředováńı.
Můžeme např́ıklad uvažovat Boltzmannovu rovnici pro distribučńı funkci
f(X,P, t), která splňuje rovnici

∂f

∂t
+

1

m
Pi
∂f

∂Xi

+ Fi
∂f

∂Pi

= C(f) , (8)

kde X = (X1, . . . , Xn) a P = (P1, . . . , Pn) i = 1, . . . , d jsou fázové souřadnice
jedné částice o hmotnosti m a kde Fi je vněǰśı śıla p̊usob́ıćı na tuto částici.
Dále, C(f) je srážkový integrál, který vyjadřuje změnu distribučńı funkce
zp̊usobenou srážkou s ostatńımi částicemi. Bezsrážkový př́ıpad odpov́ıdá situ-
aci, kdy C(f) = 0. V tomto př́ıpadě Boltzmannova rovnice je rovnićı pro dis-
tribučńı funkci částice, která splňuje klasické pohybové rovnice. Ukazuje se,
že naj́ıt řešeńı Boltzmnanovy rovnice je velmi obt́ıžné. Obecně předpokládáme
řešeńı ve formě f = f (0) + f (1) + . . . kde f (0) = np je rovnovážná distribučńı
funkce, jejiž forma záviśı na skutečnosti, zda se jedná o bosony či fermi-
ony. Transportńı koeficienty a pohybové rovnice kapaliny jsou poté určeny
poruchovými opravami.

Je dobré zd̊uraznit, že tento popis vystihuje podstatu problému, jak źıskat
rovnice hydrodynamiky z fundamentálńı mikroskopické teorie, na druhou
stranu má svá podstatná omezeńı. Prvńı je to, že takto zjednodušená Bol-
tzmannova rovnice určuje pouze distribučńı funkci jedné částice a druhé je
to, že popis je čistě klasický, nebere do úvahy kvantové jevy.

Co se týká prvńıho bodu, můžeme uvažovat obecnou N částicovou Liou-
villovu rovnici pro distribučńı funkci ρ(Xn, Pn), n = 1, 2, . . . N . Jednočásticová
distribučńı funkce je poté dána integrálem

∫
dµN−1ρ(Xn, Pn), dvoučásticová

distribučńı funkce je dána integrálem
∫
dµN−2ρ(Xn, Pn) kde dµN je objemový

elementN−dimensionálńıho fázového prostoru. Poté Liouvillova rovnice vede
k hiearchii tzv. BBGKY (Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) hiearchii,
která zahrnuje korelačńı funkce vyšš́ıch řád̊u. Např́ıklad pro jednočásticovou
distribučńı funkci dostáváme Boltzmanovu rovnici, kde ale kolizńı integrál je
určen dvoučásticovou distribučńı funkćı. Je jasné, že výsledná teorie je velmi
komplikovaná a většinou se omezujeme právě na studium jednočásticové
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rozdělovaćı funkce.
Co se týká problematiky fundamentálńı kvantové formulace hydrodyna-

miky, ukazuje se, že je opět v principu možné naj́ıt takovouto formulaci. Na
druhou stranu abychom źıskali nějaké užitečné informace, je nutné přistoupit
k semiklasické aproximaci, což opět vede k formalismu, jenž má limitovanou
platnost.

I když předchoźı diskuse odvozeńı hydrodynamických rovnic z funda-
mentálńıch teoríı vede k zjǐstěńı, že hydrodynamika by měla mit platná pouze
pro klasický popis systémů, které jsou bĺızko termodynamické rovnováhy. Na
druhou stranu hydrodynamické rovnice mohou být odvozeny z obecných prin-
cip̊u, což nás vede k zjǐstěńı, že tyto rovnice maj́ı širš́ı oblast platnosti, a my
ve skutečnosti použ́ıváme tyto rovnice v tomto šǐrš́ım smyslu. Toto je známé
pod pojmem universalita mechaniky tekutin. Ukazuje se, že dynamika teku-
tin má své mı́sto v sučasné moderńı fyzice v př́ıpadě popisu velkého množstv́ı
jev̊u. O některých z nich pohovoř́ıme v této přednášce podrobněji.

1.4 Od Úrovně 2 k Úrovni 3

Jedno-komponentový plyn v termodynamické rovnováze je plně popsán dvěma
termodynamickými proměnnými. Obecně vzato tekutina jako celek neńı v
termodynamické rovnováze jako celek. Na druhou stranu malý element te-
kutiny v jeho klidové souřadnicové soustavě můžeme chápat jako element
v lokálńı termodynamické rovnováze. Stav elementu tekutiny je dán dvěmi
termodynamickými veličinami (hustotou ρ a teplotou T ) a rychlost́ı v. Poté
všechny elementy tekutiny tvoř́ı kontinuum, kde nyńı ρ(x), T (x),v(x) popi-
suj́ı celý systém.

Hydrodynamické rovnice poté určuj́ı časový vývoj těchto proměnných.
Tyto rovnice mohou být odvozeny z Boltzmanovy rovnice.

1.5 Hamiltonovský popis Úrovně 1

Nyńı přistouṕıme k podrobněǰśımu studiu přechodu od Úrovně 1 k Úrovni
2. Abychom toto plně pochopili, muśıme stručně shrnout několik základńıch
fakt týkaj́ıćıch se hamiltonovské formulace klasické mechaniky.

Uvažujme dynamický systém popsaný pomoćı sdružených souřadnic
(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) a Hamiltonovou funkćı H(qs, p

s, t). Pak

ṗs = −∂H
∂qs

, q̇s =
∂H

∂ps
. (9)
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Abychom uvedli nějaký př́ıklad hamiltonovského systému, můžeme uvažovat
konzervativńı systém N stejných částic, kdy hamiltonian má tvar

H = T + V =
1

2m

∑
s

(ps)2 + V (qs) . (10)

Pro tuto Hamiltonovu funkci dostáváme z (53)

q̇s = ps/m⇒ ps = mq̇s ,

ṗs = −∂H
∂qs

= −∂V
∂qs

,

(11)

kde prvńı rovnice vyjadřuje známý vztah mezi impulsem dané částice a jej́ı
rychlost́ı a kde druhá rovnice neńı nic jiného než Newtonova pohybová rov-
nice. Přesněj́ı, s použit́ım prvńı rovnice dostáváme

mq̈s = −∂V
∂qs

. (12)

1.5.1 Dynamická reverzibilita

Uvažujme systém, jehož hamiltonián je invariantńı v̊uči změně směru času,
tedy v̊uči záměně t → −t. Nyńı předpokládejme, že {q(t), p(t)} je trajekto-
rie daného systému ve fázovém prostoru. Poté i {q(−t),−p(−t)} je řešeńım
pohybových rovnic a tedy je také trajektoríı ve fázovém prostoru.

Abychom dokázali toto tvrzeńı, výjdeme z Hamiltonových rovnic

dps

dt
= −∂H(t)

∂qs
,

dqs
dt

=
∂H

∂ps
. (13)

Pomoćı t′ = −t dostáváme

dps(t)

dt′
= −dp

s

dt
=
∂H(t)

∂qs(t)
. (14)

Když výjdeme z předpokladu, že H(−t) = H(t′) = H(t) a zavedeme qs(t) =
qs(−t) = qs(t

′) a také ps(−t) = ps(t′) = −ps(t), pak rovnice (14) má tvar

dps(t′)

dt′
= −∂H(t′)

∂qs(t′)
. (15)
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což je jedna z Hamiltonových rovnic. Stejným zp̊usobem budeme postupovat
i s druhou rovnićı

dqs(t)

dt
= −dqs(t)

dt′
=
∂H(t)

∂ps(t)
⇒

−dqs(t
′)

dt′
= −∂H(t′)

∂ps(t′)
⇒ dqs(t

′)

dt′
=
∂H(t′)

dps(t′)
.

(16)

T́ımto zp̊usobem jsme tedy dokázali, že {q(−t),−p(−t)} je řešeńım Hamil-
tonových rovnic a tud́ıž definuje trajektorii ve fázovém prostoru.

1.5.2 Kanonické transformace

Uvažujme transformaci souřadnic ve fázovém prostoru

q, p→ q′, p′ . (17)

Aby tyto nové proměnné dávaly popis toho samého systému, pak muśı zjevně
platit

δ

∫ t2

t1

dtL(q, q̇) = 0 , δ

∫ t2

t1

dtL(q′, q̇′) = 0 . (18)

V př́ıpadě, že je tato podmı́nka splněna, pak nazýváme transformaci od
nečárkovaných k čárkovaným proměnným (17) jako kanonickou transfor-
maci. Je zřejmé, že rovnost variaćı daných v (18) je splněna, pokud existuje
následuj́ıćı vztah mezi odpov́ıdaj́ıćımi lagrangiány

L(q, q̇) = L(q′, q̇′) +
dG1(q, q

′)

dt
. (19)

Abychom dokázali tento vztah, použijeme (19) v definici a akce. Následně
provedeme jej́ı variaci a č́ımž dostáváme

δ

∫ t2

t1

L(q, q̇)dt = 0 = δ

∫ t2

t1

L(q′, q̇′)dt+ δG1(q, q
′)|t2 − δG1(q, q

′)|t1 =

= δ

∫ t2

t1

L(q′, q̇′)dt = 0

(20)
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kde jsme využili skutečnost, že při odvozováńı pohybových rovnic požaduje,
aby variace souřadnic byly rovny nule v časech t1 a t2.

Je užitečné přepsat vztah mezi lagrangiány pomoćı odpov́ıdaj́ıćı hamil-
tonovského formalismu formulace

L(q, q̇) =
∑
s

psq̇s −H(p, q) =
∑
s

p′sq̇′s −H ′(p′, q′) +
dG1(q, q

′, t)

dt
(21)

což můžeme přepsat do ekvivalentńıho tvaru∑
s

(psdqs−p′sdq′s)−(H−H ′)dt =
∑
s

(
∂G1

∂qs
dqs +

∂G1

∂q′s
dq′s

)
+
∂G1

∂t
dt . (22)

Z předchoźı rovnice dostáváme následuj́ıćı d̊uležité vztahy

ps =
∂G1

∂qs
, p′s = −∂G1

∂q′s
, H −H ′ = −∂G1

∂t
. (23)

Analyzujeme nyńı strukt̊uru těchto transformaćı podrobněji. Rovnice (23)
budeme interpretovat jako vztah mezi (qs, p

s) a q′s, p
′s). Podrobněji, levá rov-

nice v (23) může být řešena pro q′s = q′s(qk, p
k). Samozřejmě, podmı́nka pro

existenci tohoto řešeńı je

det
∂2G1

∂ql∂q′k
̸= 0 . (24)

Jakmile tedy najdeme q′l = q′l(qk, p
k), pak pravá rovnice v (23) dává p′l =

pl(qk, p
k).

Jako př́ıklad spojité funkce q, q′ která negeneruje kanonické transformace,
uvažujme

G1(q, q
′) = f(q) + h(q′) , (25)

kde f and h jsou libovolné spojité funkce. Je zřejmé, že tato funkce nesplňuje
(24) a tedy negeneruje kanonické transformace. Na druhou stranu uvažujme
následuj́ıćı funkci

G1(q, q
′) = −qsδsrq′r . (26)

Pro tuto funkci z rovnice (23) dostaneme

ps = −δsrq′r , p′s = δsrqs . (27)

Vid́ıme, že souřadnice a impulsy si vyměnily role pomoćı této generuj́ıćı
funkce. Z toho d̊uvodu se tato transformace nazývá transformace výměny.
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Je dobré vědět, že můžeme naj́ıt daľśı formy funkćı, které generuj́ı kano-
nické transformace. Pro naše účely je ale podstatné, že kanonické transfor-
mace jsou základem Liouvillova theorému, který má fundamentálńı význam
v kinetické teorii.

1.6 Kanonické invarianty

Kanonickým invariantem nazýváme dynamickou veličinu, která z̊ustává in-
variantńı v̊uči kanonickým transformaćım. Důležitým př́ıkladem kanonického
invariantu je Poissonova závorka mezi dvěma funkcemi A,B. Tedy, jestliže
plat́ı

A(p, q)
C−→ A′(q′, p′)

B(q, p)
C−→ B′(q′, p′)

(28)

pak

{A,B}q,p
C−→ {A′, B′}q′,p′ = {A,B}q,p (29)

Uvažujme nyńı př́ıpad, kdy B je Hamiltoniánem daného systému B = H.
Pak definice časového vývoje fyzikálńı veličiny ř́ıká

dA(q, p)

dt
= {A,H}q,p . (30)

Na druhou stranu (29) nám ř́ıká

dA(q, p)

dt
= {A,H}q,p = {A′(q′, p′), H(q′, p′)} =

dA′(q′, p′)

dt
. (31)

Jinými slovy časová změna proměnné A je nezávislá na souřadnićıch, které
jsou použity na popis daného systému.

1.7 Konstanty pohybu a symetrie

Zachovávaj́ıćı se veličiny maj́ı úzký vztah k symetríım daného systému. Uvažujme
systém, který je popsán souřadnicemi (q1, q2, . . . , qn) a předpokládejme, že
plat́ı ∂H

∂qj
= 0. Pak z pohybové rovnice dostáváme pj = const. Jinými slovy,

jestliže systém nezáviśı na určité souřadnici, pak impuls sdružený s touto
souřadnićı je konstantńı. Takovéto souřadnice se nazývaj́ı cyklické souřadnice.
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Invariance Hamiltoniánu vzhledem k určité souřadnici může být vyjádřena
pomoćı Hamiltonovských rovnic nebo pomoćı Poissonových závorek. V tomto
př́ıpadě, jestliže H je nezávislý na souřadnici qj, pak dostáváme

dpj

dt
= {pj, H} = 0 (32)

a tedy pj je konstantńı.

1.7.1 Liouvill̊uv theorém

V jedné svoji formulaci Liouvill̊uv theorém ř́ıká, že jakobián kanonických
transformaćı je roven jedné. Pro systém o N stupńıch volnosti, máme

J

(
q′, p′

q, p

)
=
∂(q′, p′)

∂(q, p)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂q′1
∂q1

∂q′2
∂q1

. . . ∂p′1

∂q1
. . . ∂p′N

∂q1
...

...
∂q′1
∂pN

∂q′2
∂pN

. . . ∂p′1

∂pN
. . . ∂p′N

∂pN

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 . (33)

Na tomto mı́stě je vhodné zd̊uraznit, že existuje celá řada formulaćı Liou-
villova theorému. V této části naš́ı přednášky dokážeme jej́ı čistě geometrický
význam založený na vlastnostech kanonických transformaćı.

Liovill̊uv theorém má následuj́ıćı geometrický význam. Pro libovolnou
transformaci (q, p) → (q′, p′) se integrál ve fázovém prostoru transformuje
takto ∫

Ω

dqdp =

∫
Ω′
J

(
(q, p)

(q′, p′)

)
dq′dp′ (34)

kde Ω znač́ı objem ve fázovém prostoru, ve kterém provád́ıme danou trans-
formaci. Nyńı vid́ıme, ze v př́ıpadě kanonických transformaćı máme∫

Ω

dqdp =

∫
Ω′
dq′dp′ . (35)

Protože tyto veličiny nejsou nic jiného než objemové elementy ve fázovém
prostoru dostáváme, že tyto objemové elementy fázového prostoru jsou inva-
riantńı vzhledem ke kanonickým transformaćım.

1.7.2 Akce jako generátor kanonických transformaćı

Jedńım z nejd̊uležitěǰśıch poznatk̊u, které se týkaj́ı kanonických transformaćı
je ten, že samotná akce může být uvažována jako generátor kanonických
transformaćı.
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Uvažujme akčńı integrál odpov́ıdaj́ıćı pohybu v intervalu od t do t+ T

S(t, T ) =

∫ t+T

t

dt′L(q, q̇) =

=

∫ t+T

0

dt′[
∑
s

psq̇s −H]−
∫ t

0

dt′[
∑
s

psq̇s −H] .

(36)

Jestliže nyńı provedeme derivaci vzhledem k t dostáváme

dS(t, T )

dt
=
∑
s

(p′sq̇′s − psq̇s) + (H −H ′) , (37)

kde jsme zavedli značeńı

q′s = qs(t+ T ) , p′s = ps(t+ T ) . (38)

Jestliže budeme předpokládat, žeH je integrál pohybu, tedyH(t+T ) = H(t),
pak dostáváme

dS =
∑
s

(p′sdq′s − psdqs) . (39)

Tento výsledek nám ř́ıká, že akce je generátor kanonických transformaćı.
Jinými slovy řečeno časový vývoj systému může být uvažován jako kanonická
transformace. Skutečnost, že časový vývoj systému ve fázovém prostoru, jenž
je určen pohybovými rovnicemi, je jedna z forem kanonické transformace, je
fundamentálńı předpoklad pro určeńı Liouvillovy rovnice.

1.8 Ansambl a fázový prostor

Jak již v́ıme, stav systému je reprezentován bodem ve fázovém prostoru.
Tak, jak se systém vyv́ıj́ı s časem, tento bod se pohybuje po trajektorii
(q1(t), . . . , qN(t), p

1(t), . . . , pN(t)) kde nyńı předpokládáme systém tvořený z
N částic pohybuj́ıćıch se v jedném rozměru. Zobecněńı na př́ıpad pohybu ve
třech a výšš́ıch dimenśıch provedeme později.

Ansámbl je definován jako množina kopíı téhož sýstému, které jsou iden-
tické ve všech svých vlastnostech až na to, že odpov́ıdaj́ı rozd́ılným stav̊um
systému v určitém časovém okamžiku. Z této definice je zřejmé, že každý
prvek Ansámblu může být reprezentován bodem ve fázovém prostoru Γ v
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určitém časovém okamžiku a jejich časový vývoj je reprezentován určitou
trajektoríı v tomto fázovém prostoru. Jinými slovy řečeno, když budeme
předpokládat, že máme N kopíı daného systému v Ansamblu, pak stav to-
hoto Ansamblu v čase t = 0 je reprezentován N body v prostoru Γ. Necht’

uvažujeme funkci ρans = ρans(qs, p
s, t) a uvažujme následuj́ıćı č́ıslo

ρans(qs, p
s, t)dNqdNp (40)

které budeme interpretovat jako počet bod̊u ansámblu v elementu fázového
prostoru dNqdNp v okoĺı bodu (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN). Pak můžeme definovat
ρans jako

ρans(qs, p
s, t) =

dN
dNqdNp

. (41)

Samozřejmě je dobré předpokládat, že body Ansamblu jsou hustě a spojitě
distribuovány ve fázovém prostoru Γ, což umožňuje předpokládat, že ρans je
spojitá funkce na fázovém prostoru.

Jako př́ıklad uvažujme systém N volných harmonických jedno-dimensionálńıch
oscilátor̊u. Tento systém má Hamiltonian

H =
N∑
s=1

Hs , Hs =
1

2m
(ps)2 +

mω0

2
q2s = Es (42)

Dı́ky tomu, že tyto oscilátory jsou volné, každý oscilátor se nacháźı ve stavu
se zachovávaj́ıćı se energíı Es. Mikrostav systému, je neznám. Na druhou
stranu statisticky reprezentativńı ansambl tohoto systému má hustotu bod̊u
danou jako

ρans(qs, p
s, t) =

(ω0

2π

)N N∏
s=1

δ(Hs(qs, p
s)− Es) , (43)

která je normalizovaná jako∫ ∏
s

dqsdp
sρans = 1 . (44)

Nyńı můžeme interpretovat ρans jako hustotu pravděpodobnosti, že najdeme
daný systém v daném bodě fázového prostoru Γ, tedy v daném bodě mikrostavu
(qs, p

s) .
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1.9 Liouvill̊uv theorem

Louvill̊uv theorém ř́ıká, že fázová distribučńı funkce se zachovává podél
fázové trajektorie systému. Jak již bylo řečeno, ρans(q, p, t)d

NqdNp udává
počet prk̊u Ansamblu,které se nacházej́ı v elementu fázového prostoru dNqdNp.

Důležitou vlastnost́ı Ansamblu je to, že trajektorie jeho prvk̊u se ni-
kdy nekř́ıž́ı, což vyplývá ze skutečnosti, že pro systém o N stupńıch vol-
nosti je jeho trajektorie jednoznačně určena 2N počátečńımi podmı́nkami
[q1(0), . . . , qN(0), p

1(0), . . . , pN(0)].
Uvažujme, že v určitém časovém okamžiku body Ansámblu obsažené

v diferenciálńım objemovém elementu fázového prostoru jsou ohraničeny
uzavřenou plochou. Dı́ky tomu, že rozd́ılné trajektorie se nemohou kř́ıžit
dostáváme, že vnitřńı body v daném objemu z̊ustanou vnitřńımi body, tak
jako každý hraničńı bod z̊ustane hraničńım bodem. Jestliže tedy označ́ıme
počet bod̊u v daném objemu jako dN , pak dostáváme

dN = dN ′ . (45)

Označme dΩ malý element fázového prostoru, v kterém se nacházej́ı dané
prvky Ansamblu. Nyńı použijeme d̊uležitou skutečnost odvozenou v předchoźı
části, která ř́ıká, že časový vývoj systému, který je určen Hamiltonovými rov-
nicemi, odpov́ıdá kanonické transformaci. Protože ale při kanonických trans-
formaćıch se zachovává objemový element fázového prostoru, pak dostáváme

dΩ = dΩ′ . (46)

Kombinaćı (45) a (46) dostáváme d̊uležitý výsledek

dN ′

dΩ′ =
dN
dΩ

, (47)

který nám ř́ıká, že
ρans(p, q, t) = ρans(p

′, q′, t′) . (48)

Jinými slovy řečeno, Liouvill̊uv theorém má tvar

Dρans
Dt

= 0 , (49)

kde D
Dt

označuje časovou derivaci podél trajektorie ve fázovém prostoru, což
má explicitńı tvar

Dρans
Dt

=
∂ρans
∂t

+
N∑
s=1

(
∂ρans
∂qs

q̇s +
∂ρans
∂ps

ṗs
)
, (50)
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kde časové derivace fázových proměnných jsou určeny Hamiltonovými rovni-
cemi.

Tento výsledek může být zapsán v následuj́ıćım elegantńım tvaru. Je
známo, že časový vývoj libovolné fázové funkce u(p, q, t) může být vyjádřen
pomoćı Poissnovy závorky

Du

Dt
=
∂u

∂t
+ {u,H} , (51)

kde Poissnova závorka je definována jako

{f, g} =
N∑
s=1

(
∂f

∂qs

∂g

∂ps
− ∂f

∂ps
∂g

∂qs

)
. (52)

Vstah (51) vycháźı ze skutečnosti, že Hamiltonovy rovnice maj́ı tvar

q̇s =
∂H

∂ps
, ṗs = −∂H

∂qs
. (53)

Jestliže nyńı použijeme (53) v definici (51) dostaneme

Du

Dt
=
∂u

∂t
+

N∑
s=1

(
∂u

∂qs
q̇s +

∂u

∂ps
ṗs

)
. (54)

Pak je zřejmé, že Liouvillova rovnice má tvar

∂ρans
∂t

+ {ρans, H} = 0 . (55)

1.9.1 Obecné řešeńı Liouvillovy rovnice

Zde bychom rádi ukázali, jakým zp̊usobem je možné naj́ıt nejobecněǰśı řešeńı
Liouvillovy rovnice.

Necht’ g(p, q, t) je zachovávaj́ıćı se veličina, t.j.

Dg

Dt
=
∂g

∂t
+ {g,H} = 0 (56)

a tedy g je řešeńım Liouvillovy rovnice.
Na druhou stranu předpokládejme, že g je řešeńım Liouvillovy rovnice

∂g

∂t
+ {g,H} = 0 . (57)
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Na druhou stranu v́ıme, že levá strana této rovnice má tvar Dg
Dt

= 0 a
tedy libovolné řešeńı Liouvillovy rovnice je také integrálem pohybu. Z to-
hoto výsledku dostáváme, že nejobecněǰśım řešeńım Liouvillovy rovnice je
libovolná funkce všech zachovávaj́ıćıch se veličin, tedy

ρs = ρs(g1, . . . , g2N) . (58)

Jinými slovy řečeno, znalost nejobecněǰśıho řešeńı Liovillovy rovnice je ekvi-
valentńı znalosti všech zachovávaj́ıćıch se veličin

g1 = g1(p, q, t)

g2 = g2(p, q, t)
...

g2N = g2N(q, p, t)

(59)

1.9.2 Druhé odvozeńı Liouvillovy rovnice

Rádi bychom ukázali druhý zp̊usob odvozeńı Liouvillovy rovnice.
Tento d̊ukaz je založen na faktu, že Liouvillova rovnice může být zapsána

ve tvaru
∂ρans
∂t

+
N∑
s=1

(
∂(ρansq̇s)

∂qs
+
∂(ρṗs)

∂ps

)
= 0 (60)

což má formu rovnice spojitosti, kde tok hustoty je dán 2N -dimensionálńım
vektorem ve fázovém prostoru

jans = (ρansq̇1, . . . , ρansq̇N , ρansṗ
1, . . . , ρansṗ

N) (61)

Poznamenejme, že rozd́ıl mezi (50) a (60) je dán výrazem

N∑
s=1

(
∂q̇s
∂qs

+
∂ṗs
∂ps

)
=

N∑
s=1

(
∂2H

∂qs∂ps
− ∂2H

∂qs∂ps

)
= 0 (62)

kde H je hamiltonián daného systému a kde jsme vyšli z faktu, že systém
splňuje Hamiltonovy rovnice.

Protože Liouvillova rovnice má tvar rovnice spojitosti, můžeme ji odvodit
následovně. Základńım bodem je předpoklad, že počet člen̊u daného ansam-
blu se zachovává. Nyńı uvažujme určitou oblast fázového prostoru VΓ. Pak
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zjevně časová změna počtu členu ansamblu v daném objemu je rovna toku
hranićı daného objemu ∂VΓ

∂

∂t

∫
VΓ

ρansdV = −
∫
∂VΓ

jiansdSi (63)

kde dSi ≡ nidS je povrchový element, jehož normovaný normálový vektor
ni , nin

i = 1 směřuje ven z daného objemu. Poté s pomoćı Gaussovy věty∫
∂V

F idSi =

∫
V

∂iF
i (64)

můžeme přepsat rovnici (63) do tvaru∫
VΓ

(
∂ρans
∂t

+
N∑
s=1

∂(ρansq̇s)

qs
+
∂(ρansṗs)

∂ps

)
= 0 . (65)

Protože tato rovnice muśı platit pro libovolné VΓ, pak zjevně muśı platit

∂ρans
∂t

+
N∑
s=1

∂(ρansq̇s)

qs
+
∂(ρansṗs)

∂ps
= 0 . (66)

Tato rovnice, s použit́ım Hamiltonových rovnic, dává Liouvillovu rovnici (50).

1.9.3 Druhá interpretace distribučńı funkce

Uvažume izolovaný systém o N stupńıch volnosti s hamiltoniánem

H(p, q) = E = const . (67)

Je jasné, že systém se nacháźı na podprostoru fázového prostoru Ω, který
je vymezen podmı́nkou (67). V předchoźı diskusi jsme zavedli pocet bod̊u
Ansamblu N a ρans jako funkci, která udává hustotu bod̊u v Ansamblu.
Celkový počet bod̊u v Ansamblu je dán výrazem

N =

∫
Ω

ρansd
NqdNp . (68)

Zřejmě v objemu △Ω ∈ Ω je počet bod̊u dán intergálem

△N =

∫
△Ω

ρansd
NqdNp . (69)
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Poděleńım těchto dvou výraz̊u dostáváme

△N
N

(70)

což můžeme intepretovat jako pravděpodobnost, že libovolný stav je obsažen
v △Ω. Označ́ıme tuto veličinu jako∫

△Ω

fNd
NqdNp (71)

a tedy můžeme psát∫
△Ω

fNd
NqdNp =

∫
△Ω

ρansd
NqdNp∫

Ω
ρansdNqdNp

. (72)

Vid́ıme, že můžeme psát

fN(p, q, t) = Cρans(p, q, t) (73)

kde C je konstanta. Jinými slovy řečeno je zde jednoznačná souvislost mezi
funkcemi ρans a fN . Přesněji řečeno, můžeme položit otázku, co znamená,
že fN(q, p)d

NqdNp je pravděpodobnost, že stav daného systemu se nacháźı
v objemovém elementu v okoĺı bodu (q, p) kde nyńı použ́ıváme konvenci,
kde (q, p) ≡ (x1,x2, . . . ,xN ,p1, . . . ,pN), kde x ≡ (x1, . . . , xD) a kde p ≡
(p1, . . . , pN) Explicitně, jestliže stav (q, p) je obsažen, pak to znamená, že
částice 1 je v objemovém elementu v okoĺı bodu x1,p1, druhá částice je v
objemovém elementu dx2dp2 v okoĺı (x2,p2) atd. Jinými slovy fN je hustota
pravděpodobnosti pro N− částicový systém, zat́ım co ρans je veličina spo-
jená s Ansámblem r̊uzných systému, fN(q, p, t) je veličina spojená s jedńım
konkrétńım systémem. Je také d̊uležité připomenout, že fN je normovaná
jako ∫

Ω

fNdqdp = 1 , (74)

kde se integrace provád́ı přes celý dosažitelný fázový prostor. Jinými slovy je
to prostor vymezený podmı́nkou konstantńı energie. Jestliže nyńı G(q, p, t) je
libovolná dynamická veličina, pak s pomoćı známé hustoty pravděpodobnosti
fN můžeme definovat následuj́ıćı středńı hodnotu dané veličiny

< G >=

∫
fNGdqdp . (75)
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1.9.4 Řešeńı Liovillovy rovnice s počátečńı podmı́nkou

Nyńı se zaměř́ıme na určité možnosti, jak řešit Liouvillovu rovnice s určitou
počátečńı podmı́nkou.

1. Taylor̊uv rozvoj
Předpokládejme, že známe počátečni formu distribučńı funkce fN

fN(q, p, 0) ≡ f 0
N(q, p) . (76)

Nyńı provedeme Taylor̊uv rozvoj fN(q, p, t) v okoĺı bodu t = 0 při pevných
q a p

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0)+
∂fN
∂t

(0, q, p)△t+ 1

2

∂2fN
∂t2

(0, q, p)(△t)2+ . . . (77)

Vı́me, že fN splňuje Liouvillovu rovnici a tedy

∂fN
∂t

= {H, fN} ,

∂2fN
∂t2

=
∂

∂t
{H, fN} =

{
H,

∂fN
∂t

}
=

= {H, {H, fN}} ,

(78)

kde předpokládáme, že H nezáviśı explicitně na čase. S použit́ım těchto
vztah̊u dostaneme

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0) +△t {H, fN(q, p, 0)}+
1

2
(△t)2 {H, {H, fN(q, p, 0)}}+ · · · =

=

(
1 +△t {H, }+ (△t)2

2
{H, {H, }}+ . . .

)
fN(q, p, 0) .

(79)

Geometricky si můžeme představit jako časový vývoj funkce fN v pevném
bodě q, p. Poznamenejme, že pro konečný časový interval můžeme tento vztah
přepsat do formy

fN(q, p,△t) = fN(q, p, 0) +
∞∑
n=1

(△t)n

n!

n︷ ︸︸ ︷
{H, . . . , {H, {H, fN(q, p, 0)}}} . (80)

Př́ıpad 2: Liouvill̊uv operátor
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Z předchoźıho popisu je zřejmé, že výraz {H, } má formu operátoru
p̊usob́ıćı na fN . Proto je užitečné přepsat Liouvillovu rovnici do tvaru

i
∂fN
∂t

= i {H, fN} ≡ Λ̂fN (81)

kde

iΛ̂ = i {H, } = i
N∑
s=1

(
∂H

∂qs

∂

∂ps
− ∂H

∂ps
∂

∂qs

)
. (82)

Je možné ukázat, že Λ̂ je Hermiteovský operátor v prostoru spojitých nor-
movaných funkćı na fázovém prostoru tak, že pro tuto funkćı plat́ı

||ψ||2 =
∫
ψ∗ψdNqdNp <∞ . (83)

Operátor je Hermiteovský, když plat́ı Λ̂ = Λ̂†, kde Λ̂† je Hermiteovsky
sdružený operátor. Z toho dostaneme, že vlastńı hodnoty Λ̂ jsou reálné a
že vlastńı vektory daného operátoru jsou ortogonálńı. Je d̊uležité, že tyto
vlastnosti jsou zcela obecné a nezáviśı na druhu interakce mezi molekulami.
Daľśı d̊uležitá vlastnost je ta, že vlastńı hodnoty Λ̂ jsou reálné, pak vlastńı
hodnoty {H, } = −iΛ̂ jsou imaginárńı, což má za následek, že mohou existo-
vat řešeńı Liouvillovy rovnice, které osciluj́ı v čase.

Pomoćı operátoru Λ̂ přejdeme k daľśımu zp̊usobu řešeńı počátečńı podmı́nky
u Liouvillovy rovnice. Přeṕı̌seme Liouvillovu rovnici do tvaru

∂

∂t

[(
exp i

∫ t

0

dt′Λ̂

)
D(t)

]
= 0 (84)

Abychom viděli, že tato rovnice je ekvivalentńı Liouvillově rovnici, provedeme
derivaci vzhledem k t

iΛ̂(t)D(t) exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂) + exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂)
∂

∂t
D(t) = 0 ⇒

i exp(i

∫ t

0

dt′Λ̂)(Λ̂(t)D(t)− ∂

∂t
D(t) = 0

(85)

a ekvivalence s Liouvillovou rovnićı je zřejmá. Nyńı, jestliže zintegrujeme
rovnici (84) dostaneme řešeńı ve tvaru

D(p, q, t) = e−i
∫ t
0 dt′Λ̂D(q, p, 0) , (86)
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kde opět je nutné zd̊uraznit, že uvažujeme pevné p, q, jinými slovy, můžeme
si představit, že p, q, t jsou nezávislé souřadnice na 6N + 1 dimensionálńım
prostoru.

Pro mále intervaly opět máme∫ △t

0

dt′Λ̂ ≃ △tΛ̂ (87)

a tedy (86) může být přepsána do tvaru

D(p, q, t) = [1− i△tΛ̂ +
1

2
(−i△tΛ̂)2 + . . . ]D(q, p, t) =

=

[
1 +△t {H, }+ (△t)2

2
{H, {H, }}+ . . .

]
D(q, p, 0)

(88)

což souhlaśı s Taylorovým rozvojem, který byl nalezen v předchoźı kapitole.
Nyńı přistouṕıme k analýze s použit́ım vlastńıch vektor̊u a vlastńıch hod-

not operátoru Λ̂. Opět muśıme předpoládat, že počátečńı forma rozdělovaćı
funkce fN je známa fN(q, p, 0) ≡ f 0

N(q, p). Dále muśıme předpokládat, že
známe vlastńı vektory a vlastńı hodnoty operátoru Λ̂, kdy budeme předpokládat
časově nezávislé Λ̂

Λ̂ψn = ωnψn . (89)

Jestliže předpokládáme, že ψn tvoř́ı bázi Hilbertova prostoru, můžeme psát
počátečńı rozdělovaćı funkci ve tvaru

f 0
N(q, p) =

∑
∀n

Dnψn (90)

kde koeficienty Dn je možné určit s pomoćı předpokládáne ortogonality vek-
tor̊u ψn

Dn =
⟨
ψn|f 0

N(q, p)
⟩
=

∫
dNqdNqψ∗

n(q, p)f
0
N(q, p) ,∫

dNqdNpψ∗
n(q, p)ψm(q, p) = δnm .

(91)

Pak zřejmě dostáváme

fN(q, p, t) = e−itΛ̂
∑
∀n

Dnψn . (92)
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Tato rovnice, s použit́ım faktu, že ψn je vlastńım vektorem L̂, má řešeńı ve
tvaru

fN(q, p, t) =
∑
∀n

Dne
−itωnψn . (93)

1.9.5 Rozdělovaćı funkce ideálńıho plynu

Uvažujme ideálńı plyn, který je dán N neinteraguj́ıćımi molekulami a jenž je
obsažen v krychli o velikosti hrany L. V tomto př́ıpadě Hamiltonián je dán
ve tvaru

H =
N∑
s=1

p2s
2m

, 0 ≤ x(i)s ≤ L (94)

Vı́me, že časový vývoj rozdělovaćı funkce má formu

∂f

∂t
= {H, f} = −

∑
s

∂H

∂ps

· ∂f
∂xs

= −
∑
s

vs ·
∂f

∂xs

. (95)

Pak zřejmě operátor Λ̂ má tvar

Λ̂0 = −i
N∑
s=1

ps

m
· ∂

∂xs

. (96)

Vlastńı vektory operátoru splňuj́ı rovnici

Λ̂0ψ(k) = ω(k)ψ(k) , (97)

kde (k) je posloupnost vlastńıch vektor̊u

(k) ≡ (k1,k2, . . . ,kN) . (98)

Pak dostáváme

Λ̂0ψ(k) = −i
N∑
s=1

ps

m
·
∂ψ(k)

∂xs

= ω(k)ψ(k) .

(99)

Budeme předpokládat řešeńı ve tvaru

ψ(k) = A exp

(
i

N∑
s=1

ks · xs

)
(100)
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pak po jeho vložeńı do předchoźı rovnice dostaneme

ω(k) =
N∑
s=1

ps

m
· ks . (101)

Dále, hraničńı podmı́nky nám dávaj́ı

ks =
2π

L
ns , (102)

kde komponenty vektoru n jsou celá č́ısla. Konečně, konstantaA je zafixována
normalizaćı a tedy dostáváme

ψ(k) =
1

L3N/2
exp

(
i

N∑
s=1

ks · xs

)
. (103)

Pak je zřejmé, že obecná forma N− částicové rozdělovaćı funkce funkce má
tvar

f(xN ,pN) =
∑
(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)e−iω(k)t . (104)

Abychom určili konečný tvar rozdělovaćı funkce f0, muśıme určit koeficienty
D(k)(p

N). Označ́ıme si hodnotu rozdělovaćı funkce f v čase t = 0 jako f0

f0(x
N ,pN) =

∑
(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N) . (105)

Protože vektory ψ(k) jsou ortogonálńı, dostáváme

D(k)(p) =
1

L3N/2

∫ N∏
i=1

d3xi[exp(−i
∑
s

ks · xs)]f0(x
N ,pN) (106)

Tedy ze známe počátečńı hodnoty distribučńı funkce dostaneme obecné řešeńı
Liouvillovy rovnice pro ideálńı plyn ve tvaru

f(x,p, t) =
1

L3N/2

∑
(k)

D(k)(p
N)ei

∑N
s=1 ks·(xs−ps

m
t) . (107)

Je užitečné poznamenat, že rozdělovaćı funkce záviśı na 6 × N integrálech
pohybu (

p1, . . . ,pN ,x1 −
p1

m
t,x2 −

p2

m
t, . . . ,xN − pN

m
t
)

(108)
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což je přesně v souladu s předchoćı diskuśı obecného řešeńı Liouvillovy rov-
nice. Explicitně, je jasné, že p1, . . . ,pN jsou integrály pohybu pro systém
definovaný hamiltoniánem (94). Dále ukážeme, že gi ≡ xi − pi

m
t splňuje rov-

nici zachováńı

∂gi
∂t

+ {gi, H} = −pi

m
+

N∑
s=1

(
δxs

δxi

· δH
δps

− 1

m

δ(−pi)

δps

δH

δxs

)
=

= −pi

m
+

N∑
s=1

δsi
δH

δps

= 0

(109)

Je také užitečné poznamenat, že v př́ıpadě ideálńıho plynu, můžeme operátor

Λ̂0 napsat jako Λ̂0 =
∑N

s=1 Λ̂
s
0, kde

{
Λ̂i

0, Λ̂
j
0

}
= 0. Pak je zřejmé, že můžeme

hledat řešeńı Liouvollovy rovnice ve tvaru fN =
∏N

s=1 f1(xs,ps, t), kde f1 je
jednočásticová rozdělovaćı funkce, která v př́ıpadě ideálńıho plynu je dána
výrazem

f1(x1,p1, t) = exp

(
−tp1

m

∂

∂x1

)
f1(x1,p1, 0) . (110)

1.10 Redukované distribučńı funkce

Pro jednoduchost zápisu zavedeme následuj́ıćı konvenci

d1 ≡ dx1dp1 , d2 ≡ dx2dp2 , . . . (111)

která odpov́ıdá částićım 1, 2, . . . .
Uvažujme nyńı systém N stejných částic a zaměřme se na subsystém,

který je tvořen s < N částicemi. Pravděpodobnost, že najdeme subsystém
ve fázovém prostoru d1d2 . . . ds v okoĺı stavu (1, 2, . . . , s) je

fs(1, . . . , s)d1 . . . ds . (112)

Je zřejmé, že můžeme očekávat vztah mezi fs a fN . Poznamenejme, že fN
udává pravděpodobnost, že se systém nacháźı v okoĺı bodu (1, . . . , s, s +
1, . . . , N). Poté je zřejmé, že jestliže se nazaj́ımáme o situaci v okoĺı bod̊u
s+1, . . . , N , muśıme provést součet pravděpodobnost́ı, že je systém v daných
bodech. Explicitně dostáváme

fs(1, . . . , s) =

∫
fN(1, . . . , N)d(s+ 1) . . . dN (113)
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1.11 s-násobná distribučńı funkce

Tuto distribučńı funkci, kterou si označ́ıme jako Fs(1, . . . , s) definujeme následuj́ıćım
zp̊usobem. Výraz

Fs(1, . . . , s)d1 . . . ds (114)

reprezentuje pravděpodobnost, že jedna z částic je ve fázovém prostoru d1
v okoĺı bodu 1, jiná je ve fázovém prostoru d2 v okoĺı bodu 2 atd v daném
časovém okamžiku. Je zde d̊uležitý rozd́ıl vzhledem k distribučńı funkci fs,
protože Fs nerozlǐsuje, která konkrétńı částice se nacháźı v okoĺı bodu 1 atd.
Podrobněji, fs určuje s−částicový stav specifické skupiny částic. Na dru-
hou stranu Fs také odpov́ıdá stejnému specifickému stavu, ale je nezávislá
na tom, které částice se nacházej́ı v tomto stavu. Např́ıklad, f2(1, 2) udává
pravděpodobnost, že částice 1 je ve stavu 1 a částice 2 ve stavu 2, na dru-
hou stranu F2(1, 2) udává počet dvojic částic, které se nacházej́ı v daném
stavu. Abychom našli vztah mezi Fs a fs muśıme znát počet zp̊usob̊u, jakým
mužeme vybrat s částic z celkových N(

N
s

)
=

N !

s!(N − s)!
. (115)

Jestliže předpokládáme, že dané částice jsou identické, pak každý takový
výběr dává stejnou funkci fs. Pak dostáváme

F̄s =

(
N
s

)
fs , (116)

kde čára nad Fs dává, že daný s−částicový stav byl započ́ıtán pouze 1.
Je zřejmé, že muśıme vźıt do úvahy fakt, že s−částic můžeme distribuovat
s! zp̊usoby tak, že stále dávaj́ı s−částicový stav. Tento fakt dává konečný
výsledek

Fs = s!F̄s = s!

(
N
s

)
=

N !

(N − s)!
fs (117)

2 Analýza Liouvillovy rovnice

V této kapitole odvod́ıme posloupnost rovnic známou jako BBKGY rovnice.
Toto jsou rovnice pro redukované distribuce a hraj́ı kĺıčovou roli v kinetické
teorii plyn̊u a tekutin. Začneme s Liouvillovou rovnićı pro N−částicovou
distribučńı funkci

∂fN
∂t

+ {fN , H} = 0 (118)
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a přeṕı̌seme ji do tvaru
∂fN
∂t

− L̂NfN = 0 , (119)

kde
L̂N = {H, } (120)

což explicitně dává

L̂N =
N∑
l=1

(
∂H

∂xl

· ∂

∂pl

− ∂H

∂pl

· ∂

∂xl

)
, (121)

kde
∂H

∂xl

· ∂

∂pl

≡ ∂H

∂xi(l)
· ∂

∂p
(l)
i

(122)

kde xi(l) je i−tá komponenta polohového vektoru l−té částice a p
(l)
i je i−tá

komponenta sdružené hybnosti. Hamiltonian H má tvar

H =
N∑
i=1

p2i
2m

+
N∑
i<j

∑
Φij , (123)

kde
Φij ≡ Φ(|xi − xj|) (124)

je dvoučásticový interakčńı potenciál. Poté dostaneme

L̂ = −
N∑
l=1

pl

m
· ∂

∂xl

+
N∑
i<j

N∑
l=1

∂Φij

∂xl

· ∂

∂pl

. (125)

Uvažujme nyńı operátor

Ôij ≡
∑
l

∂Φij

∂xl

· ∂

∂pl

. (126)

Z definice potenciálu je zřejmé, že tento výraz je nenulový pouze v př́ıpadě,
když l = i nebo l = j. Tedy dostáváme

Ôij =
∂

∂xi

Φij ·
∂

∂pi

+
∂

∂xj

Φij ·
∂

∂pj

. (127)
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Protože potenciál Φij záviśı na |xi − xj| zřejmě dostaneme

∂

∂xi

Φij = − ∂

∂xj

Φij . (128)

Pak můžeme psát

Ôij = −Gij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)
, (129)

kde jsme definovali

Gij = − ∂

∂xi

Φij (130)

což je śıla p̊usob́ıćı na i−tou částici zp̊usobenou interakćı s j−tou částićı.
Pomoćı těchto definićı můžeme přepsat L̂N do tvaru

L̂N = −
N∑
l=1

pl

m
· ∂

∂xl

+
N∑
i<j

∑
Ôij (131)

nebo ekvivalentně

L̂N = −
n∑

l=1

K̂l +
N∑
i<j

∑
Ôij (132)

kde jsme definovali K̂l jako kinetický operátor. Protože se zaj́ımáme o rovnici
pro distribučńı funkci fs, rozděĺıme L̂N následuj́ıćım zp̊usobem

L̂N = L̂s + L̂N,s+1 , (133)

kde s−částicový Liovill̊uv operátor L̂s je dán

L̂s = −
s∑

l=1

K̂l +
s∑

i<j

∑
Ôij . (134)

Zbytkový operátor L̂N,s+1 je dán předpisem

L̂N,s+1 = −
N∑

l=s+1

K̂l + R̂N,s+1 (135)

a kde R̂N,s+1 můžeme lehce odvodit z definice L̂N

R̂N,s+1 =
s∑

i=1

N∑
j=s+1

Ôij +
N∑

i=s+1

N∑
j=s+1,(i<j)

Ôij . (136)
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2.1 Redukce Liovillovy rovnice

S pomoćı takto definovaných operátor̊u můžeme přistoupit k integraci Liou-
villovy rovnice (119). Je jasné, že můžeme provést integraci přes s+1, . . . , N
v rovnici (119), kde zřejmě můžeme zaměnit integraci přes s + 1, . . . , N a
p̊usobeńı operátoru L̂s. Konkrétně∫

d(s+ 1) . . . dN
∂

∂t
fN =

∂

∂t

∫
d(s+ 1) . . . dNfN =

∂

∂t
fs ,∫

d(s+ 1) . . . dNL̂sfN = L̂s

∫
d(s+ 1) . . . dNfN = L̂sfs ,

(137)

a tedy (119) má tvar(
∂

∂t
− L̂s

)
fs =

∫
d(s+ 1) . . . dNL̂N,s+1fN =

=

∫
d(s+ 1) . . . dN(−

N∑
l=s+1

K̂l + R̂N,s+1)fN .

(138)

Budeme se podrobně věnovat pravé straně rovnice (138)∫
d(s+ 1) . . . dN(−

N∑
l=s+1

pl

m
· ∂

∂xl

+
s∑

i=1

N∑
j=s+1

Ôij +
N∑

i=s+1,(i<j)

N∑
j=s+1

Ôij)fN

(139)

Prvńı člen dává pouze povrchové integrály a z definice rozdělovaćı funkce
muśı být rovny nule. To vyplývá z faktu, že∫

dx1

∫
dpl

pl

m
· ∂

∂xl

fN ∼
∫
dpl

pl

m
fN(xl = ∞)− fN(xl = −∞) = 0

(140)
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Stejným zp̊usobem budeme analyzovat třet́ı př́ıspěvek∫
d(s+ 1) . . . dNÔijfN = −

∫
d(s+ 1) . . . dNGij(

∂fN
∂pi

− ∂fN
∂pj

) =

=

∫
d3x(s+1)d

3p(s+1) . . . d
3p(i−1)d

3xi . . . d
3xjd

3p(j+1) . . . d
3xNd

3pNGij ×

×(fN(pi = ∞)− fN(pi = −∞)− fN(pj = ∞)− fN(pj = −∞)) = 0

(141)

Výsledkem dostáváme(
∂

∂t
− L̂s

)
fs =

∫
d(s+ 1) . . . dN

s∑
i=1

N∑
j=s+1

ÔijfN . (142)

S použit́ım explicitńı formy Ôij dostáváme, že pravá strana rovnice má tvar

P.S.R(142) = −
∫
d(s+ 1) . . . dN

s∑
i=1

∑
j=s+1

NGij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)
fN (143)

Opět vid́ıme, že derivace v proměnné pj, j ≥ s + 1 dáváj́ı, při současné
integraci, povrchové př́ıspěvky a tudiž jsou rovny nule. Výsledkem dostáváme(

∂

∂t
− L̂s

)
fs = −

s∑
i=1

∂

∂pi

·
∫
d(s+ 1) . . . dN

N∑
j=s+1

GijfN . (144)

Toto je kĺıčová rovnice určuj́ıćı časový vývoj redukované distribučńı funkce.
Vid́ıme, že dynamika distribučńı funkce fs(1, . . . , s) se zbývaj́ıćımi částicemi
v tekutině je dán pravou stranou rovnice (144).

Abychom pokročili dále ve zjednodušeńı rovnice (144) muśıme zavést
předpoklad, že částice v tekutině jsou identické a tedy fs(1, 2, . . . , s) je sy-
metrická při výměně jednodlivých stav̊u částic. Jinými slovy předpokládáme,
že

f3(1, 2, 3) = f3(1, 3, 2) = f3(3, 2, 1) = f3(3, 1, 2) = f3(2, 3, 1) = f3(2, 1, 3) .
(145)

Abychom ukázali ekvivalenci integrál̊u, když provád́ıme sumaci přes j, muśı
např́ıklad platit∫

d2d3 . . .G12fN(1, 2, 3, . . . ) =

∫
d2d3 . . .G13fN(1, 2, 3, . . . ) (146)
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což můžeme, při provedeńı integrace přes 4, . . . , N psát jako∫
d2d3G12f3(1, 2, 3) =

∫
d2d3G13f3(1, 2, 3) . (147)

Jestliže nyńı provedeme na levé straně integraci přes d3 a pravou stranu
přes d2 dostaneme (kde jsme využili předpoklad (145), tedy f3(1, 2, 3) =
f3(1, 3, 2)) ∫

d2G12f2(1, 2) =

∫
d3G13f2(1, 3) . (148)

Jestliže nyńı nahrad́ıme integračńı proměnnou na pravé straně 3 proměnnou
2 dostaneme rovnost. Pak tedy vid́ıme, že každý člen v (N − 1)j sumě dává
identický př́ıspěvek a tedy dostáváme(

∂

∂t
− L̂s

)
fs + (N − s)

s∑
i=1

∂

∂pi

·
∫
d(s+ 1) . . . dNGi,s+1fN = 0 . (149)

Nyńı vid́ıme, že při integraci přes d(s + 2) . . . dN dostaneme fs+1, což nám
dává fundamentálńı rovnici(

∂

∂t
− L̂s

)
fs+(N−s)

s∑
i=1

∂

∂pi

·
∫
d(s+1)Gi,s+1fs+1 = 0 , 1 ≤ s ≤ N . (150)

Tento systém N vázaných rovnice se nazývá BBKGY rovnice podle jejich au-
tor̊u, kterými jsou N.N. Bogoliubov, M. Born, G. Kirkwood, H. S. Green and
J. Yvon. Tyto rovnice se nazývaj́ı hierarchie. V následuj́ıćı diskuzi použijeme
notaci BYs, abychom označili s− tou rovnici v této hierarchii. Necht’ uvedeme
následuj́ıćı vlastnosti tohoto systému

• Toto je systém N rovnic, kde N−tá z nich je Liouvillova rovnice pro
fN .

• Definujeme
Dfs
Dt

≡ ∂fs
∂t

− L̂sfs (151)

pak z (150) dostaneme pro podskupinu s částic, kde s < N

Dfs
Dt

̸= 0 . (152)

Jinými slovy, fs(1, 2, . . . , s) neńı konstantńı podél trajektorie ve fázovém
prostoru podprostoru odpov́ıdaj́ıćımu s−částićım, což je d̊usledek in-
terakce mezi s−částicemi a zbývaj́ıćımi částicemi v souboru N částic.
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• Třet́ı vlastnost má speciálńı význam pro kinematiku, která nás speciálně
zaj́ımá. Týká se prvńı rovnice v daném systému BY1. Tato rovnice je
obecnou formou všech kinetických rovnic.Kinetická rovnice je uzavřená
rovnice pro f1(x,p, t). Abychom viděli p̊uvod této rovnice uvažujem
prvńı rovnici v (150), kterou přeṕı̌seme do formy

∂f1
∂t

+
p1

m
· ∂

∂x1

f1 = −Â1f2(1, 2) (153)

kde Â1 vyplývá z (150). Kinetickou rovnici dostaneme, jestliže budeme
schopni provést následuj́ıćı operaci

Â1f2(1, 2) = Ĵ(f1) , (154)

kde Ĵ se typicky nazývá kolizńım integrálem, zobrazuje funkci na funkci.
Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak takový integrál zavést, je předpokládát, že
f2(1, 2) je funkćı f1(1). Např́ıklad, ve Vlasovově aproximaci uvažujeme
f2(1, 2) = f1(1)f1(2). V př́ıpadě obecněǰśıho Bogoliubovova ansatzu
máme fs(1, 2) = f2[1, 2, f1].

2.2 Vlasovova aproximace

Uvažujme BYs rovnici v limitě, kdy N ≫ s(
∂

∂t
− L̂s

)
fs = Îsfs+1 , (155)

kde

Îs ≡ −N
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫
d(s+ 1)Gi,s+1 . (156)

Předpokládejme, že tekutina je tvořena z N částic, které jsou obsaženy v
objemu N . Pak je možné zavést charakteristický počet částic

n0 ≡
N

V
. (157)

Dále předpokládejme, že můžeme zavést středńı teplotńı rychlost, C, a od-
pov́ıdaj́ıćı teplotu T v tekutině, tak že

mC2 ≡ kBT , (158)
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kde kB je Boltzmanova konstanta. Śıla potenciálu a charakteristická délková
škála r0 jsou definovány jako

Gij =
Φ0

r0
Ḡij , (159)

kde Ḡij je bezrozměrná veličina. Dále provedeme renormalizaci funkce fs, tak
že

Fs ≡ V sfs (160)

V př́ıpadě prostorově homogenńıho plynu dostaneme, že

f1(x,p) =
1

V
F1(p) . (161)

Jestliže v́ıme, že f1(x,p) udává pravděpodobnost, že jedna částice se nacháźı
ve fázovém objemu v okoĺı bodu x,p o velikosti d3x, d3p, pak je jasné, že
hustota počtu částic v bodě x, kterou označ́ıme jako n(x, t) je dána výrazem

n(x, t) = N

∫
f1d

3p = n0

∫
F1d

3p (162)

Abychom dostali rovnici pro Fs, vynásob́ıme obě strany rovnice (155) V s a
dostaneme (

∂

∂t
+
∑
l

K̂l −
∑∑

i<j

Ôij

)
Fs =

1

V
ÎsFs+1 . (163)

V následuj́ıćım kroku zavedeme bezrozměrné veličiny, které označ́ıme pruhem
nad daným symbolem

x = r0x̄ , p = mCp̄ ,

t =
r0
C
t̄ , Fs = (mC)−3sF̄s .

(164)

Poznamenejme, že je zde velmi mnoho možnost́ı volby charakteristických škál
pro danou analýzu. Můžeme položit r0, aby bylo rovno charakteristické délce
silového p̊usobeńı, či můžeme definovat r0 jako

r0 = n
−1/3
0 (165)

nebo
r0 = V 1/3 . (166)
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Pomoćı bezrozměrných veličin dostáváme

∂

∂t
=

∂

∂t̄

C

r0
,

K̂ =
∑
l

pl

m
· ∂

∂xl

=
∑
l

C

r0
p̄l ·

∂

∂x̄l

=
C

r0
ˆ̄K

Ôij = Gij ·
(

∂

∂pi

− ∂

∂pj

)
=

Φ0

r0C
Ḡij ·

(
∂

∂p̄i

− ∂

∂p̄j

)
≡ Φ0

mr0C
¯̂
Oij ,

(167)

a konečně máme

Îs = −N
s∑

i=1

∂

∂pi

·
∫
d3xs+1d

3ps+1Gi,s+1 =

= −n0V
1

mC

Φ0

r0
r30(mC)

3

s∑
i=1

∂

∂p̄i

·
∫
d3x̄s+1d

3p̄s+1Ḡi,s+1 = Φ0r
2
0(mC)

2 ¯̂Is .

(168)

Nyńı vlož́ıme tyto výrazy do (163) a dostaneme

C0

r0

(
∂

∂t̄
+
∑
l

ˆ̄Kl −
Φ0

mC2

∑∑
i<j

ˆ̄Oij

)
(mC)−3sF̄s =

=
1

V
n0V Φ0r

2
0(mC)

2 ¯̂Is(mC)
−3(s+1)F̄s+1 ⇒(

∂

∂t̄
+
∑
l

ˆ̄Kl −
Φ0

mC2

∑∑
i<j

ˆ̄Oij

)
F̄s = (n0r

3
0)

(
Φ0

mC2

)
ˆ̄IsF̄s+1 .

(169)

Nyńı definujeme parametry

α ≡ Φ0

mC2
=

Φ0

kBT
, γ−1 ≡ n0r

3
0 . (170)

Poté berzorměrná rovnice (169), když nebudeme psát čárku nad symboly,
má tvar (

∂

∂t
+

s∑
l=1

K̂l − α
∑ s∑

i<j

Ôij

)
Fs =

α

γ
ÎsFs+1 . (171)
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Uvažujme nyńı koeficient
α

γ
=
n0r

3
0Φ0

kBT
. (172)

Jesliže nyńı zvoĺıme, že r0 odpov́ıdá charakteristické škále interakce, je vhodné
zavést veličinu N0 následuj́ıćım zp̊usobem

N0 = n0r
3
0 , (173)

která udává počet částic ve sféře dosahu dané interakce. Pak dostaneme

α

γ
=

N 2
0Φ0

N0kBT
≃ ⟨EΦ⟩

⟨Ek⟩
, (174)

kde ⟨EΦ⟩ reprezentuje středńı interakčńı energii na jednotku dosahu dané
interakce, zat́ım co veličina ⟨Ek⟩ reprezentuje termálńı energii obsaženou v
daném objemu. Je zřejmé, že mužeme jejich pod́ıl interpretovat jako mı́ru
pr̊uměřné potenciálńı a kinetické energie v dané tekutině. Poté je přirozené
definovat jako silně interaguj́ıćı tekutinu, jestliže plat́ı α/γ ≥ 1, pak hovoř́ıme
o slabě interaguj́ıćım tekutině, jestliže plat́ı α/γ ≪ 1.

Nyńı přistouṕıme k diskuzi d̊uležitého pojmu, jakým je statistická nezávislost
částic v tekutině. Intuitivně je zřejmé, že částice jsou statisticky nezávislé,
jesliže jsou nekorelované. Podrobněji, definujeme korelačńı funkci mezi dvěma
částicemi pomoćı relace

f2(1, 2) = f1(1)f1(2) + C2(1, 2) . (175)

Jinými slovy, v př́ıpadě, že neexistuje korelace mezi dvěma částicemi, to jest
C2(1, 2) = 0, pak dané částice jsou statisticky nezávislé a tudiž pravděpodobnost,
že najdeme 1 částici v určitém bodě fázového prostoru a 2 částici v daľśım
bodě fázového prostoru, reprezentovanou funkćı f2(1, 2), je dáná součinem
pravděpodobnosti f1(1)f1(2). Jestliže budeme pokračovat dále, dostaneme
vztah

(f1, f2, . . . , fN) → (f1, C2, C3, . . . , CN) . (176)

kde opakováńım předchoźı iterace dostaneme

f2(1, 2) = f1(1)f1(1) + C2(1, 2) ,

f3(1, 2, 3) = f2(1, 2)f1(3) + f2(1, 3)f1(2) + f2(2, 3)f1(1) + C3(1, 2, 3) =

= f1(1)f1(2)f1(3) +
∑

P (1,2,3)

f1(1)C2(2, 3) + C3(1, 2, 3)

(177)
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Pomoćı těchto pojmů můžeme přistoupit k definováńı tzv. Vlasovovy limity,
kdy předpokládáma, že Φ0/kBT ≪ 1 a zároveň předpokládáme dalekodosa-
hové interakce, kdy zjevně i dosah daných interakćı je velký, což nám ř́ıká, že
i r0 je velké a tedy n0r

3
0 ≫ 1. Jinými slovy řečeno, Vlasovova limita odpov́ıdá

př́ıpadu

α =
Φ0

kBT
≪ 1 , γ−1 = n0r

3
0 ≫ 1 . (178)

Je užitečné zavést parametr malosti ϵ ≪ 1 s t́ım, že definujeme Vlasovovu
limitu následuj́ıćım zp̊usobem

α→ ϵα , γ−1 → 1

ϵ
γ−1 . (179)

Zjevně také máme α/γ = O(1). V př́ıpadě, kdy kBT ≫ Φ0 můžeme očekávat,
že korelace mezi částice v tekutině jsou malé. Matematicky můžeme toto
vyjádřit t́ım, že vlož́ıme faktor ϵ ke každé korelačńı funkci. Explicitně máme

f2 = f1f1 + ϵC2 ,

f3 = f1f1f+ϵ
∑
P

f1C2 + ϵ2C3

(180)

kde předpokládáme, že tyto rozdělovaćı funkci jsou bezrozměrné a tedy fs =
Fs. Pak dostáváme(

∂

∂t
+ κ̂1

)
F1 =

α

γ
Î1[F1(1)F2(2) + ϵC2(1, 2)] ,(

∂

∂t
+ κ̂2 − ϵαÔ12

)
[F1(1)F2(2) + ϵC2(1, 2)] =

=
α

γ
Î2[F1(1)F1(2)F1(3) + ϵF1(1)C2(2, 3) +

+ϵF1(2)C2(3, 1) + ϵF1(3)C2(1, 2)]
...

(181)

kde

κ̂s ≡
s∑

i=1

K̂i . (182)
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Porovnáńım člen̊u stejného řádu v ϵ a když se omeźıme na členy nejnižš́ıch
řád̊u, dostaneme (

∂

∂t
+ κ̂1

)
F1(1) =

α

γ
Î1F1(1)F1(2) ,(

∂

∂t
+ κ̂2

)
F1(1)F2(2) =

α

γ
Î2F1(1)F1(2)F1(3) ,

...

(183)

Ukazuje se, že obecně dostaneme N rovnic pro jednu neznámou funkci F1, což
nám logicky dává, že N těchto rovnic muśı být reduntantńı. Dá se ukázat,
že tomu je skutečně tak, neboli jestliže F1(1) splňuje prvńı rovnici v (181),
pak všechny daľśı rovnice jsou také splněny. Nyńı přeṕı̌seme tedy tuto prvńı
rovnici do plného tvaru s přesně danými rozměry fyzikálńıch veličin(
∂

∂t
+ v · ∂

∂x

)
F1(x,v, t) = −n0

m

∂

∂v
·
∫
d3x′d3v′G(x,x′)F1(x,v, t)F1(x

′,v′, t) .

(184)
kde jsme použili rovnost F1(p)d

3p = F1(v)d
3v. Tato rovnice se nazývá Vla-

sovovou rovnićı. Abychom źıskali větš́ı fyzikálńı náhled na tuto rovnici, je
vhodné použ́ıt hustoty počtu částic

n(x′, t) = N

∫
d3p′f1(x

′,p′, t) =
N

V

∫
d3vF1(x

′,v′, t) . (185)

Poté zavedeme středńı hodnotu śıly

G(x, t) =

∫
d3x′n(x′, t)G(x,x′) . (186)

což můžeme fyzikálně interpretovat jako śılu od všech částic v daném objemu
p̊usob́ıćı na částici v bodě x. Pak integrál v (184) má tvar

n0

m

∂

∂v
·
∫
d3x′d3v′G(x,x′)F1(x,v, t)F1(x

′,v′, t) =

=
∂

∂v
F1(x,v, t) ·

∫
d3x′n(x′, t)G(x,x′) =

=
∂

∂v
F1(x,v, t) ·G(x, t) .

(187)
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Vid́ıme tedy, že Vlasovovu rovnici (184) můžeme přepsat do tvaru(
∂

∂t
+ v · ∂

∂x
+

G

m
· ∂
∂v

)
F1(x,v, t) = 0 . (188)

Fyzikalńı interpretace této rovnice je následuj́ıćı. Časový vývoj F1(x,v, t) je
ovlivněn silovým polem, které je dáné okamžitým p̊usobeńım všech částic v
dané tekutině. Je velice zaj́ımavé, že Vlasovova rovnice (184) je velmi po-
dobná jednočásticové Liouvillově rovnici, která odpov́ıdá částici pohybuj́ıćı
se ve vněǰśım silovém poli. Hamiltonian pro tuto částici má tvar

H =
p2

2m
+ Φ(x) (189)

kde G̃ = − ∂
∂x
Φ(x) je vněǰśı śıla. Liovillova rovnice pro tento system má tvar

∂F

∂t
+ {F,H} =

∂F

∂t
+
∂F

∂x
· ∂H
∂p

− ∂F

∂p
· ∂H
∂x

=

=
∂F

∂t
+
∂F

∂x
· v +

∂F

∂p
· G̃ = 0

(190)

Je lehké dokázat, že řešeńı jednočásticové Liouvillovy rovnice má tvar

F = F [
p2

2m
+ Φ(x)] (191)

nebot’
∂F

∂p
= F ′ p

m
,
∂F

∂x
= −F ′G̃ , (192)

kde samozrejmě je nutné poznamenat, že Φ je potenciál vněǰśı śıly, zat́ım co
v př́ıpadě Vlasovovy rovnice máme

∂Φ

∂x
= −n0

∫
F (x′,v′, t)G(x,x′)d3x′d3v′ (193)

což znamená, že je možné určit Φ za předpokladu, že známe funkci F .

2.3 Prigoginova analýza

V této kapitole stručně nast́ıńıme princip poruchové techniky řešeńı Liou-
villovy rovnice. Jednou z d̊uležitých aplikaćı této metody je odvozeńı Bolt-
zmanovy rovnice.
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2.3.1 Poruchy Liouvillova operátoru

Uvažujme opět Liouvill̊uv operátor

∂fN
∂t

= L̂NfN (194)

kde
L̂N = {H, } (195)

nebo explicitně

L̂N =
∑
l

K̂l +
∑ N∑

i<j

Ôij . (196)

Nyńı přeṕı̌seme tento operátor do tvaru

L̂N = L̂0 + δL̂ , (197)

kde L̂0 je kinetický operétor volných částic a kde

δL̂ =
∑∑

i<j

∂

∂xi

Φij ·
[
∂

∂pi

− ∂

∂pj

]
(198)

je porucha L̂0.
Nyńı se zaměř́ıme na kinetický operátor volných částic, které jsou obsaženy

v krychli o velikosti L. V tomto př́ıpadě máme

K̂ = −
N∑
s=1

ps

m
· ∂

∂xs

, 0 ≤ x(i)s ≤ L . (199)

Vlastńı vektory daného operátoru jsou

K̂ψ(k) = −iω(k)ψ(k) ,

ψ(k) = L−3N/2 exp[i
∑

klxl] ≡ |(k)⟩

ω(k) =
∑

kl · vl

(200)

kde vl = pl

m
a kde (k) = (k1,k2, . . . ,kN). Poznamenejme, že periodické

hraničńı podmı́nky dáváj́ı

ki =
2π

L
ni , (201)
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kde ni jsou celá č́ısla. Nyńı použijeme tuto bázi pro hledáńı řešeńı obecné
Liouvillovy rovnice, kde předpokládáme řešeńı ve tvaru

fN(1, . . . , N) =
∑
(k)

a(k)(p
N , t)ψ(k)(x

N)e−iω(k)t . (202)

Nyńı ukážeme, že toto řešeńı může být přepsáno do vhodného tvaru, kde
koeficienty maj́ı speciálńı fyzikálńı význam. Tento přepis má tvar

fN =
1

V N

a0(pj| . . . , t) +
1

V̄

N∑
j=1

′∑
kj

ak(pj, t)e
ikj ·xje−iωjt+

+
1

V̄ 2

N∑
j=1

N∑
l=1

′∑
k′
j

′∑
kl,kj+kl ̸=0

× ×akj ,kl
(pj,pl|0, t)ei[kj ·xj+kl·xl]e−iωjlt+

+
1

V̄

N∑
j=1

N∑
l=1

′∑
k

ak,−k(pj,pl|0, t)eik(xj−xl) + . . .

]
(203)

kde čárka nad sumačńım symbolem znamená, že provád́ıme sumu, kde dané
vektory jsou nenulové, v opačném př́ıpade by tento koeficient měl být započ́ıtan
do předchoźıho řádu. Koeficienty v tomto rozvoji maj́ı tu d̊uležitou vlastnost,
že ak1,...,kn(p

N , t) obsahuj́ı n nenulových vektor̊u, např́ıklad ak1,k2 obsahuje
2 nenulové vektory. Dále,hybnosti, na kterých záviśı dáná Fourierova kom-
ponenta, se rozděluj́ı na dvě skupiny, rozdělené vertikálńı čarou. Vektory na
levo od čárky odpov́ıdaj́ı částićım, jejichž vlnové vektory jsou nenulové a na-
pravo od čárky jsou uvedené všechny ostatńı hybnosti. Konečně, objem V̄ je
definován jako V̄ ≡ V/(2π)3.

Členy v druhé sumě, kdy kj + kl = 0 jsou d̊uležité při tzv. limitě homo-
genity, která nám ř́ıká, že systém je homogenńı, pak fN je invariantńı při
posunu souřadnic

(xl) → (x′
l) = (xl + b) (204)

pak dostáváme ∑
(k)

a(k)e
i
∑

kl·xl =
∑
(k)

a(k)e
i
∑

kl·xleib·
∑

kl (205)

Tato rovnost je splňena pro všechna kl a xl za předpokladu, že
∑

kl = 0 pro
všechny (k) sequence.
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Nyńı můžeme přistoupit k interpretaci koeficient̊u, které vystupuj́ı v (203)
Nejdř́ıve provedeme integraci přes x1 . . .xN∫

d3x1 . . . d
3xNfN =

=
1

V N

∫
d3x1 . . . d

3xN

a0(pN , t) +
1

V̄

∑
j

∑
kj

a1(kj,p
N , t)eikj ·xje−iωjt + . . .


(206)

Nyńı v limitě velkého objemu můžeme nahradit sumu integraćı

1

V̄

∑
k

→
∫
d3k (207)

což také dává
1

(2π)3

∫
eik·xd3x = δ(k) . (208)

což nám ř́ıká, že druhý člen v (206) dává δ(k) při integraci přes dxN . Pak
dostáváme, že všechny daľśı př́ıspěvky při integraci dávaj́ı nulu Jinými slovy∫

d3x1 . . . d
3xNfN = a0(p

N , t) (209)

kde z definice normováńı funkce fN plat́ı∫
d3p1 . . . d

3pNa0(p
N , t) = 1 . (210)

Vid́ıme tedy, že a0(p
N , t) je distribučńı funkce rozložeńı hybnosti pro N

částic.
Hustota počtu částic je dáná integrálem

n1(x) = n1(xl) = N

∫
fNd

3p1 . . . d
3pNd

3x1d
3x2 . . . d

3xl−1d
3xl+1 . . . d

3xN

(211)

zat́ım co distribuce dvojic je dáná integrálem

n2(x,x
′) = n2(xs,xn) =

=
N(N − 1)

2

∫
fNd

3p1 . . . d
3pNd

3x1 . . . d
3xs−1d

3xs+1 . . . d
3xn−1d

3xn+1 . . . d
3xN .

(212)
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Nyńı urč́ıme hodnoty těchto funkćı pro fN danou (203)

n1(xs) =
N

V N

∫
d3p1 . . . d

3pN

∏
i ̸=s

d3xi ·

·

a0(p, t) + 1

V̄

′N∑
j=1

∑
kj

ak(pj|0, t)eikj ·xj−iωjt + . . .


(213)

V limitě velkého integrálu při integraci přes xi, i ̸= s dostáváme δ(ki), což
nám dává ki = 0 , i ̸= s. Pak tedy všechny členy, pro které plat́ı, že j ̸= s jsou
rovny nule, protože z definice máme a1(0,p, t) = 0. Dále, každý člen v sumě,
která obsahuje a2(kj,kl,p, t) obsahuj́ı bud’ δ(kj) nebo δ(kl) jako d̊usledek
integrace

∫
d3xj nebo

∫
d3xl. Pak dostáváme, že všechny členy v dané sumě

jsou rovny nule d́ıky tomu, že z definice máme

a2(0,kl) = a2(kj, 0) = 0 . (214)

Stejné argumenty můžeme použ́ıt pro členy vyšš́ıch řádu v rozvoji (203).
Výsledkem dostaneme

n1(x) =
N

V

[
1 +

∫ N∏
i=1

d3piak(p| . . . , t)eik·xd3k

]
. (215)

V limitě prostorové homogenity dostaneme k = 0, ak(0,p, t) = 0 a tedy

n1 =
N

V
. (216)

2.3.2 Pohybové rovnice pro koeficienty a(k)

Nyńı přejdeme k odvozeńı pohybové rovnice pro koeficienty a(k). Jesliže
vlož́ıme (203) do Liovillovy rovnice dostaneme

∂

∂t

∑
(k′)

a(k′)e
−iω(k′)t |(k′)⟩ = (L̂0 + δL̂)

∑
⟨(k′)| a(k′)e

−iω(k′)t . (217)

Provedeme derivaci vzhledem k času na levé straně rovnice, poté ji vynásob́ıme
zleva vektorem ⟨(k)| a s užit́ım ortogonality vektor̊u dostaneme pohybovou
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rovnici pro a ve tvaru

∂

∂t
a(k) =

∑
(k′)

eiω(k)t ⟨(k)| δL̂ |(k′)⟩ eiω(k′)ta(k′) . (218)

Daľśı analýza této rovnice prob́ıhá podobným zp̊usobem jako v př́ıpadě po-
ruchového počtu v kvantové mechanice. Ukazuje se, že r̊uzné členy v po-
ruchovém rozvoji mohou být reprezentovány graficky podobným zp̊usobem,
jako Feynmanovy diagramy. Tato analýza je ovšem velice složitá a nemůže
být obsažena v této přednášce, pro podrobněǰśı popis odkazuji na I. Prigogine,Non-
equilibrium Statistical Mechanics.

2.4 Bogoliubova Hypotéza

2.4.1 Intervaly času a délky

V této kapitole se budeme stručně zab́ıvat Bogoliubovou hypotézou týkaj́ıćı
se dosažeńı rovnováhy v p̊uvodńım nerovnovážném plynu. Týká se plynu
v uzavřeném prostoru a definuje tři časové intervaly, které označ́ıme jako
τ1, τ2 a τ3. V časovém intervalu τ1 se dvě molekuly nacházej́ı ve vzájemném
interakčńım dosahu. Interval τ2 je středńı doba mezi dvěma interakcemi.
Konečně τ3 je pr̊uměrná doba, za kterou molekula překoná vzdálenost mezi
dvěma stěnami, které vymezuj́ı oblast, kde se daný plyn nacháźı. Je zřejmé,
že mezi těmimto časovými úseky existuje následuj́ıćı souvislost

τ1 ≪ τ2 ≪ τ3 . (219)

K těmto časovým interval̊um můžeme přǐradit odpov́ıdaj́ıćı charakteristické
délky λ1, λ2 and λ3, kde λ1 je charakteristická vzdálenost interakce, λ2 je
středńı volná dráha a λ3 je charakteristická rozměr oblasti, v které se nacházej́ı
část́ıce. Např́ıklad pro plyn, kde středńı molekulová rychlost je 300ms−1 a za
standartńıch podmı́nek, kdy je plyn obsažen v nádobě o charakteristickém
rozměru λ3 = 3cm dostáváme

λ1 λ2 λ3
cm 3× 10−8 3× 10−5 3

τ1 τ2 τ3
sec 10−12 10−9 10−4

43



Bogoljubova hypotéza se týká funkcionálńı závislosti N−částicové dis-
tribučńı funkce fN(1, . . . , N), která je závislá na relaxaci plynu směrem k
rovnovážné konfiguraci. Tyto časové intervaly jsou definované následuj́ıćı ta-
bulkou

0 < t < τ1 počátečńı fáze
τ1 < t ≤ τ2 Kinetická fáze
τ2 < t Hydrodynamická fáze

V počátečńım intervalu neexistuje žádná srážky mezi molekulami a tedy
počátečńı nerovnovážný stav neńı ovlivněn žádnou silou, která popisuje in-
terakci mezi srážkami. To znamená, že v počátečńı fázi muśıme použ́ıt celou,
N−částicovou distribučńı funkci pro popsáńı stavu plynu.

Během kinetické fáze docháźı ke koliźım molekul a tedy existuje tendence
k rovnovážné konfiguraci. V tomto př́ıpadě je vyslovena hypotéza, že všechny
s− částicové distribučńı funkce jsou funkcionály jednočásticové distribučńı
funkce

fs = fs(1, . . . , s, f1) (220)

kde explicitńı časová závislost vystupuje zcela v f1. Např́ıklad, v př́ıpadě, že
molekuly jsou statisticky nezávislé, dostáváme

fs =
s∏

i=1

f1(i) . (221)

Konečně, během hydrodynamické fáze se předpokládá, že distribučńı funkce
je funkćı hydrodynamických veličin n,u a T , kde n je hustota částic, u je
makroskopická rychlost tekutiny a T je jej́ı teplota.

Jinými slovy máme následuj́ıćı popis. Jak systém relaxuje z p̊uvodńı ne-
rovnovážného stavu do konečného rovnovážného stavu, docháźı k redukci
v úrovni popisu, která je odpov́ıdaj́ıćı pro danou tekutinu. Na počátku je
nutné znát obecnou N−částicovou distribučńı funci. V rovnovážném stavu
je dostatečné znát n,u a T .

2.4.2 Bogoljubovy distribučńı funkce

Uvažujme opět distribučńı funkci

Fs = V sfs . (222)

44



Poznamenejme, že pro homogenńı tekutinu, Fs je funkćı pouze hybnost́ı.
Jesliže přeṕı̌seme s−tou Bogoljubovu rovnice pomoćı této distribuce,dostaneme(

∂

∂t
− L̂s

)
Fs −

N − s

V

s∑
i=1

∫
Ôi,s+1Fs+1d(s+ 1) = 0 (223)

kde Ôij má tvar

Ôij = −Gij

(
∂

∂pi

− ∂

∂pj

)
, (224)

a kde, což je fundamentálńı fakt, L̂s má tvar

L̂s = −
s∑

l=1

K̂l +
s∑

i<j

Ôij , (225)

kde Ôij specifikuje interakci mezi s− částicemi. Je d̊uležité, že uvažujeme
částice, které spolu interaguj́ı, že se nejedná o volné částice. Je zřejmé, že
tento interakčńı člen také implicitně zahrnuje srážky mezi částicemi, což
můžeme modelovat pomoćı interakčńıho členu velice krátkého dosahu, byt’

matematický popis je velice obt́ıžný.
Termodynamickou limitu dostaneme, kdy N → ∞, V → ∞ a současně

plat́ı

lim
N→∞,V→∞

N − s

V
= lim

N

V
=

1

v
, (226)

kde v je specifický objem, který definujeme jako objem, jenž zauj́ımá jedna
částice. V této limitě rovnice (223) má tvar(

∂

∂t
− L̂s

)
Fs −

1

v

s∑
i=1

∫
Ôi,s+1Fs+1d(s+ 1) = 0 (227)

Nyńı předpokládáme, že rozdělovaćı funkce má tvar

Fs = Fs(1, . . . , s, F1) . (228)

Protože explicitńı časová závislost je zahrnuta do funkce F1, dostaneme

∂Fs

∂t
=
δFs

δF1

∂F1

∂t
. (229)
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Jako jednoduchý př́ıklad uvažujme statisticky nezávislé molekuly, kdy máme

Fs =
s∏

l=1

Fl(s) (230)

kde (228) dává
∂Fs

∂t
=
∑
k

∂F1(k)

∂t

∏
l ̸=k

F1(l) . (231)

Je d̊uležité poznamenat, že Bogoljubova analýza je relevantńı pro řidké plyny,
kdy specifický objem v je velký. Pak je možné použ́ıt následuj́ıćı rozvoj

Fs(1, . . . , s;F1) = F 0
s +

1

v
F (1)
s +

1

v2
F (2)
s + . . . . (232)

Jestliže vlož́ıme tento rozvoj do BY1 rovnice (227) dostaneme(
∂

∂t
− L̂1

)
F1 −

1

v

∫
d2Ô12F2 = 0 ⇒

∂F1

∂t
= −p1

m
· ∂F1

∂x1

+
1

v
Î12

[
F

(0)
2 +

1

v
F

(1)
2 + . . .

]
≡

≡ A(0) +
1

v
A(1) + . . . , Î12 ≡

∫
d2Ô12

(233)

Vložeńım tohoto výsledku do parciálńı časové derivace Fs dostaneme

∂Fs

∂t
=
δFs

δF1

∂F1

∂t
=

=
δF

(0)
s

δF1

A(0) +
1

v

(
δF

(1)
s

δF1

A(0) +
δF

(0)
s

δF1

A(0)

)
+ . . .

(234)

Nyńı se vrátime k rovnici (227) kde použijeme rozvoj (232)

∂Fs

∂t
= L̂s

[
F (0)
s +

1

v
F (1)
s + . . .

]
+

1

v

s∑
i=1

Îi,s+1

[
F

(0)
s+1 +

1

v
F

(1)
s+1 + . . .

]
(235)
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Jestliže nyńı vlož́ıme (234) do (235) a porovánme členy stejného řádu v 1/v
dostaneme

δF
(0)
s

δF1

A(0) = L̂sF
(0)
s ,

δF
(1)
s

δF1

A(0) +
δF

(0)
s

δF1

A(0) = L̂sF
(1)
s +

s∑
i=1

Îi,s+1F
(0)
s+1 ,

...

(236)

Tyto rovnice určuji posloupnost
{
F

(n)
s

}
v rozvoji (232).

Nyńı uvažujme opět rovnici pro F1

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫
d2Ô12F

(0)
2 . (237)

Nyńı, když najdeme F
(0)
2 (F1), dostaneme uzavřenou rovnici pro F1. Z rovnice

(236) dostaneme

D̂(0)F
(0)
2 = L̂2F

(0)
2 , (238)

kde

D̂(0)F
(0)
2 =

δF
(0)
2

δF1

A(0) . (239)

Muśıme vyřešit tuto rovnici pro F
(0)
2 (F1) s odpov́ıdaj́ıćımi hraničńımi podmı́nkami,

které zvoĺıme takovým zp̊usobem, že považujeme částice nekorelované v do-
statečně vzdálené minulosti.

Uvažujme nyńı Liouvill̊uv operátor L̂s pro izolovaný systém s− částic

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs} ≡ L̂sFs . (240)

která má řešeńı
Fs(t) = etL̂sFs(0) ≡ △̂(s)

t Fs(0) (241)

kde operátor △̂(s)
t má následuj́ıćı vlastnosti

△̂0 = 1 ,

△̂t1△̂t2 = △̂t1+t2 ,

∂△̂t

∂t
= L̂s△t .

(242)
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Protože operátor △̂t propaguje s-částicový systém v čase, je přirozené s jeho
pomoćı vyjádřit hraničńı podmı́nku, že pro dostatečně dlouhý čas v minulosti
částice nebyly korelované

lim
t→−∞

△̂(s)
t Fs(1, . . . , s;F1) = lim

t→−∞
△̂(s)

t

s∏
k=1

F1(k) . (243)

Poznamenejme, že tyto hraničńı podmı́nky plat́ı pro všechny jednočásticové
rozdělovaćı funkce. Pak také plat́ı pro jednočásticovou rozdělovaćı funkci,
která vznikne z F1 propagaćı pomoćı jednočásticového operátoru F ′

1(k) =

limt→∞ △̂(1)
t F1(k). Vložeńım této podmı́nky do předchoźıho definice hraničńı

podmı́nky, dostaneme

lim
t→−∞

△̂(s)
t Fs(1, . . . , s;F1) = lim

t→−∞
△̂(s)

t

s∏
k=1

△̂(1)
−tF1(k) . (244)

Poznámka: Rozdělovaćı funkce ideálńıho plynu
Uvažujme ideálńı plyn, který je dán N neinteraguj́ıćımi molekulami a jenž

je obsažen v krychli o velikosti hrany L. V tomto př́ıpadě Hamiltonián je dán
ve tvaru

H =
k∑

s=1

p2s
2m

, 0 ≤ x(i)s ≤ L (245)

Vı́me, že časový vývoj rozdělovaćı funkce má formu

∂f

∂t
= {H, f} = −

∑
s

∂H

∂ps

· ∂f
∂xs

= −
∑
s

vs ·
∂f

∂xs

≡ Λ̂sfs . (246)

Prvńı krok je naj́ıt vlastńı hodnoty operátoru f . Tyto hodnoty byly nalezeny
v předchoźım výkladu a tedy

ψ(k) =
1

L3N/2
exp(−i

∑
s

ks · xs) (247)

s vlastni hodnotou ω(k) = i
∑N

s=1 vs ·ks. Pak je zřejmé, že obecná forma N−
částicové rozdělovaćı funkce funkce má tvar

f(xN ,pN) =
∑
(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)eω(k)teiω(k)t . (248)
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nebot’

∂f

∂t
+ {fN , H} =

i
∑
(k)

D(k)(p
N)(ω(k) −

N∑
s=1

vs · ks)D(k)(p
N)ψ(k)(x

N)eω(k)teiω(k)t = 0 .

(249)

Abychom určili konečný tvar rozdělovaćı funkce f0, muśıme určit koeficienty
D(k)(p

N). Označ́ıme si hodnotu rozdělovaćı funkce f v čase t = 0 jako f0

f0(x
N ,pN) =

∑
(k)

D(k)(p
N)ψ(k)(x

N) . (250)

Protože vektory ψ(k) jsou ortogonálńı, dostáváme

D(k)(p) =
1

L3N/2

∫ N∏
i=1

d3xi[exp(i
∑
s

ks · xs)]D0(x
N ,pN) (251)

Tedy ze známe počátečńı hodnoty distribučńı funkce dostaneme obecné řešeńı
Liouvillovy rovnice pro ideálńı plyn ve tvaru

f(x,p, t) =
1

L3N/2

∑
(k)

D(k)(p
N)e−

∑
s ks·(xs−ps

m
t) (252)

Vid́ıme tedy, že operátor △̂(1)
t F1(k) můžeme interpretovat jako jednočásticovou

funkci v čase t jenž má tvar F1(x− p
m
t,p) a tedy dostaneme

lim
t→−∞

△̂(s)
t

s∏
k=1

△̂(1)
−tF1(k) =

= lim
t→−∞

△̂(s)
t

s∏
k=1

F1(xk +
pk

m
t,pk) =

= lim
t→−∞

s∏
k=1

F1[△̂(s)
t (xk +

pk

m
t), △̂(s)

t pk] =

=
s∏

k=1

F1(x
(s)
k ,p

(s)
k ) ,

(253)
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kde x
(s)
k ,mp

(s)
k jsou hodnoty fázových proměnych k−té částice v čase t =

−∞, kdy jsme prováděli časový vývoj v opačném směru od proměnnýcch
xk +

pk

m
t a pk.

Uvažujme opět tento výraz

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s;F1) =

δF
(0)
s

δF1

A(0) =
δF

(0)
s

δF1

L̂1F1 , (254)

kde jsme využili toho, že A0 je rovno L̂1F1. Naš́ım ćılem je naj́ıt vhodnou
reprezentaci funkcionálńı derivace,která vystupuje v předchoźımv vztahu.
Protože tento vztah plat́ı pro všechna F1, muśı platit i pro △̂(1)

t F1. Pak tedy
můžeme psát

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
δF

(0)
s

δ[△̂(1)
t F1]

L̂1△̂(1)
t F1 , (255)

což, s pomoćı rovnice ∂△̂t

∂t
= L̂△̂t můžeme přepsat do tvaru

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
δF

(0)
s

δ[△̂(1)
t F1]

∂△̂(1)
t F1

∂t
(256)

která nám ř́ıká

D̂(0)F (0)
s (1, . . . , s; △̂(1)

t F1) =
∂

∂t
F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1] . (257)

Pak dostáváme z rovnice, kterou jsme odvodili výše

D̂(0)F (0)
s = L̂sF

(0)
s ⇒

∂

∂t
F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1] = L̂sF
(0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1]

(258)

Z definice operátoru △(s)
t dostáváme, že řešeńı předchoźı rovnice má tvar

F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

t F1(0)] = △̂(s)
t F (0)

s [1, . . . , s;F1(0)] (259)

kde F1(0) je jednočásticová distribučńı funkce vypoč́ıtaná v čase t = 0. Pak
je zřejmé, že můžeme psat

F (0)
s [1, . . . , s;F1(0)] = △̂(s)

t F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

−tF1(0)] (260)
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Protože levá strana je nezávislá na čase, můžeme přistoupit k limitě t→ −∞
a s použit́ım hraničńıch podmı́nek daných nahoře dostaneme

F (0)
s [1, . . . , s;F1(0)] = lim

t→−∞
△̂(s)

t F (0)
s [1, . . . , s; △̂(1)

−tF1(0)] =

=
s∏

k=1

F1[x
(s)
k ,p

(s)
k ]

(261)

Vid́ıme tedy, že F
(0)
s je dané jednočásticovými distribucemi s fázovými proměnnými

x(s),p(s), odpov́ıdaj́ıćı polohám a impuls̊um část́ıc, jenž se propaguj́ı zpět v
čase a jejiž evoluce je dána s−částicovým Hamiltoniánem. Podrobněji toto
uvid́ıme, když budeme studovat pohybovou rovnici pro souřadnici či impuls
s−té částice

dxs

dt
= {xs, H} ,

dps

dt
= {ps, H} . (262)

Pak hodnota proměnné v čase t+△t může být určena Taylorovým rozvojem

xs(t+△t) = xs(t) +
dxs

dt
(t)△t+ 1

2!

d2xs

dt2
(△t)2 + . . .

S použit́ım pohybové rovnice dostaneme

dxs

dt
= {xs, H} ,

d2xs

dt2
=

{
dxs

dt
,H

}
= {{xs, H} , H}

... (263)

a tedy

xs(t+△t) = xs(t) +
dxs

dt
(t)△t+ 1

2!

d2xs

dt2
(△t)2 + · · · =

= xs(t) + {xs(t), H}△t+ 1

2!
{{xs, H} , H} (△t)2 + · · · =

= xs(t)− {H,xs(t)}△t+
1

2
{H, {H,xs(t)}} (△t)2 + . . .

= xs(t) +
∞∑
n=1

n︷ ︸︸ ︷
{H, {H, . . . , {H,xs}}}(−△t)n

(264)
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a tedy vid́ıme, že Λ̂ skutečně propaguje xs zpět v čase.

2.4.3 Odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Posledńı krok k odvozeńı kinematické rovnice je nalezeńı operátoru L̂2

L̂2 = −K̂1 − K̂2 + Ô12 ≡ −κ̂2 + Ô12 (265)

kde

κ̂2 =
p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

, (266)

S pomoćı této rovnice dostaneme

Ô12F
(0)
2 = κ̂2F

(0)
2 + L̂2F

(0)
2 . (267)

Našim úkolem je naj́ıt formu výraz̊u, které se vyskytuj́ı na pravé straně
předchoźı rovnice.

S použit́ım předchoźıho výrazu máme

L̂2F
(0)
s = D̂(0)F

(0)
2 =

δF
(0)
2

δF1

A(0) , (268)

kde

A(0) = −p1

m
· ∂F1

∂x1

. (269)

Nyńı použijeme explicitńı formu F
(0)
2

F
(0)
2 = F1[x

(2)
1 ,p

(2)
1 ]F1[x

(2)
2 ,p

(2)
2 ] (270)

a tedy dostaneme

L̂
(0)
2 F

(0)
2 = −p

(2)
1

m
F1[x

(2)
2 ,p

(2)
2 ] · ∂

∂x
(2)
1

F1[x
(2)
1 ,p

(2)
1 ]−

− p
(2)
2

m
F1[x

(2)
1 ,p

(2)
1 ] · ∂

∂x
(2)
2

F1[x
(2)
2 ,p

(2)
2 ] .

(271)
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Našim ćılem je naj́ıt alternativńı tvar operátoru κ̂2. Zavedeme proměnné
(x1,x2,p1,p2) → (r,x1,g,p1) kde

r = x2 − x1 ,g =
p2 − p1

m
p2 = mg + p1 ,x2 = r+ x1 ,

(272)

dostaneme

κ̂2 = (g +
p1

m
) · ∂
∂r

+
p1

m
· (− ∂

∂r
+

∂

x1

) =

= g · ∂
∂r

+
p1

m
· ∂

∂x1

= K̂B + K̂1 ,

(273)

kde K̂B = g · ∂
∂r
. S použit́ım těchto výraz̊u dostaneme

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫
dp2dx2Ô12F

(0)
2 ⇒

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
1

v

∫
d3p2d

3x2(κ̂2F
(0)
2 + L̂2F

(0)
2 ) =

=
1

v

∫
d3x2d

3p2K̂BF
(0)
2 +

1

v

∫
d3x2d

3p2(L̂2 + K̂1)F
(0)
2 .

(274)

Jestliže budeme předpokládat, že F2 je homogenńı mimo interakčńı oblast,
pak neńı funkćı x1,x2 a jejich hodnot zpět v čase. Jinými slovy řečeno je
funkćı pouze r. Pak druhý člen v předchoźım výrazu na pravé straně je roven
nule a srážkový člen má tvar∫

d3p2d
3x2K̂

(0)
B =

∫
d3x2d

3p2g · ∂
∂r

[F1(p
(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] (275)

kde g je relativńı rychlost. Našim ćılem je vypoč́ıtat tento prostorový integrál,
který vystupuje v předchoźım výrazu. Poznamenejme, že pro pevné x1 máme
dx2 = dr. Zavedeme válcové souřadnice, kdy osa válce souhlaśı se směrem
vektoru g. Dále zavedeme projekci vektoru r na tuto osu

z ≡ g · r
g

. (276)
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Pak dostaneme
d3r = bdϕdbdz (277)

a

g · ∂
∂r

= g
∂

∂z
. (278)

kde jsme využili faktu, že vektor r může být rozložen do směru rovnoběžného
s g a kolmého na g a skalárńı součin tohoto vektoru s g je roven nule. Pak
dostaneme∫

d3p2d
3rg · ∂

∂r
[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] =

=

∫
d3p2

∫
dϕbdb

∫ ∞

−∞
dz

d

dz
[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )] =∫

d3p2

∫
dϕbdb[F1(p

(2)
1 )F1(p

(2)
2 )(∞)− F1(p

(2))F1(p
(2)
2 )(−∞)] .

(279)

kde z = ∞ odpov́ıdá oblasti po kolizi. Poznamenejme, že p
(2)
1 ,p

(2)
2 jsou

souřadnice určené pomoćı Hamiltoniánu popisuj́ıćı interakci dvou částic, kdy
uvažujeme jejich evoluci zpět v čase, tedy před koliźı. To jest tyto částice
muśı mı́t takové hybnosti, které označ́ıme jako p′

1,p
′
2, které vedou po inter-

akci částic k jejich hybnostem p1,p2.
Oblast z = −∞ odpov́ıdá oblasti před srážkou. Předpokládejme, že v

této oblasti máme částice s danými p1,p2 a chceme vědět, jaké hodnoty
tyto částice maj́ı, jestliže je budeme sledovat s pomoćı dvoučásticového Ha-
miltoniánu zpět do minulosti. Protože v této oblasti nedocháźı k žádným
interakćım, pohybuj́ı se jako volné částice a tedy jejich impulsy jsou stejné
p1,p2. Pak tedy dostaneme

F1(p
(2)
1 )F1(p

(2)
2 )(∞)−F1(p

(2))F1(p
(2)
2 )(−∞) = F1(p

′
1)F1(p

′
2)−F1(p1)F1(p2) .

(280)
Jestliže použijeme tento vztah dostaneme

∂F1

∂t
+

p1

m
· ∂F1

∂x1

=
2π

v

∫
d3p2

∫
bdbg[F1(p

′
1)F1(p

′
2)− F1(p1)F1(p2)] (281)

což je slavná Boltzmanova rovnice. Jej́ımu daľśımu studiu a analýze srážkového
členu budeme věnovat následuj́ıćı kapitoly.
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Alternativńı odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Nyńı podáme v́ıce fyzikálně intuitivńı odvozeńı Boltzmanovy rovnice. Dř́ıve,
než k tomuto př́ıstouṕıme, provedeme alternativńı odvozeńı BBGKY hierar-
chie. Začneme s 1-násobnou distribučńı funkćı

F1(x,p, t) = N

∫ N∏
i=2

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,xN ,p,p2, . . . ,pN , t) . (282)

kde jsme zavedli faktorN . Je d̊uležité vědět, že budeme od počátku předpokládat,
že všechny částice jsou identické a že tedy funkce FN je uplně symetrickou
funkćı vzhledek ke svým argument̊um, a tedy t́ım, že jsme vybrali prvńı
částici pro definici jednočásticové distribučńı neńı myšleno, že by tato částice
byla něč́ım speciálńı. Poznamenejme, že d́ıky faktoruN v definici F1 dostáváme∫

d3xd3pF1(x,p, t) =

= N

∫ N∏
i=1

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,xN ,p,p2, . . . ,pN , t) = N .

(283)

Funkce F1 hraje fundamentálńı roli v kinetické teorii, protože jej́ı znalost je
ve velkém množstv́ı př́ıpad̊u dostačuj́ıćı pro popis stavu systému. Např́ıklad,
pr̊uměrná hustota částic je

n(x, t) =

∫
d3pF1(x,p, t) (284)

a pr̊uměrná rychlost je dána výrazem

v(x, t) =

∫
d3p

p

m
F1(x,p, t) . (285)

Vid́ıme tedy, že je užitečné znát pohybovou rovnici pro funkci F1. Z jej́ı
definice dostáváme

∂F1

∂t
= N

∫ N∏
i=2

d3xid
3pi

∂f

∂t
= N

∫ N∏
i=2

d3xid
3pi {H, f} . (286)
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Uvažujme nyńı HamiltonianH proN částic, kde vezmeme do úvahy možnost,
že se dané částice pohybuj́ı ve vněǰśım poli

H =
1

2m

N∑
i=1

p2i +
N∑
i=1

V (xi) +
N∑
i=1

∑
i<j

Φij(xi − xj) . (287)

Pak dostáváme

∂F1

∂t
= N

N∏
i=2

d3xid
3pi ×

×

[
−

N∑
i=1

pi

2m
· ∂fN
∂xi

+
N∑
i=1

∂V

∂xi

· ∂fN
∂pi

+
N∑
i=1

∑
k<l

∂Φkl(xk − xl)

∂xi

· ∂fN
∂pi

]
(288)

Pravou stranu můžeme zjednodušit integraćı po částech pro proměnné xi,pi, i =
2, . . . , N a zanedbáńım hraničńıch př́ıspěvk̊u. Pak dostáváme

∂F1

∂t
= N

∫ N∏
i=2

d3xid
3pi

[
− p

m
· ∂f
∂x

+
∂V

∂x
· ∂f
∂p

+

+
N∑
k=2

∂Φ1k(x− xk)

∂x
· ∂fN
∂p

]
= {H1, f1}+

+N

∫ N∏
i=2

d3xid
3pi

N∑
k=2

∂Φ1k(x− xk)

∂x
· ∂fN
∂p

(289)

kde

H1 =
p2

2m
+ V (x) . (290)

Vid́ıme, že jednočásticový Hamiltonián záviśı na potenciálu vněǰśıho pole,
zat́ım co nezáviśı na interakci s ostatńımi částicemi, která je popsána po-
sledńım členem na pravé straně. Můžeme také přepsat rovnici pro F1 do
tvaru

∂F1

∂t
= {H1, F1}+

(
∂F1

∂t

)
sraz

, (291)
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kde druhý člen je znám jako srážkový člen, který, jestliže vezmeme do úvahy,
že všechny částice jsou identické a tedy můžeme nahradit sumu

∑N
k=2 fakto-

rem (N − 1) ve tvaru(
∂F1

∂t

)
sraz

= N(N − 1)

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(x− x2)

∂x
·

· ∂
∂p

∫ N∏
i=3

d3xid
3pifN(x,x2, . . . ,p,p2, . . . , t)

(292)

což, když zavedeme 2−násobnou distribučńı funkci ve tvaru

F2(x1,x2,p1,p2, t) = N(N − 1)

∫ N∏
i=3

d3xid
3pifN(x1,x2, . . . ,p1,p2, . . . , t) .

(293)
dostáváme kolizńı integrál ve tvaru(

∂F1

∂t

)
sraz

=

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(x− x2)

∂x
· ∂F2

∂p
. (294)

Srážkový člen neměńı rozděleńı částic v prostoru, která je daná výrazem
n(x, t) =

∫
d3pF1(x,p, t). To je možné vidět z pohybové rovnice pro F1,

když provedeme integraci přes p∫
d3p

(
∂F1

∂t
− {H1, F1}

)
=

∫
d3p

(
∂F1

∂t

)
sraz

⇒

∂n(x, t)

∂t
−
∫
d3p {H1, F1} = 0

(295)

protože ∫
d3p

(
∂F1

∂t

)
sraz

=

= N(N − 1)

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(x− x2)

∂x

N∏
i=3

d3xid
3pi ×

× [fN(x,x2, . . . ,∞,p2, . . . , t)− fN(x,x2, . . . ,−∞,p2, . . . , t)] = 0 .

(296)
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Na druhou stranu, když bychom uvažovali středńı hodnotu rychlosti, tak
zjist́ıme, že srážkové členy hraj́ı d̊uležitou roli pro jej́ı změnu.

Závěr této analýzy je ten, že když chceme znát pohybovou rovnici pro
F1, měli bychom mı́t pohybovou rovnici pro F2. Tuto můžeme opět źıskat
pomoćı integrace Liouvillovy rovnice s t́ım, že nyńı vystupuje srážkový člen
s F3. Obecně, jestliže zavedeme s−násobné distribučńı funkce

Fs(x1, . . . ,xs,p1, . . . ,ps, t) =
N !

(N − s)!

∫ N∏
i=s+1

d3xid
3pif(x1, . . . ,xN ,p1, . . . ,pN , t)

(297)
tak zjist́ıme, že splňuj́ı rovnice

∂Fs

∂t
= {Hs, Fs}+

s∑
i=1

∫
d3xs+1d

3ps+1
∂Φi,i+1(xi − xs+1)

∂xi

· ∂Fs+1

∂pi

,

(298)

kde

Hs =
s∑

i=1

(
p2i
2m

+ V (xi)

)
+
∑
i<j≤s

Φij(xi − xj) . (299)

T́ımto zp̊usobem jsme odvodili BBGKY hiearchii.
Domaćı úkol Dokažte předchoźı rovnici
Nyńı přistouṕıme, pomoćı těchto rovnic, k alternativńımu odvozeńı Bolt-

zmanovy rovnice. Jako v předchoźım př́ıpadě budeme předpokládat, že když
jsou částice dostatečně vzdálené, jejich distribučńı funkce nejsou korelované.
Pojem dostatečně vzdálené znamené, že vzdálenost mezi nimi je mnohem
větš́ı než atomový rozměr d, který určuje dosah interakce mezi jednotlivými
molekulami. Pak očekáváme

F2(x1,x2,p1,p2) → F1(x1,p1)F1(x2,p2) , pro |r1 − r2| ≫ d . (300)

Na druhou stranu když naṕı̌seme rovnice pro F1 a F2(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

)
F1(x1,p1, t) =

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(|x1 − x2|)

∂x1

· ∂F2

∂p1

,(
∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

− 1

2

∂Φ12(x1 − x2)

x1

[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

]

)
F2 =

=

∫
d3x3d

3p3

(
∂Φ12(x1 − x3)

∂x1

· ∂

∂p1

+
∂Φ12(x2 − x3)

∂x2

· ∂

∂p2

)
F3 .

(301)
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tak vid́ıme, že pravá strana rovnice dává významný př́ıspěvek pouze na
vzdálenostech, kdy ∂Φ12(|x2−x1|)

∂x1
je nenulové, což je pouze na vzdálenostech

x2 − x1 < d. Z toho d̊uvodu je nutné porozumět F2 na vzdálenostech, kdy
částice jsou bĺızko sebe.

Abychom tomuto porozuměli, muśıme provést určité kvalitativńı úvahy
založené na dimensionálńı analýze. Členy, které záviśı na atomovém po-
tenciálu, budou nutně mı́t co do činěńı s veličinou τcoll, která charakterizuje
časový interval, po který jsou částice ve vzájemné interakci

∂Φ12

∂r
· ∂
∂p

∼ p

d
∼ 1

τcoll
, (302)

kde p je charakteristická hybnost, která určuje škálu hybnosti v dané inter-
akci. Podle Bogoljubovy hypotézy toto je nekratš́ı časová škála, která se vy-
skytuje v daném problému. Z toho d̊uvodu dostáváme, že 1

τcoll
je nejvýznamněǰśı

parametr, který vyustupuje v daných rovnićıch a tedy ∂Φ12

∂x
dávaj́ı nejvýznamněǰśı

př́ıspěvky a určuj́ı, jak rychle se měńı distribučńı funkce.
Vid́ıme, že funkce F1 je speciálńı, protože jej́ı pohybová rovnice neobsa-

huje kolizńı člen (člen úměrný ∂Φ12

∂x
· ∂
∂p
) na levé straně rovnice, na rozd́ıl od

odstatńıch rovnic pro funkce vyšš́ıch řád̊u Fn, např́ıklad F2 má kolizńı členy
jak na pravé, tak na levé straně. je d̊uležité, že pro řidké plyny, př́ıspěvek na
pravé straně je mnohem menš́ı než na levé straně. Abychom tomu porozuměli,
muśıme porovnat F3 vzhledem k F2. Předně v́ıme, že∫

d3x3d
3p3F3 =

N !

(N − 3)!

∫
d3x3d

3p3

N∏
i=4

d3xid
3pifN =

=
N !

(N − 3)!

∫ N∏
i=3

d3xid
3pifN = (N − 2)F2 ≈ NF2 .

(303)

Na druhou stranu na pravé straně rovnice (301) neprovád́ıme integraci přes
celý prostor, protože máme pouze nenulový př́ıspěvek úměrný d3. To zna-
mená, že srážkový člen na pravé straně (301) je potlačen faktorem

Nd3/V (304)

kde V je objem, v kterém se daný systém nacháźı. Pro plyn za běžných
podmı́nek dostáváme, že tento faktor je přibližně roven 10−3 − 10−4. Pak
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můžeme ukončit hiearchii rovnic, t́ım, že řekneme, že pravá strana rovnice
pro F2 je rovna nule(

∂

∂t
+

p1

m
· ∂

∂x1

+
p2

m
· ∂

∂x2

− 1

2

∂Φ12(x1 − x2)

∂x1

·
[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

])
F2 ≈ 0 .

(305)
Vid́ıme tedy, že F2 se měńı na vzdálenostech d a časové škále τcoll. Pozname-
nejme, že tuto rovnici můžeme přepsat do tvaru

∂F2

∂t
+ {F2, H2} = 0 (306)

což můžeme interpretovat jak pohybovou rovnici pro systém dvou těles, kde
x1,x2,p1,p2 splňuj́ı odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonovy rovnice.

Na druhou stranu z rovnice pro F1 stejným argumentem dostáváme, že
pravá strana rovnice je potlačena faktorem Nd3

V
, a tedy F1 se měńı na vetš́ı

časové škále τ .
Necht’ studujme změnu F2 podrobněji. Je zřejmé, že pouze relativńı po-

hyb bude ovlivněn srážkovým členem. Z toho d̊uvodu je vhodné přejit do
souřadnicové soustavy hmotného středu

R =
1

2
(x2 + x1) , r = x1 − x2 . (307)

a

P = p1 + p2 ,p =
1

2
(p1 − p2) . (308)

a uvažovat F2 = F2(R, r,P,p, t). Distribučńı funkce se bude pomalu měnit
s R a P, podobně, jak F1 záviśı na souřadnici a hybnosti. Na druhou stranu
předpokládáme silnou závislost na r a p, které se měńı za časový interval
τcoll. Jinými slovy můžeme předpokládat, že F2 dosáhne své ustálené hod-
noty, která pak ovlivňuje dynamiku F1. Jinými slovy, zanedbáme časový
vývoj funkce F2,

∂F2

∂t
= 0 a nahrad́ıme rovnice pro F2 následuj́ıćı rovnovážnou

rovnićı (
p

m
· ∂
∂r

− ∂Φ12

∂r
· ∂
∂p

)
F2 ≈ 0 . (309)

60



Pak pro srážkový člen dostáváme(
∂F1

∂t

)
sraz

=

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(r1 − r2)

∂x1

· ∂F2

∂p1

=

=

∫
d3x2d

3p2
∂Φ12(r)

∂r
·
[
∂

∂p1

− ∂

∂p2

]
F2 =

=
1

m

∫
|x2−x1|≤d

d3x2d
3p2(p1 − p2) ·

∂F2

∂r

(310)

kde v prvńım kroku jsme zavedli dodatečný člen ∂
∂p2

, který dává nulový

př́ıspěvek při integraci po částech a ve třet́ım kroku jsme použili (309) s
t́ım, že ∂

∂p
= ∂

∂p1
− ∂

∂p2
. Také jsme explicitně vyznačili oblast, přes kterou je

integrováno, kde nenulový př́ıspěvek je pouze v oblasti |x2 − x1| ≤ d.
Abychom pokročili dále, muśıme uvažovat následuj́ıćı situaci. Necht’ t0 je

časový okamžik před srážkou dvou částic, kdy částice se nacházej́ı ve velké
vzdálenosti od sebe, |x10 − x20| ≫ d, kde x10 ≡ x1(t0),x20 ≡ x2(t0). Statis-
tická nezávislost částic znamená, že v tomto časovém okamžiku dvoučásticová
funkce je dáná součinem dvou jednočásticových funkćı, to jest

F2(t,x10,x20,p10,p20, t0) = F1(x10,p20, t0)F1(x20,p20, t2) . (311)

pak ale skutečnost, že F2 splňuje rovnici

d

dt
F2(t,x1,x2,p1,p2) =

∂F2

∂t
+ {F2, H2} = 0 (312)

ř́ıká, že můžeme provést integraci této rovnice přes časový interval t0 do t a
dostaneme

F2(t,x1,x2,p1,p2) = F1(t0,x10,p10)F2(t0,x20,p20) , (313)

kde muśıme porozumět počátečńım hodnotám (x10,p20) a (x20,p20) jako hod-
noty souřadnic a hybnost́ı, které muśı mı́t částice v čase t0, aby v čase t měly
hodnoty x1,p1 a x2,p2. Jinými slovy souřadnice a hybnosti v čase t0 jsou
dány souřadnicemi a hybnostmi v čase t, kdy provedeme zpětnou propagaci
v čase pomoćı dvoučásticového hamiltoniánu H2, přičemž hybnosti p10,p20

jsou konstantńı během volné propagace částic.
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S použit́ım (313) dostáváme, že srážkový člen má tvar

1

m

∫
|x2−x1|≤d

d3x2d
3p2(p1 − p2) ·

∂

∂r
F1(t0,x10,p10)F2(t0,x20,p20)

(314)

kde všechny proměnné pod derivaćı r záviśı na r. Toto vyplývá z faktu, že
funkce F1 se měńı na vzdálenostech, které jsou mnohem větš́ı než d, a tedy
v prvńım přibĺıžeńı můžeme uvažovat funkci, která vystupuje ve srážkovém
členu, jako nezávislou na souřadnićıch, a tedy F1 = F1(t0,p10). Pozname-
nejme ale, že funkce nezáviśı na souřadnićıch x01,x02, ale záviśı na x1,x2,
kde tato závislost vyplývá z faktu, že když máme zadané impulsy p10,p20 v
čase t0, pak se propaguj́ı volně do oblasti interakce, kde plati |x1 − x1| ≤ d.
Dále, z homogenity prostoru vyplývá, že tato funkce může záviset pouze na
r.

Po těchto úvahách můžeme jednoduše provést integraci ve srážkovém
členu (314). Opět zavedeme válcové suřadnice z, ρ, ϕ v prostoru r tak, že
osa z je podél vsraz ≡ 1

m
(p1 − p2). Pak máme vsraz · ∂

∂r
= vsraz

∂
∂z

a prove-
deme integraci přes z(

∂F1

∂t

)
sraz

=

∫
dρρdϕd3p2F1(t0,p10)F1(t0,p20)|z2z=z1

, (315)

kde z1, z2 jsou body před a po srážce a kde je je nutné chápat jako vzdálenosti,
které jsou velké ve srovnáńı s d, na druhou stranu malé vzhledem ke středńı
volné dráze molekul. Poznamenejme, že p10,p20 jsou počátečńı hybnosti v
čase t0, které v konečném čase maj́ı hybnosti p1,p2. Pak dostáváme

F2(z2) = F1(x,p1, t)F1(x,p2, t) , F2(z1) = F1(x,p10, t)F1(x,p20, t) (316)

což nám dává očekávaný výsledek.

3 Boltzmanova rovnice

3.1 Distribučńı funkce v µ−prostoru

Nyńı opět statistický popis N klasických částic, kde stav systému je repre-
zentován bodem v 6N− dimensionálńım fázovém prostoru Γ a jeho časový
vývoj je representován křivkou v tomto prostoru. Stav tohoto systému může
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být zobrazen v 6− rozměrném µ− prostoru (x,v), kde je reprezentován N
body se souřadnicemi (xi,vi) a jeho časový vývoj je popsán pomoćıN -křivek.
Distribučńı funkce v tomto prostoru je definována jako

f(x,v, t) = lim
δV→0+

δN

δV
, (317)

kde δN je počet částic v malém objemovém elementu δV µ−prostoru v okoĺı
bodu (x,v). Limita δV → 0+ znamená, že δV je velmi malý vzhledem k
celkovému objemu, ale že je také dostatečně velký tak, že obsahuje uvnitř
velké množstv́ı částic. Pouze v př́ıpadě, když tato limita existuje, můžeme
přej́ıt od úrovně 1 k úrovni 2.

3.2 Bezsrážková Boltzmannova rovnice

Vı́me, že dynamika N− částic je popsána Hamiltonovskými rovnicemi. Naše
otázka nýńı je, zda-li je možné źıskat rovnici podobné Liouvillové rovnici pro
distribučńı funkci f v µ− prostoru.

Jestliže každá z N částic má Hamiltonián H = H(x,p, t) s p = mu, pak
dostáváme

mv̇i = −∂H
∂xi

, mẋi =
∂H

∂vi
, i = 1, 2, 3 (318)

a
Df

Dt
=
∂f

∂t
+ ẋi

∂f

∂xi
+ v̇i

∂f

∂vi
= 0 (319)

kde nyńı je implicitně daná sumace přes i. Tato distribučńı funkce odpov́ıdá
N ne-interaguj́ıćıch částic pohybuj́ıćıch se ve vněǰśım potenciálu. Tato rovnice
se nazývá bez srážková Boltzmannova rovnice.

Je d̊uležité poznamenat, že jakmile se částice dostanou do bĺızkého kon-
taktu tak, že interaguj́ı, tento vztah neplat́ı. Poté potenciálńı energie každé
částice je nejen funkćı souřadnice částice, ale také záviśı na vzdálenostech
dané částice od ostatńıch částic. V tomto př́ıpadě Hamiltonovská formulace
v µ− neńı možná, samozřejmě, můžeme použit obecnou formulaci problému
v Γ− prostoru.

Neutrálńı plyny jsou charakteristické t́ım, že částice interaguj́ı pouze na
krátké vzdálenosti, jinými slovy pouze, když dojde k jejich srážkám. Je pozo-
ruhodné, že v tomto př́ıpadě je relativně jednodduché modifikovat Boltzman-
novu rovnici takovým zp̊usobem, že efekt koliźı může být dodán na pravou
stranu této rovnice.
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3.3 Základni poznatky z rozptylu částic

Uvažujme dvou částicový hamiltonián

H(x1,x2,p1,p2) =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (r) (320)

kde hmotnosti částic jsou m1 a m2 a kde r = |x2 − x1|. Provedeme transfor-
maci do souřadńıcové soustavy spojené s hmotným středem

p =
m1p2 −m2p1

m1 +m2

= µṙ ,

r = x2 − x1 ,

P = p1 + p2 ,

R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

,

(321)

kde inverzńı zobrazeńı má tvar

p1 = P
m1

m1 +m2

− p ,

p2 = P
m2

m1 +m2

+ p ,

x1 = R− m2

m1 +m2

r ,

x2 = R+
m1

m1 +m2

r .

(322)

S pomoćı těchto výraz̊u dostaneme následuj́ıćı hamiltonián

H =
p2

2µ
+

P 2

2M
+ V (r) ,

(323)

kde µ je redukovaná hmotnost

µ =
m1m2

m1 +m2

(324)

a

HCS =
P 2

2M
(325)
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je kinetická energie hmotného středu. Zbývaj́ıćı část

Hrel =
p2

2µ
+ V (r) (326)

je hamiltonián částice hmotnosti µ v poli daném potenciálem V (r). Protože
zjevně hamiltonián nezáviśı na R dostaneme, že združená hybnost P se za-
chovává. Jinými slovy originálni úloha se redukuje na problém studia pohybu
částice o hmotnosti µ v centrálńım poli V (r). Pro daľśı studium je vhodné
zavést sférické souřadnice

r1 = r sin θ cosϕ , r2 = r sin θ sinϕ , r3 = r cos θ (327)

a tedy hamiltonián má tvar

Hred =
1

2µ
p2r +

1

2µr2 sin2 θ
p2ϕ +

1

2µr2
p2θ + V (r) . (328)

kde pr, pϕ a pθ jsou hybnosti kanonicky sdružené s r, ϕ a θ. Protože hamil-
tonián nezáviśı na ϕ, dostaneme, že pϕ = const a pro jednoduchost budeme
uvažovat př́ıpad pϕ = 0. Vid́ıme také, že pohybová rovnice pro pθ má tvar

ṗθ = {pθ, Hred} =
cos θ

µ sin2 θ
p2ϕ = 0 , (329)

která, v př́ıpadě pϕ = 0 dává pθ ≡ L. Konečně, pohybová rovnice pro θ má
tvar

θ̇ = {θ,Hred} =
pθ
µr2

=
L

µr2
. (330)

která může být zintegrována při znalosti r = r(t). Pohybová rovnice pro r a
pr mohou být źıskány s pomoćı Hrel

ṗr = {pr, Hrel} =
L2

2µr3
− dV

dr
,

ṙ = {r,Hrel} =
pr
µ
.

(331)

Na druhou stranu v́ıme, že Hamiltonián se zachovává a označ́ıme jeho hod-
notu jako E. Pak můžeme vyjádřit pr s jeho pomoćı jako

pr =

√
2µ(E − V )− L2

r2
, ṙ =

√
2

µ
(E − V )− L2

µ2r2
. (332)
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S použit́ım posledńı rovnice můžeme vyjádřit dt a vložit do pohybové rovnice
pro θ a pak dostaneme

θ =

∫
L

µr2
dt =

∫
L

r2
√

2(E − V )− L2

r2

. (333)

Zaj́ımáme se o neomeozené trajektorie, kdy V (∞) = 0 a kdy E > 0. Lépe
řečeno našim ćılem je naj́ıt rozptylový úhel. Konkretně, rozděĺıme rozptyl
do tř́ı po sobě následuj́ıćıch časových interval̊u: před, během a po inter-
akci. V intervalech před a po jsou částice volné a nejsou ve vzájemné in-
terakci. Samozřejmě, tyto pojmy úzce souviśı s vlastnostmi potenciálu V (r),
konkrétně s parametrem r0, který charakterizuje dosah interakce, např́ıklad
u interakćı dlouhého dosahu r0 → ∞. Pak interval před interakćı odpov́ıdá
vzdálenosti, kdy r > r0,kdy V (r) = 0, po interakci označuje interval, kdy
r > r0. Je vhodné také zavést pojem relativńı rychlosti před a po interakci.
Předpokládejme, že zvoĺıme časovou osu takovým zp̊usobem, že interakce
proběhne v okoĺı časového okamžiku t = 0. Pak definujeme relativńı rychlost
g následuj́ıćım zp̊usobem

g = ṙ , pro t = ±∞ . (334)

Protože před a po kolizi máme potenciál roven nule, dostaneme ze zákona
zachováńı energie

E(r → −∞) =
µg2

2
= E(r → ∞) =

µg′2

2
(335)

což nám ř́ıká, že velikost relativńı rychlosti se zachovává při srážkách.
V souřadnicové soustavě spojené s hmotným středem zavedeme tzv im-

paktńı parametr s který je definován jako L = µgs. Impaktńı parametr a
také vektory relativńı rychlosti g a g′ jsou vlastnosti, které se vztahuj́ı k
asymptotickým stav̊um systému a které se zachovávaj́ı během srážek,

Dále zavedeme vektor rmin, což je bod odpov́ıdaj́ıćı okamžiku, kdy dr
dt

= 0.
Definujeme úhel ψ jako

ϕ(r∞)− ϕ(rmin) = ψ =

∫ ∞

rmin

L

r2
√

2µ(E − V )− L2

r2

dr . (336)

Pak rozptylový úhel je definovaný vztahem

θ + 2ψ = π . (337)
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Je užitečné zavést proměnnou u = r−1. Dále, L = µgs vyjádř́ıme pomoćı
energie

E =
g2

2µ
=

L2

2µs2
. (338)

S použit́ım těchto výraz̊u dostaneme

ψ =

∫ ū

0

du√
1− s2u2 − V

E

, (339)

kde

ū =
1

rmin

, 1− s2ū2 − V (ū)

E
= 0 . (340)

Pro potenciál ve tvaru
V (r) = Kr−N = kuN (341)

dostáváme

ψ =

∫ ū

0

sdu√
1− s2u2 − (KuN/E)

. (342)

Je užitečné zavést bezrozměrný inversńı poloměr

β = su (343)

a bezrozměrný impaktńı parametr ([K] = kgm2+Ns−2)

b ≡ s

(
E

K

)1/N

. (344)

a pak dostaneme

ψ(b) =

∫ β̄

0

dβ√
1− β2 − (β/b)N

,

1− β̄2 −
(
β̄b
)N

= 0 .

(345)
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3.3.1 Účinný pr̊uřez

Nyńı zadefinujeme diferenciálńı účinný pr̊uřez. Uvažujme homogenńı tok
částic o energii E, intensitě I, které dopadaj́ı na rozptylové centrum umı́stěné
v počátku. Počet částic, které jsou rozptýlené do elementu dΩ v okoĺı pro-
storového úhlu Ω je úměrné dopadaj́ıćı intensitě I a dΩ. Faktor úměrnosti je
σ, což je diferenciálńı účinný pr̊uřez. Jinými slovy řešeno, výraz

Iσ(Ω)dΩ (346)

udává počet částic, které jsou rozptýleny v úhlu Ω,Ω+dΩ za jednu sekundu.
Tento počet je roven počtu částic, které projdou malým elementem válce o
pr̊uřezu dssdϕ a tedy dostaneme

IσdΩ = Idϕsds . (347)

Prostorový úhel je roven dΩ = sin θdθdϕ a pak tedy dostaneme

σ(E, θ) =
dϕsds

dΩ
= s(E, θ)

ds(E, θ)

sin θdθ
. (348)

Poznamenejme, že s(E, θ) je dán rozptylovým integrálem

ψ =

∫ ū

0

sdu√
1− s2u2 − (V/E)

. (349)

Zat́ım co σ určuje počet částic rozptýlených do daného prostorového úhlu,
celková účinný pr̊uřez

σT =

∫
4π

σdΩ = πr20 (350)

udává celkový počet částic rozptýlených z p̊uvodńıho svazku. Vı́me, že dosah
interakce je dán parametrem r0, tak tedy částice, pro které plat́ı, že s >
r0, nejsou rozptýleny z daného svazku. Jinými slovy řešeno, celkový účinný
pr̊uřez reprezentuje plochu, která je vložena do cesty nalétavaj́ıćımu svazku.
Pak pro homogenńı svazek , který má čelńı plochu A > σT , veličina A/σT
udává poměrný počet částic rozptýlených do všech směr̊u z daného svazku.

Uvažujme nyńı faktor, který je významným prvkem srážkového členu

gσ sin θdθ = gsds . (351)
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Použijeme-li bezrozměrnou veličinu b = s(E/K)1/N , dostaneme

gσ sin θdθ = gbdb

(
E

K

)−2/N

= (2µK)
2
N g1−

4
N bdb . (352)

Vid́ıme, že př́ıpad N = 4 je speciálńı a ř́ıkáme, že molekuly, které interaguj́ı
pomoćı tohoto potenciálu, jsou Maxwellovské molekuly. Pro tyto molekuly je
veličina gσ sin θdθ nezávislá na g, což má za následek zjednodušeńı výpočtu
linearizované Boltzmanovy rovnice.

Coulombovský účinný pr̊uřez Vypoč́ıtáme nyńı účinný pr̊uřez pro
Coulombovský potenciál

V =
K

r
. (353)

Provedeme-li integraci rozptylového úhlu pro N = 1, dostaneme

ψ(b) =

∫ β̄

0

dβ√
1− β2 − (β/b)

= − sin−1

 1

2b
√
1 + 1

4b2

 , (354)

s použit́ım ∫
dx√

1− x2 − ax
= sin−1

 x+ 1
2b√

1 + 1
4b2

 (355)

a také to, že β̄ je řešeńım rovnice

1− (β̄)2 − β̄

b
= 0 ⇒ β̄ = − 1

2b
+

√
1 +

1

4b2
. (356)

Pak dostáváme

b2 =
1

4

1

tan2 ψ
. (357)

Zavedeme-li rozptylový úhel θ pomoćı vztahu ψ = π−θ
2

dostaneme

b2 =
1

4

cos2 θ
2

sin2 θ
2

(358)
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Pak z definice účinného pr̊uřezu dostaneme

σ =

(
2K

µ

)2
1

g4
b

sin θ

db

dθ
=

=

(
K

4E

)2
1

sin4(θ/2)
.

(359)

což je Rutherford̊uv účinný pr̊uřez pro Coulombovské interakce.
Účinný pr̊uřez pro dvě pevné koule
Uvažujme srážky dvou ideálńıch kouĺı o poloměrech σ01, σ02. Je jasné, že

tyto dvě koule se nemohou srazit, jestliže vzdálenost mezi středy těchto kouĺı
je r ≥ (σ01 + σ02)/2. Pak dostame pro účinný pr̊uřez

σ12 =
σ01 + σ02

2
,

s = σ12 sinψ ,

sds = σ2
12 sinψ cosψdψ =

1

4
σ2
12 sin θdθ ,

(360)

a tedy máme

σ(θ) =
σ2
12

4
. (361)

Pak tedy dostaneme
σT = 2πσ2

12 . (362)

Kinematika
Uvažujme srážku dvou částic o hybnostech p1,p2. Zákon zachováńı hyb-

nosti a energie má tvar

p1 + p2 = p′
1 + p′

2 ,

p21
2m1

+
p22
2m2

=
p′2

2m1

+
p′2

2m2

,

(363)

které se znatelně zjednoduš́ı v př́ıpadě, kdy m1 = m2.

v1 + v2 = v′
1 + v′

2 ,

v21 + v22 = v′2 + v′2 .

(364)
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Budeme řešit tyto rovnice vzhledem k v′
1,v

′
2

v′
1 =

1

2
(v2 + v1 + gϵ⃗) ,

v′
2 =

1

2
(v1 + v2 − gϵ⃗) ,

(365)

kde ϵ⃗ je libovoný jednotkový vektor, který vyjadřuje skutečnost, že máme
čtyři rovnice pro šest neznýmých komponent vektor̊u v′

1,v
′
2 a kde g je velikost

vektoru g = v1−v2. Jestliže budeme uvažovat rozd́ıl předchoźıch dvou rovnic,
dostaneme

g′ = g − 2α⃗(α⃗ · g) . (366)

Ukazuje se, že dvě symetrie, které se vyskytuj́ı ve srážkách, hraj́ı d̊uležitou
roli v kinetické teorii. Je vhodné mluvit o hybnostech (p1,p2) před srážkou, a
impulsy po srářce označ́ıme jako (p′

1,p
′
2). Pak charakterizujeme srážku jako

[(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s , (367)

kde dolńı index s označuje, že impaktńı parameter s je d̊uležitou veličinou,
která charakterizuje srážku. Je zřejmé, že inverzńı k této srážce je srážka,
kdy konečný stav je (p1,p2). Jinými slovy máme (pro pružné srážky, kdy se
zachovává energie)

([(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s)

−1
= [(p′

1,p
′
2) → (p1,p2) . (368)

Druhý typ srážek, které hraj́ı d̊uležitou roli, jsou zpětné srážky. Zpětné srážky
jsou takové srážky, kdy konečný stav je (−p1,−p2), kdy p1,p2 jsou počátečńı
hybnosti vstupuj́ıćı do srážky. Opět, pro pružné srážky máme

([(p1,p2) → (p′
1,p

′
2)]s)

R
= [(−p′

1,−p′
2) → (−p1,−p2)] . (369)

Je zřejmé, že tyto srážky jsou kinematicky ekvivalentńı a tedy i jejich účinné
pr̊uřezy jsou stejné.

3.4 Srážky ve zředěném plynu

Uvažujme zředěnou tekutinu, kde celkový objem kapaliny je mnohem menš́ı
než objem, jenž zauj́ımá tato tekutiny

na3 ≪ 1 , (370)
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kde n je hustota částic a kde a je poloměr jedné částice. Budeme uvažovat
neutrálńı částice, kde neexistuj́ı śıly dalekého dosahu (gravitaci můžeme
zanedbat), tedy pak můžeme předpokládat, že k interakci mezi částicemi
docháźı pouze v okamžiku, kdy dojde k jejich srážce, jinými slovy v okamžiku,
kdy vzdálenost mezi částiceme neńı o mnoho větš́ı než d = 2a. Částice se po-
hybuj́ı volně mezi dvěmi kolizemi, kde pr̊uměrný vzdálenost mezi kolizemi je
dána středńı volnou drahou částice

λ =
1√

2nπd2
(371)

Je zřejmé, že ve zředěné tekutině plat́ı λ ≫ d. Z toho vyplývá, že binárńı
srážky jsou mnohem častěǰśı než srážky tř́ı a v́ıce částic, které interaguj́ı ve
stejný časový okamžik. Je také zřejmé, že srážky indukuj́ı změny v rozdělovaćı
funkci f(x,v, t): Např́ıklad, některá částice s počátečńı rychlost́ı v může mı́t
po srážkách jinou rychlost, což znamená, že δf(v) < 0. Druhá možnost je,
že některé částice s jinými počátečńımi rychlostmi mohou mı́t rychlost v po
srážce, což si efektivně můžeme představit, jako zvýšeńı pravděpodobnosti,
že danou částici najdeme s rychlost́ı v. Jinými slovy, máme δf(v) > 0. Z toho
d̊uvodu je možné předpokládat, že časová změna jednočásticové distribučńı
funkce má tvar

Df

Dt
d3xd3u = −Cout + Cin , (372)

kde Cout je dán př́ıspěvkem od částic, které opust́ı interval rychlosti v okoli
bodu v zat́ım co Cin je dán př́ıspěvkem od částic, které vstouṕı do daného
intrevalu. Je jasné, že pro daľśı studium kolizńı Boltzmanovy rovnice muśıme
dát v́ıce podrobněǰśı popis těchto př́ıspěvk̊u.

Binárńı srážky
Uvažujme srážku dvou stejně hmotných částic a předpokládejme, že jejich

počátečńı rychlosti jsou v,v1 a konečné rychlosti jsou v′,v′
1. Poté zákony

zachováńı hybnosti a energie maj́ı tvar

v + v1 = v′ + v′
1 ,

1

2
|v|2 + 1

2
|v1|2 =

1

2
|v′|2 + 1

2
|v′

1|2

(373)

Dále budeme předpokládat, že interakce mezi částicemi má centrálńı charak-
ter, relativńı rychlost částic po srážce, g′ = v′ − v′

1 lež́ı v rovině počátečńı
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relativńı rychlosti, g = u − u1 a počátečńı relativńı vektor mezi částicemi
r = x− x1.

Máme tedy pět podmı́nek pro šest neznámých veličin, kterými jsou čárkované
vektory. Abychom tedy mohli tyto neznáme veličiny určit, muśıme závést
šestou podmı́nku, která vycháźı z p̊uvodu interakce mezi částicemi. Ukážeme,
že tato šestá podmı́nka je dána pomoćı diferenciálńım učinným pr̊uřezem
rozptylu.

Uvažujme molekulu M , která v čase t má rychlost v. Můžeme si nyńı
vyznačit sféru okolo této molekuly o poloměru r0. Je zřejmé, že nalétávaj́ıćı
částice je ovlivněna molekulou M za předpokladu, kdy bude procházet touto
sférickou oblast́ı.

Nyńı předpokládejme, že existuje časový interval△t, který splňuje následuj́ıćı
dvě vlastnosti

• △t je mnohem větš́ı než doba p̊usobeńı interakce τc.

• △t je mnohem menš́ı, než relaxačńı doba τr, což je nutné pro zanedbáńı
změny rozdělovaćı funkce během tohoto okamžiku, při pevném x a v.

Dále budeme předpokládat, že daný systém je pouze lehce nehomogenńı v
prostoru. Jinými slovy, jesliže označ́ıme v̄ jako typickou molekulárńı rychlost,
pak předpokládáme, že rozdělovaćı funkce v bodě x + v̄△t je stejná, jako
rozdělovaćı funkce v bodě x.

Uvažujme dva svazky srážej́ıćıch se částic, kde označ́ıme hustoty těchto
částic jako n1 a n s rychlostmi v1 a v. Můžeme přej́ıt k souřadnicové soustavě
spojené s částićı v druhém svazku a pak se tento problém redukuje na problém
nalétávaj́ıćıch částic na částiciM . Pak částice v druhém svazku, tedy částic o
hustotě n a rychlostmi v jsou ovlivněny tokem částic z prvńıho svazku. Počet
částic, které maj́ı počátečńı rychlost g a které se sraźı s centrálńı částićı za
čas △t a nacházej́ı se v mezikruž́ı o parametrech s a s+ ds, je rovno

f(x,v1, t)d
3v12πbdbg△t . (374)

Jestliže nyńı vynásob́ıme tento výraz hustotou počtu částic, které maj́ı rych-
lost v, f(x,v, t)d3v, dostaneme počet srážek, v bodě x, které proběhnou za
časový okamžik △t s částicemi, které maj́ı rychlost v intervalu v,v + dv∫

d3v1f(x,v1, t)f(x,v, t)2π|v1 − v|2πb△t = Coutd
3v△t . (375)
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Podobným zp̊usobem můžeme určit i hodnotu Cin, která udává př́ır̊ustek
počtu částic v intervalu d3v. Jedná se o inversńı proces k p̊uvodńımu procesu,
kdy částice, s počátečńımi rychlostmi v′,v′

1 a se srážkovým parametrem s.
Pak zjevně dostaneme ¨∫

d3v′dsf(x,v′
1, t)f(x,v

′, t)2πgbdv′△t = Cind
3v△t . (376)

Je podstatné, že počátečńı a konečné rychlosti jsou řešeńım dynamického
problému a tedy jsou vstáhnuty kanonickým zobrazeńım. Pak Liouvill̊uv
teorém dává

d3vd3v1 = d3v′d3v′
1 . (377)

Samozřejmě, pro platnost tohoto teorému je d̊uležitý předpoklad, že můžeme
uvažovat srážku dvou částic jako izolovaný proces, kdy nemuśıme brát do
úvahy vliv ostatńıch částic. Jestliže tedy dáme všechny tyto výrazy dohro-
mady, dostáváme slavnou Boltzmanovu rovnici

∂tf(x,v, t) + v · ∇f(x,v, t) =

=

∫
dv1ds2πgs (f(x,v

′, t)f(x,v′
1, t)− f(x,v, t)f(x,v1, t)) .

(378)

K analogickému výsledku můžeme doj́ıt s pomoćı definice účinného pr̊uřezu,
kdy my v́ıme, že

σ =
dϕsds

dΩ
, (379)

kde σ(v,v1|v′,v′
1) je diferenciálńı účinný pr̊uřez. Zákony zachováńı energie a

hybnosti s požadavek, že rozptyl se uskutečńı do daného prostorového úhlu
dΩ určuje čárkované proměnné. Poznamenejme také, že v procesech, kde
docháźı k rozptylu molekul, předpokládáme, že tyto procesy jsou reverzibilńı,
tedy mohou prob́ıhat i opačným směrem. Matematicky se toto vyjadřuje jako

σ(v′,v′
1|v,v1) = σ(v,v1|v′,v′

1) . (380)

Dále v́ıme, že element prostorového úhlu Ω je roven

dΩ = dϕ sin θdθ (381)

a pak tedy dostaneme

σ =
s(θ)

sin θ

ds(θ)

dθ
. (382)
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Pak je konečně zřejmé, že můžeme vyjádřit sds pomoćı diferenciálńıho účinného
pr̊uřezu a tedy integrace přes 2πsds nahrad́ıme integraćı přes prostorový úhel
dΩ a t́ım dostaneme Boltzmannovu rovnici ve tvaru

∂f

∂t
+v ·∇f + F

m
· ∂f
∂v

=

∫
d3v1

∫
dΩσ(Ω)|u−u1|(f ′f ′

1−ff1) ≡ C(f) (383)

kde pro jednoduchost zápisu jsme zavedli notaci

f = f(x,v, t) , f1 = f(x,v1, t) , f
′ = f(x,v′, t) , f ′

1 = (x,v′
1, t) . (384)

a kde jsme nahradili ẋ = v a F = mv̇. Je d̊uležité zd̊uraznit, že F zahrnuje
vněǰśı śılu, jako např́ıklad gravitaci, a ne mezičasticové interakce, které jsou
modelovány srážkami, a tedy srážkovým integrálem.

V předchoźım zápisu jsme také předpokládali, že diferenciálńı účinný
pr̊uřez je funkćı prostorového úhlu Ω, tedy σ = σ(Ω), což plat́ı za předpokladu,
kdy účinný pr̊uřez záviśı pouze na úhlu mezi relativńımi rychlostmi částic,
tedy na úhlu mezi v−v1 a v′−v′

1. Také poznamenejme, že když provedeme
integrály přes Ω (určený vektorem v) a přes v1, muśıme použ́ıt zákony za-
chováńı, abychom vyjádřili v′ a v′

1 jako funkce v, což je pevná proměnná,
přes kterou se neintegruje a jako funkćı v1, což je integračńı proměnná.

Závěrem řekněme, že Boltzmanova rovnice s kolizńım členem je nelineárńı
integro-diferenciálńı rovnićı pro rozdělovaćı funkci. Je jasné, že je netriviálńı
úkol naj́ıt řešeńı takové to rovnice.

3.4.1 Předpoklady použité při odvozeńı Boltzmanovy rovnice

Nyńı shrneme základńı předpoklady, které byly použity při odvozeńı Bolt-
zmanovy rovnice.

Prvńı d̊uležitý předpoklad je existence časového intervalu△t, který splňuje

τc ≪ △t≪ τr . (385)

kde τc je doba p̊usobeńı interakce mezi částicemi, jinými slovy je to interval,
během kterého dojde ke znatelným změnám trajektorie částic. je zřejmé,
že tento časový okamžik je úměrný efektivńımu poloměru interakce. Časový
interval δτr je časový interval odpov́ıdaj́ıćı času mezi dvěma srážkami, je
určena druhým parametrem, který určuje systém. Veličina τr je velká, když
je hustota částic n malá, kdy zřejmě středńı vzdálenost mezi dvěma částicemi
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je velká a tedy i srážky jsou méně časté. Pak je zřejmé, že τc/τr je malé č́ıslo,
když plat́ı

γ = r3cn≪ 1 . (386)

V př́ıpadě, že je toto č́ıslo malé, pak můžeme opravdu naj́ıt δt tak, že
splňuje (385). Dále, podmı́nka (386) zaručuje, že srážky jsou dobře defino-
vané události v prostoru i času, následné částky, kde se účastńı daná částice,
se nepřekrývaj́ı. Jinými slovy představujeme si srážky, jako posloupnost jed-
notlivých dvoučásticových srážek.

Předpoklad (386) vede k druhému d̊usledku. Při určeńı počtu částic, které
nalétávaj́ı na centrálńı, jsme implicitně předpokládali, že rozdělovaćı funkce
se neměńı během časového intervalu △t d́ıky předpokladu △t ≪ τr. Pak
bylo možné uvažovat funkci f(x,v, t) v ten samý časový okamžik t, který
určuje čas, kdy dojde ke změně rozdělovaćı funkce v d̊usledku srážky. V
opačném př́ıpadě bychom museli použ́ıt počet částic ve fázovém bodě x,v1 v
předcházej́ıćım časoém okamžiku t − τ , kde τ je časový internal nutný, aby
částice s rychlost́ı v1 dostihla centrálńı částici. Pak by rychlost změny funkce
f by také závisela na tvaru rozdělovaćı funkce v minulosti.

Nyńı budeme diskutovat daľśı předpoklad týkaj́ıćı se stupně nehomoge-
nity daného plynu. Toto je předpoklad, že rozdělovaćı funkce se neměńı na
na délkových intervalech, kterými projde nalétávaj́ıćı molekula za čas △t.
Když by tento předpoklad neplatil, pak bychom museli uvažovat rozdělovaćı
funkci ve srážkovém členu v mı́stě, z kterého přicháźı nalétávaj́ıćı molekula.
Výsledkem bychom dostali nelokálńı tvar kinetické rovnice, protože na rych-
lost změny rozdělovaćı funkce v bodě x by měly vliv rozdělovaćı funkce de-
finované v okoĺı tohoto bodu. V prvńım přibĺıžeńı se tento fakt zanedbává
za předpokladku, kdy vlastnosti plynu se znatelně měńı na vzdálenostech
převyšuj́ıćı poloměr interakčńıho p̊usobeńı.

Je také zmı́nit daľśı podstatný předpoklad, který jsme implicitně použili.
Vid́ıme, že srážkový člen záviśı na součinu jednočásticových rozdělovaćıch
funkćı f(x,v, t)f(x,v1, t). Na druhou stranu v́ıme z předchoźıch kapitol,
že tento předpoklad obecně neplat́ı. Obecně počet dvojic částic, které se
nacházej́ı ve dvou rozd́ılných bodech fázového prostoru, je dáno dvoučásticovou
rozdělovaćı funkćı f2(x,v,x,v1, t). Vı́me ale, že obecně neplat́ı

f2(x,v,x,v1, t) ̸= f1(x,v, t)f1(x,v1, t) . (387)

Jinými slovy, jestliže budeme předpokládat rovnost těchto dvou výraz̊u, tak
implicitně předpokládáme, že neexistuj́ı korelace mezi částicemi. Je zřejmé,
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že i kdybychom byli schopni vytvořit systém, kde v čase t = 0 neexistuj́ı
korelace, pak tyto korelace se objev́ı v d̊usledku interacke mezi částicemi.
Uvažujme následuj́ıćı př́ıpad. Máme dvě částice, které jsou na počátku do-
statečně daleko od sebe. V př́ıpadě, že zde existuj́ı interakce krátkého dosahu,
pak tyto částice navzájem o sobě nevěd́ı a tedy se chovaj́ı jako nezávislé.
Jestliže se ale tyto částice navzájem přibĺıž́ı, pak dojde ke vzájemné inter-
kaci a tedy jejich trajektorie se vzájemně ovlivňuj́ı. V př́ıpadě, kdy je jejich
interakce odpudivá, pak částice po přibĺıžeńı k sobě se opět rozlet́ı. Proto
pravděpodobnost, že najdeme dvě částice velice bĺızko u sebe je menš́ı než
součin pravděpodobnost́ı, že danou částici najdeme kdekoliv uvnitř systému.
Jinými slovy, vzájemné p̊usobeńı vede ke korelaci mezi částicemi.

Předpoklad f2 = f1f1 je velice znám a široce diskutován. Tento předpoklad
je také znám jakoHypotéza molekulárńıho chaosu. Je to velice silný předpoklad,
který byl široce diskutován. Jedńım z nejvýznamněǰśıch d̊usledk̊u tohoto
předpokladu je, při srovnáńı s formou BBGKY rovnic, že Boltzmanova rov-
nice je uzavřenou rovnićı pro jednočásticovou funkci. Na druhou stranu t́ım,
že jsme ukončili sekvenci BBGKY rovnic, která ve své podstatě je systém
lineárńıch rovnic, dostaneme Boltzmannovu rovnici, která je nyńı nelinearńı
rovnićı. Na druhou stranu existuje množstv́ı metod, jak řešit tuto rovnici a
s některými z nich se setkáme v daľśım výkladu.

3.4.2 Multi-komponentový plyn

V této kapitole zobecńıme Boltzmannovu rovnice na př́ıpad plynu, který je
tvořen částicemi r̊uzných druh̊u. Pro tento účel přeṕı̌seme jedno-komponentovou
Boltzmanovu rovnici do tvaru

∂tf − ∂V

∂xi
∂f

∂pi
+
pi
m

∂f

∂xi
=

= ∂tf +
Fi

m

∂f

∂ui
+ ui

∂f

∂xi
= Ĵ(f |f) ,

(388)

kde jsme zadefinovali

Ĵ(f |g) =
∫
d3u1

∫
dΩσ|v − v1|(f ′g′1 − fg1) . (389)
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Poté pro systém z N̄ r̊uzných druh̊u máme

Dfi
Dt

=
N̄∑
j=1

Ĵ(fi, fj) , (390)

kde např́ıklad

Ĵ(fi, fj) =

∫
d3uj

∫
dΩ|ui − uj|σijdΩij(f

′
if

′
j − fifj) . (391)

Poté systém N̄ svázaných rovnic tvoř́ı zobecněńı jednosloškové Boltzmanovy
rovnice na př́ıpad N̄ druh̊u částic.

3.5 Momenty kinetické rovnice

V této kapitole zavedemé momentové integrály kinetické rovnice, které slouž́ı
k přechodu od mikroskopického k makroskopickému popisu tekutiny. Funda-
mentálńım prvkem tohoto popisu je pojem pole, to jest funkce B(x, t), což
je veličina definovaná v každém bodě x, která se vyv́ıj́ı v čase t. Typickými
př́ıklady je hustota látky ρ(x, t) a lokálńı rychlost v(x, t) 1 Tyto makrosko-
pické veličiny urč́ıme jako středńı hodnoty mikroskopických funkci b. Časová
závislost funkce B(x, t) je dána rozdělovaćı funkćı, která je řešeńım kine-
tické rovnice, zat́ım co závislost na x vyplývá ze závislosti b na x jako na
parametru. Explicitně

B(x, t) =

∫
d3yd3ub(y,u;x)f(y,u, t) . (392)

Daľśı krok je dán konkrétńım výběrem funkce b. V makroskopickém popisu
hraj́ı významnou roli hustota hmoty, hustota toku hybnosti, hustota energie.
Tyto funkce budeme definovat následuj́ıćım zp̊usobem. Vybereme jeden bod
fyzikálńıho prostoru x pomoćı delta funkce δ(x − y). Jestliže se v bodě x
nenacháźı částice, pak tento bod dává nutně nulový př́ıspěvek do B, jestliže
se zde ale nacháźı částice, pak dává př́ıspěvek úměrny β1(y,u), kde β1 bude
rovno bud’ m nebo u. Pak tedy dostaneme

b(y,u;x) = δ(x− y)β(y,u) . (393)

1Abychom odlǐsili tuto veličinu od rychlosti částic,která vystupuje v Boltzmannově
rovnici, budeme tuto jednočásticovou rychlost v daľśım označovat pomoćı symbolu u.
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Funkce tohoto typu nazýváme lokálńımi veličinami. Abychom našli časový
vývoj této funkce, provedeme derivaci (392) podle času

∂tB(x, t) =

∫
d3yd3uδ(x− y)β(y,u)∂tf(y,u, t) . (394)

Předpokládejme, že kinetická rovnice má nyńı tvar

∂tf(y,u, t) = Of(y,u, t) (395)

kde forma operátoru O vyplývá z konkrétńıho tvaru kinetické rovnice. Pak
dostaneme

∂tB(x, t) =

∫
d3yd3uδ(x− y)β(y,u)Of(y,y, t) . (396)

V daľśım kroku se budeme snažit přenést p̊usobeńı operátoru O na dyna-
mickou proměnnou mı́sto p̊usobeńı na f . Obecně je vždy možné toto provést
s použit́ım integrace po částech, kdy předpokládáme, že funkce f je rovna
nule na hranici v nekonečnu, nebo jednoduchým přeskládáńım člen̊u. Pak
dostaneme

∂tB(x, t) =

∫
d3yd3uf(y,u, t)[O†(x− y)β(y,u)] (397)

kde O† je sdružený operátor k operátoru O. Nyńı zadefinujeme následuj́ıćı
veličinu

c(x,y,u) = O†δ(x− y)β(y,u) . (398)

kde je zřejmé, že c(x,y,u) je formálně dynamickou funkćı. Je d̊uležité ale řićı,
že tato funkce může obecně záviset na f(y,u, t), nebot’ operátor O může být
nelineárńı, jak např́ıklad vyplývá ze strukt̊ury srážkového členu. Pak tedy
konečně dostaneme

∂tB(x, t) =

∫
d3yd3uc(x,y,u)f(y,u, t) ≡ C(x, t) , (399)

kde C(x, t) je středńı hodnota veličiny c(x,y,u).Význam rovnice (399) je v
tom, že časová derivace makroskopické veličiny B(x, t) je určena makrosko-
pickou veličinou C(x, t). Jinými slovy řečeno, vid́ıme, že je možne přej́ıt od
mikroskopické rovnice k makroskopické rovnici, které se někdy také nazývaj́ı
rovnicemi moment̊u kinetické rovnice.
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Je také jasné, že z jedné kinetické rovnice můžeme dostat nekonečné
množstv́ı rovnic pro momenty odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným funkćım β. Tyto rovnice
maj́ı hierarchickou strukt̊uru: ∂tB je dáno novou funkćı C, pak derivace ∂tC
je dána novou funkćı D atd. Ukážeme, že tento systém neńı nikdy uzavřený,
což je analogice BBGKY systému, na druhou stranu je zde určitý specifický
rozd́ıl. Tento rozd́ıl je znám z makroskopické teorie bez ohledu na formu ki-
netické teorie. V hydrodynamice dostaneme uzavřený systém rovnic, jestliže
zavedeme určité fenomonologické předpoklady.

Budeme nyńı podrobně analyzovat přenos operátoruO na funkci b. Nejdř́ıve
použijeme tokový člen −u · ∇, kde s pomoćı integrace po částech dostaneme

F = −
∫
d3yd3uδ(x− y)β(y,u)ui

∂

∂yi
f(y,u, t) =

=

∫
d3yd3uf(y,u, t)ui(∂yiδ(x− y)β(y,u) + δ(x− y)∂yiβ(y,u)) .

(400)

Z definice delta funkce dostaneme

∂yiδ(x− y) = −∂xiδ(x− y) (401)

a tedy

F = −∇ ·
∫
d3yd3uδ(x− y)uβ(y,u)f(y,u, t) +

+

∫
d3yd3uf(y,u, t)uiδ(x− y)∂yiβ(y,u)) .

(402)

Daľśı krok se týká členu obsahuj́ıćı interakce s vněǰśım polem

σ
(2)
B =

∫
d3yd3u

F(y)

m
· ∂
∂u

f(y,u, t)δ(x− y)β(y,u) =

= −
∫
d3yd3u

F(y)

m
· f(y,u, t)δ(x− y)

∂

∂u
β(y,u) .

(403)

Posledńı krok se týká analýzy srážkového členu, který má nejv́ıce kompli-
kovanou závislost na rozdělovaćı funkci a jehož forma záviśı na konkrétńı
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kinetické rovnici. Jestliže označ́ıme tento srářkový člen jako Kf(y,u, t), pak
jeho př́ıspěvek do momentové rovnice si označ́ıme jako

σ
(3)
B =

∫
d3yd3uδ(x− y)β(y,u)Kf(y,u, t) . (404)

Nyńı zavedeme tok pole B

ΦB(x, t) =

∫
d3yd3uδ(x− y)uβ(y,u)f(y,u, t) (405)

a

σ
(1)
B =

∫
d3yd3uδ(x− y)

∂β(y,u)

∂yi
uif(y,u, t) . (406)

Pak dostaneme momentovou rovnici pro B ve tvaru

∂tB(x, t) = −∂iΦi
B(x, t) + σB (407)

kde
σB = σ

(1)
B + σ

(2)
B + σ

(3)
B (408)

je zdroj pole B. Rovnice (407) jsou známy jako rovnice lokálńı rovnováhy,
které maj́ı následuj́ıćı interpretaci. Při σB = 0 se redukuje na rovnici, která
vyjadřuje lokálńı formu zákona zachováńı veličiny B. Pak je zřejmé, že ne-
nulový člen σB = 0 odpov́ıdá zdroji, který dodává či ub́ırá B do daného
objemu.

3.6 Boltzmann̊uv H teorém a nevratnost entropie

Předchoźı obecný formalism použijeme při sledováńı časového vývoje veličiny,
která je fundamentalńı v nerovnovážné termodynamice, kterým je entropie,
což je stavová veličina. Tato veličina se vyskytuje v druhém termodyna-
mickém zákoně, který je úzce spojen s pojmem nevratnosti, kdy entropie
roste v izolovaném systému v d̊usledku nevratných proces̊u. Tento r̊ust se
zastav́ı v okamžiku, kdy se systém dostane do rovnovážného stavu, kdy ent-
ropie dosahuje své maximálńı hodnoty. V lokálńı formě dostaneme, že časový
vývoj entropie, tak jako každé dynamické veličiny, je dán rovnićı

∂ts(x, t) = −∇ · Φs(x, t) + σs(x, t) . (409)

Druhý termondynamický zákon neńı nic jiného, než

σs(x, t) ≥ 0 . (410)
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Boltzmannova kinetická rovnice, která byla odvozena v roce 1872, byla tak
úspěšná a je tak d̊uležitá, že je z ńı možné zavést entropii a také to, že entropie
roste s časem. Jinými slovy Boltzmannova teorie byla prvńı teoríı, která
vysvětlovala nevratnost na mechanické úrovni. Tato teorie je také známa
pod pojmem H-teorem, protože Boltzmann použil funkci H = −s(x, t). O H
teorému budeme hovořit dále.

Uvažujme homogenńı systém, kdy rozdělovaćı funkce f(x,u, t) neńı funkćı
x. V tomto př́ıpadě zavedeme budeme použ́ıvat symbol ϕ(v, t) pro homo-
genńı rozdělovaćı funkci. Přesněji, v́ıme, že rozdělovaćı funkce f je normována
následuj́ıćım zp̊usobem

N =

∫
d3xd3uf(x,u, t) . (411)

V př́ıpadě homogenńı rozdělovaćı funkce tato normovaćı podmı́nka dává

N = V

∫
d3uf(u, t) (412)

a pak je tedy vhodné zavést funkci F (u, t) definovanou jako f(u, t) = nϕ(u, t) , n =
N
V
, což nám dává normovaćı podmı́nku

1 =

∫
d3uϕ(u, t) . (413)

Pro tuto funkci má Boltzmannova rovnice tvar

∂tϕ(u, t) = 2πn

∫
d3u1dbbg (ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t)) (414)

Definujeme nyńı hustotu entropie ve tvaru

s(t) = −kBn
∫
duϕ(u, t) ln[nϕ(u, t)] + b (415)

kde kB je Boltzmannova konstanta a b je konstanta. Nyńı provedeme derivaci
s(t) podle času

∂ts(t) = −kBn
∫
d3u∂tϕ(u, t)[ln(nϕ(u, t)) + 1] =

= −2πkBn
2

∫
d3ud3u1dbbg (ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t)) [ln(nϕ(u, t)) + 1]

(416)
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Je zřejmé, že v daném integrálu můžeme provést záměnu mezi u a u′ a tedy
dostaneme

2πkBn
2

∫
d3ud3u1dbbg (ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t)) [ln(nϕ(u, t)) + 1] =∫

d3ud3u1dbbg (ϕ(u
′, t)ϕ(u′

1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t)) [ln(nϕ(u1, t)) + 1]

(417)

Pak máme

∂ts(t) = −πkBn2

∫
d3ud3u1dbbg (ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t))×

× [ln(nϕ(u, t)) + ln(nϕ(u1, t)) + 2] .

(418)

Nakonec poznamenejme, že posledńı integrál můžeme přepsat do tvaru

πkBn
2

∫
d3ud3u1dbbg (ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t))×

×[ln(nϕ(u, t)) + ln(nϕ(u1, t)) + 2] =

= πkBn
2

∫
d3u′d3u′

1dbbg (ϕ(u, t)ϕ(u1, t)− ϕ(u′, t)ϕ(u′
1, t))×

×[ln(nϕ(u′, t)) + ln(nϕ(u′
1, t)) + 2]

= πkBn
2

∫
d3ud3u1dbbg (ϕ(u, t)ϕ(u1, t)− ϕ(u′, t)ϕ(u′

1, t))×

×[ln(nϕ(u′, t)) + ln(nϕ(u′
1, t)) + 2]

(419)

kde v posledńım kroku jsme použili vztah, že d3ud3u1 = d3u′d3u′
1. S použit́ım

této rovnosti dostaneme

∂ts(t) =

∫
d3ud3u1dbbg(ϕ(u

′, t)ϕ(u′
1, t)− ϕ(u, t)ϕ(u1, t)) ln

ϕ(u′, t)ϕ(u′
1, t)

ϕ(u, t)ϕ(u1, t)
.

(420)

Konečně, pro libovolná kladná č́ısla x a y máme

(x− y) ln
x

y
≥ 0 (421)
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: Důkaz Vid́ıme, že máme dvě možnosti. Prvńı, když x − y > 0 pak máme
x
y
> 0 a tedy ln x

y
> 0 což dokazuje tuto rovnici. Naopak, pro x − y < 0

dostáváme, že x
y
< 1 a tedy ln x

y
< 0, což opět dokazuje předchoźı rovnici.

Pak dostaneme výsledek
∂ts(t) ≥ 0 . (422)

Maxwellowo rozděleńı
Původńı odvozeńı této rozdělovaćı funkce bylo provedeno Maxwellem s

použit́ım předpokladu isotropie.
Uvažujme rychlosti v x− směru, a předpokládejme, že jejich rozděleńı je

dané rozdělovaćı funkćı F (ux), která je normalizována jako∫ ∞

−∞
F (ux)dux = 1

Princip isotropie ř́ıká, že zde neńı nic speciálńıho, co se táká x− směru,
rychlosti v y− a v z− směru maj́ı stejné rozděleńı. Pak dostáváme, že
pravděpodobnost, že najdeme částivic v intervalu duxduyduz je rovna

1

n
f(u)duxduyduz = F (ux)duxF (uy)duyF (uz)duz (423)

Na druhou stranu, jestliže f je isotropńı distribuce, pak by měla záviset pouze
na velikosti rychlosti, tedy

1

n
f(u) = f̄(u2x + u2y + u2z) = F (ux)F (uy)F (uz) . (424)

Z toho dostáváme, že součet argument̊u u2i v argumentu funkce f̄ muśı od-
pov́ıdat součinu F (ui)

′, a to je možné pouze když funkce F (ux) je expo-
nenciálńı funkćı u2

F (ux) = A1/3e−Bu2
x ⇒ f(u) = nAe−B(u2

x+u2
y+u2

z) = nAe−Bu2

. (425)

Konstanta A může být dán podmı́nkou normováńı funce F tak, aby byla
rovna jedné. Abychom našli hodnotu parametru B, muśıme určit středńı
hodnotu kinetické energie < 1

2
mu2 >= 3

2
κBT , které pak dává

f(u) = n

(
m

2πκBT

)3/2

exp

(
− mu2

2κBT

)
(426)
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Nyńı ukážeme, že Maxwellovo rozděleńı je řešeńım Boltzmannovy rovnice
jako jej́ı rovnovážné řešeńı. Uvažujme homogenńı plyn bez exterńıch sil. Aby
toto řešeńı bylo rovnovážné, pak ∂ts = 0 a tedy dostáváme

ϕ(u′, t)ϕ(u′
1, t) = ϕ(u, t)ϕ(u1, t) ⇒ lnϕ(u′, t) + lnϕ(u′

1, t) = lnϕ(u, t) + lnϕ(u1, t) .

(427)

, Tento výraz pro Maxwellovo rozděleńı dává

u′2 + u′21 = u2 + u′2 (428)

což je samozřejmě splněno v př́ıpadě pružných srážek.
Nyńı budeme uvažovat obecněǰśı př́ıpad nehomogenńıho systému, kdy

f = f(x,u, t), kde ale pro jednoduchost nebudeme uvažovat interakci s
vněǰśım polem. Nyńı zavedeme lokálńı hustotu entropie jako pole

s(x, t) = −kB
∫
d3ud3yδ(x− y)f(y,u, t) ln f(y,u, t) + b . (429)

Pak zjevně dostaneme

∂ts(x, t) = −kB
∫
d3yd3uδ(x− y)[ln f(y,u, t) + 1]∂tf(y,u, t) (430)

což odpov́ıdá obecnému předpisu provedenému v předchoźı části, jestliže
identifikujeme

β(y,u) = −kB[ln f(y,u, t) + 1] . (431)

Samozřejmě ale vid́ıme, že toto neńı dynamická veličina, protože jednak
explicitně záviśı na čase, a dále je to veličina, která je definována pomoćı
rozdělovaćı funkce. Na druhou stranu jestliže použijeme Boltzmannovu rov-
nici, pak dostaneme

∂ts(x, t) =

∫
d3yd3uδ(x− y)β(y,u, t)[−ui

∂

∂yi
f(y,u, t) +Kf(u,y, t)] =

= − ∂

∂xi
Φ′

s,i(x, t) + σ(3)
s + σ(1)

s

(432)

kde

σ(1)
s (x, t) =

∫
d3yd3uδ(x− y)

∂β(y,u, t)

∂yi
vif(y,u, t) ,

σ(3)
s (x, t) =

∫
d3yd3yδ(x− y)Kf(y,u, t) ,

(433)
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a kde také budeme psát

Φ′
s(x, t) = Φs(x, t) + ϕ⃗s(x, t) ,

Φs(x, t) = −kB
∫
d3yd3uδ(x− y)u ln f(y,u, t)f(y,u, t) ,

ϕs,i(x, t) = −kB
∫
d3yd3uδ(x− y)uif(y,u, t) .

(434)

Nyńı vypoč́ıtáme př́ıspěvek σ
(1)
s

σ(1)
s (x, t) = −kB

∫
d3yd3uδ(x− y)

∂f(y,u, t)

∂yi
uif(y,u, t) =

= −kB
∫
d3yd3uδ(x− y)ui

∂

∂yi
f(y,u, t) =

= −kB∂i
∫
d3yd3uδ(x− y)uif(x,y, t)

(435)

a my vid́ıme, že tento př́ıspěvek kompletně vyruš́ı divergenci ∂iϕs,i. Pak tedy
dostáváme

∂tσ(x, t) = −∇Φ(x, t) + σ(3)
s . (436)

Je zřejmé, že σ
(3)
s můžeme určit stejným zp̊usobem, jako v homogenńım

př́ıpadě, protože kolizńı člen se poč́ıtá pro pevné y. Pak tedy dostáváme

σ(3)
s (x, t) ≥ 0 . (437)

Jinými slovy, opět jsme dostali druhý termodynamický zákon v lokálńım
tvaru.

Mikroskopické procesy na molekulárńı úrovni jsou reverzebilńı, tedy mo-
hou prob́ıhat i v opačné časové posloupnosti, na druhou stranu makrosko-
pické procesy nejsou. Když např́ıklad rozděleńı rychlosti relaxuje do Ma-
xwellova rozděleńı v d̊usledku srážek, pak je tento proces ireverzibilńı. Je také
zaj́ımavé, že když jsme odvozovali Boltzmanovu rovnici, tak jsme předpokládali
reverzebilitu na mikroskopické úrovni. Přesto můžeme ukázat, že vedou k ire-
verzibilńım proces̊um na makroskopické úrovni.

Z odvozeńı zákona r̊ustu entropie aké ukazuje, že přičinou r̊ustu entropie
je pouze srážkový člen, zat́ım co volný pohyb a př́ıpadné efekty vyvolané
středńım polem, jsou vratné procesy, které nemaj́ı vliv na r̊ust entropie.
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Je dobré podrobněji popsat, co mysĺıme nevratnými procesy, které můžeme
rozdělit na dvě základńı tř́ıdy.

Jako přiklad procesu, který spadá do prvńı tř́ıdy, uvažujme shluk vzájemně
neinteraguj́ıćıch částic, které jsou na počátku lokalizovány v koutě krychle
s dokonale odrážej́ıćımi stěnami. Předpokládejme, že částice maj́ı na počátku
rychlosti distribuované kompletně náhodným zp̊usobem. Je jasné, že za nějaký
dostatečně dlouhý časový interval částice, které jsou v daném shluku, jsou
rozprostřeny spojitě po célé krychli d́ıky volnému pohybu částic, kdy dopa-
daj́ı a odrážej́ı se od stěn. Zdá se, že se tento proces jev́ı jako nevratný. V
závislosti na počátečńım stavu daný systém se bĺıži ke stavu s homogenńı
hustotou částic, kde čas, který je potřebný k dosažeńı homogenńı konfigu-
race, silně záviśı na počátečńıch podmı́nkách. Např́ıklad, jestliže budeme mit
dostatečně široký interval počátečńıch rychlost́ı, pak homogenńı stav dosta-
neme t́ım rychleji. Z mikroskopického pohledu je zřejmé, že volný pohyb
částic nemá vliv na rozložeńı rychlosti, nebot’ částice se spolu nesráž́ı a je-
jich srážky se stěnami jsou dokonale pružné. Tento nevratný proces se také
nazývá proces s fázovým mı́̌seńım, které jsou charaktristické absenćı určité
časové škály, jenž nezáviśı na počátečńıch podmı́nkach. Je zřejmé, že v ta-
kových procesech nedocháźı k r̊ustu entropie.

Položme si nyńı otázku, co se stane, když připust́ıme srážky mezi částicemi.
V takovém př́ıpadě d́ıky neregulérnosti a velkém množstv́ı srážech brzy dojde
ke ztrátě informace o počátečńım rozložeńı rychlost́ı. V tomto př́ıpadě proces
rozprostřeńı v prostoru má jiný charaktér (difuze), protože je nyńı určen spe-
cifickými vlastnostmi interakce mezi částicemi a také obecnými vlasnostmi,
jako je hustota a teplota. Tyto specifické parametry udávaj́ı relaxačńı čas,
který je nezávislý od počátečńıho stavu systému. Rozděleńı rychlost́ı se bĺıž́ı
k Maxwellovskému rozděleńı a daný proces je spojen s r̊ustem entropie.Tyto
procesy se také někdy nazývaj́ı jako procesu disipatického typu.

Je velice zaj́ımávé, že jsme vyšli z předpokladu reverzibilńı mikrosko-
pické fyziky, ale konč́ıme s veličinou H, která má nesymetrický časový vývoj.
Můžeme to interpretovat jako objeveńı šipky času.

Je dobré poznamenat, že H teorém někdy neńı interpretován jako r̊ust
entropie S. Zde, H je definována pro jednosloškový plyn, zat́ım co entropie
může být definována pro komplikovaněǰśı systémy, běžná definice entropie
je definována pouze pro systémy v termodynamické rovnováze či ve stavu ji
bĺızké, zat́ım co H je definována pro nerovnovážné systémy.

S existenćı H theorému je spojen následuj́ıćı paradox. Předpokládejme,
že v jednom časovém okamžiku obrát́ıme rychlosti částic v plynu. Pak částice
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budou sledovat své p̊uvodńı trajektorie. To znamená, že jestliže jsme p̊uvodně
měli ds

dt
> 0 tak v situaci, která prob́ıhá v opačném pozad́ı, bychom měli mı́t

ds
dt
< 0, což je zřejmý paradox.
Vysvětleńı tohoto paradoxu lež́ı v předpokladu týkaj́ıćı se dokazováńı H

teorému. Implicitně jsme předpokládali, že neexistuje korelace mezi částicemi
před jejich srážkami. Toto je známé jako molekulárńı chaos a tento předpoklad
je implicitně skryt ve statistické formulaci interakćı pomoćı sážkového účinného
pr̊uřezu. Je jasné, že nemůžeme předpokládat, že molekuly nejsou v korelaci
po srážkách. Tedy, v situaci, která by měla prob́ıhat opačným směrem, mole-
kuly nejsou nezkorelované po jejich srážkách, a tudiž předpoklady, které jsou
skryté za odvozeńım Boltzmanovy rovnice, neplat́ı. Takže, ve skutečnosti,
šipka času v Boltzmanově rovnici byla implicitně zvolena předpokladem, že
rychlosti částic jsou nezkorelované před srážkami.

3.6.1 Poincarého theorém

S pojmem nevratnosti úzce souviśı tz Poincarého rekurentńı teorém, který
ř́ıká, že trajektorie systému ohraničeného izolovaného systému o konečné
energii se, po dostatečně dlouhé době, přibĺıž́ı libovolně bĺızko své počátečńı
pozici.

Nast́ıńıme stručný d̊ukaz tohoto teorému. Uvažujme počátečńı stav systému
ve fázovém prostoru z0 ≡ (q0, p0) a tento bod je obsažen v množině fázového
prostoru Ω0. Pak se systém vyv́ıj́ı na povrchu daným podmı́nkou konstant-
nosti energie. Pak tento teorém ř́ıká, že za dostatečně dlouhou dobu se systém
opět dostane do množiny Ω0. Necht´ T̂ je operátor, který propaguje Ω0 za
jednotku času. Pak d́ıky Liouvillovu teorému

Ω0, T̂Ω0, T̂
2Ω0 (438)

maj́ı stejnou mı́ru. Jestliže se tyto množiny neprotnou, pak povrch, na kterém
se pohybuj́ı, by měl nekonečnou mı́ru, což je v rozporu s předpokladem. Pak
tedy můžeme psát

T̂ kΩ0

∩
T̂ nΩ0 = Ω̄ ̸= 0 (439)

pro nějaká přirozená č́ısla k, n. Dále, d́ıky jednoznačnosti trajektoríı dostáváme,
že T̂ je bijektivńı zobrazeńı, což nám dovoluje psát

T̂ (A
∩

B) = T̂ (A)
∩

T̂ (B) . (440)
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Jestliže nyńı budeme p̊usobit s T̂−n na (439) dostaneme

T̂−n(T̂ k
∩

T̂ nΩ0) = T̂−nΩ̄ ̸= 0 (441)

a když použijeme (440) dostaneme

T̂ k−nΩ0

∩
Ω0 ̸= 0 . (442)

Jinými slovy, za k − n časových jednotek množina Ω0 má konečný pr̊unik
sama se sebou. Nyńı, jestliže vezmeme mı́ru Ω0 libovolně malou, dostaneme
Poincarého teorém.

Je zřejmé, že tento teorém je založen na následuj́ıćıch předpokladech.
Předně systém muśı být omezen, např́ıklad v př́ıpadě mechanického systému
muśıme požadovat, aby tento systém byl v ohraničené prostorové oblasti,
jinými slovy namůžeme dovolit, aby trajektorie částic směřovaly do nekonečna.
A dále, muśı platit Liouvill̊ut teorém. Je také zřejmé, že systém nemuśı
proj́ıt celým fázovým prostorem dř́ıve, než se vrát́ı do p̊uvodńıho stavu, kde
systémy, které pokryj́ı celý fázový prostor během svého vývoje, se nazývaj́ı
ergodickými systémy.

3.6.2 Boltzmannova a Gibbsova Entropie

V předchoźı části jsme definovali entropii pomoćı rozdělovaćı funkce kinetické
teorie. Nyńı stručně podáme obecněǰśı definici.

Gibbsova entropie HN je definována pomoćı N−částicové rozdělovaćı
funkce fN jako

HN =

∫
fN ln fN

N∏
i=1

d3xid
3pi . (443)

Abychom určili časový vývoj této veličiny, výjdeme z Liouvillovy rovnice

∂fN
∂t

+ {fN , H} = 0 . (444)
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Pak časový vývoj této entropie je roven

dHN

dt
=

∫ N∏
i=1

d3xid
3pi

∂fN
∂t

(1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi {fN , H} (1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi

N∑
i=1

(
∂fN
∂xi

· pi

m
− ∂fN
∂pi

· ∂V
∂xi

)
(1 + ln fN) =

= −
∫ N∏

i=1

d3xid
3pi

N∑
i=1

(
1

m

∂fN ln fN
∂xi

· pi −
∂V

∂xi

· ∂fN ln fN
∂pi

)
= 0

(445)

kde jsme použili

{fN , H} =
N∑
i=1

(
∂fN
∂xi

· pi

m
− ∂fN
∂pi

· ∂V
∂xi

)
(446)

a dále integraci po částech. Vid́ıme tedy, ze Gibbsonova entropie se zachovává
a tedy splňuje reverzibilńı rovnici. Tato entropie je vstáhnuta k termodyna-
mické entropii následuj́ıćım zp̊usobem

S = −kBHN (447)

což je kinetická definice entropie izolovaného systému. Druhý termodyna-
mický zákon nám ř́ıká, že △S ≥ 0 pro izolovaný systém kdy rovnost plat́ı pro
reverzibilńı procesy. Protože Liouvillova rovnice je reverzibilńı, dostaneme,
že výsledek S = konst je v souladu s druhým termodynamickým zákonem.

V př́ıpade, kdy neexistuj́ı korelace mezi částicemi, máme

fN =
N∏
i=1

f1(i) (448)

a tedy

HN =
N∑
i=1

N∏
j=1

∫ N∏
k=1

d3xkd
3pk

N∏
j=1

f1(j) ln f1(i) =
N∑
i=1

H1(i) = NH (449)
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kde

H =

∫
d3xd3pf1 ln f1 . (450)

Jak jsme viděli, pak kinetická rovnice dává Ḣ < 0 jako d̊usledek srážek v
tekutině. Jinými slovy řečeno, při sledováńı jednočásticové funkce dostaneme,
že daný proces je ireversibilńı, na rozd́ıl od plného dynamického popisu, který
je reversibilńı.

3.6.3 Kolizńı invarianty

V této kapitole budeme definovat operátory, které maj́ı význačné vlastnosti
vhzhledem k časovému vývoji systému. Poznamenejme, že kolizńı integrál je
definován jako

Ĵ(f) =

∫
d3u1

∫
dΩσ|u− u1|(f ′f ′

1 − ff1) . (451)

Budeme definovat operátor

Î[ϕ(u)] =

∫
d3uĴ(f)ϕ(u) =

∫
d3u

∫
d3u1

∫
dΩ|u− u1|(f ′f ′

1 − ff1)ϕ(u) .

(452)
Změna proměnných

(u,u1) → (u1,u) (453)

dává
Î(ϕ(u)) = Î(ϕ(u1)) . (454)

Jako daľśı krok uvažujme operátor

Î(ϕ(u′)) =

∫
d3u

∫
d3u1

∫
dΩσ|u− u1|(f ′f ′

1 − ff1)ϕ(u
′) (455)

Poté změna proměnných (u,u1) → (u′,u′
1) má jednotkový Jakobián jako

d̊usledek Liouvillova theorému pro dvoučásticový systém, což nám dává

d3ud3u′
1 = d3ud3u1 . (456)

Dále je také jasné, že |u − u1|σdΩ je invariantnńı v̊uči této transformaci a
pak dostáváme

Î(ϕ(u′)) =

∫
d3u′

∫
d3u′

1

∫
dΩ′g′|u− u′

1|(ff1 − f ′f ′
1)ϕ(u

′) = −Î(ϕ(u)) .

(457)
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Konečně, změna proměnných (u′
1,u

′) → (u′,u′
1) dává

Î(ϕ(u′)) = Î(ϕ(u′
1)) . (458)

Když nyńı zkombinujeme všechny tyto relace, dostaneme

4Î(ϕ(u)) = Î(ϕ(u)) + Î(ϕ(u1))− Î(ϕ(u′))− Î(ϕ(u′
1)) . (459)

Konečně, d́ıky linearitě operátoru Î, můžeme tento výsledek přepsat do tvaru

Î(ϕ(u)) =
1

4
Î(ϕ(u) + ϕ(u1)− ϕ(u′)− ϕ(u′

1)) . (460)

Necht’ χ(u) je srážkový invariant, t.j.

χ(u) + χ(u1) = χ(u′) + χ(u′
1) . (461)

Pak pro tuto veličinu dostáváme z (460)

Î(ψ) = 0 . (462)

Necht´ χ(u) je veličina, jenž se zachovává při srážkách. Pak je jasné, že
obecná funkce, která se zachovává při srážkách, má tvar

f(u) = C0 +
∑
r

χr(u) . (463)

kde χr jsou všecny nezávislé veličiny, které se zachovávaj́ı při srářkach. Zákon
zachováńı energie a všech tř́ı komponent hybnosti implikuj́ı

f(u) = C0 + C1u
2 + C2xux + C2yuy + C2zuz = −B(u− u0)

2 . (464)

Je zřejmé, že existence pěti nezávislých srážkových invariant̊u je obecným
d̊usledkem kinetických rovnic, protože jsou svázány s dynamickými zákony
zachováńı počtu částic, energie a hybnosti při srážkách. Tyto zákony nám
ř́ıkaj́ı, že jedna molekula během srážky ztráćı hybnost a energii, zat́ım co
druhá je źıskává. Na druhou stranu srážkový invariant potřebuje trochu
obecněǰśı př́ıstup. Uvažujme zdrojový člen ve tvaru

σ
(3)
i (x) =

∫
d3ud3yδ(x− y)ψ(u,y)

∫
dΩσg(f ′f ′

1 − ff1) =

=

∫
d1d2δ(x− y)ψ(u,y)δ(y − y1)

∫
dΩσg(f(y,u′, t)f(y1,u

′
1, t)− f(y,u, t)f(y1,u1, t))

(465)
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kde jsme zavedli integraci přes y1, abychom dostali symetrické fázové body. Je
zřejmé, že výraz se nezměńı, jestliže zaměńıme 1 a druhou fázovou proměnnou

σ
(3)
i (x) =

∫
d1d2δ(x− y1)ψ(y1,u1)δ(y − y1)×

×
∫
dΩσg(f(y1,u

′, t)f(y,u′, t)− f(y1,u1, t)f(y,u, t))

(466)

Tento výraz můžeme také napsat

σ
(3)
i (x) =

∫
d1′d2′δ(x− y1)ψ(y1,u

′
1)δ(y − y1)×

×
∫
dΩσg(f(y1,u1, t)f(y,u, t)− f(y1,u

′
1, t)f(y,u

′, t))

(467)

kde d1′ = d3yd3u′, d2′ = d3y1d
3u′

1. Pak d́ıky Liouvillově teorému je tento
výraz roven d1d2 a tedy dostáváme

σ
(3)
i (x) = −

∫
d1d2δ(x− y1)ψ(y1,u

′
1)δ(y − y1)×

×
∫
dΩσg(f(y1,u

′
1, t)f(y,u

′, t)− f(y1,u1, t)f(y,u, t))

(468)

kde konečně můžeme provést záměnu mezi prvńı a druhou fázovou proměnnou.
Výsledkem dostaneme podmı́nku, kdy je zdrojový člen roven nule

σ
(3)
i =

1

4

∫
d3yd3ud3y1d

3u2[δ(x− y)ψi(y,u) + δ(x− y1)ψ1(y1,u1)

−δ(x− y1)ψ(y1,u
′
1)− δ(x− y)ψ(y,u′)]δ(y − y1)(f

′f ′
1 − ff1) = 0

(469)

Tento výraz je roven nule pro libovolnou formu rozdělovaćı funkce, když plat́ı

[ψi(y,u) + ψ1(y1,u1)− ψ(y1,u
′
1)− ψ(y,u′)]δ(y − y1) = 0

(470)

kde, oproti předchoźımu výrazu, vystupuje explicitńı závislost na souřadnićıch,
byt’ je dána ve formě delta funkce. Jinými slovy řečeno vid́ıme d̊uležitou
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vlastnost, že daná veličina se stane srážkovým invariantem, jestliže k pro-
cesu výměny energie a hybnosti docháźı je jednom a tom samém bodě, což
je d̊usledkem faktu, že ve srážkovém členu se vyskytuj́ı rozdělovaćı funkce
v jednom a tom samém bodě y. Na druhou stranu toto je zjevně pouhé
přibĺıžeńı, které plat́ı v tzv. hydrodynamickém přibĺıžeńı, kdy se rozdělovaćı
funkce málo měńı na vzdálenostech odpov́ıdaj́ıćı středńı volné dráze molekul.
Pak, pro takovou formu kinetických rovnic, kdy bereme do úvahy nelokálnost
srážek, některé z těchto funkćı již nemuśı být srážkovými invarianty, i přesto,
že dynamické zákony zachováńı z̊ustavaj́ı v platnosti.

V daľśım se omeźıme pouze na př́ıpad hydrodynamického přibĺıžeńı, kde
srážkové invarianty hraj́ı fundamentálńı roli.

3.7 Rovnice zachováńı

Uvažujme veličinu χ(x,u), která je spojena s částicemi, a která se zachovává
v dvoučasticových srážkách

χ+ χ1 = χ′ + χ′
1 (471)

Celkový množstv́ı této veličiny v jednotce objemu je rovna

nχ(x, t) =

∫
d3uχ(x,u)f(x,u, t) =

= n(x, t)

∫
d3uχ(x, t)

f(x,u, t)

n(x, t)
= n(x, t) ⟨χ⟩ (x, t) .

(472)

Např́ıklad

n(x, t) =

∫
d3uf(x,u, t) , nv(x, t) =

∫
d3uf(x,u, t)u , (473)

což můžeme také přepsat do tvaru

v =

∫
d3uf(x,u, t)u∫
d3uf(x,u, t)

= ⟨u⟩ . (474)

Našim ćılem je naj́ıt pohybovou rovnici pro nχ v př́ıpadě, kdy f splňuje
Boltzmanovu rovnici. Abychom ji našli, vynásob́ıme Boltzmanovu rovnici
veličinou χ a provedeme integraci přes rychlosti∫

Df

Dt
χd3u =

∫
C[f ]χd3u . (475)

94



Začneme nejdř́ıve s pravou stranou této rovnice. Nejdř́ıve máme∫
d3u

∫
d3u1C(f)χ(u)d3u =

=
1

2

∫
d3u

∫
d3u1

∫
σ(Ω)|u− u1|(f ′f ′

1 − ff1)χ(u) +

+
1

2

∫
d3u1

∫
d3u

∫
σ(Ω)|u1 − u|(f ′f ′

1 − f1f)χ(u1) =

=
1

2

∫
d3u

∫
d3u1

∫
σ(Ω)|u− u1|(f ′f ′

1 − ff1)(χ(u) + χ(u1)) .

(476)

Jako daľśı krok použijeme argument reverzibility, to znamená jako integračńı
proměnné budou vystupovat u′,u′

1. Výsledkem dostaneme následuj́ıćı výraz∫
C[f ]χ(u)d3u =

1

4

∫
d3u

∫
d3u1

∫
dΩσ(Ω)|u−u1|(f ′f ′

1−ff1)(χ+χ1−χ′−χ′
1) .

(477)
Tento výraz, d́ıky d́ıky předpokladu (471), je roven nule. Tedy, pro veličinu,
která se zachovává v dvoučásticových srážkách, dostáváme

0 =

∫
Df

Dt
χd3u =

∫ (
∂f

∂t
+ ui

∂f

∂xi
+
F i

m

∂f

∂ui

)
χd3u , (478)

kterou můžeme přepsat do tvaru

0 =
∂

∂t

∫
fχd3u+

∂

∂xi

∫
fχuid3u−

∫
uif

∂χ

∂xi
d3u+

+
1

m

∫
∂

∂ui
(
fχF i

)
d3u− 1

m

∫
∂F i

∂ui
fχd3u− 1

m

∫
∂χ

∂ui
fF id3u .

(479)

Prvńı člen na druhém řádku je roven nule, nebot’ může být vyjádřen jako
povrchový integral∫

∂

∂ui
(fχF i)d3u =

∫
|u|→∞

fχF iuiudΩ (480)

kde budeme předpokládat, že rozdělovaćı funkce f se bĺıž́ı k nule daleko
rychleji, než χF iuiu roste pro u → ∞. Např́ıklad, toto plat́ı pro rozdělovaćı
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funkćı exponenciálńıho typu. Poté, když zadefinujeme pro libovolnou veličinu
Q

n ⟨Q⟩ =
∫
d3uQf (481)

dostáváme rovnici, která určuje časový vývoj veličiny ⟨χ⟩

∂

∂t
(n ⟨χ⟩) + ∂

∂xi
(
n
⟨
uiχ
⟩)

− n

⟨
ui
∂χ

∂xi

⟩
− n

m

⟨
F i ∂χ

∂ui

⟩
− n

m

⟨
∂F i

∂ui
χ

⟩
= 0 .

(482)
Tato rovnice nám ř́ıká, jak hustota nχ = n ⟨χ⟩ libovolné veličiny χ, jenž se
zachovává v dvoučásticových srážkách, se vyv́ıj́ı v čase. Tato forma rovnice
se bude často opakovat při odvozeńı hydrodynamických rovnic

3.8 Odvozeńı hydrodynamických rovnic

Rovnice (482) určuje přechodod mikroskopického popisu (pomoćı molekulárńı
veličiny χ) k makroskopické veličině, dáné množstv́ım veličiny χ v jednot-
kovém objemu, n ⟨χ⟩. V následuj́ıćım budeme předpokládat, že śıla F nezáviśı
na rychlostech.
Rovnice zachováni hmoty
Tato rovnice vyjadřuje zachováńı hmoty ve srážkových procesech. Jinými
slovy předpokládáme, že χ = m. Pro tuto volbu (482) má tvar

∂

∂t
(nm) +

∂

∂xi
(nm

⟨
ui
⟩
) = 0 . (483)

kde jsme využili faktu

⟨m⟩ = 1

n

∫
d3ufm =

m

n

∫
d3uf = m . (484)

Jestliže zadefinujeme hustotu hmoty jako

ρ = nm (485)

pak rovnice (483) má tvar rovnice spojitosti

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 , (486)

kde v = ⟨v⟩ je středńı rychlost částic.
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Zákon zachováni hybnosti

Nyńı uvažujme χi = mui. Pak dostáváme

0 =
∂

∂t
(nm ⟨u⟩i) + ∂

∂xj
(nm

⟨
ujui

⟩
)− n

⟨
F j ∂u

i

∂uj

⟩
=

=
∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
(nm

⟨
ujui

⟩
)− nF j

(487)

kde jsme použili ∂ui

∂uj = δij a dále skutečnosti, že pro śılu, která nezáviśı na
rychlostech, máme⟨

F i
⟩
=

1

n

∫
d3uF if =

F i

n

∫
d3uf = F i . (488)

zavedeme tensor tlaku definovaný vzhledem ke klidové soustavě

pij = m

∫
d3uuiujf = n

⟨
muiuj

⟩
. (489)

Pak momentová rovnice má tvar

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
pij =

ρ

m
F i . (490)

Zákon zachováni energie

V př́ıpadě, kdy máme jednosloškový plyn, translačńı kinetická energie se
zachovává při srážkách a můžeme tedy uvažovat

χ =
1

2
mu2 . (491)

Pak definujeme ϵK jako středńı hodnotu kinetické energie

ϵK =

∫
d3u

m

2
u2f(u,x, t) = n

⟨
1

2
mu2

⟩
. (492)

Pro tuto veličinu má momentová rovnice tvar

∂

∂t
ϵK +

∂

∂xi
(qK)−

n

m

⟨
F imui

⟩
= 0 (493)
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což dává známý výsledek

∂

∂t
(ϵK) +

∂

∂xi
(qi) =

ρ

m
F ivi , (494)

kde jsme zavedli vektor toku energie

qi =

∫
d3u

m

2
u2uif . (495)

3.8.1 Relativistické makroskopické proměnné

Nyńı přeṕı̌seme tyto zachovávaj́ıćı se rovnice pomoćı v́ıce fyźıkálńıch rela-
tivńıch proměnných, což jsou proměnné odpov́ıdaj́ıćı odchylce od středńıch
hodnot. Označ́ıme odchylku vektoru rychlosti od středńı hodnoty pomoćı
symbolu c

c = u− v . (496)

Pak definujeme relativńı tensor tlaku,

P ij = m

∫
d3ucicjf = ρ

⟨
(ui − vi)(uj − vj)

⟩
=

= ρ(
⟨
uiuj

⟩
−
⟨
ui
⟩
vj − vi

⟨
uj
⟩
+
⟨
vivj

⟩
) =

= ρ(
⟨
uiuj

⟩
− vivj − vjvi + vivj) = ρ(

⟨
uiuj

⟩
− vivj)

(497)

a tedy
ρ
⟨
uiuj

⟩
= pij = P ij + ρvivj . (498)

Stejným zp̊usobem definujeme relativńı tok tepla

Qi =

∫
d3u

1

2
mc2cid3u = n

⟨
1

2
mc2ci

⟩
(499)

explicitně dostaneme

Qi =

∫
d3u(

m

2
u2ui − m

2
u2vi −mujuivj +mujvjvi +

m

2
v2ui − m

2
v2vi) =

= qi − viϵK − P ijvj + ρv2vi .

(500)
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Dále zavedeme vnitřńı energii

ϵ(x, t) =

∫
d3u

1

2
mc2f(u,x, t) (501)

která souviśı s energíı ϵK následuj́ıćım zp̊usobem

ϵ =
m

2

∫
d3u(ui − vi)(ui − vi)f = ϵK − 1

2
ρv2 .

(502)

Pak také máme
qi = Qi + viϵ+ P ijvj + vi

ρ

2
v2 . (503)

Z (498) vid́ıme, že absolutńı tlak je větš́ı než relativńı, na druhou stranu toto
neńı to, co my mysĺıme tlakem. Tlak měř́ıme v souřadnicové soustavě spojené
s tekutinou, jinými slovy je to tlak, který nezáviśı na makroskopické rychlsti
v. Nyńı, když použijeme (498),(500) a (502) v rovnićıch (490) a (493) tak
dostaneme

∂

∂
(ρvi) +

∂

∂xj
pij =

ρ

m
F i ⇒

∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi

∂t
+

∂

∂xj
P ij +

∂

∂xj
(ρvj)vi + ρvj

∂

∂xj
vi =

ρ

m
F i ⇒

ρ

(
∂

∂t
vi + vj

∂

∂xj
vi
)
+

∂

∂xj
P ij =

ρ

m
F i

(504)

kde jsme užili faktu, že výraz vi(∂tρ + ∂i(ρv
i) je roven nule jako d̊usledek

zákonu zachováńı.

∂

∂t
ϵK +

∂

∂xi
ρqi =

ρ

m
F ivi ⇒

∂tϵ+ ∂iq
i + ∂i(v

iϵ) + P ij∂ivj +

+
1

2
v2
(
∂ρ+ ∂i(ρv

i)
)
+

+vj[ρ(∂tv
j + vi∂iv

j) + ∂iP
ij − 1

m
F j] = 0 ⇒

∂tϵ+ ∂iq
i + ∂i(v

iϵ) + P ij∂ivj = 0

(505)
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3.8.2 Souhrn momentových rovnic

Závěrem dáme přehled všech momentových rovnic

∂ρ

∂t
+
∂(ρvi)

∂xi
= 0 ,

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
= −1

ρ

∂P ij

∂xj
+
F i

m
,

∂tϵ+ ∂iq
i + ∂i(v

iϵ) + P ij∂ivj = 0 .

(506)

Vid́ıme, že máme pět rovnic. Neznámými jsou následuj́ıćı momenty rozdělovaćı
funkce f

ρ = m

∫
d3uf , vi =

1

n

∫
d3uuif , P ij = m

∫
d3ucicjf ,

ϵ =
m

2

∫
d3uc2f , qi =

m

2

∫
d3uc2cif .

(507)

Vid́ıme, že máme 1 + 3 + 6 + 1 + 3 = 14 neznámých funkćı. Z toho vid́ıme,
že momentové rovnice netvoř́ı dynamickou teorii kapalin.

V principu bychom mohli zavést v́ıce momentových rovnic t́ım, že vez-
meme vyšš́ı momenty Boltzmanovy rovnice. Na druhou stranu tyto rovnice
by vždy zavedly vyšš́ı momenty distribučńı funkce d́ıky členu ui∂if v Bolt-
zmanově rovnici. Jinými slovy muśıme naj́ıt zp̊usob, jak nějakým zp̊usobem
źıskat dynamickou teorii kapalin z kinetické teorie.

Jinými slovy, abychom odvodili dynamickou teorii kapalin, muśım naj́ıt
vztahy mezi 14 neznámými ρ, vi, P ij, ϵ a qi takovým zp̊usobem, že dostaneme
uzavřený systém rovnic.

Nejdř́ıve muśıme zd̊uraznit, že srážky jsou jediný zp̊usob předáváńı hyb-
nosti a energie v tekutině, která je složena z neutrálńıch částic, což je pod-
statné pro jej́ı vlasnosti.

3.8.3 Teplota:Variace distribuce rychlosti

Teplota tekutiny, který je tvořen molekulami bez vnitřńıch stupň̊u volnosti,
je dán výrazem

ϵ =

∫
d3u

m

2
c2f(u) =

3

2
kBT . (508)
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Význam definice teploty dané touto rovnićı je následuj́ıćı. Uvažume molekuly,
které jsou všechny v klidu. Necht’ se tekutina pohybuje jako pevné těleso s
rychlost́ı v. Vı́d́ıme z rovnice (508), že v tomto př́ıpadě T ∼ ϵ = 0, což je
očekávaný výsledek. Vı́d́ıme také, že (508) může být přepsána do tvaru

3kBT

m
=
⟨
(u− ⟨u⟩)2

⟩
, (509)

která dokazuje, že 3kBT
m

je mı́ra variace hustoty pravděpodobnosti rychlosti.
Je zřejmé, že můžeme obecně definovat daľśı makroskopické proměnné k

již definovaným n,v, T, ϵ, Qi, P ij, např́ıklad následuj́ıćı tensor

nΛi1i2,...,in =

∫
d3uf(c,x, t)ci1ci2 . . . cin . (510)

kde proměnná Λ(x, t) je tensor n−tého řádu ve třech dimenśıch.

3.8.4 Statistická rovnováha

Vrát́ıme se opět k obecné analýze Boltzmanovy rovnice a budeme zkoumat
otázku, za jakých podmı́nek dojde k vynulováńı kolizńıho integrálu. Vid́ıme,
že toto je splněno za předpokladu, kdy

f ′f ′
1 = ff1 . (511)

Tato podmı́nka se nazývá podmı́nkou statistické rovnováhy. Explicitně, tato
podmı́nka ř́ıká, že množstv́ı částic, které přitečenou do elementu d3xd3u je
roven počtu částic, které z daného elementu odtečou. Také je jasné, že tato
podmı́nka je nutná podmı́nka pro existenci rovnovážného stavu, kdy ∂tf = 0.
Jinak řečeno, podmı́nka rovnováhy ∂tf = 0 implikuje, že entropie dosáhla své
rovnovážné hodnoty, nebot’

ds

dt
= −kB

∫
d3xd3x

∂f

∂t
(1 + ln f) (512)

a tedy ∂tf implikuje ds
dt

= 0 a my v́ıme, že tato podmı́nka je splněna pouze
za předpokladu kdy plat́ı (511). Vid́ıme tedy, že tato podmı́nka je nutná
pro existenci rovnovážného stavu a je to i dostatečná podmı́nka v př́ıpadě
homogenńı tekutiny bez p̊usobeńı vněǰśıho pole.

Když se nyńı vrát́ıme k Maxwellovskému rozděleńı, tak vid́ıme, že toto
rozděleńı nutně splňuje podmı́nku statistické rovnováhy. Je jasné, že tomu tak
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muśı být, nebot’ Maxwellovské rozděleńı jsme odvodili právě z předpokladu,
že pro ně kolizńı člen je roven nule. Na druhou stranu je zřejmé, že Ma-
xwellowské rozděleńı bude splňovat podmı́nku statistické rovnováhy (511) i
za předpokladu, kdy konstantńı hodnoty n,v a T jsou nahrazeny n(x, t), T (x, t)
a v(x, t). Výsledná rovnovážná distribuce se nazývá Lokálńı Maxwellovské
rozděleńı

f 0(x,u, t) =
n(x, t)

(2π kB
m
T (x, t))3/2

exp

(
−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

)
. (513)

Je jasné, že pro toto rozděleńı plat́ı

n(x, t) =

∫
d3uf 0(x,v, t) ,

v(x, t) =
1

n(x, t)

∫
d3uf 0(x,u, t)u ,

3

2
n(x, t)κBT (x, t) =

∫
d3uf 0(x,u, t)

m

2
(u− v)2

(514)

jak vyplývá z těchto integrál̊u∫ ∞

−∞
dxe−x2/b =

√
b
√
π ,∫ ∞

−∞
dxxe−(x−v)2/b =

∫ ∞

−∞
dx(x− v)e−(x−v)2/b +

+v

∫ ∞

−∞
dxe−(x−v)2/b = v

√
b
√
π .

(515)

Je nutné rozlǐsit dva druhy Maxwellovského rozděleńı:Absolutńı Maxwellovské
rozděleńı, které označ́ıme jako f0, kde n,v, T jsou konstantńı, a Lokálńı
Maxwellovské rozděleńı, které označ́ıme jako f 0, kde n,v, T záviśı na
souřadnićıch x a čase t. Je ale zřejmé, že toto neńı rovnovážná distribučńı
funkce, nebot’ i když je srážkový člen roven nule pro toto rozděleńı, tak ještě
stále neplat́ı ∂tf = 0, protože v́ıme, že časový vývoj rozdělovaćı funkce je
jednak zapř́ıčiněn srážkovým členem, a jednat členem v kinetické rovnici,
který obsahuje tok a dále interakci s vněǰśım polem.
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Nyńı př́ıjdeme k d̊uležitému závěru, který ř́ıká, že lokálńı Boltzmanovo
rozděleńı je rovnovážně rozděleńı ve smyslu, že pro něj plat́ı

dH
dt

(f 0) = 0 . (516)

Abychom toto ukázali, budeme uvažovat obecněǰśı formu Boltzmanovy H-
funkce

H =

∫
d3xd3uf(x,u, t) ln f(x,u, t) . (517)

Vı́me, že když necháme tekutinu v klidu samu o sobě, během určitého časového
okamžiku se tento systém dostane do stavu termodynamické rovnováhy. Tento
jev je právě popsán klesáńım H funkce. Když nyńı provedeme derivaci této
funkce, dostaneme

dH
dt

=

∫
d3xd3u(1 + ln f)∂tf (518)

Jestliže nyńı použijeme Boltzmanovu rovnici, dostanem

dH
dt

= −
∫
d3xd3u

(
u
∂f

∂x
+

F

m

∂f

∂u

)
(1 + ln f) +

∫
d3xÎ(1 + ln f) =

=

∫
d3xÎ(1 + ln f) ,

(519)

kde jsme použili∫
d3xd3uu

∂f

∂x
(1 + ln f) =

∫
d3xd3u

∂(uf ln f)

∂x
=

∫
d3u

∫
S∞

ui(f ln f)dSi → 0∫
d3xd3u

F

m

∂f

∂u
(1 + ln f) =

∫
d3x

∫
d3u

F

m

∂f ln f

u
=

∫
d3x

∫
S(u)∞

F i

m
f ln fdSi → 0

(520)

Kde jsme předpokládali, že funkce f se bĺıž́ı nule na hranici daného objemu,
což je dané sférou S∞ a také, že funkce f se bĺıž́ı nule na hranićıch rych-
lostńıho objemu.

Nyńı s použit́ım předchoźım úprav dostáváme

4Î(1 + ln f) = Î(1 + ln f) + Î(1 + ln f1)− Î(1 + ln f ′)− Î(1 + ln f ′
1) =

= Î

(
ln
f1f

f ′
1f

′

)
= −Î

(
ln
f ′
1f

′

f1f

)
(521)
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Nyńı diskuse stejná jako v předchoźı části dokazuje platnost H-teorému pro
obecnou rozdělovaćı funkci, která splňuje Boltzmanovu rovnici.

Vid́ıme, že jak absolutńı, tak lokálńı Maxwellovské rozděleńı splňuj́ı, že
srážkový člen je roven nule a tedy pro ně plat́ı

dH(f0)

dt
=
dH(f 0)

dt
= 0 . (522)

Z tohoto d̊uvodu mohou být obě rozděleńı nazvány jako rovnovážné dis-
tribučńı funkce. Na druhou stranu termodynamická rovnováha pro tekutinu,
která neńı vystavena vněǰśım poĺım, implikuje, že všechny makroskopické
veličiny jsou konstantńı. Z tohoto d̊uvodu je tato situace popsána pomoćı
absolutńı Maxwellovské rozdělovaćı funkce f0. Můžeme ale předpokládat, že
před dosáhnut́ım termodynamické rovnováhy, plyn je ve stavu lokálńı tep-
lotńı rovnováhy, a tedy je popsán pomoćı lokálńı Maxwellovské rozdělovaćı
funkce f 0. Jinými slovy můžeme si představit situaci, kdy máme tekutinu
v obecném stavu. Během časového vývoje, při kterém neprovád́ıme na dané
tekutině nějaké vněǰśı zásahy, docháźı k poklesu H funkce až do té doby, do-
kud stav systému je popsán pomoćı lokálńı Maxwellovské rozdělovaćı funkce,
kdy je ustanovena lokálńı termodynamická rovnováha v každém malém ob-
jemu tekutiny, zat́ım co tekutina jako celek se nenacháźı ve stavu globálńı
termodynamické rovnováhy. Poté bude docházet k daľśım proces̊um uvnitř
tekutiny, kdy docháźı k relaxaci všech makroskopických veličin do stavu,
kdy tyto veličiny maj́ı konstantńı hodnoty v celém objemu tekutiny. Poté se
tekutina nacháźı ve stavu globálńı termodynamické rovnováhy.

3.8.5 Lokálńı termodynamická rovnováha a makroskopické proměnné

Ukázali jsme, že lokálńı Maxwellovské rozděleńı splňuje podmı́nku lokálńı
termodynamické rovnováhy, což má za následek, že srážkový integrál je ro-
ven nule. Na druhou stranu, jestliže vlož́ıme toto rozděleńı do Boltzmanovy
rovnice, je jasné, že levá strana je nenulová pro obecné hodnoty parametr̊u.
Na druhou stranu je zřejmé, že prostorová a časová závislost lokálńıho Ma-
xwellovského rozděleńı je vyjádřena prostřednictv́ım funkćı n,v, T , vid́ıme,
že abychom našli kompletńı lokálńı rovnovážné řešeńı je dostačuj́ıćı naj́ıt
závislost těchto funkćı na prostorových souřadnićıch.

Dále také ukážeme, že lokálńı Maxwellovské rozděleńı je d̊uležitý prvek v
Chapman-Enskogově rozvoji Boltzmanovy rovnice. V tomto procesu f 0 jako
řešeńı nejnižš́ıho řádu, kde n,v a T jsou funkcemi x, t.
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3.8.6 Barometrická rovnice

Uvažujme, že máme tekutinu ve vněǰśım poli, které je konservativńı a tedy
se dá vyjádřit pomoćı skalárńıho potenciálu

Fi = − ∂Φ

∂xi
. (523)

Označ́ıme rovnovážnou distribuci pro tuto konfiguraci jako f̄0 a budeme
požadovat, že ∂f̄0

∂t
= 0. Zbývaj́ıćı členy na levé straně rovnice dávaj́ı

v · ∂f̄0
∂x

+
F i

m

∂f̄0
∂ui

= 0 ⇒

mv · ∂f̄0
∂x

=
∂Φ

∂x

∂f̄0
∂v

.

(524)

Budeme předpokládat, že obecněǰśı forma řešeńı statické rovnováhy má tvar

ln f̄0 =
−A(v − v0)

2 + lnB − 2Aψ(x)

m
. (525)

Je zřejmé, že toto řešeńı splňuje podmı́nku statické rovnováhy (511). Na
druhou stranu dosazeńım do levé strany Boltzmanovy rovnice dostáváme

∂ψ

∂x
· u =

∂Φ

∂x
· (u− v) (526)

a my vid́ıme, že můžeme ztotožnit ψ(x) = Φ(x) za předpokladu, když ∂Φ
∂x

·
v = 0. Když poté budeme postupovat standartńım zp̊usobem dostaneme
rozdělovaćı funkci ve tvaru

f̄0 =
n0

(2πkBT0)3/2
exp

(
− [m(u− v)2/2 + Φ(x)]

kBT0

)
, (527)

kde nyńı n0,v a T0 jsou konstanty. Je také d̊uležité, že v je normálńı k ∇Φ.
Dı́ky této rozdělovaćı funkci můžeme určit rovnovážnou hustotu částic

jako

n(x) =

∫
d3uf̄0(x,u) = n0 exp

[
−Φ(x)

kBT0

]
, (528)
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která nám ř́ıká, že n0 je hodnota hustoty částic v bodě, kde Φ(x) = 0.
Rovnovážná teplota je dána výrazem

3

2
kBT (x)n(x) =

∫
d3u

1

2
m(u− v)2f̄0 ⇒

3n(x)T (x) = 3n0T0 exp

[
−Φ(x)

κBT0

]
.

(529)

Jestliže do předchoźıho výrazu dosad́ıme hodnotu hustoty částic n(x, t), kte-
rou jsme určili v (528), dostaneme

3n(x)T (x) = 3n0T0 exp

[
−Φ(x)

κBT0

]
= 3n(x)T

(530)

z čehož plyne, ž můžeme stotožnit T0 s T . Nakonec tedy můžeme psát

f̄0(x,u) =
n(x)

(2πκBT )3/2
exp

[
−(u− v)2

2κBT

]
. (531)

Pro homogenńı gravitačńı pole dostáváme

Φ(x) = mg(z − z0) . (532)

Vložeńım tohoto potenciálu do předpis pro hustotu částic dostáváme

n(z) = n0 exp

[
−mg(z − z0)

κBT

]
. (533)

Tento exponenciálńı úbytek hustoty částic je znám jako barometrická rovnice.

3.9 Transportńı koeficienty

3.9.1 Odezva na poruchy

Uvažujme systém, který je v rovnováze s odpov́ıdaj́ıćımi konstantńımi hodno-
tami n,v, T . Jakmile se objev́ı vněǰśı poruchy, tyto hydrodynamické veličiny
se změńı odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem. Z pozorováńı je jasné, že tekutina odpov́ı
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na tyto změny takovým zp̊usobem, kterým se snaž́ı obnovit rovnováhu. Tedy,
když definujeme R jako odezva, dostaneme

R[∂in] = nvi ,

R[∂ivj] = Sij ,

R[∂iT ] = Qi .

(534)

Jinými slovy, pohyb tekutiny je odpověd’ na objeveńı gradientu hustoty, kom-
ponenty deformačńıho tensoru jsou odpověd́ı na objeveńı se gradient̊u v rych-
losti tekutiny. Dále, teplotńı tok je odpověd́ı na vznik gradientu teploty.

Koeficienty, které vyjadřuj́ı úměrnost mezi gradienty poruch k odpov́ıdaj́ıćım
tok̊um, se nazývaj́ı transportńı koeficienty.

Koeficient difuze
Tento koeficient se vyskytuje v relaci odezvy mezi gradientem hustoty a

rychlost́ı a má tvar
nv = −D∇n . (535)

Tento vztah nám ř́ıká, že při objeveńı změny hustoty v kapalině od homogenńı
k nehomogenńı konfiguraci, začne v tekutině prob́ıhat transport částic proti
r̊ustu hustoty částic, jinými slovy řečeno tok prob́ıhá takovým zp̊usobem,
aby došlo k obnoveńı homogenńı konfigurace.

Termálni kondukce Tento koeficient se vyskytuje v relaci

Qi = −κ∂iT . (536)

Intepretace tohoto vztahu je stejná jako v předchoźım př́ıpadě. V př́ıpadě ob-
jeveńı nehomogenity v rozložeńı teploty docháźı k transportu tepla z mı́sta s
vyšš́ı teplotou do oblasti s nižš́ı teplotou, kde transport tepla je zprostředkován
tokem Qi.

A konečně, koeficient viskozity odvedeme z následuj́ıćı úvahy. Je užitečné
rozepsat tensor tlaku ve formě

P ij = δijp− Sij . (537)

V tomto výrazu, p je skalárńı tlak a Sij označuje komponenty tensoru tlaku,
které odpov́ıdaj́ı jako odezva na gradient rychlosti. Předpokládáme, že Sij

splňuje následuj́ıćı dvě vlastnosti
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• Sij neobsahuje jiné členy než ∂iuj, protože požadujeme, Sij = 0 za
předpokladu, když ∂iuj = 0.

• Dále požadujeme, aby platilo Sij = 0 pro tekutinu v rovnoměrném
rotačńım pohybu. Rovnoměrný rotačńı pohyb je charakterizován kon-
statńım vektorem úhlové rychlosti Ωi tak, že makroskopický pohyb ele-
mentu kapaliny je dán

v = Ω× x . (538)

Tato vlastnost nám ř́ıká, že Sij = 0 pro v = Ω× x. Tensor, který toto
splňuje, má obecný tvar

a

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
+ bδij∂iv

i , (539)

kde a a b jsou libovolné konstanty. Toto vyplývá z následuj́ıćıho

∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
(
pro vi = ϵijkΩjxk

)
= ϵikl∂j(Ωkxl) + ϵjkl∂i(Ωkvl) =

= ϵiklΩkδ
l
j + ϵjklΩkδ

l
i = ϵikjΩk + ϵjkiΩk = ϵikjΩk − ϵikjΩk = 0

(540)

a také
∂iv

i = ϵijkΩj∂i(x
k) = ϵijkΩjδ

k
i = ϵkjkΩj = 0 . (541)

Pomoćı tohoto výrazu dostáváme, že můžeme napsat tensor Sij ve tvaru

Sij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij
∂vk
∂xk

)
+ ζδij

∂vi

∂xi
. (542)

Konstanty, které vystupuj́ı v tomto výrazu, jsou η, známá jako koe-
ficient smykové viskozity, zat́ım co ζ je koeficient objemové viskozity.
Poznamenejme také, že tekutina je nestlačitelná, jestliže plat́ı ∂iv

i = 0.
Tensor Sij můžeme také napsat s pomoćı symetrického deformačńıho
tensoru

Λij =
1

2

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
. (543)

kde z definice dostáváme TrΛ = Λijδ
ji = ∂iv

i. Pak můžeme napsat
tensor tlaku P ij ve tvaru

P ij = δijp− Sij = δijp− 2η(Λij − 1

3
δij∂kv

k)− ζδij∂kv
k (544)
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která má následuj́ıćı vlastnost

TrP ij = P ijδji = 3p− 2η(TrΛij − ∂iv
i)− 3ζ∂iv

i = 3p− 3ζ∂iv
i ,

(545)

která, v př́ıpadě nestlačitelné tekutiny, má tvar

TrP ij = 3p . (546)

Śıla, která p̊usob́ı na element tekutiny okolńı tekutina, je vyjádřena ten-
sorem tlaku P ij, který pro nestlačitelnou tekutinu má tvar

P ij = δijp− 2ηΛij . (547)

Uvažujme nyńı tekutinu, která se pohybuje ve směru osy x s rychlost́ı, která
je funkćı z

v = [vx(z), 0, 0] . (548)

Pak śıla p̊usob́ıćı na plochu o obsahu △x△y s normálnou n = [0, 0, 1] je
rovna

Fx = Pxz△x△y = (−2ηΛxz)△x△y = −η∂ux
∂z

△x△y . (549)

Vid́ıme tedy, že śıla p̊usob́ı opačným směrem, než je r̊ust rychlosti. Pozna-
menejme také, že tensor deformace vystupuje v mechanice pevných látek,
kdy ovšem uvažujeme vektor posunut́ı mı́sto vektoru rychlosti, což odpov́ıdá
vynásobeńı vektoru deformace daného výše elementem △t. Obecně můžeme
ř́ıci, že deformace spojitého prostřed́ı je výsledkem napět́ı, které na ně p̊usob́ı.

Důležitou vlastnost́ı transportńıch koeficient̊u je ta, že d́ıky vztah̊um,
kterými jsou definovány, dostáváme dodatečné rovnice, které slouž́ı k uzavřeńı
momentových rovnic. Např́ıklad, s pomoćı (542) má momentová rovnice rych-
losti vi tvar

ρ

(
∂

∂t
vi + vj

∂

∂xj
vi
)
+

∂

∂xj
P ij =

ρ

m
F i ⇒

ρ
(
∂tv

i + vj∂jv
i
)
+ ∂ip− η∂j∂

jvi − η∂i∂jv
j − (ζ +

η

3
)∂i∂jv

j =
ρ

m
F i .

(550)

Toto jsou tři rovnice pro pět neznámých vi, ρ, p. Rovnice spojitosti spolu s
daľśı skalárńı rovnićı dělá z tohoto systému systém uzavřených rovnic. Daľśı
rovnićı mysĺıme rovnici vyjadřuj́ıćı vztah mezi hustotou a tlakem. Touto rov-
nićı se budeme věnovat později při daľśım výkladu hydrodynamiky.
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3.9.2 Formulováńı transportńıch koeficient̊u

V této kapitole poṕı̌seme, jak je možné naj́ıt transportńı koeficienty. Uvažujme
malý objem tekutiny v rovnováze s hustotou částic n. Zavedeme středńı rych-
lost částic C ⟨

v2
⟩
= C2 . (551)

Pro bodové částice ekvipartačńı teorém dává

1

2
mC2 =

3

2
kBT . (552)

Uvažujme středńı tok částic Γ v libovolném ze šesti směr̊u (osa x,−x, y,−y, z,−z)
a v lobovolném časovém okamžiku t. Nyńı si představme, že máme válec o
výšce C a jednotkové ploše. Protože středńı rychlost částic je C, pak 1/6
částic v daném válci projde povrchem horńı podstavy za sekundu. Jestliže si
označ́ıme tento směr jako z, dostaneme

Γz =
1

6
nC . (553)

Daľśım d̊uležitým pojmem je středńı volná dráha l. Implicitně předpokládáme,
že k předáváńı hybnost́ı a energie mezi molekulami docháźı pouze při srážkách.
Např́ıklad, dosažeńı rovnováhy hustoty částic je zprostředkováno srážkami,
kdy částice z oblasti s větš́ı hustotou jsou přenášeny do oblasti s menš́ı hos-
totou. Jak my již v́ıme, s pojmem srážek se váže pojem účinný pr̊uřez, kdy
můžeme naj́ıt následuj́ıćı odhad

nσl ≃ 1 , (554)

který vyplývá z toho, že středńı rovná dráha je nepř́ımo úměrná jak počtu
částic n, tak účinnému pr̊uřezu.

Nyńı můžeme přistoupit k odvozeńı koeficientu vlastńı difuze. Uvažujme,
že máme částice jednoho druhu a dále, že zde existuje gradient hustony n
ve směru osy z. Pak tok částic, které se pohybuj́ı ve kladném směru osy z a
které protnou rovinu z, je roven počtu částic, které se nacházej́ı v mı́stě n− l.
Na druhou stranu počet částic, které se pohybuj́ı v záporném směru osy z a
které protnou rovinu z, je roven počtu částic v bodě z + l. Pak celkový tok
částic v bodě z je roven

Γz = Γz−1 − Γz+1 , (555)
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což, s pomoćı (553), dává

Γz =
1

6
C[n(z − l)− n(z + l)] =

=
2lC

6

[
n(z − l)− n(z + l)

2l

]
=

= −1

3
lC
∂n

∂z
.

(556)

Na druhou stranu my v́ıme, že tok částic v daném bodě z ve směru osy z je
dán výrazem Γz = nvz a tedy

nvz = −1

3
lC
∂n

∂z
. (557)

Poznamenejme, že definice koeficientu difuze je dána výrazem

nv = −D∇n⇒ nvz = −D∂n
∂z

. (558)

Pak porovnáńım těchto dvou rovnic dostaneme hledaný výraz pro koeficient
difuze

D = −1

3
lC . (559)

Viskozita
Uvažujme tekutinu, která se pohybuje jedńım směrem s rychlostńım pro-

filem
v = [vx(z), 0, 0] (560)

Je zřejmé, že pro tuto konfiguraci máme nenulové následuj́ıćı komponentu
Pxz

Pxz = −Sxz = −η∂vx
∂z

. (561)

Každá částice na ploše z − l, která se sraźı a pohybuje se ve směru osy +z,
unáš́ı středńı komponentu hybnosti ve směru osy x z oblasti z − l, to jest
mvx(z − l). Tok těchto částic je roven

Γz =
1

6
nC . (562)
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Pak tedy středńı hodnota x−komponenty toku hybnosti např́ıč rovinou z
d́ıky transportu částic ve směru osy z je rozd́ıl mezi kladným př́ıspěvkem

Γ+
p =

1

6
nCmvx(z − l) (563)

a jej́ı ztrátou

Γ−
p =

1

6
nCmvx(z + 1) . (564)

Pak změna hybnosti na ploše z ve směru x je rovna

Γ+
p − Γ−

p =

=
1

6
nCm2l

[
vx(z − l)− vx(z + l)

2l

]
=

= −1

3
ρCl

∂vx
∂z

.

(565)

Tento rozd́ıl můžeme interpretovat jako śılu, p̊usob́ıćı ve směru osy x na ploše
z, což je

Pxz = −1

3
ρCl

∂ux
∂z

. (566)

což nám dává klasický Maxwell̊uv výsledek

η =
1

3
ρCl . (567)

Termálńı kondukce
Stejným zp̊usobem můžeme pokračovat s transportem kinetické energie.

Uvažujme změnu kinetické energie ϵK(z). Pak stejným zp̊usobem, jako v
předchoźı části, kdy definujeme

Γ+
Q =

1

6
nCϵK(z − l) ,Γ−

Q =
1

6
nCϵK(z + l) (568)

dostaneme následuj́ıćı výraz pro změnu kinetické energie

Γ+
Q − Γ−

Q = −1

3
nCl

∂ϵK
∂z

. (569)
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Jestliže si nyńı uvědomı́me, že máme vztah ϵK = ϵ+1
2
ρv2 a budeme předpokládat,

že v a n nezáviśı na z, pak máme ∂ϵK
∂z

= ∂ϵ
∂z

a tento rozd́ıl je roven toku tepla
ve směru osy z

Qz = −1

3
nCl

∂ϵ

∂z
. (570)

Nyńı definujme cV jako specifické teplo na jednu částici

cv =
∂ϵ

∂T
. (571)

Pak dostaneme

Qz = −1

3
nCl

∂ϵ

∂z
= −1

3
nCl

∂ϵ

∂T

∂T

∂z
= −1

3
nClcV

∂T

∂z
(572)

a tedy

κ =
1

3
nClcV . (573)

3.10 Momentové rovnice a hydrodynamické rovnice-
Pokračováńı

Jak jsme také ukázali, srážky implikuj́ı, že distribučńı funkce se bĺıž́ı rov-
novážnému Maxwellovskému rozděleńı s možnou nenulovou středńı rychlost́ı.
Necht’ předpokládejme, že distribučńı funkci ve tvaru

f(x,u, t) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

(
−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

)
, (574)

což je Maxwellovo rozděleńı s lokálńımi středńımi hodnotami rychlosti, hus-
toty a teploty. Necht’ pomoćı této funkce vypoč́ıtáme P ij(x, t)

P ij = m

∫
d3u(ui − vi)(uj − vj)f(u− v) =

= mn(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2 ∫
d3ucicj exp

(
− mc2

2kBT

)
= pδij

(575)

kde
p(x, t) = n(x, t)kBT (x, t)
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je tlak kapaliny. Při odvozováńı tohoto vztahu jsme využili faktu, že∫ ∞

−∞
dxxe−x2

= 0 ,

∫ ∞

−∞
dxx2e−x2

=

√
π

2
. (576)

Stejným zp̊usobem dostáváme

ϵ =
m

2

∫
d3uc2f =

3

2
nkBT . (577)

a

Qi =
1

2

∫
d3ucic2f = 0 , (578)

kde ϵ je vnitřńı energie pro jednočásticový plyn. Konečně

P ijΛij = pδijΛji = p
∂vi

∂xi
. (579)

Dı́ky těmto předpoklad̊um dostáváme momentové rovnice v nultém řádu

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 ,

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p+ 1

m
F ,

∂ϵ

∂t
+ ∂i(v

iϵ) = −p∇ · v

(580)

což je pět rovnic pro šest veličin ρ,v, p a ϵ. Na druhou stranu tři termody-
namické veličiny mohou být vyjádřeny jako funkce hustoty částic a teploty,
tedy

ρ = mn , p = nkBT , ϵ =
3

2
nkBT . (581)

Jinými slovy dostáváme, že č́ıslo nezávislých rovnic je shodné s č́ıslem nezávislých
proměnných a tud́ıž tento systém je uzavřený a má formu dynamické teorie
kapalin.

Na druhou stranu této dynamické teorii chyběj́ı některé d̊uležité vlastnosti
jako teorii reálných tekutin.

• Protože Qi = 0 dostáváme, že neexistuje transport vnitřńı energie.
Jinými slovy řečeno, v této tekutině neexistuje konvence.
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• Protože P ij is diagonálńı, tato tekutina je charakterizována absenćı
viskozity.

Jinými slovy řečeno, v této formulaci dynamiky tekutin chyb́ı vlastńı popis
transportńıch jev̊u.

Je vhodné si položit otázku, co je př́ıčinou, že jsme nebyli schopni po-
psat tyto jevy vhodným zp̊usobem. Ukazuje se, že lokálńı Maxwellova distri-
buce je př́ılǐs restriktivńı. Jestliže zde existuje teplotńı gradient, částice, které
přicházej́ı na určité po směru gradientu maj́ı určitě vyšš́ı energii než částice,
které sem přicházej́ı z opačného směru gradientu. Je jasné, že tyto transportńı
jevy jsou úzce svázany s opuštěńım předpokladu Maxwellovo rozděleńı.

3.11 Chapman-Enskog̊uv Rozvoj

3.11.1 Kolizńı frekvence

Srážkový integrál v Boltzmanově rovnici může být napsán ve tvaru

Ĵ(f |f) = −f(u)
∫
d3u1

∫
dΩσ|u− u1|f(u1) +

∫
d3u1

∫
dΩ|u− u1|f ′f ′

1

(582)
Uvažujme následuj́ıćı výraz

ν(u) =

∫
d3u1

∫
dΩσ|u− u1|f(v1) . (583)

Protože tento výraz je úměrný relativńı rychlosti, účinnému pr̊uřezu a počtu
nalétavaj́ıćıch částic daný funkćı f(u1) a následnou integraćı přes u1 a Ω
můžeme tento výraz interpretovat jako počet srážek s částićı o rychlosti u,
tedy můžeme ho nazvat Kolizńı frekvenćı.

Necht´ naṕı̌seme Boltymanovu rovnici ve tvaru

Df

Dt
=
∂f

∂t
+
Fi

m

∂f

∂ui
+ ui

∂f

∂xi
= Îf , (584)

která nám definuje kolizńı integrál-operátor Î. Protože ν(v) je srážková frek-
vence, jej́ı fyzikálńı rozměr je s−1, z čehož vyplývá, že oprátor Î ma tu samou
fyzikálńı dimenzi. Pak je užitečné napsat operátor Î ve tvaru

Î = ν0
˜̂
I (585)
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kde
˜̂
I je nyńı bezrozměrný operátor a kde ν0 je konstanta o fyzikálńım

rozměru s−1. Pomoćı této terminologie dostáváme Boltzmanovu rovnici ve
tvaru

Df

Dt
= ν0

˜̂
If . (586)

Chapman-Enskog̊uv rozvoj může být proveden v oblasti s velkými srážkovými
frekvencemi, což ekvivalentně znamená v oblastech s malou středńı volnou
drahou. Explicitně, jestliže C je středńı termálńı rychlost částic, pak je řejmé,
že tato rychlost je dána jako pod́ıl středńı volné dráhy a doby mezi dvěma
srážkami, což je převrácená hodnota srážkové frekvence, a tedy

C ≃ lv . (587)

Prvńı krok k provedeńı této expanse je napsat Boltzmanovu rovnici ve tvaru(
∂

∂t
+ D̂

)
f =

1

ϵ
Îf , (588)

kde

D = u · ∂
∂x

+
F

m
· ∂
∂u

, (589)

a kde předpokládáme bezrozměrný malý parametr ϵ≪ 1, kde si ale muśıme
uvědomit, že tento parametr byl zaveden pro korektně definovaný rozvoj s
t́ım, že by měl být položen jedné na závěr této analýzy.

Ve druhém kroku Champman-Enskogově rozvoji provedeme následuj́ıćı
rozvoj

f = f (0) + ϵf (1) + ϵ2f (2) + . . . . (590)

Normalizujeme funkci f takovým zp̊usobem, aby splňovala

n(x, t) =

∫
d3uf , n(x, t)v(x, t) =

∫
d3uuf ,

3

2
n(x, t)kBT (x, t) =

∫
d3u

m

2
(u− v)2f .

(591)

V Chapman-Eskogově rozvoji předpokládáme, že (n,v, T ) jsou veličiny 0(1)
řádu v expansi podle parametru ϵ a tedy jsou dány f (0), zat́ım co členy v
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rozvoji vyšš́ıch řádu, f (i), i > 0 odpov́ıdaj́ı vyšš́ım moment̊um v Qi a v P ij

n(x, t) =

∫
d3uf (0) , n(x, t)v(x, t) =

∫
d3uuf (0) ,

3

2
n(x, t)kBT (x, t) =

∫
d3u

m

2
(u− v)2f (0) ,∫

d3uf (i) =

∫
d3uf (i)c =

∫
d3uf (i)c2 = 0 ,

Qi =
∑
l

ϵlQ
(l)
i =

1

2

∑
l

ϵl
∫
d3um(u− v)i(u− v)2f (i) ,

Pij =
∑
l

ϵlP
(l)
ij =

∑
l

ϵl
∫
d3um(u− v)i(u− v)jf

(l) .

(592)

Jako daľśı krok přistouṕıme k rozvoji D a kolizńıho integrálu Ĵ

D̂f = D̂f (0) + ϵD̂f (1) + . . . (593)

a pro srážkový integrál

Ĵ(f |f) = Ĵ(
∞∑
l=0

ϵlf (l)|
∞∑
n=0

ϵnf (n)) =
∞∑
l=0

∞∑
n=0

ϵl+nĴ(f (l)|f (n)) .

(594)

Ukazuje se, že je vhodné zavést tzv. uspořádaný operátor

Ĵ (s)(f (0), f (1), . . . , f (s)) =
∑
n

∑
l,n+l=s

Ĵ(f (l)|f (n)) . (595)

Pomoćı této veličiny můžeme přepsat (594) do tvaru

Ĵ(f, f) = Ĵ(f (0)|f (0)) + ϵĴ (1)(f (0)|f (1)) +

+ Ĵ (2)(f (0), f (1), f (2)) + . . . ,

(596)

Např́ıklad
Ĵ (1)(f (0), f (1)) = Ĵ(f (0)|f (1)) + Ĵ(f (1)|f (0)) . (597)
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3.11.2 Rozvoj časové derivace

Daľśı krok v Chapman-Enskogově rozvoji se týká časové derivace, která vy-
stupuje v Boltzmanově rovnici. Budeme předpokládat, že časová závislost
rozdělovaćı funkce záviśı pouze d́ıky hydrodynamických rovnic n(x, t),v(x, T )
a T (x, t), tak že

∂f

∂t
=
∂f

∂n

∂n

∂t
+
∂f

∂v
· ∂v
∂t

+
∂f

∂T

∂T

∂t
(598)

Jako daľśı krok provedeme časovou derivaci

∂

∂t
=
∂0
∂t

+ ϵ
∂1
∂t

+ ϵ2
∂2
∂t

+ . . . , (599)

která má následuj́ıćı fyzikálńı význam. Výjdeme z momentových rovnic

∂ρ

∂t
+
∂(ρvi)

∂xi
= 0 ,

∂vi

∂t
+ vj

∂vi

∂xj
= −1

ρ

∂P ij

∂xj
+
F i

m
,

∂

∂t
(ϵ) +

∂

∂xi
(ϵvi) +

∂Qi

∂xi
+ P ijΛij = 0 .

(600)

Na pravé straně těchto rovnic vystupuj́ı makroskopické proměnné, které jsou
źıskány středováńım přes distribučńı funkci. Protože tato distribučńı funkce
je také dána rozvojem distribučńı funkce, dostáváme obecné vztahy

∂n

∂t
= Φn(n,v, T ) =

∑
l

ϵlΦ(l)
n (n,v, T ) ,

∂v

∂t
= Φv(n,v, T ) =

∑
l

ϵlΦ(l)
v (n,v, T ) ,

∂T

∂t
= ΦT (n,v, T ) =

∑
l

ϵlΦ
(l)
T (n,v, T ) .

(601)
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Pak dostáváme

∂f

∂t
=

∂f

∂n

∂n

∂t
+
∂f

∂v
· ∂v
∂t

+
∂f

∂T

∂T

∂t
=

=
∂f

∂n

∑
l

ϵlΦ(l)
n +

∂f

∂v
·
∑
l

ϵlΦ(l)
v +

∂f

∂T

∑
l

ϵlΦ
(l)
T ≡

≡
∑
l

ϵl
∂l
∂t

,
∂l
∂t

≡ ∂

∂n
Φ(l)

n +
∂

∂v
·Φ(l)

v +
∂

∂T
Φ

(l)
T .

(602)

Jestliže použijeme tyto rozvoje pro f, ∂f
∂t
, D̂f a Ĵ(f |f) do Boltzmanovy rov-

nice a dostaneme(
∂

∂t
+ D̂

)
f =

1

ϵ
Ĵ(f |f) ⇒

ϵ

[(
∂0
∂t

+ ϵ
∂1
∂t

+ . . .

)
(f (0) + ϵf (1) + . . . ) + (D̂f (0) + ϵD̂f (1) + . . . )

]
+

+
[
Ĵ (0)(f (0)|f (0)) + ϵĴ (1)(f (0)|f (1)) + . . .

]
(603)

Porovnáńım koeficient̊u stejného řadu parametru ϵ dostáváme

0 = Ĵ (0)(f (0)|f (0)) ,(
∂0
∂t

+ D̂
)
f (0) = Ĵ (1)(f (0), f (1)) ,(

∂0
∂t

+ D̂
)
f (1) +

∂1
∂t
f (0) = Ĵ (2)(f (0), f (1), f (2)) ,

(604)

Vid́ıme, že rovnice nultého řádu má formu

Ĵ(f (0)|f (0)) = 0 . (605)

Jak jsme již uvedli v předchoźıch kapitolách, řešeńım této rovnice je lokálńı
Maxwellovské rozdělovaćı funkce, která může být definována pomoćı následuj́ıćıch
moment̊u

n =

∫
d3uf (0) , v =

1

n

∫
d3uuf (0) , T =

m

3nkB

∫
d3uc2f (0) . (606)
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Explicitně, tato funkce má tvar

f (0)(x, ,
¯
t) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

[
−m(u− v(x, t))2

2kBT (x, t)

]
. (607)

Pomoćı této rozdělovaćı funkce můžeme vypoč́ıtat teplotńı kondukci Qi a
tensor P ij, které jsou definovány jako

Qi =
m

2

∫
d3uc2cif ,

P ij = m

∫
d3ucicjf

(608)

a tedy pro f (0) dostaneme

(Q(0))i = 0 ,

(P (0))ij = nkBTδ
ij = pδij .

(609)

Vložeńım těchto výraz̊u do momentových rovnic dostaneme Eulerovy rovnice

∂n

∂t
+∇(nu) = 0 ,

∂

∂t
+ v · ∇v +

1

ρ
∇p = 1

m
F ,(

∂

∂t
+ v · ∇

)( p

n5/3

)
= 0

(610)

Řešeńım těchto rovnic dostaneme explicitńı veličiny n = n(x, t),v = v(x, t)
a T = T (x, t) které, po vložeńı do (607) kompletně určuj́ı f (0).

Každá následuj́ıćı iterace v Chapman-Enskogově rozvoji vede k v́ıce po-
drobněǰśı skupině hydrodynamických rovnic, které v́ıce a v́ıce započ́ıtavaj́ı
prostorové fluktuace v tektutině. Iterace nultého řádu dávaj́ı Eulerovy rov-
nice. Rovnice, které vzniknou pomoćı iteraćı prvńıho řádu, vedou k Navier-
Stokesovým rovńıćım. Iterace druhého řádu dávaj́ı Burnettovy rovnice.
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3.11.3 Řešeńı prvńıho řádu

Toto řešeńı odpov́ıdá druhé rovnici v (604)(
∂0
∂t

+ D̂
)
f (0) = Ĵ (1)(f (0), f (1)) (611)

Zavedeme funkci Φ následuj́ıćım zp̊usobem

f (1) = Φf (0) . (612)

Pak dostáváme

Ĵ (1)(f (0), f (1)) = Ĵ(f (0)|f (1)) + Ĵ(f (1)|f (0)) =

=

∫
du1

∫
dΩσ|u− u1|(Φ′f ′(0)f

′(0)
1 − f (0)f

(0)
1 Φ) +

+

∫
du1

∫
dΩσ|u− u1|(f ′(0)Φ′

1f
′(0) − Φf (0)f

(0)
1 ) =

=

∫
du1

∫
dΩσ|v − v1|f (0)f

(0)
1 (Φ′ + Φ′

1 − Φ1 − Φ)

(613)

kde jsme použili f ′(0)f
′(0)
1 = f (0)f

(0)
1 jako d̊usledek statistické rovnováhy. Pak

můžeme definovat operátor � jako

�̂Φ ≡ 1

f (0)
Ĵ (1)(f (0), f (0)Φ) =

=

∫
du1

∫
dΩσ|u− u1|f (0)(u1)[Φ

′
1 + Φ′ − Φ1 − Φ]

(614)

Poté rovnice (611) může být přepsána do tvaru

1

f (0)

(
∂0
∂t

+ D̂
)
f (0) = �̂Φ . (615)

Vid́ıme, že �̂ je lineárńı operátor, jak vyplývá z jeho definice. Dále d́ıky
explicitńı formě lokálńıho Maxwellovského rozděleńı dostáváme následuj́ıćı
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výrazy, které vystupuj́ı na levé straně rovnice (615)

1

f (0)

∂0f
(0)

∂t
=

[
1

n

∂0n

∂t
+ 2ξi

∂vi

∂t
+

(
ξ2 − 3

2

)
1

T

∂0T

∂t

]
,

1

f (0)
u · ∂f

(0)

∂x
= u ·

[
1

n

∂n

∂x
+ 2ξi

∂vi

∂x
+

(
ξ2 − 3

2

)
1

t

∂T

∂x

]
,

(616)

kde

ξ2 ≡ m(u− v)2

2kBT
. (617)

Poté s použit́ım rovnic, které vyjadřuj́ı časové derivace n a T dostáváme
následuj́ıćı rovnici pro Φ√

2kBT

m

(
ξ2 − 5

2

)
ξi∂i lnT + 2

(
ξiξj − 1

3
ξ2δij

)
∂ivj = �̂Φ (618)

což je lineárńı nehomogenńı integrálńı rovnice pro distribuci Φ. Jestliže bu-
deme tuto rovnici řesit vzhledem k Φ, dostaneme

f = f (0)(1 + Φ) . (619)

Obecné řešeńı rovnice (618) je lineárńı kombinaćı homogenńı Φh a nehomo-
genńıho Φi řešeńı, kde

�̂Φh = 0 (620)

a kde Φi je partikulárńı řešeńı (618).
Když budeme bĺıže zkoumat strukturu operátoru �̂ vid́ıme, že jeho řešeńım

může být dáno jako lineárńı kombinaćı srážkových integrál̊u

Φh = α + βim(ui − vi) +
1

2
γm(ui − vi)(ui − vi) . (621)

kde α, β, γ jsou libovolné konstanty. Abychom našli partikulárńı řešeńı rov-
nice (618) uvažme, že jej́ı levá strana má tvar

X i(ξ)

(
2kBT

m

)1/2

∂i lnT +Yij(ξ)∂ivj . (622)
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Protože �̂ je lineárńı operátor a Φ je skalárńı funkce, předchoźı výraz indu-
kuje, že bychom měli hledat partikulárńı řešeńı ve formě

Φi =

√
2πkB
m

TAi∂i lnT + 2Bij(ξ)∂ivj . (623)

Jinými slovy, abychom našli nehomogenńı řešeńı, muśıme naj́ıt vektorovou
funkciAi a tensorovou funkciBij. Pak, vložeńım předpokládané řešeńı (623) a
porovnáńım r̊uzných koeficient̊u, které se vyskytuj́ı u∇ lnT a ∂ivj dostáváme
následuj́ıćı rovnice pro Ai a pro Bij

�̂Ai = ξi
(
ξ2 − 5

2

)
,

�̂Bij =

(
ξiξj − 1

3
ξ2δij

)
.

(624)

Vı́me, že jediné proměnné, které vystupuj́ı v Ai jsou ξi, n a T . Pak je jasné,
že jediný vektor, který může být vytvořen z těchto proměnných, je samotný
vektor ξ. Pak tedy budeme předpokládat, že

Ai = A(ξ2)ξi . (625)

Stejným zp̊usobem můžeme argumentovat, že tensor Bij má tvar

Bij = B(ξ2)

(
ξiξj − 1

3
δijξ2

)
(626)

Pak jasně dostaneme, že tyto funkce splňuj́ı integrálně diferenciálńı rovnice

�̂(ξiA) = ξi
(
ξ2 − 5

2

)
,

�̂
(
B(ξ2)

(
ξiξj − 1

3
δijξ2

))
=

(
ξiξj − 1

3
ξ2δij

)
.

(627)

Když se nyńı vrátime k homogenńımu řešeńı v́ıd́ıme, že konstanty α, β a γ
jsou určeny podmı́nkami (592). Jinými slovy, jestliže vlož́ıme

f (1) = f (0)(Φh + Φi) (628)
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do těchto podmı́nek, dostaneme∫
d3uf (0)(α + γ

1

2
mc2) = 0 ,∫

d3uf (0)[A(ξ2)∂i lnT +mβi]mc2 = 0 ,∫
d3uf (0)(α +

1

2
mc2γ)

1

2
mc2 = 0 .

(629)

Pak je zřejmé, že prvńı rovnice v (629) dává

α = γ = 0 (630)

zat́ım co druhá rovnice ř́ıká, že βi je úměrné ∂i lnT a tedy může být zahrnuto
do členu ∂i lnT .

Pak je možné ukázat, že celkové řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho
řádu má tvar

f = f (0)[1 +

√
2kBT

m
Ai∂i lnT + 2Bij∂ivj] =

= f (0)[1 +

√
2kBT

m
A(ξ)ξ∂i lnT + 2B(ξ)

(
ξiξj − 1

3
ξ2δij

)
∂ivj] .

(631)

kde A(ξ), B(ξ) jsou řešeńım rovnic (627).

3.11.4 Termálńı kondukce a tensor napět́ı

S pomoćı řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho řádu je možné určit od-
pov́ıdaj́ıćı nenulové př́ıspěvky ve vektoru teplotńı kondukce Qi a P ij. Tyto
př́ıspěvky dostaneme, když vlož́ıme řešeńı Boltzmanovy rovnice do jejich de-
finice a uváž́ıme, že lokálńı Maxwellovo rozděleńı dává nulový př́ıspěvek

Qi =
1

2
m

√
2kB
m

T

∫
d3uc2cif = 0 + qi(1) ,

P ij = 2kBT

∫
d3uξiξjf = δijp− P ij(1) , ξi =

m

2kBT
(u− v)i .

(632)
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S použit́ım řešeńı Boltzmanovy rovnice do prvńıho řádu dostáváme

Qi =

(
2

3

k2BT

m

∫
d3uf 0ξ4AîĀi

)
∇T (633)

a tedy dostáváme následuj́ıćı výsledek pro koeficient termálńı konduktivity

κ = −2

3

k2BT

m

∫
d3uf 0ξ4AîĀi . (634)

Stejným zp̊usobem postupujeme v př́ıpadě tensoru napět́ı, kde dostáváme

P ij =
4kB
5

(
Λij − 1

3
δij∂iv

i

)∫
d3uf (0)Bij�̂Bij . (635)

Když tedy definujeme koeficient napět́ı následuj́ıćım zp̊usobem

P ij = −2η

(
Λij − 1

3
δij∂iv

i

)
(636)

pak porovnáńım s (782) dostaneme

η = −2

4
kBT

∫
d3uf 0BiĵB̄ij . (637)

Vid́ıme, že transportńı koeficienty závisej́ı na integrálelch před vazebný operátor
�̂. Tyto výpočty jsou ve své podstatě velmi komplikované a požaduj́ı daľśı
matematické znalosti. Např́ıklad, pro částice, které nemaj́ı žádnou vnitřńı
strukt̊uru, dostáváme

κ = −75

8

k2BTn
2

mA11

, (638)

kde A11 záviśı na detailńım popisu interakćı mezi částicemi. Na druhou stranu
se ukazuje, že explicitńı tvar tohoto parametru může být napsán ve formě
integrace přes rozptylové parametry, kde pak dostáváme

A11 = −4n2Ω2,2 (639)

kde v př́ıpadě jednokomponentového plynu

Ω(l,q) =

√
4πκBT

m

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−y2y2q+3(1− cosl θ)sdsdy . (640)

Stejným zp̊usobem budeme postupovat v př́ıpadě koeficientu napět́ı a dostáváme

η = −5

2

kBTn
2

B11

, (641)

kde se dá ukázat, že
B11 = −4n2Ω(2,2) . (642)
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3.11.5 Srážkový integrál v prvńım přibĺıžeńı-Alternativńı postup

Začneme s následuj́ıćım zobecněńım rozdělovaćı funkce

f(x,u, t) = f (0)(x,y, t) + g(x,y, t) , (643)

kde g je malá porucha. Nyńı uvažuje srážkový integrál

C[f ] =
∫
d3u1

∫
dΩ|u− u1|σ(Ω)(f ′

1f
′
1 − ff1) . (644)

Protože v́ıme, že g je malá porucha, je přirozené předpokládat, že srážkový
integrál záviśı na této poruše pouze lineárně. Budeme tedy předpokládat,
že distribučńı funkce, přes které provád́ıme integraci (f ′, f ′

1, f1) mohou být

reprezentovány lokálńım Maxwellovským rozděleńım f (0)′ , f
(0)′

1 , f
(0)
1 . Dále

využijeme vlastnosti, že pro Maxwellovské rozděleńı plat́ı f (0)′f
(0)′

1 = f (0)f
(0)
1

která vyplývá z exponenciálńı formy Maxwellovské rozdělovaćı funkce a ze
zákona zachováńı energie, který plat́ı v dvou částicových srážkách. Pak dostáváme

C[f ] ≈
∫
d3u1

∫
dΩ|u− u1|σ(Ω)(f (0)f

(0)
1 − ff

(0)
1 ) =

= (f (0) − f)

∫
d3u1

∫
dΩ|u− u1|σ(Ω)f (0)

1 =

= −g(x,u, t)
∫
dΩσ(Ω)

∫
d3u1|urel|f (0)(x,u1, t) =

= −σtotn ⟨urel⟩ g(x,u, t) ,
(645)

kde ⟨urel⟩ (|u|, T ) je středńı relativńı rychlost mezi srážej́ıćımi se částicemi a
tedy ⟨|urel|⟩nσtot udává středńı srážkovou změnu částic o rychlosti |u|.

Výsledkem dostáváme

C[f ] = −σtotn ⟨urel⟩ (f − f (0)) . (646)

Tento výsledek vedl (Bhatnagara,Grosse a Krooka) v roce 1954 k formulováńı
tzv. BGK rovnice, která popisuje systém, jenž neńı př́ılǐs daleko od lokálńı ter-
modynamické rovnováhy reprezentované lokálńı Maxwellovskou rozdělovaćı
funkci f (0) a srážky zp̊usobuj́ı jeho návrat do této rovnováhy. Tato rovnice
má tvar

∂f

∂t
+ u · ∇f +

F

m
· ∂f
∂u

= −f − f (0)

τ
, (647)
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kde τ je tzv. relaxačńı doba. Abychom našli fyzikálńı význam f , uvažujme
distribučńı funkci f , která záviśı pouze na čase. Pak (647) dává

df

dt
= −f − f (0)

τ
(648)

Je jednoduché naj́ıt řešeńı této rovnice a dostáváme

f − f (0) = Ke−
t
τ , (649)

kde K je integračńı konstanta. Vid́ıme, že distribučńı funkce se bĺıž́ı Ma-
xwellovské distribučńı funkci v limitě t → ∞. Z této rovnice je také jasný
význam relaxačńı doby τ , která může být interpretována jako parametr dané
teorie.

Ukážeme, že transportńı jevy mohou být kvalitativně popsány pomoci
BKG rovnice, ale s omezeńım, že hodnoty transportńıch koeficient̊u nejsou
exatńı. Důvod, proč tomu tak je, je ten, že Boltzmann̊uv srážkový integrál ve
skutečnosti záviśı na 1/τ ∝ ⟨|urel|⟩, což je funkćı u a tud́ıž neńı konstantńı.
Na druhou stranu, i když hodnoty transportńıch koeficient̊u nejsou zcela
přesné, tento model poskytuje jasné schéma a postup, jak mohou být tyto
transportńı koeficienty určeny.

3.11.6 Odklon od Maxwellovského rozděleńı

Jako prvńı krok urč́ıme jak velký je odklon daného rozděleńı od Maxwellovského.
Pak KGB rovnice dává

u · ∇f = −f − f (0)

τ
⇒ |u|f (0)

L
≈ |g|

τ
⇒

|g| ≈ |u|τ
L

f (0) ≈ λ

L
f (0) ,

(650)

kde L je charakteristická škála, na které se měńı daný systém, a kde λ je
středńı dráha mezi srážkami. Vid́ıme, že modifikace Maxwellovského rozděleńı
bude malá za předpokladu, když středńı volná dráha mezi srážkami je mno-
hem menš́ı než škála změny daného systému. Když zavedeme parametr α
jako

α =
λ

L
(651)
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můžeme psát rozdělovaćı funkci f ve formě Taylorovy řady podle parametru
α

f = f (0) + αf (1) + α2f (2) + . . . (652)

kde f (i) jsou veličiny, které nezáviśı na parametru α a tedy stejného řádu.
Jestliže vlož́ıme tento rozvoj do BKG rovnice dostaneme rekurzivńı relaci
pro každý př́ıspěvek f (i). Např́ıklad v prvńım řádu dostáváme

g ≡ αf (1) = −τ
(
∂

∂t
+ u · ∇+

F

m
· ∂
∂u

)
f (0) . (653)

Poznamenejme, že rozdělovaćı funkce f (0) má tvar

f (0) = n(x, t)

(
m

2πkBT (x, t)

)3/2

exp

(
−m(u− v)2

2kBT (x, t)

)
(654)

a tedy

∂f (0)

∂t
=

∂n

∂t

∂f (0)

∂n
+
∂T

∂t

∂f (0)

∂T
+
∂vi

∂t

∂f (0)

∂vi
,

ui
∂f (0)

∂xi
= ui

∂n

∂xi
∂f (0)

∂n
+ ui

∂T

∂xi
∂f (0)

∂T
+ ui

∂vj

∂xi
∂f (0)

∂vj

(655)

a s použit́ım (654) dostáváme

∂f (0)

∂t
=

(
1

n

∂n

∂t
+

(
−3

2
T +

m

2kBT 2
c2
)
∂T

∂t
+
∂vi

∂t

mci
kBT

)
f (0) ,

ui
∂f (0)

∂xi
=

(
1

n
ui
∂n

∂xi
+ ui

(
−3

2
T +

m

2kBT 2
c2
)
∂T

∂xi
+ uj

∂vi

∂xj
mci
kBT

)
f (0) .

(656)

Dosad́ıme tyto pomocné výpočty do rovnice (653) dostaneme explicitńı formu
poruchy rozdělovaćı funkce ve tvaru

g = −τ
[
1

T

∂T

∂xi
ci
(

m

2kBT
c2 − 5

2

)
+

m

kBT
Λij

(
cicj − 1

3
δijc2

)]
f (0) (657)

kde
ci = ui − vi . (658)
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3.11.7 Teplotńı tok

Našim ćılem je vypoč́ıtat momenty pomoćı funkce f = f (0) + g, kde

n =

∫
d3uf , nv =

∫
d3uvf , 3nkTT = m

∫
d3uu2f , (659)

a také qi, Pij. V př́ıpadě qi dostáváme

qi =
m

2

∫
d3ucic2g =

= −τ m
2

∂T

∂xi

∫
d3uc2i c

2

(
m

2kBT
c2 − 5

2

)
f (0) .

(660)

Protože tento integrál má stejnou hodnotu pro všechna i = 1, 2, 3, můžeme
ho nahradit jednou třetinou sumy přes i. Pak dostaneme

qi = −K∂iT , (661)

kde

K =
τm

6T

∫
d3uc4

(
m

2kBT
c2 − 5

2

)
f (0) . (662)

Tento integrál může být explicitně zintegrován a dostáváme

K =
5

2
τn
k2BT

m
, (663)

což je koeficinet termálńı kondukce. Jinými slovy odvodili jsme pomoćı mik-
roskopické fyziky Fourier̊uv zákon teplodńı kondukce.

3.11.8 P tensor

Uvažujme tensor P ij, který je definován jako

P ij = m

∫
d3ucicjf = nkBTδ

ij + πij , (664)

kde

πij = m

∫
d3c
¯
icjg =

= −τ m
2

kBT
Λkl

∫
d3ucicj(ckcl −

1

3
δklc

2)f (0) .

(665)

129



Vid́ıme, že πii = 0, jež vyplývá ze skutečnosti, že integrand je lichý pro i ̸= j,
zat́ım co pro k = j integrand výrazu v závorce je roven nule. Protože je tento
tensor linearńı funkćı Λij, můžeme psát

πij = −2µ(Λij −
1

3
TrΛ) = −2µ

(
Λij −

1

3

∂vi

∂xi

)
. (666)

Vid́ıme, že tedy plat́ı πijδ
ji = −2µ(Λijδ

ji − Λijδ
ji) = 0. Koeficient −2µ

můžeme vypoč́ıtat např́ıklad z tohoto výrazu

π12 = −2µΛ12 = − τm2

κBT
Λkl

∫
d3uc1c2

(
ckcl −

1

3
δklc

2

)
f (0) =

= −τm
2

kBT
(Λ12 + Λ21)

∫
d3uc21c

2
2f

(0) = −2Λ12τnkBT

(667)

což dává
µ = τnκBT . (668)

3.11.9 Momemtové rovnice prvńıho řádu

Když nyńı vyjádř́ıme Pij a qi jako funkce n, T and v můžeme napsat mo-
mentové rovnice, které zahrnuj́ı transportńı jevy. Jestliže vezmeme µ jako
konstantu, dostáváme

∂Pij

∂xi
=

∂p

∂xj
− 2µ

∂

∂xi
(Λij −

1

3
δij∂iv

i) =

=
∂p

∂xj
− µ

∂

∂xi

(
∂vj

∂xi
+
∂vi

∂xj

)
+

2µ

3

∂

∂xj
∂vk

∂xk
=

=
∂p

∂xj
− µ

(
∂2vj

∂xi∂xi
+

1

3

∂

∂xj
∂kv

k

)
(669)

a tedy dostáváme pohybovou rovnici

ρ

(
∂vi

∂t
+ vj∂jv

i

)
= −∂ip+ µ

[
∂2

∂xk∂xk
vi +

1

2
∂i(∂kv

k)

]
+
ρF i

m
. (670)

Podobným zp̊usobem dostaneme

PijΛij = pδijΛij + πijΛij = p∂iv
i − 2µΛijΛij +

µ

3
(∂iv

i)2 (671)
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a tedy následuj́ıćı pohybovou rovnici

ρ

(
∂ϵ

∂t
+ vi∂iϵ

)
= −p∂ivi + ∂i(K∂iT ) + 2µ[ΛijΛij −

1

3
(∂iv

i)2] (672)

spolu s rovnićı zachováńı

∂ρ

∂t
+ ∂i(ρv

i) = 0 . (673)

Rovnice (670) a (672) tvoř́ı uzavřený systeém rovnic a tud́ı̌s nám definuj́ı
dynamickou teorii tekutin.

3.11.10 Hydrodynamické rovnice

Předchoźı momentové rovnice jsou parciálńımi differenciálńımi rovnicemi,
které maj́ı složitou strukturu. Proto typicky uvažujeme jejich zjednodušeńı,které
maj́ı následuj́ıćı formu

• Zanedbáme prostorové variace µ, což už jsme samozřejme implicitně
provedli, když jsme odvozovali rovnici (670).

• Zanedbáme efekt stlačitelnosti (∂iv
i) ve viskozńı śıly v rovnici (670).

• Zanedbáme efekt viskozńı produkce tepla v rovnici vyjadřuj́ıćı zákon
zachováńı energie (672).

• Konečně, budeme psát F i → F i/m. Jinými slovy budeme psát intenzity
pole mı́sto śıly pole.

Poté dostáváme následuj́ıćı hydrodynamické rovnice

∂ρ

∂t
+ ∂i(ρv

i) = 0 ,

∂vi

∂t
+ vj∂jv

i = −1

ρ
∂ip+ F i +

µ

ρ
∂j∂jv

i ,

ρ

(
∂ϵ

∂t
+ vi∂iϵ

)
= −p∂ivi + ∂i(K∂

iT )

(674)

kde druhá rovnice je slavná Navier-Stokesova rovnice.

131



Závěrem shrneme postup, jakým zp̊usobem jsme odvodili tyto rovnice.
Našim základńım předpokladem bylo to, že distribučńı funkce má být chápána
jako malá porucha od Maxwellovského rozděleńı. Jinými slovy předpokládali
jsme malý odklon od lokálńı statistické rovnováhy, kde je možné použ́ıt BGK
rovnici. Ukázali jsme, že tento předpoklad plat́ı, jestliže středńı volná dráha je
mnohem menš́ı než škála, na které se měńı makroskopické vlastnosti systému.
Pak je také jasné, že hydrodynamické rovnice přestanou platit v okamžiku,
kdy tato podmı́nka nebude splněna. Samozřejmě, že je možné psát dále mo-
mentové rovnice, když budeme vycházet z obecného Chapman-Enskogova
rozvoje, ale obecně všechny členy v daném rozvoji budou stejného řádu a
tudiž neńı možné provést zanedbáńı člen̊u vyšš́ıch řád̊u.

3.12 Daľśı poznámky k nevratnosti

V této kapitole se vrát́ıme opět k nevratnosti systému, zavedeme pojmy jako
ergodičnost a také mı́cháńı.

3.12.1 Ergotický tok

My v́ıme, že objemy ve fázovém prostoru jsou invariantńı v̊uči kanonickým
transformaćım, kterými je i přirozený časový vývoj systému. V př́ıpadě izo-
lovaného systému je jasné, že se jeho energie zachovává a má smysl uvažovat
pohyb po energetické ploše ve fázovém prostoru Γ, na které zavedeme invari-
antńı mı́ru vzhledem ke kanonickým transformaćım dΣ. Pak invariantńı mı́ra
množiny A, která je podmožina energetické plochy, je dána integrálem

µ(A) =

∫
A∈E

dΣ . (675)

Pak invariantńı mı́ra bod̊u na energetické ploše je dána integrálem

µ(E) =

∫
E

dΣ . (676)

Necht’ přirozený pohyb množiny A je dán operátorem T̂ , který definuje časový
vývoj systému. Pak za časový interval t dostaneme

A→ A′ = T̂ (t)A . (677)

Protože mı́ra dΣ je invariantńı v̊uči kanonickým transformaćım a protože
časový vývoj je kanonická transformace, dostaneme

µ(A′) = µ(A) . (678)
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3.12.2 Ergodická hypotéza

Ergodická hypotéza ř́ıká, že téměř všechny orbity na energetické ploše procházej́ı
každou oblast́ı konečné mı́ry a z̊ustavaj́ı v této oblasti po časový interval
rovný pod́ılu jejich mı́ry k mı́̌re energetické nadplochy E. Stejné tvrzeńı se
týká pr̊uměrné hodnoty dynamı́cké proměnné g. Je zřejmé, že ergodická hy-
potéza ř́ıká, že všechny oblasti stejné mı́ry na energetické ploše jsou stejně
pravděpodobné. Odpov́ıdaj́ıćı distribučńı funkce je tedy

f(z) =
1

µ(E)
, pro z ∈ H = E (679)

která splňuje normalizačńı podmı́nku∫
H=E

f(z)dΣ = 1 . (680)

Stejně můžeme definovat středńı hodnotu dynamické veličiny g(z) přes fázový
prostor

< g >Γ=
1

µ(E)

∫
H=E

g(z)dΣ . (681)

V rovnovážném př́ıpadě můžeme definovat časovou středńı hodnotu jako

< g >τ= lim
τ→∞

1

τ

∫ t0+τ

t0

g[z(t)]dt (682)

Ergodický teorém se snaž́ı dokázat rovnost < g >Γ s < g >τ . Je zřejmé, že
nutnou podmı́nkou pro platnost této rovnosti je to, že < g >τ nezáviśı na
počátečńım čase t0 a počátečńı hodnotě z(0). Tento teorém se nazývá Bir-
khoff̊uv teorém. Tento teorém je založen na předpokladu, že T̂ (t) je met-
ricky transitivńı, což znamená, že množina, která je invariantńı v̊uči p̊usobeńı
T̂ (t) na energetické ploše, je bud’ ceá množina nebo množina mı́ry 0. Al-
ternativně řečeno ř́ıkáme, že energetický povrch je metricky nerozdělitelný,
jestliže nemůže být rozdělen do dvou invariantńıch části pozitivńı mı́ry. Inva-
riantńı část́ı fázového je taková část, kde všechny body v tomto prostoru zde
z̊ustávaj́ı během časové evoluce systému. S těmito předpoklady Birkhoff̊uv
teorém ř́ıká, že limita < g >τ existuje v každém bodě na energetické ploše a
že tato limita je nezávislá na počátečńım čase a počátečńım bodě z0. Tento
teorém také implikuje

⟨⟨g⟩τ ⟩Γ = ⟨g⟩Γ . (683)
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Protože ⟨g⟩τ nezáviśı na z0 a tedy je konstantńı na energetické ploše, dosta-
neme

⟨g⟩τ = A = konst (684)

a tedy
⟨⟨g⟩τ ⟩Γ = A = ⟨g⟩τ . (685)

Pak ale z (683) dostaneme
⟨g⟩τ = ⟨g⟩Γ . (686)

Je podstatné, že tento výsledek plat́ı pro rovnovážný stav systému. Dále,
každý ohraničený systém, kde jedinou zachovávaj́ıćı se veličinou je energie,
je ergodický, což můžeme dokázat následuj́ıćım zp̊usobem. Předpokládejme,
že je zde daľśı zachovávaj́ıćı se veličina, kterou označ́ıme jako B. Pak se
systém pohybuje na podprostoru, který je pr̊unikem plochy B = konst a
H = E. Tento pr̊unik je podprostorem energetické nadplochy, na které se
daný systém pohybuje a tedy daný pohyb neńı ergodický.

Tedy vid́ıme, že ergodický systém při pohybu na energetické nadploše
procháźı oblastmı́ stejné mı́ry se stejnou frekvenćı a žadná oblast neńı privi-
legovaná.

Typický přiklad ergodického systému může být posuv na kružnici. Tento
posuv může být dán zobrazeńım T

Tτ (Θ1) = Θ1 + ωτ (687)

kde úhel Θ1 se vlivem transformace Tτ změńı na úhel Θ1+ωτ , kde τ můžeme
považovat za časový úsek. Stejným zp̊usobem můžeme uvažovat translaci
elementu oblouku, který si označ́ıme jako △σ1. Tento element procháźı všemi
částmi kruhu, který definuje náš ohraničený fázový objem a kde neexistuj́ı
části křivky l, kam by transformace T nedosáhla.

Směšovaćı tok Směšovaćı tok vede k tomu, že počátečńı distribuce je
rozprostřena na celé energetické nadploše. Obecně, směšovaćı tok je vždy er-
godický ale opačně to neplat́ı, ergodický tok neńı vždy směšovaćı. Podrobněji,
řekneme, že systém je směšovaćı, jestliže pro libovolné dvě funkce na fázovém
prostoru f(z), h(z) a definované na nadploše H = E plat́ı

lim
t→±∞

1

µ(E)

∫
H=E

h(z)f(z(t))dΣ =

=

∫
H=E

h(z)dΣ
∫
H=E

f(z)dΣ

[µ(E)]2
.

(688)
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Uvažujme následuj́ıćı d̊usledek této hypotézy. Necht’ jednou z funkćı, která
vystupuje v této definici, je nerovnovážná distribučńı funkce f(x) normali-
zována jako ∫

H=E

f(z)dΣ = 1 . (689)

Pak z následuj́ıci definice dostáváme

< h >=

∫
H=E

h(z)f(z(t))dΣ −−−→
t→∞

1

µ(E)

∫
H=E

h(z)dΣ . (690)

Jinými slovy, v př́ıpadě směšovaćıho toku, středńı hodnota veličiny h se bĺıž́ı
v limitě t → ∞ středńı hodnotě poč́ıtané pomoćı rovnovážné distribučńı
funkce f = 1

µ(E)
.

4 Relativistická kinetická teorie

V této kapitole budeme studovat základńı principy relativistické kinetické
teorie, které má d̊uležité uplatněńı v astrofyzice či pro popis jistých aspekt̊u
kontrolované termonukleárńı f̊uze. Náš výklad začneme se stručným shrnut́ım
základńıch poznatk̊u týkaj́ıćıch se teorie relativity.

4.1 Postuláty teorie relativity

Základńımi postuláty jsou princip kovariance, který ř́ıká, že ve všech sou-
stavách maj́ı fyzikálńı zákony stejný tvar, a princip konstantńı rychlosti
světla. Všechny události jsou reprezentovány body v prostoročase, kterými
je čtyřrozměrná varieta s metrickým tensorem gµν tak, že délkový element
mezi dvěma bĺızkými body prostoročasu má tvar

ds2 = gµνdx
µdxν . (691)

Princip relativity nám ř́ıká, že velikost délkového elementu je stejná pro
všechny pozorovatele. Matematicky toto znamená, že při změně souřadnic

x′µ = x′µ(xα) (692)

máme

ds2 = g′µν(x
′)dx′µdx′ν = gαβ(x)dx

αdxβ = gαβ(x)
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
dx′µdx′ν

(693)
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a porovnáńım těchto dvou rovnic dostaneme transformačńı vztah pro met-
rický tensor

g′µν(x
′) = gαβ(x)

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
. (694)

Poznamenejme, že inverzńı gµν je tensor gνσ, pro který plat́ı

gµνg
νσ = δσµ . (695)

Uvažujme nyńı akci pro bodovou částici

S = −
∫
mc
√
−gµν ẋµẋνdλ , (696)

kde λ parameterizuje křivku

xµ = xµ(λ) (697)

a kde

ẋµ =
dxµ

dλ
. (698)

Z této akce dostaneme následuj́ıćı hybnosti

pµ =
δL

δẋµ
= mc

gµν ẋ
ν√

−gµν ẋµẋν
(699)

Z předchoźıho výsledku dostaneme následuj́ıćı podmı́nku

pµg
µνpν = m2c2

ẋµgµν ẋ
ν

−gµν ẋµẋν
= −m2c2 .

(700)

Což je známá podmı́nka pro hybnosti. Na druhou stranu z definice Hamilto-
nianu dostaneme, že je identicky roven nule

H = ẋµpµ − L = 0 . (701)

Na druhou stranu se dá ukázat, že daná akce odpov́ıdá systému s vazbami,
který vyžaduje speciálńı diskuzi, proto nyńı opust́ıme problematiku Hamil-
toniánu pro relativistickou částici s t́ım, že budeme mı́t v paměti podmı́nku
(700). Poznamenejme, že v př́ıpadě, kdy λ = cτ , kde τ je vlastńı čas defino-
vaný vztahem

−c2dτ 2 = gµνdx
µdxν (702)
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dostaneme gµν
dxµ

dτ
dxν

dτ
= −c2.

Tak, jako v nerelativistickém př́ıpadě, bude základńı veličinou lokálńı hus-
tota částic n(x, t), kde n(x, t)△3x udává pr̊uměrné č́ıslo částic v prostorovém
objemu △3x v okoĺı bodu x v čase t. Podobným zp̊usobem definujeme tok
částic j(x, t). V teorii relativity tyto veličiny tvoř́ı komponenty čtyřvektoru

Nµ(x) = (cn(x, t), j(x, t)) , (703)

kde µ = 0, 1, 2, 3 a kde x = xµ = (ct,x) je prostoročasový bod. Konečně, c je
rychlost světla.

Nyńı uvažujeme systém relativistických část o hmotě m, kde z předchoźı
diskuze v́ıme, že pro ně plat́ı

pµg
µνpν = −m2c2 . (704)

V rovném prostoročase máme gµν = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) a gµν = ηµν =
(−1, 1, 1, 1). Pak předchoźı podmı́nka dává

p0 =
√
m2c2 + p2 ,p2 = pip

i . (705)

Pro velký počet částic má smysl zavést funkci f(x, p), která udává rozděleńı
čtyřhybnosti p = pµ = (p0,p) v každém prostoročasovém bodě x. Jej́ı defi-
nice je taková, že f(x, p)△3x△3p udává počet částic, které jsou umı́stěny v
objemovém elementu △3x v okoĺı bodu x a které maj́ı hybnost v intervalu
(p,p +△p) v čase t. Tato definice opět předpokládá, že počet částic v ob-
jemu △3x je velké, na druhou stranu předpokládá, že △3x je malý vzhledem
k makroskopickým rozměr̊um.

Stejným zp̊usobem jako v nerelativistickém př́ıpadě definujeme s pomoćı
distribučńı funkce hustotu a tok částic

n(x, t) =

∫
d3pf(x, p) ,

j(x, t) =

∫
d3puf(x, p) ,

(706)

kde
u =

cp

p0
. (707)
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je rychlost relativistické částice s hybnost́ı p. Toto vyplývá ze skutečnosti,
že čtyřvektor hybnosti v Minkowskem prostoročase je definován jako

pµ = m
ηµνdx

µ

dτ
= mηµν

dxµ

dt

dt

dτ
= ηµν

m√
1− v2

c2

dxν

dt
(708)

kde jsme použili

−c2dτ 2 = −c2dt2 + dxidxi ⇒ dτ 2 = dt2(1− v2

c2
) (709)

Pak z (708) dostaneme

p0 =
mc√
1− v2

c2

, pi =
mvi√
1− v2

c2

⇒

pi =
pic

p0
.

(710)

Pak je možné napsat psát

N0(x) = cn(x, t) = c

∫
d3p

p0

p0
f(x, p) ,

N i(x) = ji(x, t) =

∫
d3p

cpi

p0
f(x, p)

(711)

a tedy v kovariantńım zápisu

Nµ = c

∫
d3p

p0
pµf(x, p) . (712)

Poznamenejme, že p0 =
√
p+m2c2. Pak zavedeme integraci přes nezávislou

proměnnou p0 s pomoćı zavedeńı delta funkce δ(p0 −
√
p2 +m2c2)

Nµ = c

∫
d4p

p0
pµδ(p0 −

√
p2 +m2c2)f(x, p) . (713)
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Toto neńı plně kovariantńı forma toku. Abychom ho našli, začneme s následuj́ıćı
vlastnost́ı Dirakovy delta funkce

δ(g(x)) =
∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
, (714)

kde xi jsou kořeny rovnice g(x) = 0. Např́ıklad pro g(x) = x2−α2 dostaneme

δ(x2 − α2) =
1

2|α|
[δ(x+ α) + δ(x− α)] . (715)

V našem př́ıpadě ale muśıme vźıt pouze kladný kořen p0 =
√
p2 +m2c2, což

zajist́ıme pomoćı funce θ(p0), která je rovna jedné pro p0 ≥ 0 a 0 pro p0 < 0.
Pak tedy dostáváme konečný vztah

θ(p0)δ(p2 +m2c2) =
1

2
√

p2 +m2c2
δ(p0 −

√
p2 +m2c2) (716)

a tedy

Nµ(x) = 2c

∫
d4pθ(p0)δ(p2 +m2c2)pµf(x) . (717)

Protože Nµ se muśı transformovat jako čtyřvektor,vid́ıme, že f(x) je skalarńı
funkce vzhledem k Lorentzovým transformaćım, protože d4p je invariantńı
objemový element, δ(p2 + m2c2) je také invariantńı a to samé plat́ı pro θ
funkci.

Nyńı můžeme přistoupit k formulaci relativistické kinetické rovnice

4.1.1 Relativistická kinetická rovnice

Jak v́ıme, kinetická rovnice je uzavřená rovnice pro prostoročasový vývoj
jednočásticové distribučńı funkce, jejiž forma je založena na mnoha podmı́nkách.
Předně, jak v́ıme, srážkový člen v kinetické rovnici je založen na binárńıch
srážkách. Dále, abychommohli mı́t makroskopický popis, muśıme předpokládat,
že rozdělovaćı funkce se neměńı na mikroskopických škalách. Dáľśım předpokladem
je tzv molekulárńı chaos, což je absence korelaćı před každou individuálńı
koliźı. Nyńı se pokuśıme pomoćı těchto předpoklad̊u odvodit relativistickou
formu kinetické rovnice.

Předpoklady
Základńı předpoklad je existence relativistické distribučńı funkce f(x, p),

která je skalárńı funkćı souřadnic xµ = (ct,x) a vektoru čtyřhybnosti pµ =

139



(p0,p), kde samozřejmě máme částice na hmotové slupce p0 =
√
m2c2 + p2.

Abychom odvodili pohybovou rovnici pro tuto rozdělovaćı funkci, zavedeme
stejné předpoklady jako v př́ıpadě nerelativistické rozdělovaćı funkce kde
nav́ıc požadujeme, že daná pohybová rovnice je kovariantńı. Explicitně

• Uvažujeme pouze dvoučásticové interakce.

• Předpokládáme hypotézu molekulárńıho chaosu, což je statistický předpoklad
týkaj́ıćı se počtu dvoučásticových srážek, kdy předpokládáme, že tento
počet je úměrný součinu distribučńı funkce srážej́ıćıch se částic a účinného
pr̊uřezu.

• Distribučńı funkce se pomalu měńı v prostoru a čase, kde jej́ı změny
na charakteristických interakčńıch délkách a během charakteristického
interakčńıho času jsou zanedbatelně malé.

Bezsrářková rovnice
Uvažujme čtyřvektor toku

Nµ(x) = c

∫
d3p

p0
pµf(x, p) (718)

kde N0 je rovno nc a kde N i reprezentuj́ı tok částic měřený vzhledem k
souřadńıcové soustavě spojené s pozorovatelem. Zde f(x, p) a d3p

p0
jsou skalárńı

funkce. Uvažujme nyńı skalárńı hustotu

△N(x) = c−1

∫
△3σ

d3σµN
µ(x) (719)

kde d3σµ je plošný element povrchu σ s normálńım časupodobným vektorem
σµ, povrch △3σ je malý element lokalizovaný v bodě x. Pak tedy máme

△N(x) =

∫
△3σ

∫
d3σµ

d3p

p0
pµf(x, p) . (720)

V souřadnicové soustavě, kde vektor d3σµ má pouze časovou komponentu,
máme d3σµ = (d3x, 0, 0, 0), kde pak dostaneme

△N(x) =

∫
△3x

∫
d3pf(x, p) . (721)
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Je zřejmé, že tento výraz udává počet částic v objemovém elementu △3x.
Tomuto výsledku můžeme dát relativistickou interpretaci následuj́ıćım

zp̊usobem. Zavedeme počet světočar, které prot́ınaj́ı element △3σ a maj́ı
směr odpov́ıdaj́ıćı hybnostem z intervalu △3p v okoĺı bodu p

△N(x, p) =

∫
△3σ

∫
△3p

d3σµ
d3p

p0
pµf(x, p) . (722)

Pro kontrolu, jestliže uvažujeme tradičńı situaci, kdy △3σ je čistě prostorový
objem, pak normálový vektor má pouze časovou komponentu a tedy d3σµp

µ =
p0d3x a tedy

△N(x, p) =

∫
△3x

∫
△3p

d3xd3pf(x, p) . (723)

Nyńı je jasné, že tyto stejné částice protnou prostorový element △3σ̂ za
nějaký časový okamžik t a tedy můžeme psát∫

△3σ̂

∫
△3p

d3σµ
d3p

p0
pµf(x, p)−

∫
△3σ

∫
△3p

d3σµ
d3p

p0
pµf(x, p) = 0 (724)

Uvažujme nyńı element Minkowskeho prostoročasu △4x, který je výmezen
povrchovými elementy△3σ,△3σ̂ a obalem světočar uvažovaných částic. Protože
uvažujeme idealizovaný př́ıpad bezkolizńıho vývoje, pak žadná světočára
částic nemůže procházet obalem dané trubice. Jinými slovy rovnice (724)
vyjadřuje tu skutečnost, že celkový tok přes plochu vymezuj́ı objem △4x je
roven nule ∫

∂△4x

∫
△3p

d3σµ
d3p

p0
pµf(x, p) = 0 . (725)

S pomoćı Gaussovy věty můžeme tento výsledek přepsat do tvaru∫
△4x

∫
△3p

d4x
d3p

p0
pµ∂µf(x, p) = 0 . (726)

Protože △4x a △3p jsou libovolné,dostaneme konečný výsledek

pµ∂µf(x, p) = 0 . (727)

V př́ıpadě, když použijeme ∂µ = ∂
∂xµ = (c−1∂t, ∂i), můžeme přepsat předchoźı
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rovnici do tvaru

p0
1

c

∂f(x, p)

∂t
+ pi

∂f(x, p)

∂xi
= 0 ⇒

∂tf(x, p) + ui∂if(x, p) = 0 , ui =
cpi

p0
.

(728)

Samozřejmě, reálná situace je popsána kolizńı kinetickou rovnićı.
Srážková relativistická kinetická rovnice
Tak, jako v př́ıpadě nerelativistické kinetické rovnice se muśıme zaob́ırat

srážkovým integrálem. Označ́ıme si počet částic, které se změńı v intervalu
△4x△3p v d̊usledku srážek jako

△4x
△3p

p0
C(x, p) (729)

kde C(x, p) je skalarńı funkce,jejiž tvar muśıme nalést pomoćı předpoklad̊u,
které byly uvedeny v předchoźı diskuzi. Uvažujme srážku mezi dvěmi částicemi,
které maj́ı počátečńı čtyřhybnosti pµ, pµ1 a konečné čtyřhybnosti p

′µ, p′µ1 . Předpoklad
molekulárńıho chaosu nám ř́ıká, že pr̊uměrný počet těchto srážek v elementu
△4x v okoĺı bodu x, t.j. v časovém intervalu△t v okoĺı bodu t a v objemovém
elementu △3x v okoĺı bodu x je úměrný následuj́ıćım veličinám

• Hustotě počtu částic s hybnostmi v intervalu (p,p+△p), tedy△3pf(x, p).

• Hustotě počtu částic s hybnostmi v intervalu (p1,p1 + △p1), tedy
△3p1f(x, p1).

• Velikost́ı element̊u △3p′,△3p′1 a △4x.

Označ́ıme si faktor úměrnosti jako

W (p, p1|p′, p′1)
1

p0p01p
′0p′01

, (730)

kde W (p, p1|p′, p′1) je funkćı pouze čtyřhybnost́ı před a po srážce a ke tato
veličina je skalárńı funkćı vzhledem k Lorentzovým transformaćım.

Jestliže budeme předpokládat, že rozdělovaćı funkce se pomalu měńı na
vzdálenostech odpov́ıdaj́ıćı charakteristické délce interakćı a odpov́ıdaj́ıćıch
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časových škál, pak rozdělovaćı funkce pro částice před a po srážce je defi-
nována ve stejném prostoročasovém bodě. Jinými slovy máme, že rozdělovaćı
funkce záviśı na xµ jako f(x, p), f(x, p1), zat́ım co předpokládáme, že W
nezáviśı na xµ W (p, p1|p′, p′1).

Hypotéza molekulárńıho chaosu nám ř́ıká, že počet částic v elementu
Minkowského prostoročasu △4x a s hybnostmi v intervalu (p,p+△p), které
odcházej́ı z tohoto intervalu v d̊usledku srážek, je źıskána integraćı přes počet
srážek s částicemi s hybnostmi p1. Zavedeme také faktor 1/2 jako d̊usledek
faktu, že koncový stav s hybnostmi (p′,p′

1) je nerozlǐsitelný od stavu (p′
1,p

′).
Pak počet částic, které odejdou z daného intervalu, je roven

1

2
△4x

△3p

p0

∫
d3p1

p01

d3p′

p′0
d3p′

1

p′01
×

×f(x, p)f(x, p1)W (p, p1|p′, p′1) .
(731)

Stejným zp̊usobem urč́ıme př́ır̊ustek částic do daného intervalu jako d̊usledek
srážek částic s počátečńımi hybnostmi (p′,p′

1) a konečnými hybnostmi (p,p1)

1

2
△4x

△3p

p0

∫
d3p1

p01

d3p′

p′0
d3p′

1

p′01
×

×f(x, p′)f(x, p′1)W (p′, p′1|p, p1) .
(732)

Poté, stejně jako v nerelativistickém př́ıpadě, dostáváme pro celkovou změnu
počtu částic v intervalu △4x a △3p rovnu

C(x, p) =
1

2

∫
d3p1

p01

d3p′

p′0
d3p′

1

p′01
[f(x, p′)f(x, p′1)W (p′, p′1|p, p1)−

−f(x, p)f(x, p1)W (p, p1|p′, p′1)] .
(733)

S pomoćı tohoto výrazu můžeme napsat explicitńı tvar kinetické rovnice se
srážkovým členem∫

△4x

∫
△3p

d4x
d3p

p0
pµ∂µf(x, p) = △4x

△3p

p0
C(x, p) . (734)

Protože intervaly △4x a △3p jsou libovolné, dostaneme pro dostatečně hlad-
kou distribučńı funkci

pµ∂µf(x, p) = C(x, p) , (735)
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kterou můžeme přepsat do tvaru podobném nerelativistické kinetické rovnici(
∂t + ui∂i

)
f(x, p) =

=
1

2

∫
d3p1d

3p′d3p′
1[f

′f ′
1w(p

′,p′
1|p,p1)− ff1w(p,p1|p′,p′

1)] ,

(736)

kde f = f(x, p), f1 = f(x, p1), f
′ = f(x, p′), f ′

1(x, p
′
1) a kde

w(p,p1|p′,p′
1) =

cW (p, p1|p′, p′1)
p0p01p

′0p′01
. (737)

Nyńı můžeme interpretovat veličinu w(p,p1|p′,p′
1)d

3p′d3p′1 jako hustotu pravděpodobnosti
přechodu ze stavu, kdy dvě počátečńı čáctice maj́ı hybnosti p,p1 a přecházej́ı
do stavu s konečnými hybnostmi v intervalech (p′,p′+△p′) a (p′

1,p
′
1+△p′

1).
Diferenciálńı účinný pr̊uřez Veličina W (p, p1|p′, p′1) byla definována

jako skalárńı funkce, která je funkćı deseti skalárńıch invariant̊u, které mohou
být vytvořeny z čtyřhybnosti pµ, pµ1 , p

′µ a p′µ1 . Zjevně čtyři z těchto skalár̊u
jsou dané parametry d́ıky normalizaci p2 = −m2c2. Dále máme čtyři rovnice
vyjadřuj́ıćı zákon zachováńı čtyřhybnosti

pµ + pµ1 = p′µ + p′µ1 , (738)

které redukuj́ı počet volných parametr̊u na dva. Zavedeme dva známe inva-
rianty

s ≡ (p+ p1)
2 ,

t ≡ (p− p′)2 .

(739)

Je zjevné, že tyto veličiny jsou invariantńı v̊uči Lorentzovým transformaćım.
Poté s použit́ım zákona zachováńı můžeme předpokládat, že W (p, p1|p′, p′1)
má tvar

W (p, p1|p′, p′1) = sσ(s,Θ)δ(4)(p+ p1 − p′ − p′1) , (740)

kde σ(s,Θ) je funkce energie a rozptylového úhlu. Má rozměrm2 a ve skutečnosti
odpov́ıdá diferenciálńımu účinnému pr̊uřezu.
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4.2 Relativistická kinetická teorie v křivém prostoročase

V této kapitole budeme studovat relativistickou teorii v křivém prostoročase.
Jako prvńı krok zavedeme jednočásticovou rozdělovaćı funkci pomoćı alter-
nativńıho popisu.

Začneme s nerelativistickou definićı jednočásticové rozdělovaćı funkce fnr(t,x,p),
kde z definice fnr(t,x,p)△3x△3p udává pr̊uměrný počet částic, které na-
jdeme v objemovém elementu △3x v okoĺı bodu x s hybnostmi v malém,
ale konečném elementu △3p v okoĺı bodu p. Opět požadujeme, aby prosto-
rový objem △3x byl dostatečně velký, aby obsahoval velké množstv́ı mole-
kul, na druhou stranu muśı být dostatečně malý, abychom mohli uvažovat
rozdělovaćı funkci v daném elementu konstantńı.

Uvažujme velký makroskopický systém s částicemi r = 1, 2, 3, . . . , kde
xr(t) popisuje trajektorii r−té částice. Dále, necht’ pr(t) je hybnost r−té
částice v čase t. Uvažujme nyńı následuj́ıćı výraz∑

r

δ(x− xr(t))δ(p− pr(t)) ,

δ(x− xr(t)) =
3∏

i=1

δ(xi − xir(t)) .

(741)

Jestliže nyńı provedeme integraci přes prostorové a objemové elementy△3x,△3p,
pak daný výraz udává počet částic v čase t, které se nacházej́ı v elementu
△3x v okoĺı bodu x s hybnostmi v elementu △3p v okoĺı bodu p.

Řı́káme, že dvě tekutiny jsou makroskopicky ekvivalentńı, jestliže jejich
makroskopické veličiny jsou stejné. Samozřejmě, dvě makroskopické tekutiny
se mohou lǐsit na mikroskopické úrovni. Uvažujme nyńı velký počet makrosko-
picky ekvivalentńıch nerovnovážných systémů, které nazýváme ansámblem
nerovnovážných systémů. Pak můžeme s každým takovým systémem spo-
jit výraz (741). Jestliže nyńı provedeme sumaci přes všechny tyto výrazy
a následně je vyděĺıme č́ıslem udávaj́ıćı počet systému v ansámblu, dosta-
neme pr̊uměrnou hustotu částic (pr̊uměr provedený přes ansámbl). Označme
tuto středńı hodnotu jako <>av. Pak definujeme jednočásticovou distribučńı
funkci následuj́ıćım výrazem

fnr(x,p, t) =

⟨∑
r

δ(x− xr(t))δ(p− pr(t))

⟩
av

. (742)
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Tento výraz nazveme matematickou definićı nerelativistické distribučńı funkce
fnr(t,x,p), která bude také určuj́ıćı definićı relativistické distribučńı funkce
f∗(t, x

i, pi).
Necht’ M je prostoročasová varieta s metrikou gµν(x), kde g = det g

je detrminant metriky v bodě x. Uvažujme tekutinu tvořenou identickými
částicemi 1, 2, . . . v okoĺı bodu x. Necht’ xir(t) a pir(t) jsou souřadnice a hyb-
nosti r−té částice v čase t. Nyńı definujeme f∗(t, x

i, pi) stejným zp̊usobem
jako v nerelativistickém př́ıpadě

f∗(t, x
i, pi) =

⟨∑
r

δ(xi − xir)δ(pi − pir(t))

⟩
. (743)

Abychom ukázali, že daný výraz je skalár, zavedeme funkci

I∗(x, p) = 2θ(p0)δ(p
2 −m2c2)f∗(t, x

i, pi) (744)

where p2 = gµνpµpν .Protože je zjevné, že θ(p0) a δ(p
2 +m2c2) jsou skalárńı

funkce, tak když dokážeme, že I∗ je skalárńı funkćı, pak i f∗(x, p) je skalárńı
funkćı. Abychom dokázali, že I∗ je skalár, použijeme identitu

δ(H(z)) =
∑
k

1

|H ′(z)|
δ(z − zk) , (745)

kde suma je provedena přes kořeny rovnice H(z) = 0. V našem př́ıpadě
H(p0) = gµνpµpν −m2c2 a tedy

dH

dz
|z=p0 = 2g00p0 + 2g0ipi = 2p0 (746)

a kořen rovnice H(z) má tvar

g00p20 + 2g0ip0pi + gijpipj +m2c2 = 0 ⇒

p∗0(x, pi) =
1

g00(x)
(−g0i(x)pi +

√
(g0ipi)2 − g00(x)(gij(x)pipj +m2c2)

(747)

a tedy

dH

dz
(p∗0) = 2

√
(g0ipi)2 − g00(x)(gij(x)pipj +m2c2)

(748)

146



Pak je zřejmé, že

2θ(p0)δ(p
2 +m2c2) =

1

p0(x, pi)
δ(p0 − p0(x, t)) . (749)

Pak dostaneme

l∗(x, p) =

⟨∑
r

1

p0r(pri(t))
δ(xi − xir(t))δ

4(p− p∗r(t))

⟩
av

(750)

kde

p0r(pri(t)) = p0(t, xir(t), pri(t)) , pr0(pri(t)) = p0(t, x
i
r(t), pri(t)) , (751)

kde funkce p0 je dána rovnićı (747).Jako daľśı krok zavedeme daľśı Diracovu
distribučńı funkci δ(t−tr) a současně zavedeme integraci vzhledem k tr, čimž
dostaneme

l∗(x, p) =

⟨∫ ∑
r

1

p0r(tr)
δ(t− tr)δ(x

i − xir(tr))δ
(4)(p− pr(tr))dtr

⟩
av

(752)

Z definice 4− hybnosti v́ıme, že

pµr = mgµν
dxνr
dτr

⇒ pµr = gµνpνr = m
dxµr
dτr

⇒ p0r = m
dx0r
dτr

(753)

kde τr je vlastńı čas podél trajektorie r−té částice. Pak tedy dostáváme

dτr =
mc

p0r(tr)
dtr , tr =

x0r
c
. (754)

Poté, když nahrad́ıme integračńı proměnnou v (752) dtr dostaneme

l∗(x, p) =
1

m

∫ ⟨∑
r

δ(4)(x− xr(tr(τr)))δ
(4)(p− pr(tr(τr)))

⟩
av

dτr (755)

Je možné ukázat, že δ(4)(x− xr)/
√
− det g a

√
− det gδ(p− pr) jsou skalárńı

funkce. Pak (755) je skalárńı funkce a tedy i f∗(x, pi) je skalárńı funkce. Pak je
tedy možné definovat f∗(x, pi) jako jednočásticová distribučńı funkce v sedmi
dimensionálńım prostoru (x, pi). Poté je možné naj́ıt stejný tvar Boltzmanovy
rovnice jako v předchoźı kapitole a z tohoto d̊uvodu nebudeme dané výpočty
ukazovat.
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5 Ideálńı tekutina

Matemacký popis dynamické kapaliny je dán funkćı, která popisuje rychlost
tekutiny vi = vi(xi, t) kde xi, i = 1, . . . , d kde xi jsou souřadnice prostoru
Rd a kde t odpov́ıdá časové souřadnici. Tato funkce vi = vi(xi, t) popisuje
rozložeńı rychlosti v celém prostoru v určitém časovém okamžiku t však ještě
ne zcela dostatečně popisuje kapalinu. Pro jej́ı daľśı charakteristiku zavád́ıme
jednu z následuj́ıćıch termodynamických veličin, např́ıklad tlak p = p(xi, t)
a hustota ρ = ρ(xi, t).Všechny termodynamické veličiny jsou poté určeny
těmito veličinami dohromady se stavovou rovnićı. Jinými slovy řečeno, když
známe rozložeńı rychlosti popsáné d funkcemi vi, dále tlak p a hustota ρ, pak
stav tekutiny je plně určen.

Před t́ım, než přistouṕıme k podrobněǰśımu výkladu, uvedeme dva r̊uzné
druhy časových derivaćı.

• Eulerovská časová derivace: Jedná se o částečnou časovou derivaci
∂
∂t

poč́ıtanou v daném pevném bodě v prostoru, kdy bereme x jako
konstantu.

• Lagrangeovská časová derivace: Jedná se o totálńı časovou derivaci
d
dt
, kterou provedeme v bodě, která sleduje element kapaliny pohybuj́ıćı

se rychlost́ı v.

Uvažujme veličinu Q(x, t) definovanou pro danou tekutinu, např́ıklad
teplotu, hustotu a komponentu rychlosti. Za velmi malý časový okamžik
δt element tekutiny, který v čase t se nacháźı v bodě x, se posune do
bodu x+ vδt. Tedy

dQ

dt
≡ lim

δt→0

Q(x+ vδt, t+ δt)−Q(x, t)

δt
=

= lim
δt→0

Q(x, t) + ∂Q
∂t
(x, t)δt+ ∂Q

∂xi (x, t)v
iδt+O(δt2)−Q(x, t)

δt
=

=
∂Q

∂t
+ vi∂iQ .

(756)

5.1 Rovnice spojitosti

Nyńı odvod́ıme základńı rovnice mechaniky tekutin. Pro jednoduchost začneme
s rovnićı, která vyjadřuje zákon zachováńı hmoty. Uvažujme libovolný objem
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V0. Hmota látky obsažené v tomto objemu je dána integrálem
∫
V0
ρdV , kde ρ

je hustota tekutiny. Hmota tekutiny, tekoućı za jednotku času skrz element
dSi povrchu, který ohraničuje objemový element V0 je rovna ρvidSi, kde ve-
likost vektoru dSi je rovna ploše tohoto povrchového elementu a jeho směr
je dán normálou k danému elementu. Zavedeme konvenci, že tato normála
směřuje ven z daného elementu. Následně dostáváme, že ρvidSi > 0 pro tok
kapaliny vytékaj́ıćı z dané oblasti, zat́ım co je negativńı v př́ıpadě, když ka-
palina vtéká do daného objemu. Poté dostáváme, že celková hmota kapaliny
vytékaj́ıćı z daného objemu je dána následuj́ıćım integrálem∮

S0

ρvidSi , (757)

kde S0 označuje oblast, která ohraničuje objem V0. Dále, úbytek hmoty v
daném objemu za jednotku času je roven

− ∂

∂t

∫
V0

ρdV . (758)

Je jasné, že (757) a (758) se muśı rovnat

∂

∂t

∫
V0

ρdV = −
∮
S0

ρvidSi (759)

Jestliže použijeme Greenovu větu∮
S0

ρvidSi =

∫
V0

∂

∂xi
(ρvi)dV (760)

dostáváme z rovnice (759)∫
V0

[
∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρvi)

]
dV = 0 . (761)

Protože tato rovnice plat́ı pro libovolný objem dostáváme, že samotný inte-
grant muśı být roven nule, a tedy dostáváme rovnici spojitosti

∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρvi) = 0 . (762)

Je také užitečné zavést vektor toku hustoty definovaný jako

ji = ρvi . (763)
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Poznamenejme, že rovnici spojitosti (762) může být zapsána také ve formě

∂ρ

∂t
+ vi∂iρ+ ρ∂iv

i =
dρ

dt
+ ρ∂iv

i = 0 . (764)

Je intuitivně jasné, že můžeme definovat nestlačielnou tekutinu jako tekutinu,
pro kterou plat́ı

dρ

dt
= 0 . (765)

Vid́ıme, že nestlačitelná kapalina je také charakterizována podmı́nkou

∂iv
i = 0 . (766)

5.2 Eulerova rovnice

V této kapitole odvod́ıme Eulerovu rovnici. Začneme s definićı s hustotou
hybnosti která je definována jako

pi = ρvi (767)

a tedy celková hybnost obsažená v určitém objemu V je dána integrálem

P i =

∫
V0

pidV (768)

Nyńı urč́ıme změnu celkového impulsu v daném objemu. Prvńı př́ıčinou
změny impulsu je dán tokem impulsu přes hranici daného objemu, který
je dán výrazem

−
∫
S0

ρvivjnjdS (769)

Daľśı změna celkového impulsu je vyvolána p̊usobeńım tlaku z vněǰśıho ob-
jemu v každém bodě plochy ohraničuj́ıćı daný objem. Tato śıla je rovna
integrálu

−
∫
S0

pnidS (770)

kde - znaménko je dáno konvenćı, kde normálńı vektor směřuje ven z dané
plochy. Shrnut́ım všechny tyto skutečnosti dohromady dostáváme

∂

∂t

∫
V0

ρvidV = −
∫
S0

ρvivjnjdS −
∫
S0

pnidS (771)
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Aplikace Gaussovy věty pro předchoźı integrál neńı možný, nebot’ pni neńı
vhodný výraz. Abychom toto vyřešili, zavedeme Kroneckerovo-delta

δji , δ
j
i = 1 , pro i = 1 , δji = 0 , pro i ̸= j . (772)

Poté můžeme psát pni = pδjinj a tedy

∂

∂t

∫
V0

ρvidV = −
∫
S0

[ρvivjnjdS + pδijnj]dS ⇒

∂

∂t

∫
V0

ρvidV = −
∫
V0

∂j[ρv
ivj + pδij]

(773)

Protože tato rovnice plat́ı pro libivolný objem, muśı nutné platit také pro
integrand a tedy dostáváme následuj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici

∂t(ρv
i) + ∂j(ρv

ivj + δijp) = 0 (774)

Je jasné, že daný problém se dá zobecnit, když zahrneme objemovou śılu
p̊usob́ıćı na kapalinu. Pro gravitaci je daná śıla daná gradientem skalárńıho
potenciálu, a tedy zobecněńı rovnice (774) má tvar

∂t(ρv
i) + ∂j(ρv

ivj + δijp) = −ρ∂iϕ . (775)

Poznamenejme, že můžeme přepsat předchoźı rovnici jako

(∂tρ+ ∂j(ρv
j))vi + ρ(∂tv

i + ∂jv
ivj +

1

ρ
δij∂jp+ ∂iϕ) = 0 ,

(776)

která, s pomoćı rovnice spojitosti, vede ke slavným Eulerovým rovnićım

∂tv
i + ∂jv

ivj = −1

ρ
δij∂jp− ∂iϕ .

(777)

5.2.1 Alternativńı odvozeńı pohybových rovnic

Uvažujme element kapaliny o objemu δV a hmotnosti ρδV . Urychleńı tohoto
elementu kapaliny dv

dt
, tak dostaneme, že Newton̊uv druhý pohybový zákon

aplikovaný na tento element kapaliny má tvar

ρδV
dv

dt
= δF = δFtel + δFpovr . (778)

Vid́ıme, že śıla je rozdělena na dvě části.
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• Objemová śıla: Tuto śılu je možné vyjádřit jako

δFtel = ρδV F

a jedná se o śılu, která p̊usob́ı na všechny molekuly v daném objemovém
elementu. V př́ıpadě neutrálńıho plynu se jedná o vněǰśı śılu.

• Plošná śıla: Jedná se o śılu dF i
pov = −P ijdSj, která p̊usob́ı na element

tekutiny přes povrchový element dS daného malého objemu δV . Pak
celková povrchová śıla je dána integrálem přes hranici elementu δV

(δFpovr)
i = −

∫
∂δV

P ijdSj = −
∫
δV

∂P ij

∂xj
d3V = −∂Pij

∂xj
δV . (779)

Poté dostáváme pohybové rovnice ve tvaru

ρ
dvi

dt
= −∂P

ij

∂xj
+ ρF i . (780)

5.2.2 Povrchové śıly pro statické kapaliny. Eulerova rovnice

Je experimentálně dokázáno, že pro kapalinu ve statické rovnováze plat́ı, že

dFpovr∥n ⇒ dFpovr = −pndS , (781)

kde p je tlak, což je skalárńı veličina. V tomto př́ıpadě můžeme psát

Pij = pδij . (782)

Je d̊uležité ř́ıci, že tento jednoduchý zákon plat́ı pouze v př́ıpadě, že kapaliny
jsou v klidu a nebo v př́ıpadě, že rychlost kapaliny v je konstantńı veličina v
celé kapalině.

Na druhou stranu je užitečné uvažovat tekutinu, kde (782) plat́ı bez
ohledu na dynamiku tekutiny. V tomto př́ıpadě pohybová rovnice má tvar

∂vi

∂t
+ vj∂jv

i = −1

ρ
∂ip+ F i (783)

což neńı nic jiného než slavná Eulerova rovnice a rovnice, které ji splňuj́ı,
jsou známy jako ideálńı tekutiny.
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5.3 Něco málo termodynamiky

Abychom plně pochopili termodynamické vztahy, které jsou nutné pro plné
pochopeńı hydrodynamickych rovnic, budeme se věnovat v této kapitole
základńım termodynamickým pojmům.

Uvažujme jednočásticový systém, kde kombinace prvńıho a druhého zákonu
termodynamiky dává rovnici

dE = TdS − pdV + µdN , (784)

kde U je vnitřńı energie, T je teplota, S je entropie a µ je chemický potenciál,
význam ostatńıch veličin je zřejmý. Předpokládejme, že máme stavovou rov-
nici, která nám ř́ıká E = E(S, V,N) kde

T =
∂E

∂S

∣∣∣∣
V,N

, p = − ∂E

∂V

∣∣∣∣
S,N

, µ =
∂E

∂N

∣∣∣∣
S,V

. (785)

Celková energie E, entropie S, objem V a počet částic N jsou extensivńı
veličiny, tj. když zdvoj́ıme entropii, objem a počet částic, zdvoj́ıme také
vnitřńı energii. Na druhou stranu teplota T , tlak p a chemický potenciál
µ jsou intensivńı veličiny, které nezměńı své hodnoty, jestliže objem, počet
částic a entropie jsou zdvojnásobeny. Pod́ıváme se nyńı na danou problema-
tiku z matematického hlediska.

Označme veličiny s vlnovkou, jestliže jsou změněny stejnou hodnotou, to
jest

S̃ = λS , Ṽ = λV , Ñ = λN . (786)

Nyńı tvrzeńı, že vnitřńı energie je extensivńı veličina, má následuj́ıćı mate-
matické vyjádřeńı

Ẽ(S̃, Ṽ , Ñ) = λE(S, V,N) . (787)

zat́ım co pro intensivńı veličiny plat́ı

T̃ = T , p̃ = p , µ̃ = µ (788)

Pak tedy dostávme

dẼ = λdE + Edλ = T̃ dS̃ − p̃d̃V + µ̃dÑ =

= λ(TdS − pdV + µdN) + (TS − pV + µN)dλ

(789)
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Porovnáńım veličin u diferenciálu dλ dostáváme Eulerovu relaci

E = TS − pV + µN (790)

Necht’ nyńı definujeme následuj́ıćı hustoty:

e =
E

V
, s =

S

V
, n =

N

V
. (791)

Zavedeńım těchto veličin můžeme přepsat Euler̊uv vztah do tvaru

e+ p = Ts+ µn (792)

Zaj́ımavou vlastnost́ı extensivńıho systému je fakt, že počet parametr̊u nutných
pro kompletńı specifikaci termodynamického stavu může být redukován o je-
den parametr takovým zp̊usobem, že pouze dostaneme intensivńı parametry.
Abychom toto ukázali, necht’ máme

λ = 1/V ⇒ S̃ = s , Ṽ = 1 , Ñ = n . (793)

Poté Ẽ = E/V = e a také e = e(s, n) protože

e = Ẽ(S̃, Ṽ , Ñ) = Ẽ(S/V, 1, N/V ) = Ẽ(s, n) . (794)

Poté prvńı zákon termodynamiky má tvar

dẼ = T̃ dS̃ − p̃dṼ + µ̃dÑ ⇒
de = Tds+ µdn .

(795)

Protože e = e(s, n) dostáváme z předchoźıho vztahu následuj́ıćı relace:

T =
∂e

∂s

∣∣∣∣
n

, µ =
∂e

∂n

∣∣∣∣
s

. (796)

Pomoćı Eulerovy rovnice můžeme poté vyjádřit tlak jako funkce hustoty
entropie a částic

p = −e(s, n) + s
∂e

∂s

∣∣∣∣
n

+ n
∂e

∂n

∣∣∣∣
s

. (797)

Můžeme brát vztah e = e(s, n) jako stavovou rovnici, která může být brána v
každém bodě prostoru. Obecně, v př́ıpadě termodynamických úvah v křivém
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prostoročasu, můžeme hovořit o termodynamických relaćıch v malé oblasti,
kde změny gravitačńıho pole jsou zanedbatelné, na druhou stranu dostatečně
velké, aby obsahoval dostatečný počet částic, tak že hydrodynamické úvahy
mohou být uplatněny. Poté předchoźı termodynamické vztahy jsou nutné pro
pochopeńı hydrodynamiky tekutin.

Ačkoliv tekutina neńı obecně v termodynamické rovnováze, prvńı zákon
termodynamiky může být použit pro malý element tekutiny o hmotnosti
δm. Pak je možné definovat extensivńı proměnné pomoćı proměnných defi-
novaných na jednotku hmoty vynásobené δm

dQ = δmdq , dU = δmdϵ ,

dV = δmd

(
1

ρ

)
= −δmdρ

ρ2
,

(798)

kde je dobré si uvědomit, že ρ je hustota hmoty, tedy hodnota hmoty v
jednotce objemu. Jinými slovy

ρ =
m

V
⇒ dV m− V dm

m2
= − 1

ρ2
dρ (799)

což pro m = δm, dδm = 0 dává dV = −δm 1
ρ2
dρ. Alternativně, v́ıme, že

objem vztáhnutý k jednotce hmoty je v = 1
ρ
. Pak je jasné, že element dv je

roven dv = − 1
ρ2
dρ. S použit́ım těchto veličin dostáváme prvńı terodynamický

zákon ve tvru
dq = dϵ− p

ρ2
dρ (800)

Když poděĺıme tento výraz dt dostaneme

dϵ

dt
=
dq

dt
+

p

ρ2
dρ

dt
. (801)

S použit́ım rovnice spojitosti

dρ

dt
= −ρ∂ivi

dostaneme

ρ
dϵ

dt
= −p∂ivi − L , (802)
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kde L = −ρdq
dt

je teplotńı ztráta na jednotku objemu (Podrobněji, dq
dt

je ztráta
tepla na jednotku hmotnosti, což vynásobeno ρ dává ztrátu tepla na jednotku
objemu).

Vı́me, že teplo teče od tepleǰśıch k chladněǰśım částem systému úměrně
rozd́ılu teplot. Tedy, teplotńı tok je dán výrazem

qi = −K∂iT , (803)

kde K je koeficient thermálńı kondukce a kde qi je teplotńı tok na jednotku
objemu. Poté změna tepla zp̊usobená kondukćı v objemovém elementu δV
přes jeho povrch je rovna∮

∂δV

qidS
i =

∫
δV

∂iq
id3x . (804)

Vid́ıme tedy, že teplotńı úbytek na jednotku objemu je dán výrazem

L = ∂iq
i = −∂i(K∂iT ) . (805)

Použit́ım všech těchto výsledk̊u dostáváme zákon zachováńı vnitřńı energie

ρ

(
∂ϵ

∂t
+ vi∂iϵ

)
= −p∂ivi + ∂i(K∂

iT ) (806)

5.4 Zákon zachováńı energie-Konservativńı forma

Energie existuje v mnoha formách. V př́ıpadě hydrodynamiky se hlavně
zabýváme dvěma formami energie: specifická termálńı energie, kterou označ́ıme
jako ϵ a která odpov́ıdá makroskopickému popisu př́ıspěvku od mikroskopické
strukt̊ury látky, a dále kinetická energie elementu kapaliny ekin = 1

2
ρv2. Nyńı

vypoč́ıtáme časovou derivaci celkové hustoty energie

etot = ρϵ+
1

2
ρv2 . (807)

S použit́ım pohybových rovnic dostaneme

∂etot
∂t

= −∂i(ρvi)ϵ− ρ(vi∂iϵ)− p∂iv
i + ∂i(K∂

iT )−

−1

2
∂i(ρv

i)v2 − ρ(vj∂jv
i +

1

ρ
∂ip)v

i =

= −∂i
[
ρ(
1

2
v2 + w)vi −K∂iT

]
(808)
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kde jsme definovali specifickou enthalipii na jednotku hmoty

w = ϵ+
p

ρ
. (809)

Jinými slovy, necht’ definujme tok energie jako

J i
en = ρ(

1

2
v2 + w)vi −K∂iT . (810)

Pak dostaneme následuj́ıćı zákon zachováńı energie

∂ϵtot
∂t

+ ∂iJ i
en = 0 . (811)

Nyńı uvažujme celkovou energii systému danou jako objemový integrál hus-
toty celkové energie ϵtot ∫

V0

ddxρϵtot . (812)

Pak je jasné, že k úbytku celkové energie v daném objemu přisṕıvá následuj́ıćı
tok energie přes plochu ohraničuj́ıćı daný objem

∂

∂t

∫
V0

dV ρϵtot = −
∫
V0

∂iJ i
endV = −

∫
Sd−1

J i
endnidS . (813)

Vid́ıme, že úbytek energie v daném objemu je roven toku energie přes plochu,
ohraničuj́ıćı daný objem.

Shrnut́ı makroskopického odvozeńı Hydrodynamických rovnic
Makroskopické odvozeńı hydrodynamických rovnice vycháźı ze základńı

hypotézy, že hmota spojitě vyplňuje prostor. Tato tekutina může být rozdělena
na malé myšlené elementy, kde každý element má rychlost v a je nositelem
fyzikálńıch veličin jako např́ıklad hustoty ρ a teploty T . Poté zákon zachováńı
hmoty okamžitě vede k rovnici

∂ρ

∂t
+ ∂i(ρv

i) = 0 . (814)

Newton̊uv druhý pohybový zákon použitý na element tekutiny dává rovnici

ρ
dvi

dt
= −∂jP ij + ρF i (815)
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kde P ij je tensor druhého řádu, který reprezentuje povrchovou śılu na jed-
notku plochy daného elementu tekutiny, která je vyvolána tekutinou obklo-
puj́ıćı daný element. V př́ıpadě lokálńı termodynamické rovnováhy nám naše
empirická zkušenost ř́ıká, že P ij = pδij. Dále, když budeme opět předpokládat
lokálńı termodynamickou rovnováhu a budeme uvažovat prvńı termodyna-
mický zákon, dostaneme energetickou rovnici pro tekutinu ve formě

ρ
dϵ

dt
= −p∂ivi − ∂iq

i , (816)

kde ϵ je vnitřńı energie na jednotku hmotnosti a kde qi je teplotńı tok na
jednotku hmotnosti.

Vid́ıme, že máme 14 proměnných ρ, vi, Pij, ϵ, qi. Na druhou stranu máme
pět rovnic, tud́ıž je nutno vyjádřit těchto 14 proměnných pomoćı pěti nezávislých
proměnných. Při makroskopickém popisu tekutiny Pij, ϵ a gi muśı být vyjádřeny
pomoćı vi a dvou termodynamických proměnných s pomoćı základńıch rov-
nic, které v makroskopickém popisu jsou určeny empirickými relacemi. Relace
Pij = pδij a qi = −K∂iT jsou př́ıklady takových to vztah̊u, které samozřejmě
záviśı na materiálńıch vlastnostech tekutiny.

5.4.1 Vı́̌rivost

Uvažujme Eulerovu rovnici pro systém, kde vněǰśı śıla je konservativńı, t.j.
Fi = −∂iϕ a tedy Eulerova rovnice má tvar

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p−∇ϕ . (817)

Protože pro libovolné pole plat́ı následuj́ıćı identita

A · ∇A =
1

2
∇(A ·A)−A× (rotA) (818)

Pak Eulerova rovnice má tvar

∂v

∂t
= v × (rot v)− 1

ρ
∇p−∇(ϕ+

1

2
v2) . (819)

Nyńı provedeme operaci rotace na obou stranách této rovnice a s použit́ım
vztahu

rot grad = 0 (820)
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dostaneme
∂ω

∂t
= rot(v × ω) +

∇ρ×∇p
ρ2

, (821)

kde jsme zadefinovali v́ı̌rivost tekutiny jako

ω = rotv . (822)

Vid́ıme, že pro tekutinu o konstantńı hustotě (nestlačitelnou tekutinu), rov-
nice pro v́ı̌rivost velmi zjednodušš́ı do tvaru

∂ω

∂t
= rot(v × ω) . (823)

Je jasné, že podmı́nku nestlačitelnosti je možné použit pouze pro některé
tekutiny, jako např́ıklad pro vodu. Dále, jak jsme již dř́ıve uvedli, pro ne-
stlačitelné tekutiny plat́ı

divv = 0 . (824)

Je známo, že je možné naj́ıt lobovolný vektor, jestliže známe jeho rotaci a
divergenci. Protože máme následuj́ıćı definici v́ı̌rivosti ω

ω = rot v (825)

vid́ıme, že pro nestlačitelnou tekutinu v je určeno jeho v́ı̌rivost́ı. Pak je
možné formulovat dynamickou teorii pro nestlačitelné tekutiny pomoćı rovnic
(823),(824) a (825)

Je také zaj́ımavé poznamenat, že v př́ıpadě nestlačitelné jak ideálńı, nebo
reálné tekutiny, odpov́ıdaj́ıćı Euler , nebo Navier-Stokesova rovnice spolu s
podmı́nkou ∇·v = 0 a ρ = const tvoř́ı uzavřený systém rovnic. To vyplývá z
faktu, že máme 4 proměnné v, p a 4 rovnice. Vid́ıme tedy, že pro nestlačitelné
tekutiny, je energetická rovnice přebytečná.

Na druhou stranu se ukazuje, že v mnoha astrofyzikálńıch aplikaćıch je
předpoklad nestlačitelnosti př́ılǐs restriktivńı, např́ıklad:

• Mnoho takových systémů má velkou variacii hustoty d́ıky velké velikosti
systému a d́ıky silným gravitačńım poĺım.

• Mnoho takových systémů se pohybuje rychlostmi, které jsou srovna-
telné s rychlost́ı zvuku v daném médiu.

159



Ukazuje se, že v těchto př́ıpadech muśıme řešit energetickou rovnici spolu s
momentovou rovnićı a rovnićı zákona zachováńı. Studium takového systému
je známé pod pojmem dynamika plyn̊u.

Na druhou stranu v určitých situaćıch je možné předpokládat, že tlak
záviśı na hustotě

p = p(ρ) . (826)

Tato rovnice je známá jako barotropńı rovnice a tekutina, pro kterou tato
relace plat́ı, je známa jako barotropńı tekutina. Také pro této tekutiny je
energetická rovnice přebytečná, kde pak dynamická teorie je tvořena rovnićı
spojitosti a Eulerovou nebo (Navier-Stokesovou) rovnićı. Protože pro barot-
ropńı tekutinu plat́ı rovnice (826) dostáváme, že

∇p = dp

dρ
∇ρ (827)

a tedy dostáváme ∇ρ×∇p = 0. Pak je jasné, že pohybová rovnice v́ı̌rivosti
pro barotropńı tekutinu má tvar

∂ω

∂t
= rot(v × ω) . (828)

5.4.2 Hydrostatika

Hydrostatika studuje statické rovnovážné řešeńı hydrodynamických rovnic.
Tyto rovnice odpov́ıdaj́ı situaci, kdy v = 0 a kdy ∂

∂t
= 0. Poté rovnice

spojitosti je automaticky splněna, zat́ım co momentová rovnice a energetická
rovnice maj́ı tvar

0 = ∇p+ ρF ,

0 = ∇ · (K∇T ) .
(829)

Vid́ıme, že pro obecnou tekutinu máme tři neznáme (ρ, p, T ), zat́ım co zde
máme 4 hydrostatické rovnice, což znamená, že momentové rovnice nemaj́ı
řešeńı pro libovolné silové pole F(x).

Např́ıklad, pro nestlačitelné (ρ = const) nebo barotropńı tekutiny pro
které plat́ı p = p(ρ) můžeme použ́ıt ρ−1∇p = ∇P kde

P =

∫
dp

ρ
. (830)
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Pak dostáváme, že podmı́nka rovnováhy sil dává

∇P = F . (831)

Vid́ıme, že tato rovnice má řešeńı pouze za předpokladu, kdy śıla F je kon-
servativńı, t.j.

∇P = F = −∇ϕ⇒ P = P0 − ϕ (832)

kde P0 je konstanta. Např́ıklad, pro nestlačitelné tekutiny dostáváme

P0 − ϕ(x) = P =

∫
dp

ρ
=
p

ρ
⇒

⇒ p(x) = p0 − ρϕ(x) .

(833)

V př́ıpadě homogenńıho gravitačńıho pole F = (0, 0,−g) máme ϕ = gz a
tedy

p(z) = p0 − gρz . (834)

Vid́ıme, že v př́ıpadě nestlačitelné tekutiny hydrostatický tlak je linearńı
funkćı rostoućı hloupky (−z).
Isothermálńı ideálńı plyn kde plat́ı p = κB

m
ρT , kde T je konstantńı. Pak

dostáváme

P0 − ϕ(x) =
κB
m
T

∫
dp

p
=
κB
m
T ln p (835)

a tedy

p(x) = p0 exp

(
−mϕ(x)

κBT

)
. (836)

Pro speciálńı př́ıpad ϕ = gz dostaneme

p(z) = p0 exp
(
− z

H

)
, H =

κBT

mg
. (837)

5.4.3 Archimed̊uv princip

Uvažujme nestlačitelnou tekutinu ve statistické rovnováze v homogenńım
gravitačńım poli F = (0, 0,−g). Pak máme

p(z) = p0 − gρz . (838)
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Předpokládáme, že pevné těleso o oblemu V a hmotnosti M je vnořeno do
tekutiny a že toto těleso je v klidu vzhledem k této tekutině. Otázka je, jaká
je výsledná śıla, která p̊usob́ı na těleso?

Śıla, kterou kapalina p̊usob́ı na povrch tělesa, která je d̊usledkem tlaku v
tekutině je rovna

Fpovrch = −
∮
∂V

pdS = −
∮
∂V

p(I) · dS =

= −
∫
V

∇ · (pI)d3x = −
∫
V

d3x∇p = −ez

∫
V

∂p

∂z
d3x =

= ez

∫
V

gρd3x = gρV ez = ezMtekutg

(839)

kde při transformaci povrchového integrálu na objemový integral, jsme pole
tlaku prodloužili i do oblasti, kterou zauj́ımá dané pevné těleso. Dále jsme
použili vektorovou terminologii, kde I = δij a kde ez je jednotkový vektor ve
směru osy z.

Interpretace rovnice (839) je známý Archiméd̊uv princip: Těleso, které
je vnořeno do kapaliny, je nadnášeno silou,rovnaj́ıćı se t́ıze kapaliny stejného
objemu jako je ponořená část tělesa.

Dále na těleso p̊usob́ı gravitačńı śıla o velikosti Mg, a tedy výsledná śıla
p̊usob́ıćı na těleso je rovna

Fvys = −(M −Mtekut)gez . (840)

5.5 Lagrangeovská forma hydrodynamických rovnic

Předchoźı rovnice byly napsány jako rovnice pole, tedy vyjadruř́ı změnu
velič́ın, jako rychlost kapaliny, hustota a tlak v závislosti na jejich poloze a
na časovém vývoji. Na druhou stranu je možné formulovat hydrodynamické
rovnice, které maj́ı podobnou structuru jako klasické pohybové rovnice pro
jednotlivé částice. Tyto pohybové rovnice jsou známy jako Lagrangeovská for-
mulace rovnic hydrodynamiky. Abychom odvodili tuto formulaci pohybových
rovnic zavedeme tzv. unašenou časovou derivaci

Dt ≡ ∂t + vi∂i . (841)

Pomoćı této derivace dostáváme, že rovnice spojitosti má tvar

Dtρ = −ρ∇iv
i . (842)
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Tato rovnice má následuj́ıćı fyzikálńı interpretaci, jenž nám ř́ıká, že malý
element kapaliny měńı svou hustotu za předpokladu, že pohyb kapaliny je
konvergentńı. Jinými slovy, komprese elementu kapaliny je dána výrazem
−∂ivi.

Podobným zp̊usobem můžeme postupovat v př́ıpadě Eulerových rovnic:

∂tv
i +∇jv

ivj = −1

ρ
δij∇jp− ∂iϕ ,

(843)

která s použit́ım unášivé časové derivace je rovna

Dtv
i = −1

ρ
δij∇jp− ∂iϕ .

(844)

Opět tato rovnice má fyzikálńı interpretaci, která ř́ıká, že element kapaliny
je urychlován silou, která je dána gradientem tlaku a také gradientem po-
tenciálu objemové śıly.

6 Lagrangeovský a Eulerovský popis tekutiny

a jejich vzájemný vztah

Lagrangeovský popis tekutiny je založen na popisu dynamiky a souřadnic in-
dividuálńıch částic kapaliny. Tyto částice splňuj́ı Newtonovy pohybové rov-
nice, alespoň v jejich nerelativistickém př́ıpadě. Na druhou stranu Eulerova
formulace je založena na popisu, kdy tekutina je popsána hustotou ρ, rych-
lost́ı vi, které jsou vzájemně svázany rovnićı spojitosti, zat́ım co Eulerovy
rovnice popisuj́ı jejich dynamiku. Eulerova metoda je založena na pojmu
pole, které má fundamentálńı význam v moderńı teoretické fyzice.

Je velice užitečné studovat vztah mezi těmito dvěma popisy. Pro jed-
noduchost uvažujme částici, která má hmotnost m a je popsána pomoćı
souřadnicové funkce X i(t), jejiž časová závislost je dána rovnićı

Ẍ i(t) =
1

m
F i(X(t)) . (845)

Toto je Lagrangeovský popis dynamiky částice, nyńı napsaný v jej́ı Newto-
novské formě. Jako daľśı krok zavedeme Eulerovu jedno-částicovou hustotu
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(poznamenejme, že se nýńı jedná o souřadnici teorie pole)

ρ(t,x) = mδ(X(t)− x) (846)

kde delta funkce znamená, že tato hustota je nenulová pouze v mı́stě lokali-
zace částice. Když provedeme časovou derivaci této funkce, dostáváme

∂tρ(t,x) = m
∂

∂X i
δ(X(t)− x)Ẋ i =

− ∂

∂xi

(
Ẋ i(t)mδ(X(t)− x)

)
= − ∂

∂xi
[
vi(t,x)ρ(t,x)

]
(847)

kde Eulerova rychlost je definována jako

vi(t,x) = Ẋ i(t), pro x = X(t) . (848)

Vid́ıme, že Eulerova rychlost je definována pouze v bodě, kde je daná částice
lokalizována (x = X(t)). Pak je jasné, že rovnice spojitosti má tvar

∂tρ(t,x) + ∂ij
i(t,x) = 0 ,

ji(t, x) = vi(t,x)ρ(t,x) = Ẋ i(t)mδ(X(t)− x) .

(849)

Abychom obdrželi Eulerovy rovnice, provedeme derivaci ji vzhledem k času

∂tj
i(t,x) = ∂tv

i(t,x)ρ(t,x) + ∂tρ(t,x)v
i(t,x) =

= Ẍ i(t)mδ(X(t)− x) + Ẋ im
∂

∂Xj
δ(X(t)− x)Ẋj(t)

(850)

Nyńı použijeme na levé straně rovnici spojitosti, zat́ım co na pravé straně
pohybovou rovnici, č́ımž dostaneme

∂tv
i(t,x)ρ(t,x)− vi(t, r)∂j(ρ(x, t)v

j(x, t)) =

= Ẍ i(t)mδ(X(t)− x) + Ẋ i(t)m
∂

∂Xj
δ(X(t)− x)Ẋj(t) =

= F i(X(t))δ(X(t)− x)− ∂

∂xj

(
Ẋ i(t)Ẋj(t)mδ(X(t)− x)

)
(851)

164



S použit́ım (846) dostáváme, že tato rovnice má tvar Eulerovy rovnice (pro
jednočásticovou kapalinu)

∂tv
i(t,x) + vi(t,x)∂jv

j(t,x) =
1

m
F i(t,x) . (852)

Přesněji řečeno, tato rovnice plat́ı pouze v bodě x = X. Na druhou stranu je
možné provést vhodné prodloužeńı dané funkce z bodu x = X tak, že tato
rovnice plat́ı v celém prostoru.

Daný přistup je možné také provést v př́ıpadě N částic, kde pohybová
rovnice pro n−tou částici má tvar

Ẍn(t) =
1

mn

F (X1(t), . . . ,Xn(t)) . (853)

Protože předpokládáme, že všechny částice jsou identické, hmotnost částice
m nenese index n. Dále, śıla Fn má funkcionálńı závislost na Xn nezávislou
na n a je symetrickou funkćı vzhledem k zbývaj́ıćım N − 1 funkćım

Ẍn(t) =
1

m
F(Xn(t); {Xk(t), k ̸= n}) . (854)

Eulerovská hustota hmoty, rychlost a tok jsou definovány jako

ρ(t,x) = m
N∑

n=1

δ(Xn(t)− x) ,

j(t,x) = v(t,x)ρ(t,x) = m

N∑
n=1

Ẋn(t)δ(Xn(t)− x) .

(855)

Je jasné, že funkce v(t,x) je definována pouze v bodech x = X(t). Je jasné,
že odvozeńı rovnice spojitosti a Eulerových rovnic je stejné, jako v př́ıpadě
jednočást́ıcové situace studováne výše.

Pro skutečnou formulaci tekutiny muśıme přej́ıt od diskrétńıho popisu ke
spojitému. Toho dostaneme t́ım, že přejdeme od diskrétńıho symbolu n ke
spojitému symbolu x a tedy Lagrangeovská souřadnice Xn(t) se stane funkćı
X(t,x). Běžně se setkáváme s formulaci, kdy x je specifikována podmı́nkou,
že popisuje souřadnici tekutiny X v počátečńım čase t = 0

X(0,x) = x . (856)
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Je také užitečné nahĺıžet na funkci X(x, t) z rozd́ılného úhlu pohledu. Je
jasné, že oborem hodnot X tak x je prostor R3. Tud́ıž můžeme interpre-
tovat X(x, t) jako zobrazeńı z R3 → R3. Jestliže budeme předpokládát, že
uvažujeme konservativńı systémy, kdy se trajektorie částic nepřekrývaj́ı, pak
dostáváme, že toto zobrazeńı je diffeomorfismus s t́ım, že existuje jeho in-
verzńı zobrazeńı x = x(X, t) tak, že

X(x, t)|x=x(X,t) = X ,x(X, t)|X=X(x,t) = x . (857)

Dynamika částice je opět popsána pomoćı Newtonovy pohybové rovnice

Ẍ(t,x) =
1

m
F(X(t,x)) . (858)

Hustota a rychlost jsou definovány jako

ρ(t,x) = ρ0

∫
dDyδ(X(t,y)− x) ,

j(t,x) = v(t,x)ρ(t,x) = ρ0

∫
dDyẊ(t,y)δ(X(t,y)− x) .

(859)

Hustota ρ0 je konstatńı hustota hmoty, tak že objemový integrál funkce
ρ(t,x) je celková hmotnost kapaliny. Samozřejmě předpokládáme, že funkce
v(t,x) je hladkou spojitou funkćı, čož je fundamentálńı předpoklad v teorii
kapalin.

Nyńı odvod́ıme rovnici spojitosti a Eulerovu rovnici pro tyto hustoty a
tok. Časová derivace hustoty dané (859) je rovna

∂tρ(t,x) = ρ0

∫
dDyẊ i∂δ(X(t,y)− x)

∂X i
=

−ρ0
∫
dDyẊ i(t,y)

∂δ(X(t,y)− x)

∂xi
=

= − ∂

∂xi

[
ρ0

∫
dDyẊ i(t,y)δ(X(t,y)− x)

]
= −∂iji(t,x)

(860)

čož je rovnice spojitosti ve tvaru

∂tρ(t,x) + divj(t,x) = 0 . (861)
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Co se týká Eulerových rovnic, postupujeme následovně

∂tj(t,x) = ∂tv(t,x)ρ(t,x) + v(t,x)∂tρ(t,x) =∫
dDyρ0(Ẍ(t,y)δ(X(t,y)− x) + Ẋ(t,y)Ẋ i(t,y)

∂δ(X(t,y)− x)

∂xi
)

(862)

Nyńı opět použijeme rovnici spojitosti na levé straně, zat́ım co na pravé
straně použijeme pohybovou rocnici, č́ımž dostáváme

∂tv(t,x)ρ(t,x)− v(t,x)div(v(t,x)ρ(t,x)) =∫
dDyρ0(Ẍ(t,y)δ(X(t,y)− x) + Ẋ(t,y)Ẋ i(t,y)

∂δ(X(t,y)− x)

∂X i
) =

=

∫
dDyρ0(F(t,y)δ(X(t,y)− x)− ∂

∂xi

∫
dDyρ0Ẋ(t,y)Ẋ i(t,y)δ(X(t,y)− x)) =

(863)

Nyńı definujeme śılu jako

1

m
F(t,x)ρ(t,x) =

ρ0
m

∫
dDy(F(t,y)δ(X(t,y)− x) (864)

tak, že pravá strana má tvar

1

m
F(t,x)ρ(t,x)− ∂

∂xi
[
v(t,x)vi(t,x)ρ(t,x)

]
=

1

m
F(t,x)ρ(t,x)− v(t,x)

∂

∂xi
[
vi(t,x)ρ(t,x)

]
− ∂iv(t,x)v

i(t,x)ρ(t,x)

(865)

Porovnáńım levé a pravé strany dostáváme Eulerovy rovnice ve tvaru

∂tv(t,x) + vi(t,x)∂iv(t,x) =
1

m
F(t,x) . (866)

Je nutné ale vysvětlit definici śıly dané v této rovnici. Pro vněǰśı śıly je F(t,x)
je známá śıla, která je funkćı pouze x. Na druhou stranu, jestliže vezmeme do
úvahy možnost, že tato śıla také záviśı na vnitřńı struktuře kapaliny, pak tato
śıla muže být nelokálńı śıla závisla na distribuci částic kapaliny. Budeme tedy
postulovat, že mezi částicové śıly jsou krátko dosahové a tud́ıž záviśı pouze
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na distribuci částic bezprostředně soused́ıćıch s danou částićı. Pro takové śıly,
F záviśı pouze na hustotě částic a jejich derivaćı v bodě x. Poté je jasné, že
tato śıla je dána gradientem tlaku v bodě x, takže nahrad́ıme pravou stranu
výrazem −1

ρ
∇p, kde p je tlak. Poté, je-li dána stavová rovnice mezi tlakem

a hustotou p = p(ρ), dostáváme následuj́ıćı uzavřený systém rovnic

∂tρ(r,x) +∇(v(t,x)ρ(r,x)) = 0 ,

∂tv(t,x) + (v(t,x) · ·∇)v(t,x) = −1

ρ
∇p(ρ) .

(867)

Jak již v́ıme z předchoźıch kapitol, tyto rovnice popisuj́ı ideálńı tekutinu.

6.1 Lagrangián a Hamiltonián pro mechaniku tekutin

Jak již v́ıme, pro popis tekutiny máme dva druhy popis̊u: Prvńı, známý jako
Eulerovský, použ́ıvá prostorově závislé pole rychlost́ı, hustoty a některých
termodynamických proměnných. Na druhou stranu Lagrangeovský popis použ́ıvá
souřadnice částice X i(ξi, t), kde ξi označuje souřadnice částice v čase t = 0.
Tyto počátečńı souřadnice, stejně, jako souřadnice X i(ξi, t) vyplňuj́ı stejnou
oblast D ⊆ Rd. Jestliže uvažujeme pouze konservativńı systémy, kde trajek-
torie r̊uzných částic se neprot́ınaj́ı, pak je jesné, že funkce X i = (ξi, t) definuj́ı
diffeomorphismus z D ⊆ Rd a také, že existuje inverzńı funkce ξi(X i, t), která
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

X i(ξj, t)|ξi=ξi(t,Xj) = X i , ξi(Xj, t)|X=X(ξ,t) = ξi .

(868)

Prostorová hustota částic v čase t je rovna

ρ(x, t) =

∫
ddξρ0(ξ)δ(x−X(t, ξ)) . (869)

kde ρ0(ξ) je počátečńı hustota v čase t = 0. Pole rychlosti v, jako funkce x, t

v(x, t) = Ẋ(ξi(x, t), t) (870)

kde ξi je inverzńı funkce dáná v (868). Tuto funkci můžeme také přepsat do
tvaru

v(x, t) =

∫
ddξρ0(ξ)Ẋ(ξ, t)δ(x−X(ξ, t))∫

ddξρ0(ξ)δ(x−X(ξ, t))
(871)
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nebo ekvivalentně

ρ(x, t)v(x, t) =

∫
ddξρ0(ξ)Ẋ(ξ, t)δ(x−X(ξ, t)) . (872)

Abychom viděli ekvivalenci mezi (870) a (871) provedeme integraci přes ξ v
(871)dostaneme ξ = ξ(x, t), jak vyplývá z definice zobrazeńı (868).

Je opět jednoduché naj́ıt rovnici kontinuity v tomto popisu. Když vez-
meme časovou derivaci hustoty definované v (869) podle času dostaneme

∂tρ(x, t) =

∫
ddξρ(ξ)

∂

∂t
δ(x−X(ξ, t)) =

= −
∫
ddξρ0(ξ)Ẋ(ξ, t)

∂

∂x
δ(x−X(ξ, t)) =

= − ∂

∂x

(∫
ddξρ0(ξ)Ẋ(ξ, t)δ(x−X(ξ, t))

)
= − ∂

∂x
(ρ(x, t)v(x, t))

(873)

Nyńı přejdeme k Lagrangeovské formulaci hydrodynamiky. S použit́ım souřadnic
X(ξ, t) jako konfiguračńıch proměnných můžeme uvažovat nejjednodušš́ı možnost
jak popsat pohyb tekutiny pomoćı Lagrangiánu

L =

∫
ddξ
(m
2
Ẋ2(ξ, t)− V(X)

)
, (874)

kde V(X) je potenciál, jehož specifický tvar odvod́ıme ńıže. Pak s pomoćı
tohoto Lagrangiánu můžeme lehce naj́ıt pohybové rovnice pro kapalinu v
Lagrangeovské formulaci, když provedeme variaci vzhledem k X

mẌ(ξ) = − δV
δX(ξ)

= F(X(ξ)) , F(X(ξ)) = −∇V(X(ξ)) . (875)

Je také zřejmé, že je možné jednoduše přej́ıt k Hamiltonovské formulaci te-
kutiny. Zavedeme-li združené impulsy

P(ξ) = mẊ(ξ) (876)

pak můžeme jednoduše naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı Hamiltonián

H =

∫
ddξ
(
P(ξ)Ẋ− L

)
=

∫
ddξ

(
1

2m
P2(ξ) + V(X(ξ))

)
. (877)
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Fundamentálńım objektem v kanonickém formalismu jsou následuj́ıćı Poiss-
novy závorky {

X i(ξ), Pj(ξ
′)
}
= δji δ(ξ − ξ′) . (878)

Vid́ıme, že fázový prostor tekutiny je dán proměnnými

X i(ξ, t), Pi(ξ, t) . (879)

Nyńı přejdeme k detailńımu popisu potenciálu V . Jak v́ıme, funkceX(ξ, t)
definuj́ı diffeomorfismus na prostoru R3. Pak je jasné, že matice

Aj
k(ξ, t) =

∂Xj(ξ, t)

∂ξk
(880)

je negenerativńı pro libovolné ξi a t. Necht’ nyńı uvažujeme následuj́ıćı po-
tenciál

V(X) = f(detA(ξ(X, t), t)) . (881)

Variace tohoto potenciálu je rovna∫
ddξ

δV
δX i

= f ′(detA)
δ detA

δX i
=

∫
ddξf ′(detA)

δAk
l

δX i
(A−1)lk detA =

= −
∫
ddξ

∂

∂ξl
(
(A−1)ki detAf

′(detA)
)

(882)

Pak je jasné, že pohybové rovnice v Lagrangovské formulaci maj́ı tvar

mẌi(ξ, t)−
∂

∂ξk

(
(A−1)ki (ξ, t)f

′(detA) detA
)
= 0 . (883)

Abychom našli pohybové rovnice v Eulerovské formulaci uvažujme časovou
derivaci následuj́ıćıho výrazu

∂

∂t
(ρ(x, t)v(x, t)) =

∫
ddξρ0(ξ)Ẍ(ξ, t)δ(x−X(ξ, t)) +

+

∫
ddξρ0(ξ)Ẋ(ξ, t)

∂

∂t
δ(x−X(ξ, t)) .

(884)

S použit́ım následuj́ıćıho výrazu

∂

∂t
δ(x−X(ξ, t)) = −∂X(ξ, t)

∂t
· ∂
∂x
δ(x−X(ξ, t)) (885)
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a dále s použit́ım pohybové rovnice (883) dostáváme

∂

∂t
(ρ(x, t)vi(x, t)) +

∂

∂xk
(ρ(x, t)vi(x, t)vk(x, t)) =

=

∫
ddξ

ρ0(ξ)

m

∂

∂ξk
(
(A−1)ki (ξ, t)f

′(detA) detA
)
δ(x−X(ξ, t)) .

(886)

Nyńı použijeme následuj́ıćı úpravu∫
ddξ

ρ0(ξ)

m

∂

∂ξk
(
(A−1)ki (ξ, t)f

′(detA) detA
)
δ(x−X(ξ, t)) =

= − 1

m

∫
ddξ

∂

∂ξk
(ρ0(ξ)δ(x−X(ξ, t))) (A−1)ki (ξ, t)f

′(detA) detA =

= − 1

m

∫
ddξ

∂

∂ξk
ρ0δ(x−X(ξ, t))(A−1)ki (ξ, t)f

′(detA) detA+

+
1

m

∫
ddξρ0

∂Xl

∂ξk
(A−1)ki ∂lδ(x−X)f ′(detA) detA =

(887)

Necht’ nyńı předpokládejme, že máme počátečńı homogenńı rozložeńı hustoty
částic ρ0(ξ) = const. Budeme také normalizovat tuto hustotu tak, že je rovna
ρ0(ξ) = 1, což odpov́ıdá efektivně jedné částici v elementárńım objemu. Pak
prvńı integrál daný v (887) je roven nule. Konečně když použijeme

∂Xl

∂ξk
(A−1)ki = Al

k(A
−1)ki = δli (888)

dostaneme

1

m

∫
ddξρ0

∂Xl

∂ξk
(A−1)ki ∂lδ(x−X)f ′(detA) detA =

=
1

m

∫
ddξρ0

∂

∂xi
δ(x−X)f ′(detA) detA =

=
1

m
∂i

∫
ddξρ0δ(x−X(ξ, t))f ′(detA) detA =

1

m
∂lf

′(detA)|ξi=ξi(x,t)

(889)

kde faktor detA se vyruš́ı z faktorem 1
detA

vystupuj́ıćı při výpočtu delta
funkce.

171



Kombinaćı těchto výsledk̊u dostaneme pohybovou rovnici

mρ(x, t)

(
∂

∂t
+ vk(x, t)

∂

∂xk

)
vj(x, t)−

∂

∂xj
(
f ′(detA(ξ, t))|ξi=ξi(x,t)

)
= 0

(890)
Je zřejmé, že když identifikujeme − 1

m
f ′(detA(ξ, t))|ξi=ui(x,t) s tlakem p(x, t)

rovnice (890) má tvar Eulerovy rovnice

ρ(x, t)

(
∂

∂t
+ vk(x, t)

∂

∂xk

)
vi(x, t) = − ∂

∂xj
p(x, t) . (891)

Je dobré zd̊uraznit, že tlak p(x, t), který vystupuje v této rovnici, neńı vy-
volán vněǰśı silou ale je d̊usledkem interakćı mezi částicemi. Důležité je ale
zd̊uraznit následuj́ıćı fakt, Navier-Stokesova rovnice nemůže být určena z va-
riačńıho principu, jinými slovy neńı možné naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı Lagrangián.
Toto vyplývá ze skutečnosti, že Navier-Stokesova rovnice obsahuje disipa-
tivńı část, která neńı časově symetrická. Poznamenejme, že je také nemožné
naj́ıt Lagrangeovskou formulaci pro disipativńı śıly v klasické fyzice.

7 Viskozńı kapalina

V kapitole týkaj́ıćı se mikroskopické formulaci teorite tekutin jsem odvodili
následuj́ıćı formu tensoru tlaku

Pij = pδij + πij , (892)

kde πij je tensor s nulovou stopou, který lineárně záviśı na Λij =
1
2
(∂ivj+∂jvi).

V př́ıpadě ideálńı tekutiny máme, že πij = 0. Na druhou stranu v́ıme, že tento
předpoklad vede k nefyzikálńım výsledk̊um. Pokuśıme se nyńı určit fyzikálńı
význam tohoto tensoru čistě pomoćı makroskopických úvah.

Ze zkušenosti v́ıme, že v reálné tekutině existuje vnitřńı třeńı. Toto třeńı je
známé jakoViskozita kapaliny p̊usob́ı proti relativńımu pohybu soused́ıćıch
vrstev tekutiny. Uvažujme tekutinu, kde jej́ı vrstvy v zx rovině se pohybuj́ı
ve směru osy x. Pro pole rychlosti se smykem je známo, že vrstvy, které se
pohybuj́ı menš́ı rychlost́ı vx a které jsou položeny ńıže pod danou vrstvou
xz, budou p̊usobit proti pohybu této vrstvy xz, která je položena výše. Na
druhou stranu toto plat́ı i naopak, že tedy vrstva s položená výše a která
se pohybuje vyšš́ı rychlost́ı urychluje ńıže položenou vrstvu. Vid́ıme tedy, že
tato śıla muśı p̊usobit ve směru osy x aby zp̊usobovala změnu rychlosti. Na
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druhou stranu je jasné, že muśı p̊usobit podél celé roviny xz. Vı́me, že śıla
podél elementu plochy s normálou ni je rovna

(dFpovrch)i = −PijnjdS = −pdSi − πijdSj . (893)

Protože tato śıla muśı p̊usobit podél rovniny xz, normála je dána vektorem
ny a protože tato śıla má komponentu ve směru osy x je zřejmé, že tato śıla
je zp̊usobena komponentou tensoru πxy. Tato śıla je rostoućı funkćı gradientu
rychlosti, to znamená muśı být úměrná ∂vx

∂y
. Tento předpoklad vedl Newtona

k formulaci smykové śıly ve tvaru

πxy = −µ∂vx
∂y

, (894)

kde µ je koeficient viskozity. Tekutiny, pro které plat́ı tento vztah mezi tenso-
rem smyku a gradientem rychlosti jsou známy jakoNewtonovské tekutiny.

Jak bude vyplývat z následuj́ıćı úvahy, tensor smyku muśı mı́t kompliko-
vaněǰśı tvar než ten, který je uveden v́ı̌se. Toto můžeme názorně demonstro-
vat na př́ıpadu rotaci tekutiny jako pevného tělesa. Uvažme těleso rotuj́ıćı
s úhlovou rychlost́ı Ω = (0, 0,Ω), což vede k následuj́ıćım komponent̊um
rychlosti

v = Ω× x = (−yΩ, xΩ, 0) . (895)

Pak jasně dostaneme

πxy = −µ∂vx
∂y

= µΩ (896)

které je nenulový ačkoliv můžeme předpokádat, že zde neexistuje smyk v
př́ıpadě rotace tekutiny jako rotace tuhého tělesa. Na druhou stranu dostáváme,
že µ(∂yvx + ∂xvy) = 0. Obecně můžeme psát

∂vi

∂xj
=

1

2
(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
) +

1

2
(
∂vi

∂xj
− ∂vj

∂xi
) = Λij +

1

2
ϵijkωk , (897)

kde ωk = ϵkrs∂rvs je v́ı̌rivost. Vid́ıme, že Λij vyjadřuje deformaci, zat́ım co
druhý člen odpov́ıdá rotaci. Z tohoto d̊uvodu tensor smyku pro Newtonovské
kapaliny by měl raději záviset na symetrické části gradientu rychlosti, což je
Λij, než na samotném gradientu rychlosti. Necht’ tedy uvažujme nejobecněǰśı
formu tensoru druhého řádu, který je lineárńı funkćı symetrické kombinaci
gradientu rychlosti

a

(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)
+ b

∂vk

∂xk
δij = 2aΛij + bΛkkδij . (898)
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Poté můžeme tedy napsat nejobecněǰśı formu tensoru tlaku ve tvaru

Pij = pδij−2µ

(
Λij −

1

3
δijΛkk

)
−ζΛkkδij =

(
p− ζ

∂vk
∂xk

δij

)
−µ
(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂vi

− 2

3
δij
∂vk
∂xk

)
(899)

což můžeme napsat v ekvivalentńım tvaru

Pij = p̄δij + πij , p̄ = p− ζTrΛ , πij = −2µ(Λij −
1

3
δijTrΛ) . (900)

Zde πij je bezestopý tensor viskozńıho napět́ı zp̊usobený rychlostńım smy-
kem. Koeficient µ je koeficient dynamické viskozity. Na druhou stranu prvńı
člen je roven

p̄ =
1

3
Pkk = p− ζ∂iv

i = p+ ζ
1

ρ

dρ

dt
, (901)

kde jsme použili rovnici spojitosti

∂ρ

∂t
+ ρ

∂vi

∂xi
+ vi

∂ρ

∂xi
= 0 ⇒ ∂vi

∂xi
= −1

ρ

dρ

dt
. (902)

Koeficient ζ je znám jako koeficient objemové viskozity, který je zp̊usoben
viskozńımi silami odpovědné za objemové deformace. Ukazuje se, že obje-
mová viskozita je d̊uležitá pouze v př́ıpadě, kdy stlačitelnost tekutiny je
d̊uležitá, např́ıklad v př́ıpadě rázových vln.

Nyńı bychom rádi ukázali alternativńı postup, které vede k formulaci dy-
namiky viskozńı tekutiny. Tento postup je založen na efektu disipace energie
během pohybu tekutiny na samotný pohyb dané tekutiny. Tento proces je
výsledkem termodynamické nevratnosti, který vždy existuje v reálné tekutině
a je výsledkem vnitřńıho třeńı a teplotńı kondukce.

Abychom formulovaci pohyb viskozńı tekutiny, je nutné dodat daľśı členy
do pohybové rovnice pro ideálńı tekutinu. Je jasné, že rovnice spojitosti muśı
platit pro libovolnou tekutinu, bud’ viskozńı, nebo ideálńı. Na druhou stranu
Eulerova rovnice muśı být modifikována.

Poznamenejme, že Eulerova rovnice může být zapsána ve tvaru (bez
vněǰśıch sil)

∂

∂t
(ρvi) = −∂Πik

∂xk
, (903)

kde Πij je hustotat toku hybnosti, která má tvar

Πik = pδik + ρvivk . (904)
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Abychom dokázali, že (903) vede k Eulerovým rovnićım, dosad́ıme (904) do
(903), tak dostaneme

∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi
∂t

= −∂ip− ∂kvivkρ− vi∂k(ρvk) ⇒

−∂k(ρvk)vi + ρ
∂vi
∂t

= −∂ip− ∂kvivkρ− vi∂k(ρvk) ⇒

∂vi
∂t

+ ∂kvivk = −1

ρ
∂ip

(905)

kde jsme v prvńım kroku použili rovnici spojitosti.
Pohybové rovnice pro viskozńı tekutinu mohou být tedy určeny z rov-

nice (903), kde provedeme modifikaci jej́ı pravé strany. Jinými slovy muśıme
zavést dodatečné členy do Πij, které vezmou do úvahy efekt viskozńıho
přenosu hybnosti v tekutině. Budeme tedy psát

Πij = pδij + ρvivj − σ′
ij = −σij + ρvivj . (906)

Formu tensoru σ′
ij je možné určit pomoćı následuj́ıćıch úvah. Proces vnitřńıho

třeńı vzniká za předpokladu, když rozd́ılné částice tekutiny se pohybuj́ı rozd́ılnými
rychlostmi. Pak je zřejmé, že σ′

ij může být funkćı pouze prostorových de-
rivaćı rychlosti. Jestliže také jsou tyto derivace malé, může předpokládat,
že viskozńı transfer hybnosti záviśı pouze na prvńıch derivaćıch rychlosti.
Vid́ıme, že σ′

ij nemůže obsahovat členy, které nezávisej́ı na ∂ivj, nebot’ σ
′
ij

muśı být roven nule pro v = const. V př́ıpadě rovnoměrného rotačńıho po-
hybu můžeme použ́ıt stejné argumenty, jako jsme použili v předchoźı diskuzi.
Pak je jasné, že σ′

ik má tvar

σ′
ij = µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij
∂vk
∂xk

)
+ ζδij

∂vk
∂xk

. (907)

kde koeficienty µ, ξ nezáviśı na rychlosti, ale mohou záviset na souřadnićıch,
př́ıpadně jiných termodynamických veličin.

Je možné ukázat, že koeficienty µ a ζ muśı být kladné

µ > 0 , ζ > 0 . (908)

Nyńı, když jsme odvodili tvar tensoru toku hybnosti, můžeme jednoduše určit
pohybové rovnice pro viskozńı tekutinu, když dosad́ıme (906) spolu s (907)
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do (903), což nám dává

ρ

(
∂vi
∂t

+
∂vi
∂xk

vk

)
= −∂ip+ ∂jσ

′
ij =

= −∂ip+
∂

∂xj
µ

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

− 2

3
δij
∂vk
∂xk

)
+

∂

∂xi

(
ζ
∂vk
∂xk

)
(909)

Toto je nejobecněǰśı forma viskozńı tekutiny. Koeficienty µ, ζ jsou funkcemi
tlaku a teploty, které obecně nejsou konstantńı, a tudǐs tyto veličiny nemohou
být vynešeny mimo parciálńı derivace. Na druhou stranu v mnoho př́ıpadech
koeficienty viskozity mohou být brány jako konstanty. Poté rovnice (909) má
tvar

ρ

(
∂vi
∂t

+
∂vi
∂xk

vk

)
= −∂ip+ µ

∂

∂xj

(
∂vi
∂xj

)
+ (ζ +

1

3
µ)

∂

∂xi

(
∂vk

∂xk

)
(910)

Toto je slavná,Navier-Stokesova rovnice. Ukazuje se také, že v mnoha př́ıpadech
je možné uvažovat tekutinu jako nestlačitelnou ∂iv

i = 0, a tedy posledńı člen
na pravé straně (910) je roven nule. Pak rovnice (910) se zjednoduš́ı do tvaru

∂vi
∂t

+ vj∂jvi = −1

ρ
∂ip+ ν

∂

∂xj

(
∂vi
∂xj

)
, (911)

kde ν je koeficient kinematické viskozity

ν =
µ

ρ
. (912)

7.0.1 Porovnáńı Navier-Stokes a Eulerovy rovnice

Je užitečné provnat Navier-Stokesovu rovnici (Budeme uvažovat jej́ı zjed-
nodušenou formu danou rovnićı (911)) s Eulerovou rovnićı. Vid́ıme, že tyto
rovnice se odlǐsuj́ı pouze dodatečným členem v Navier-Stokesově rovnici
ν ∂
∂xk

(
∂vi
∂xk

)
, který ovšem kompletně změńı fyzikálńı podstatu teorie. Tento

dodatečný člen obsahuje prostorové derivace druhého řádu, zat́ım co Eule-
rova rovnice obsahuje derivace prvńıho řádu. Vid́ıme tedy, že potřebujeme
v́ıce hraničńıch podmı́nek, abychom nalezli řešeńı N-S rovnice, než v př́ıpadě
Eulerovy rovnice. V př́ıpadě Eulerovy rovnice, běžná hraničńı podmı́nka ř́ıká,
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že komponenta rychlosti, kolmá na zafixovanou pevně danou hraničńı plochu,
je rovna nule. Tato podmı́nka pak vede k jednoznačnému řešeńı.

Na druhou stranu N-S rovnice, která obsahuje prostorové derivace druhého
řádu, dovoluje uložit podmı́nku v = 0 na pevných hranićıch, což je cha-
rakteristická podmı́nka pro viskozńı tekutinu. Tato podmı́nka má hluboký
fyzikálńı význam, protože dovoluje studovat efekt třeńı tekutiny na tělesa
vnořená do ńı.

Otázka je proč hraničńı podmı́nka v = 0 na hranićıch je ta správná.
Můžeme podat následuj́ıćı fyzikálńı vysvětleńı. Vı́me, že jistě exituj́ı přitažĺıvé
śıly, mezi molekulami tekutiny a molekulami, které tvoř́ı povrch ohraničuj́ıćı
danou tekutinu. Tyto śıly maj́ı za následek, že vrstva tekutiny, která přiléhá
k danému povrchu se nemůže pohybovat a tedy je v klidu. Tudiž je přirozené
položit hraničńı podmı́nku v = 0 na hranici.

7.0.2 Rovnice pro v́ı̌rivost pro viskozńı tekutiny

V př́ıpadě, že provedeme rotaci N-S rovnice, dostaneme rovnici pro v́ı̌rivost
ve tvaru

∂ω

∂t
= ∇× (v × ω) + ν∇2ω , (913)

kde

∇2 =
∂

∂xi
∂

∂xi
. (914)

Jako daľśı krok zavedeme Cirkulaci definovanou jako

Γ(C) =
∮

v · ds , (915)

kde C je uzavřená materiálńı křivka, t.j. křivka prot́ınaj́ıćı sousedńı elementy
tekutiny a která sleduje jejich pohyb. Pomoćı Stokesova věty můžeme napsat

Γ(C) =
∮

v · ds =
∫
S

(∇× v) · dS =

∫
S

ω · dS = Γ(S(t), t) , (916)

kde S je libovoný povrch, který je ohraničen C. Tedy, cirkulace je rovna toku
v́ı̌rivosti.

S pojmem cirkulace je spojen následuj́ı teorém, známý jako Kelvin̊uv
teorém:. Tento teorém v př́ıpadě ideálńı tekutiny ř́ıká, že

dΓ

dt
= lim

t1→t

Γ(S1, t1)− Γ(S, t)

t1 − t
= 0 . (917)
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Nyńı vysvětĺıme význam jednotlivých pojmů. Význam S je zřejmý a neńı
to nic jiného než libovolný povrch v kapalině, který je ohraničen křivkou
C. Pak povrch S1 je tvořen body tekutiny, které se vyv́ıjej́ı pomoćı svých
dynamických rovnic z bod̊u na ploše S.

Nyńı provedeme d̊ukaz tohoto teorému. Necht’ máme vektorové pole Q,
které splňuje rovnici

div Q = 0 . (918)

Necht’ toto pole splňuje pohybovou rovnici

∂Q

∂t
= ∇× (v ×Q) . (919)

A konečně definujme Γ =
∫
S
Q · dS a počitejme

dΓ

dt
= lim

δt→0
=

Γ(S1, t1)− Γ(S, t)

δt
, t1 = t+ δt . (920)

Pak máme

Γ(S1, t1) =

∫
S1

Q(x, t+ δt) · dS =

∫
S1

[Q(x, t) + δt
∂Q

∂t
(x, t)] · dS =

=

∫
S1

Q(x, t) · dS+ δt

∫
S

∂Q

∂t
(x, t) · dS+O(δt2) .

(921)

Pak máme

Γ(S1, t+ δt)− Γ(S, t)

δt
=

=
1

δt

[∫
S1

Q(x, t) · dS+

∫
S

Q(x, t)(−dS)
]
+

∫
∂Q

∂t
(x, t) · dS ,

[ ] =

∮
∂V

Q · dS−
∫
CC1

Q · dS =

=

∫
V

d3x(div Q−
∫
CC1

Q(x, t) · dS = −
∫
CC1

Q(x, t) · dS ,

(922)

kde V je objem, jehož hranice ∂V je dána následuj́ıćım sjednoceńım

∂V = S1 ∪ S ∪ CC1 (923)
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Jinými slovy povrch CC1 je vytvořen body na křivce, která se pohybuje ze své
počatečńı konfigurace C do konfigurace C1, přičemž body sleduj́ı své pohy-
bové rovnice. Poznamenejme také, že při přechodu z druhého na třet́ı řádek
v (922) jsme nejdř́ıve použili Gaussovu větu a pak jsme využ́ıli předpokladu
(918). Pro daľśı postup je d̊uležité si uvědomit, že normálńı vektor k ploše
CC1 je dán

dS = −δtv(x, t)× dl , (924)

kde dl je drahový element definovaný na křivce S. Pak dostaneme∫
CC1

Q · dS =

∫
CC1

Q · (−δtv(x, t)× dl) =

= δt

∮
C

(v ×Q) · dl = δt

∮
S

[∇× (v ×Q)] · dS

(925)

kde jsme také využili vlastnosti vektorového součinu

A · (B×C) = B · (C× A) = C · (A×B) ,A×B = −B×A (926)

pro libovolné vektory A,B,C. S použit́ım (925) pak dostaneme

dΓ

dt
=

∫
S

[
∂Q

∂t
−∇× (v ×Q)

]
· dS . (927)

Konečně s použit́ım (919) nám předchoźı rovnice ř́ıká, že

dΓ

dt
= 0 . (928)

Rozvětveńı Kelvinova theorému-Helmholyovy theorémy
Tyto theorémy př́ımo vyplývaj́ı z Kelvinova theorému. Před t́ım, než pro-

vedeme jejich formulaci, muśıme zadefinovat pojem virové trubice, což jsou
trubice tvořeny ze svazk̊u křivek, jejichž tečny jsou vektory ω. Pak z předchoźı
diskuse je jasné, že tok v́ı̌rivosti přes plochu trubice je konstantńı a roven cir-
kulaci podél uzavřené křivky, která ohraničuje danou trubici. Helmholzovy
theorémy pak ř́ıkaj́ı

• Cirkulace se zachovává s časem.

• Virové čáry se pohybuj́ı v tekutině, aniž by docházelo k jejich vzniku a
zániku.
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• Dı́ky identitě divω = 0 plat́ı, že křivky v́ı̌rivosti a trubice muśı mı́t tvar
uzavřených křivek nebo být nekonečně dlouhé či začinaj́ı nebo konč́ı na
pevných hranićıch, které vymezuj́ı tekutinu.

Nyńı se vrátime k problematice viskozńı tekutiny, přesněji řečeno ke stu-
diu chováńı v́ı̌rivosti. V tomto př́ıpadě časová závislost cirulace je rovna

dΓ(t)

dt
=

∫
S

[
∂ω

∂t
−∇× (v × ω)

]
· dS =

= ν

∫
S

(∇2ω) · dS = ν

∮
C

(∇2v) · dl

(929)

kde posledńı rovnost plat́ı pro nestlačitelnou tekutinu. Vid́ıme tedy, že konečná
viskozita vede ke vzniku a také k možnému zániku v́ır̊u. Např́ıklad, při po-
hybu tyče ve vodě vid́ıme, že se za ńı tvoř́ı v́ıry. Z předchoźı diskuze je zřejmé,
že toto je pouze možné za předpokladu nenulové viskozity kapaliny.

Poznamenejme také, že i v př́ıpadě nestlačitelné viskozńı tekutiny je ener-
getická rovnice prebytečná.

7.0.3 Disipace energie v př́ıpadě nestlačitelné tekutiny

Existence viskozity má za následek disipaci energie, která se přeměňuje na
teplo. Pro jednoduchost se omeźıme na př́ıpad nestlačitelné tekutiny kde
ρ = ρ0.

Uvažujme kinetickou energii pro nestlačitelnou tekutinu

Ekin =
ρ0
2

∫
d3xv2 . (930)

Nyńı vezmeme časovou derivaci této kinetické energie

dEkin

dt
= ρ0

∫
d3xvi∂tv

i)

(931)

Výjdeme z N-S rovnice pro nestlačitelnou tekutinu ve tvaru

∂vi
∂t

= −vk
∂vi
∂xk

− 1

ρ0

∂p

∂xi
+

1

ρ0

∂σ′
ik

∂xk
. (932)
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Pak ρ0∂tviv
i je rovno následuj́ıćımu výrazu

ρ0∂tviv
i = −ρ0

1

2
vk

∂

∂xk
v2 − ∂

∂xk
vk +

∂σ′
ik

∂xk
vi =

= −∂k[ρ0vk(
1

2
v2 +

p

ρ0
)− viσ

′
ik]− σ′

ik

∂vi
∂xk

(933)

kde jsme využili skutečnosti, že v př́ıpadě nestlačitelné tekutiny plat́ı ∂kv
k =

0.
Vid́ıme, že výraz v závorce je tok hustoty energie, kde ρv(1

2
v2 + p

ρ
) je tok

energie zprostředkovaný skutečným transportem hmoty a je stejný jako tok
energie v př́ıpadě ideálńı nestlačitelné tekutiny. Druhý člen, daný jako viσ′

ij

je tok energie zprostředkovaný vnitřńım třeńım.
Nyńı, když provedeme integraci (933) přes objem, dostaneme

∂

∂t

∫
V

d3x
1

2
ρv2 = −

∮
∂V

[
ρ0vk(

1

2
v2 +

p

ρ0
)− viσ

′
ik

]
nkdS −

∫
V

d3xσ′
ik

∂vi
∂xk

.

(934)

Prvńı člen na pravé straně udává změnu energie d́ıky toku energie přes po-
vrch, který ohraničuje V . Na druhou stranu druhý člen udává úbytek kine-
tické energie za jednotku času d́ıky disipativńım silám.

Jestliže předpokládáme, že je možné rozš́ı̌rit integraci na celý objem teku-
tiny, pak povrchový integrál je roven nule, bud’ z d̊uvodu, že uvažujeme ne-
konečně velkou integračńı oblast a pak předpokládáme, že rychlost je nulová
na nekonečně vzdálené ploše, nebo uvažujeme tekutinu ohraničenou pevným
povrchem, kde ale povrchový integrál je roven nule d́ıky hraničńım podmı́nce
v = 0. Pak dostaneme výraz pro disipaci energie za jednotku času v celém
objemu

Ėkin = −
∫
d3xσ′

ik

∂vi
∂xk

= −1

2

∫
d3xσ′

ik

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)
(935)

d́ıky faktu, že tensor σ′
ij je symetrický. V př́ıpadě nestlačitelné kapaliny do-

staneme

Ėkin = −1

2
µ

∫
d3x

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)2

. (936)

Protože disipace vede k úbytku mechanické energie, vid́ıme z předchoźıho
výrazu, že µ muśı být kladné č́ıslo.
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7.0.4 Couett̊uv tok

Uvažujme nestlačitelnou tekutinu mezi dvěmi rovnoběžnými deskami loka-
lizované v bodě x = 0 a x = h. Předpokládejme, že horńı deska se pohy-
buje rychlost́ı V podél z osy, zat́ım co dolńı deska je v klidu. Poté můžeme
předpokládat, že tok mezi deskami prob́ıhá pouze podél osy z a nezávislé na
souřadnićıch y a z. Tedy, v = (0, 0, v(x)). Protože také předpokládáme, že
tento pohyb je ustálený, a že rychlost se neměńı podél osy z, pak dostaneme

∂vz
∂t

+ vi∂ivz = 0 + vz∂zvz = 0 .

(937)

Poté N-S rovnice se redukuje do následuj́ıćıho jednoduchého tvaru

−∂ip+ µ
∂

∂xj

(
∂vi
∂xj

)
= 0 . (938)

Explicitně dostáváme

∂xp = ∂yp = 0 ,
dp

dz
= µ

d2v

d2x
. (939)

Protože levá strana této rovnice záviśı pouze na z, zat́ım co pravá strana
záviśı pouze na x dostaneme, že obě strany se muśı rovnat konstantě. Tedy

µ
d2v

d2x
= cx ⇒ dv

dx
=

1

µ
cxx+ c1 ,⇒ v =

1

2µ
cxx

2 + c1x+ c0 . (940)

kde

cx =
dp

dz
. (941)

Abychom určili integračńı konstanty, použijeme podmı́nky, že pro x = 0, v =
0 a že pro x = h, v = V . Prvńı podmı́nka dává

c0 = 0 (942)

zat́ım co druhá vede k rovnici

V =
1

2µ
cxh

2 + c1h⇒ hc1 = V − 1

2µ

dp

dz
h2 . (943)

Výsledkem dostanemé následuj́ıćı profil rychlosti

v =
1

2µ

dp

dz
(x2 − xh) +

V x

h
. (944)
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7.0.5 Škálováńı a Reynoldsovo č́ıslo

Je zaj́ımavé, že při studiu dynamiky viskozńı tekutiny je možné źıskat množstv́ı
d̊uležitých vlastnost́ı pomoćı jednoduchých argument̊u týkaj́ıćıch se dimenze
r̊uzných fyzikálńıch veličin. Uvažujme např́ıklad pohyb tělesa určitého tvaru
v dané tekutině. V př́ıpadě, že dané těleso neńı koule, je nutné také speci-
fikovat směr pohybu. Pak ř́ıkáme, že tělesa stejného tvaru jsou geometricky
podobné, jestliže mohou být źıskany jedno z druhého d́ıky jednoduché změně
jeho lineárńıch rozměr̊u ve stejném poměru. Jinými slovy řečeno, jestliže je
dán tvar tělesa, pak je dostačuj́ıćı specifikovat libovolný z jejich lineárńıch
rozměr̊u, např́ıklad poloměr sféry či válcové trubice, abychom kompletně
určili jej́ı dimenze.

Budeme také uvažovat ustálený tok, např́ıklad, když budeme uvažovat tok
okolo pevného tělesa, rychlost muśı být konstantńı. Dále budeme předpokládat,
že tekutina je nestlačitelná.

Vı́me, že parametr, který charakterizuje nestlačitelnou tekutinu, je kine-
matická viskozita ν = µ

ρ
. Pohybové rovnice muśı být řešeny pro neznámé v

a p/ρ kde ρ je konstantńı. Dále, tok záviśı, d́ıky hraničńım podmı́nkám, na
tvaru a rozměrech tělesa, které se pohybuje v tekutině a na jeho rychlosti.
Protože předpokládáme, že tvar tělesa je předem dán, jeho geometrické vlast-
nosti jsou určeny jedńım lineárńım rozměrem, který označ́ıme jako L, který
může být také interpretován jako charakteristický rozměr tělesa. Označme
také rychlosti hlavńıho toku jako V , kterou mužeme interpretovat jako ty-
pickou rychlost tekutiny. Pak libovolný tok je speficikován třemi parametry,
ν, V a L a také charakteristickou časovou škálou L/V . Poznamenejme, že
tyto parametry maj́ı fyzikálńı rozměr

[ν] = m2s−1 , [L] = m , [V ] = ms−1 . (945)

Necht’ nyńı předpokládejme, že budeme měřit vzdálenosti jako násobky L,
rychlosti jako násobky V a konečně času jako L/V . Jinými slovy, máme

x = x′L , v = v′V , t = t′L/V , ω = ω′V/L , (946)

kde nyńı všechny čárkované proměnné jsou bezrozměrné. Vid́ıme tedy, že
rovnice pro v́ı̌rivost může být napsána pomoćı bezrozměrných veličin jako

∂ω′

∂t′
= rot′(v′ × ω′) +

1

Re
∇′2ω′ , (947)
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kde ∇′ = ∂
∂x′ = L ∂

∂x
= L∇ a kde jsme definovali bezrozměrnou veličinu

Re =
LV

ν
, (948)

která je známá jakoReynoldsovo č́ıslo. Pro dva geometricky podobné toky,
bezrozměrná strukt̊ura jej́ıch tok̊u je podobná, což může být splněno za
předpokladu, když jejich Reynoldsova č́ısla jsou stejná. Alternativně, protože
vid́ıme, že jedinou bezrozměrnou veličinou v teorii je Reynoldsovo č́ıslo,
dostaneme, že řešeńım pohybové rovnice nestlačitelné tekutiny muśı mı́t
následuj́ıćı tvar

v = Lf
(x
L
,Re

)
. (949)

Z tohoto výsledku je zřejmé, že ve dvou rozd́ılńıch toćıch toho samého typu,jako
např́ıklad tok okolo dvou kouĺı o dvou rozd́ılńıch poloměrech tekutinami o
r̊uzných viskozitách, rychlosti v′ jsou stejnými funkcemi x′, jestliže Reynold-
sova č́ısla pro tyto dva rozd́ılné toky souhlaśı. Toky, které mohou být źıskany
pomoćı jiných toku d́ıky jednoduché změně jednotek souřadnich a rychlost́ı,
se nazývaj́ı podobnými. Tedy toky toho samého typu s těmi samými Rey-
noldsovými č́ısly jsou podobné. Tomuto výsledku se ř́ıká Zákon podobnosti,
formulovaný O. Reynoldsem v roce 1883.

Je také dobré diskutovat př́ıpad nestacionárńıho pohybu. Tyto toky nejsou
charakterizovány pouze ν, V, L ale také charakteristickou časovou škálou τ ,
která je charakteristickým časovým intervalem, za které se změńı vlastnosti
toku. Např́ıklad v př́ıpadě oscilačńıho pohybu je přirozenou časovou škalou
perioda pohybu. Ze čtyř veličin ν, L, V, τ můžeme konstruovat dvě bezrozměrné
veličiny, kterým může být Reynoldsovo č́ıslo a také Strouhalovo č́ıslo

S = V τ/L . (950)

7.0.6 Tok v př́ıpadě malého Reynoldsova č́ısla

Ukázali jsme, že pro nestlačitelnou tekutinu, pohybová rovnice pro bez-
rozměrné veličiny má tvar

∂ω′

∂t′
= ∇′ × (v′ × ω′) +

1

Re
∇′2ω′ . (951)

Vid́ıme, že v př́ıpadě Re ≪ 1 rovńıce pro ustálený pohyb (∂t′ω
′ = 0 dostává

jednoduchou tvar
∇′2ω = 0 . (952)
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Od této chv́ıle už nebudeme použ́ıvat čárkované proměnné. V př́ıpadě ne-
stlačitelné kapaliny ∇ · v = 0 můžeme psát

v = ∇× ψ , (953)

kde ψ je vektorový potenciál toku. Ve dvou dimenśıch máme

ψ = (0, 0,−ψ(x, y)) ,v = (−∂ψ
∂y
,
∂ψ

∂x
, 0) . (954)

Dále použijeme relaci ω = ∇× (∇× ψ) = ∇(∇ · ψ)−∇2ψ kde prvńı člen je
roven nule ve dvou dimenśıch. Tedy dostaneme, že ψ splňuje rovnici

∇4ψ = 0 (955)

v př́ıpadě viskozńı tekutiny.

7.0.7 Tok v př́ıpadě velkého Reynoldsova č́ısla

Mohli bychom očekávat, že v př́ıpadě velkého Reynoldsova č́ısla, viskozńı
členy mohou být zanedbány a tok okolo pevného tělesa, by měl být stejný
jako v př́ıpadě ideálńı tekutiny. Ukazuje se, že reálná situace, ověřená ex-
perimentálně, je zdela odlǐsná. Uvažujme na př́ıklad pohybu válce v reálné
kapalině. Když je Re ≽ 20 dostaneme, že se objev́ı dva viry za válcem, na
druhou stranu v př́ıpadě ideálńı tekutiny neńı možné objeveńı v́ır̊u z d̊uvodu
zachováńı virových prstenc̊u v ideálńı tekutině. Když budeme poté zvyšovat
Reynoldsovo č́ıslo, viry se budou stř́ıdavě objevovat na obou dvou stranách
za válcem. Konečně, pro Re ≽ 104 dostáváme turbulentńı pohyb kapaliny.

7.1 Turbulence

7.1.1 Co je turbulence

Turbulence je stav tekutiny, který je charakterizován náhodnou a chaotickou
tř́ı dimenzionálńı v́ı̌rivost́ı. Turbulence je také charakteristická velkou disipaćı
energie, mı́̌seńım, přenosem tepla.

Je zřejmé, že turbulence vykazuje velké množstv́ı náhodnosti, otázkou ale
je, co je jej́ım p̊uvodem. Základńı fyzikálńı principy nám ř́ıkaj́ı, že toky okolo
nás jsou řešeńım pohybových rovnic. Na druhou stranu z podstaty turbulence
neńı zřejmé, zda-li tyto rovnice sami o sobě nemaj́ı nějaký skrytý člen, který
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generuje náhodnost, např́ıklad šum. Druhá možnost je, že pohybové rovnice
samy o sobě jsou čistě deterministické, ale pouze jejich řešeńı může vykazovat
prvky náhodnosti.

Ukazuje se, že teprve moderńı př́ıstup ke studiu silně nelineárńıch dyna-
mických systémů nám dává odpověd’ na tyto otázky. Dokonce i v př́ıpadě jed-
noduché nelineárńı rovnice s deterministickými řešeńımi a danými počátečńımi
podmı́nkami je možné naj́ıt chaotické a náhodné chováńı. Např́ıklad, ve
strukt̊uře turbulentńıho toku vid́ıme prostorovou a časovou neurčitost, di-
sipaci, závislost na okamžitém pohybu a dokonce téměř fraktálńı distribuci
škál.

7.2 Popis turbulence

Ukazuje se, že pro popis turbulentńıch jev̊u je nutné opustit čistý rámec
hydrodynamického popisu. Uvažujme trajektorie dynamického systému ve
fázovém prostoru okolo nestabilńıho rovnovážného bodu P . Klasicky, jestliže
systém bude v čase t = 0 v tomto bodě, pak zde z̊ustane stále.Na druhou
stranu, jakakoliv malá porucha má za následek, že systém se bude expo-
nenciálně vzdalovat od tohoto bodu a za konečný časový okamžik je systém
lež́ı v velmi vzdáleném bodu fázového prostoru. Pak je prakticky nemožné
deterministicky předpovědět stav systému za konečný časový interval. Jinak
řečeno, očekáváme, že v př́ıpadě nestabilńıho stavu tekutiny, rostoućı fluktu-
ace mohou vést ke ztrátě naš́ı schopnosti předpovědět daľśı vývoj systému.

Přesněji řečeno, pro libovolný viskozńı tok, daný hraničńımi podmı́nkami,
zde existuje přesné stabilńı řešeńı pohybových rovnic viskozńı tekutiny. Tyto
řešeńı formálně existuje pro všechna Reynoldsovo č́ısla. Přesto ne každé
řešeńı, dokonce i když je přesné, se ve skutečnosti objevuje. Aby tomu skutečně
tak bylo, tak jakakoliv malé porucha, která se objev́ı v systému, se muśı s
časem zmenšovat. Naopak, když nějaká malá porucha, která se nevyhnutelně
muśı objevit v toku, s časem roste, tok je nestabilńı a neńı možné, aby ve
skutečnosti existoval.

Matematický popis stability daného toku vzhledem k nekonečně malým
poruchám se provád́ı následuj́ıćım zp̊usobem. Libovolné řešeńı odpov́ıdaj́ıćı
stabilńımu toku v0(x) poruš́ıme časově a prostorově závislou poruchou v1(x, t),
která muśı být taková, že výsledná rychlost v = v0 + v1 splňuje pohybové
rovnice. Pohybovou rovnici pro v1 obdrž́ıme, když vlož́ıme

v = v0 + v1 , p = p0 + p1 (956)
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do N-S rovnice pro nestlačitelnou tekutinu

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν∇2v , divv = 0 , (957)

kde v0, p splňuj́ı časově nezávislou N-S rovnici

(v0 · ∇)v0 = −1

ρ
∇p0 + ν∇2v0 , divv0 = 0 . (958)

Jakmile se omeźıme na členy linearńı v v1, dostaneme následuj́ıćı rovnici pro
v1

∂v1

∂t
+ (v0 · ∇)v1 + (v1 · ∇)v0 = −1

ρ
∇p1 + ν∇2v1 , divv1 = 0

(959)

s hraničńımi podmı́nkami, že v1 je rovno nule na hranici systému.
Vid́ıme tedy, že v1 splňuje systém homogenńıch lineárńıch diferenciálńıch

rovnic, kde koeficienty závisej́ı pouze na prostorových souřadnićıch. Obecné
řešeńı těchto rovnic může být representováno jako suma partikulárńıho řešeńı,
kde v1 záviśı na na čase jako

e−iωt

kde ω neńı samozřejmě libovolné, ale jsou určeny řešeńım rovnice (959) s
vhodnými hraničńımi podmı́nkami. Obecně, tyto frekvence mohou být kom-
plexńı. Jestliže pak najdeme takové ω, jehož imaginárńı části jsou kladné, pak
e−iωt bude neomezeně r̊ust s časem. Jinými slovy, tyto poruchy budou r̊ust
a tok bude nestabilńı vzhledem k těmto poruchám. Pak je jasné, že nutná
podmı́nka stabilńıho toku je ta, že imaginárńı část jakékoliv možné frekvence
je záporná.

Ukazuje se, že tento matematický popis podmı́nek stability je extrémně
komplikovaný a ve skutečnosti plně vyvinutý aparát pro teoretický popis
stability ustáleného toku okolo těles konečných rozměr̊u ještě nebyl vypra-
cován. Je jasné, že ustálený tok je stabilńı pro dostatečně malá Reynold-
sova č́ısla. Dále je experimentálně ověřeno, že když Re bude r̊ust, může
dosáhnout své kritické hodnoty Rekr, za kterou je tok nestabilńı vzhledem
k nekonečně malým poruchám. Jinými slovy řečeno, pro dostatečně velká
Reynoldsova č́ısla Re > Rekr neńı možné mı́t ustálený tok okolo pevného
tělesa. Je jasné, že kritické Reynoldsovo č́ıslo neńı univerzálńı konstanta, ale
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má rozd́ılné hodnoty v závislosti na druhu toku. Tyto kritické hodnoty lež́ı
v intervalu 10 ≼ Rekr ≼ 100. Např́ıklad, v př́ıpadě toku v trubici se ukazuje,
že Rekr =

ud
ν
∼= 30, kde d je pr̊uměr trubice.

Necht’ nyńı diskutujme podstatu nestabilńıho toku podrobněji. Budeme
analyzovat vlastnosti toku pro Reynoldsova č́ısla, která nejsou o moc vyšš́ı
než Rekr. Pro Re < Rekr imaginárńı části komplexńı frekvence ω = ω1 + iγ1
jsou záporné, pro všechny možné poruchy γ1 < 0. Pro Re = Rekr zde existuje
jedna frekvence s nulovou imaginárńı část́ı. Pro Re > Rekr imaginárńı část
frekvence je kladná, ale protože Re je bĺızko Rekr můžeme předpokládat, že γ1
je malé vzhledem k reálné části ω1. Na tomto mı́stě je vhodné poznamenat, že
množina všech možných poruchových frekvenćı pro daný typ toku obsahuje
jak separované izolované body , tzv. diskrétńı spektrum, tak celé intervaly
frekvenćı, tzv. spojité spektrum. Ukazuje se ale, že tok okolo těles o konečných
rozměrech, frekvence, pro které plat́ı γ1 > 0, se vyskytuje pouze v diskrétńım
spektru. Funkčńı závislost v1 odpov́ıdaj́ıćı této frekvenci má tvar

v1 = A(t)f(x) , (960)

kde f je obecně komplexńı funkce a A(t) má tvar

A(t) = Ceγ1te−iω1t . (961)

Je jasné, že tento vztah je platný pouze pro krátký časový interval po porušeńı
ustáleného toku, protože exponent eγ1t rychle roste s časem a tud́ıž je za
krátký okamžik porovnatelný s neporušeným řešeńım v0 a tedy předpoklady,
pomoćı kterých jsme odvodili rovnici pro v1. Je také jasné, že ve skutečnosti
modulus |A| neroste neomezeně, ale dosáhne určité konečné hodnoty. Pro Re
bĺızko Rekr tato konečná hodnota je malá a můžeme j́ı určit následuj́ıćım
zp̊usobem.

Začneme s určeńım časové derivace veličiny |A|2. Pro velmi malé t, kdy
plat́ı (961)dostaneme

d|A|2

dt
= 2γ1|A|2 (962)

kde samozřejmě mužeme interpretovat pravou stranu jako prvńı člen v moc-
ninné řadě A a A∗. Je jasné, že jakmile |A| roste (ale stale uvažujeme, že je
malý), tak daľśı členy v rozvoji by měly být uvažovány. Daľśı členy tedy bu-
dou členy třet́ıho řadu v A. Na druhou stranu nás nezaj́ımá přesné řešeńı této
rovnice, ale pouze jej́ı časová středńı hodnota, kterou budeme poč́ıtat přes
časový interval mnohem větš́ı než perioda 2π/ω1. Poznamenejme, že tato
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perioda je malá vzhledem k času 1/γ1, za kterou se projev́ı časová změna
modulusu. To vyplývá z předpokladu ω1 ≫ γ1. Protože ale tyto mocniny
třet́ıho řádu muśı obsahovat exponenciálńı faktor e−iω1t, které dávaj́ı nu-
lový př́ıspěvek, když poč́ıtáme časové středńı hodnoty. Pak člen čtvrthého
řádu dává A2A∗2 = |A|4, který bude dávat nenulový př́ıspěvek, když budeme
poč́ıtat časovou středńı hodnotu. Pak tedy dostáváme

d|A|2
dt

= 2γ1|A|2 − α|A|4 , (963)

kde α je tzv. Landauova konstanta, kde budeme předpokládat, že α > 0. Dále
čára nad levou stranou této rovnice znamená časové středováńı přes intervaly,
které jsou krátké vzhledem k hodnotě 1/γ1, a tudiž na těchto intervalech
se časové změny veličin |A|2, |A|4 dostatečně neprojev́ı. Ze stejného d̊uvodu
můžeme vypustit symbol časového středováńı nad levou stranou této rovnice
a můžeme přistoupit k jej́ımu řešeńı, které má tvar

1

|A|2
=

α

2γ1
+ Ce−2γ1t . (964)

Vid́ıme tedy, že asymptoticky |A|2 dosahuje konečné hodnoty

|A|2max = 2γ1/α . (965)

kde γ1 je funkćı Reynoldsova č́ısla. BĺızkoRekr můžeme vyjádřit tuto závislost
jako mocnnou řadu v parametru Re−Rekr. Na druhou stranu z definice máme
γ(Rekr) = 0, což nám dává vyjádřeńı pro γ1 do prvńıho řádu

γ1 = K(Re−Rekr) . (966)

Když vlož́ıme tuto závislost do rovnice (965) dostaneme, že maximálńı am-
plituda záviśı na Re následuj́ıćım zp̊usobem

|Amax| ∼
√
Re−Rekr . (967)

Tento výsledek má následuj́ıćı fyzikálńı interpretaci v př́ıpadě nestacionárńıho
toku, který se objev́ı v př́ıpadě Re > Rekr. Vı́me, že tento stav je d̊usledek
nestability systému vzhledem k malým poruchám. Pro Re bĺızko Rekr, tento
tok může být reprezentován jako suporpozice stacionárńıho řešeńı v0(x) a
periodického toku v1(x, t), s malou ale konečnou amplitudou, která ale
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roste s rostoućım Reynoldsovým č́ıslem. Rozložeńı rychlosti v tomto toku
má tvar

v1(x, t) = f(x)e−i(ω1t+β1) , (968)

kde β1 je počátečńı fáze. Ukazuje se, že pro velké Re−Rekr rozděleńı rychlosti
na stacionárńı v0 a na fluktuačńı část v1 už neńı př́ılǐs smysluplné. Jednoduše
dostáváme periodický tok s frekvenćı ω1. Když zavedeme fázi ϕ1 = ω1t+ β1
jako nezávislou proměnnou mı́sto času, tak dostáváme, že v(x, ϕ1) je perio-
dickou funkćı s periodou 2π. Tato funkce ale neńı jednoduchou trigometrickou
funkćı, ale má komplikovaněǰśı formu danou Fourierovým rozvojem

v =
∑
p

Ap(x)e
−iϕ1p , (969)

kde sč́ıtáme přes všechny hodnoty p, kde tato suma obsahuje členy s frek-
vencemi, které jsou násobky fundamentálńı frekvence ω1.

Poznamenejme také, že rovnice (963) určuje pouze modulus časového fak-
toru A(t) a ne jeho fázi ϕ1, která z̊ustává v podstatě neurčitelná a záviśı
na počátečńıch podmı́nkach. Počátečńı fáze β1 může mı́t libovolné hodnoty
právě v závislosti na počátečńıch podmı́nkách. Tedy periodický tok neńı
jednoznačně určen svými statickými vněǰśımi podmı́nkami a jedna veličina,
počátečńı fáze rychlosti, z̊ustává libovolná. Můžeme toto interpretovat také
tak, že tento tok má jeden stupeň volnosti, zat́ım co stabilńı tok nemá žádné
stupně volnosti.

7.2.1 Stabilita toku v trubuci

Uvažujme trubuci, jejiž osa směřuje ve směru osy x, kde předpokládáme,
že daná trubice je nekonečně dlouhá. Pak dostáváme, že tok nezáviśı na
souřadnici x a tedy rychlost v0 je nezávislá na souřadnici x. Poznamenejme,
že pohybová rovnice pro poruchy má tvar

∂v1

∂t
+ (v0 · ∇)v1 + (v1 · ∇)v0 = −1

ρ
∇p1 + ν∇2v1 , divv1 = 0

(970)

a budeme hledat jej́ı řešeńı ve tvaru

v1 = eikx−ωtf(y, z) . (971)
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Ukazuje se, že pro tento konkrétńı př́ıpad opět existuje Rekr, pro které γ =
Imω je rovné nule pro určitou hodnotu k, zat́ım co reálná část funkce ω(k)
je nenulová.

Jakmile Re lehce přev́ı̌śı Rekr, interval hodnot k pro které γ(k) > 0 je
malý a lež́ı bĺızko bodu, kde γ(k) je maximálńı, tedy kde dγ

dk
= 0. Představme

si, že se objevila malá porucha v toku, jej́ı vlnové klupko má tvar superpo-
zice komponent (971). Za určitý časový okamžik komponenty s γ(k) > 0
jsou ześıleny, zat́ım co ostatńı jsou tlumeny. Ześılené amplitudy tvoř́ı vl-
nové klubko o grupové rychlosti dω

dk
, které je neseno po proudu toku. Protože

uvažujeme vlny, jejiž vlnová č́ısla lež́ı v malém intervalu okolo bodu dγ
dk

= 0,
pak rychlost

dω

dk
∼=
d(reω)

dk
(972)

je reálná a tedy skutečně odpov́ıdá aktuálńı rychlosti vlnového klubka.
Skutečnost, že kladné ω implikuje ześıleńı poruch, které jsou neseny po

proudu toku, vede ke dvou možnostem. V prvńım př́ıpadě, bez ohledu na
pohyb vlnového klubka, poruchy rostou bez omezeńı během časového vývoje
v libovolném pevně zafixovaném prostorovém mı́stě. Tento druh nestability
vzhledem k malým poruchám, se nazývá jako absolutńı nestabilita. V druhém
př́ıpadě, vlnový baĺık je tak rychle unášen, že v libovolném pevném bodě v
prostoru porucha se bĺıž́ı k nule v limitě t → ∞. Tento druh nestability se
nazývá proudovou nestabilitou.

Rozd́ıl mezi těmito dvěmi př́ıpade je relativńı ve smyslu, že záviśı na
souřadnicové soustavě, ve které danou nestabilitu sledujeme. Nestabilita,
která se jev́ı jako proudová v jedné souřadnicové soustavě, se jev́ı jako ab-
solutńı nestabilita v druhé soustavě, která se pohubuje s daným klubkem.
Na druhou stranu absolutńı nestabilita se bude jevit jako proudová nestabi-
lita v soustavě, která se pohubuje dostatečně rychle od daného klubka. Na
druhou stranu v př́ıpadě prouděńı tekutiny v trubici existuje preferovaná
souřadnicová soustava, což je soustava, ve které trubice je v klidu.

Závěrem bych rád zd̊uraznil, že kompletńı teoretický popis dané nestabi-
lity je velmi komplikovaný a zat́ım nebyl zcela vyřešen.

7.3 Pohybové rovnice pro středńı hodnoty

Uvažujme rovnici pro nestlačitelnou viskozńı tekutinu

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2vi
∂2xj

, (973)
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kde ν = µ
ρ
. Poznamenejme, že tuto rovnici můžeme přepsat do tvaru

ρ[
∂v

∂t
+ vj

∂vi
∂xj

] = − ∂p

∂xi
+
∂Tij
∂xj

, (974)

kde

Tij = 2µ[Λij −
1

3
Λkkδij] (975)

Tato druhá forma pohybové rovnice má tu výhodu, že můžeme přesně sledo-
vat vliv viskozńıho smyku.

Nyńı budeme studovat tuto rovnici podrobněji s ohledem na turbulentńı
chováńı. Jak v́ıme, turbulentńı tok odpov́ıdá chaotickému stavu, který je
řešeńım předchoźı rovnice pro vysoká Reynoldsova č́ısla. Ačkoliv je známo,
že laminárńı řešeńı předchoźı rovnice, které jsou konsistentńı s hraničńımi
podmı́nkami, existuj́ı, poruchy, jakkoliv malé, vedou k jejich přeměně na
turbulentńı prouděńı. Abychom tomuto lépe porozumněli, je vhodné studovat
tok ve dvou částech, středńı komponentu rychlosti a fluktuačńı část. Jinými
slovy zavedeme následuj́ıćı notaci

vi = Vi + ui ,

p = P + p̃ ,

Tij = T̄ij + τij ,

(976)

kde Vi, P, T̄ij reprezentuj́ı středńı hodnoty a ui, p, τij odpov́ıdaj́ı fluktuj́ıćım
hodnotám. Poznamenejme, že tato technika rozděleńı veličin se nazývá Rey-
noldsovo rozděleńı. Poznamenejme, že když definujeme středńı hodnoty jako
středńı hodnoty v ansamblu, pak jsou obecně časově závislé. Dále předpokládáme,
že hustota je konstantńı a tedy jej́ı fluktuace jsou nulové.

Nyńı tedy vlož́ıme předchoźı rozděleńı veličin do pohybové rovnice a do-
staneme

ρ

[
∂(Vi + ui)

∂t
+ (Vj + uj)

∂(Vi + ui)

∂xj

]
= −∂(P + p)

∂xi
+
∂(T̄ij + τij)

∂xj
. (977)

Nyńı můžeme provést středováńı dané rovnice, abychom dostali rovnici pro
středńı hodnoty. Z definice je zřejmé, že operace středováńı a diferencováńı
komutuj́ı, to jest středńı hodnota derivace je stejná jako derivace středńı
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hodnoty. Také středńı hodnota fluktuuj́ıćı veličiny je nula, jak vyplývá z
definice

⟨v⟩ = ⟨V ⟩+ ⟨u⟩ ⇒ V = V + ⟨u⟩ ⇒ ⟨u⟩ = 0 . (978)

Pak tedy dostaneme pohybovou rovnici pro středńı pohyb

ρ

[
∂Vi
∂t

+ Vj
∂Vi
∂xj

]
= −∂P

∂xi
+
∂T̄ij
∂xj

− ρ

⟨
uj
∂ui
∂xj

⟩
. (979)

kde jsme přesunuji středńı hodnotu fluktuačńıho členu na pravou stranu,
abychom vyjádřili jeho vliv na dynamiku středńı hodnoty. Samozřejmě, je
otázkou, zda-li tento člen je rovne nule a odpověd’ záviśı na korelaci člen̊u,
které vystupuj́ı v součinu. Obecně tyto korelace jsou nenulové.

Stejným zp̊usobem můžeme postupovat v př́ıpadě zákonu zachováńı

∂(Vi + ui)

∂xi
= 0 , (980)

Jestliže vezmeme jej́ı středńı hodnotu, tak dostaneme

∂Vi
∂xi

= 0 . (981)

Poznamenejme, že d́ıky těmto dvěma rovnićım dostaneme záchováváj́ıćı se
rovnici pro fluktuačńı rychlost

∂ui
∂xi

= 0 . (982)

Jestliže nyńı vynásob́ıme tuto rivnici uj a provedeme jej́ı středováńı, tak
dostaneme ⟨

uj
∂ui
∂xi

⟩
= 0, (983)

což tedy můžeme přidat do výrazu
⟨
uj

∂ui

∂xj

⟩
a tedy dostaneme⟨

uj
∂ui
xj

⟩
+

⟨
ui
∂uj
∂xj

⟩
=

∂

∂xj
⟨uiuj⟩ . (984)

kde jsme opět použili fakt, že operace středováńı a derivace komutuj́ı. Poté
rovnice pro středńı rychlost má tvar

ρ

[
∂Vi
∂t

+ Vj
∂Vi
∂xj

]
= −∂P

∂xi
+

∂

∂xj
[T̄ij − ρ ⟨uiuj⟩] . (985)
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Členy na právé straně maj́ı dimensi napět́ı. Prvńı člen je napět’ový člen.
Druhý člen vyjadřuje př́ıspěvek fluktuaćı k nelineárńım člen̊um na levé straně.
Teno tvar ukazuje, že alespoň co se týká středńıho pohybu, středńı hod-
nota vystupuju tak, jako by se jednalo o napět́ı, proto se někdy nazývá jako
Reynoldsovo napět́ı. Ve skutečnosti Reynoldsovo napět́ı je d̊uvod, proč je
problém turbulence tak obt́ıžný. Ačkoliv je nazýváno napět́ım, jeho p̊uvod je
velmi rozd́ılný od viskozńıho napět́ı. Vı́me, že smykové napět́ı je př́ımo spo-
jeno s vlastnostmi tekutiny a je definován př́ımo z mikroskopické kinetické
teorie. Na druhou stranu Reynoldsovo napět́ı je d̊usledkem samotného po-
hybu tekutiny. Dále, škály fluktuačńıho pohybu, které vedou k jeho vzniku,
jsou právě škály, které nás zaj́ımaj́ı. Jinými slovy dostáváme se k problému
turbulence:

• Pohybové rovnice pro středńı hodnoty nejsou uzavřené.

• Jednoduché hypotézy, jak dodat daľśı rovnice obecně nefunguj́ı. Jinými
slovy, když budeme schopni nějakým zp̊usobem dodat rovnice pro konkrétńı
tok, např́ıklad tok v trubici, nebudeme schopni předpovědět stav v tro-
chu rozd́ılné konfiguraci.

Jak v́ıme, turbulentńı tok se objev́ı z laminárńıho toku při zvyšováńı Rey-
noldsova č́ısla. Tuto skutečnost je možné popsat pomoćı rovnic, které jsme
odvodili výše, kdy ale budeme předpokládat následuj́ıćı rozděleńı rychlosti,
kdy provedeme rozděleńı na základńı tok-laminárńı a poruchový tok, který
reprezentuje fluktuačńı část nad základńı část. Toto je postup, který jsme
prováděli v předchoźıch odstavćıch. Na druhou stranu, aby laminárńı tok byl
skutečně laminárńım tokem, pak rovnice pro středńı hodnoty muśı vytvářet
ten samý laminárńı tok, který byl součást́ı p̊uvodńıho předpokladu. Toto je
ale možné pouze za předpokladu, kdy Reynoldsovo napět́ı je identicky rovno
nule. Toto je samozřejmě pouze možné, když poruchy jsou velmi malé a tedy
tyto extra členy mohou být zanedbány, to jest tyto poruchy nemohou r̊ust.
Jinými slovy tyto poruchy mohou r̊ust pouze do konečné velikosti.

Abychom toto určili, muśıme naj́ıt rovnice pro tyto poruchy. Tyto rovnice
můžeme určit, když z rovnice pro okamžitou rychlost odečteme rovnice pro
základńı pohyb. Jestliže toto provedeme, dostaneme rovnici

ρ

[
∂ui
∂t

+ V j ∂ui
∂xj

]
= − ∂p

∂xi
+
∂τij
∂xj

− ρ[uj
∂Ui

∂xj
]− ρ

(
uj
∂ui
∂xj

−
⟨
uj
∂ui
∂xj

⟩)
.

(986)
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Nyńı muśıme pečlivě vysvětlit členy v této rovnicic. Na levé straně je derivace
fluktuačńı rychlosti, která sleduje středńı rychlost. Prvńı dva členy na pravé
straně maj́ı stejnou formu jako v př́ıpadě středńıho pohybu a representuj́ı
gradient fluktuačńıho tlaku a fluktuačńıho viskozńıho namět́ı. Třet́ı člen na
pravé straně je nový a jeho d̊usledkem je to, že fluktuace extrahuj́ı energii ze
středńıho pohybu. Posledńı člen je kvadratický ve fluktuačńıch rychlostech.
Poznamenejme, že tato rovnice je identicky rovna nule, když provedeme jej́ı
středováńı.

Otázka je, když poruchy jsou malé. V tomto př́ıpadě můžeme zanedbat
posledńı člen v předchoźı rovnici, který je kvadratický ve fluktuaćıch a do-
staneme lineárńı rovnici pro poruchy. Tyto rovnice jsou analyzovány v teorii
lineárńı stability dynamiky tekutin. Je zřejmé, že tyto rovnice jsou uzavřeny,
protože zde neexistuje žádné Reynoldsovo napět́ı. Je také zřejmé, že tyto rov-
nice popisuj́ı pouze velmi krátké okamžiky od počátku, kdy poruchy začnou
r̊ust, protože pak již nelze zanedbat Reynoldsovo napět́ı. Pak dostáváme, že
rovnice pro středńı rychlost jsou modifikovány a je zjevné, že dané řešeńı už
neńı možné identifikovat s laminárńım prouděńım. Jinými slovy, teorie sta-
bility může předpovědět, kdy tok se stane nestabilńım, ale mnoho neř́ıká o
přechodu k turbulenci, protože tento proces je vysoce nelineárńı.

7.3.1 Plně vyvinutá turbulence

Turbulentńı tok v př́ıpadě velkého Reynoldsova č́ısla je charakterizován extrémně
nepravidelnou změnou rychlosti v každém bodě během časového vývoje.
Tento stav tekutiny je znám jako Plně vyvinutá turbulence. Rychlost spojitě
fluktuuje okolo nějaké středńı hodnoty rychlosti. Podobná náhodná variace
rychlosti existuje mezi body v toku a daném okamžiku, jinými slovy když
se pod́ıváme na tekutinu v určitém časovém bodě jako celek, pak rozložeńı
rychlosti v prostoru je naprosto nepravidelné. Ukazuje se, že plná teorie tur-
bulence ještě neńı formulována, na druhou stranu je možné źıskat množstv́ı
d̊uležitých kvalitativńıch výsledk̊u. Jinými slovy v praxi se často setkáváme s
tekutinami, kde se zdá, že rozloženi rychlosti v prostoru a v čase je náhodné.
Takový stav systému je znám jako turbulence.

Zavedeme koncept středńı rychlosti, což je veličina źıskaná středovańım
přes určitý dlouhý časový interval rychlosti v daném bodě. Diky tomuto
vystředováńı jsou všechny nepravidelnosti vyhlazeny a rychlost se měńı spo-
jitě v prostoru. V následuj́ıćım budeme označovat středńı rychlost jako v̄.
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Pak rozd́ıl
v′ = v − v̄ (987)

což je definováno jako rozd́ıl mezi skutečnou rychlost́ı a středńı rychlosti.
Tato rychlost se měńı nahodně v závislosti na charakteru turbulence.

Ze své podstaty neńı možné naj́ıt deterministickou teorii turbulence, a
proto je nutné naj́ıt statistický popis tekutiny založený na středńıch hod-
notách. V principu máme dva druhy středńıch hodnot. Časová středńı hod-
nota, kdy studujeme jeden systém a určujeme středńı hodnoty jako hodnoty
přes určitý časový interval. Nebo máme ansámbl systémů a středováńı se
provád́ı v tomto ansámblu. V př́ıpadě ergodických systémů tyto dva statis-
tické popisy jsou ekvivalentńı. Budeme dále předpokládat, že se zabýváme er-
godickými systémy a označ́ıme statistické středńı hodnoty vodorovnou čarou
na dané proměnné.

Studujme nyńı detailněji vlastnosti tohoto nepravidelného pohybu, který
je superponován nad středńım tokem. Ukazuje se, že tento pohyb může být
chápán jako souhr turbulentńıch vir̊u o r̊uzné velikosti, velikost́ı v́ıru mysĺıme
vzdálenost, na kterou se dostatečně změńı rychlost. Při r̊ustu Reynoldsova
č́ısla nejdř́ıve se objevuj́ı velké v́ıry, později v́ıry o menš́ı charakteristické
velikosti. Pro velmi velká Reynoldsova čisla se objevuj́ı viry všech velikost́ı.
Důležitou roli při turbulentńım prouděńı hraj́ı viry o největš́ı velikosti, je-
jichž velikost (základńı nebo také vněǰśı škála turbulence je řádově rovna
velikosti oblasti, v které prob́ıhá daný turbulentńı tok. Označme tuto škálu
jako L. Rychlosti ve v́ıru jsou porovnatelné se změnou středńı rychlosti na
vzdálenost charakteristické délky L. Označ́ıme si hodnotu této změny rych-
losti jako △v̄, kde nyńı uvažujeme řád dané velikosti, nemluv́ıme o středńı
hodnotě rychlosti, ale o jej́ı změně △v̄, což je veličina, která charakterizuje
rychlost turbulentńıho toku. Samozřejmě, středńı hodnota může mı́t libo-
volné volikosti v závislosti na souřadńıcové soustavě. Frekvence odpov́ıdaj́ıćı
těmto vir̊um jsou řádu v̄/L. Poznamenejme, že tyto frekvence jsou definovány
pomoćı středńı rychlosti, ne jej́ı změny △v. Frekvence nám určuj́ı periodu, za
kterou se opakuje struktura toku v dané souřadnicové soustavě. Samozřejmě,
v závislosti na dané souřadnicové soustavě, celá struktura je unášena tokem
o středńı rychlosti v̄. Když budeme uvažovat také malé viry, ukazuje se, že
maj́ı daleko větš́ı frekvenci a mohou být chápány jako jemné detaily struk-
tury, která doplňuje fundamentálńı velké viry. Je podstatné, že pouze malá
část kinetické energie je uložena v malých virech.

Pomoćı obrázku turbulence, jak byla nast́ıněna v předchoźıch řádćıch, si
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můžejem udělat závěr týkaj́ıćı se variace fluktuačńı rychlosti od bodu k bodu
v určitém, pčvném časovém okamžiku. Na velké vzdálenosti, porovnatelné s
L, změna fluktuačńı rychlosti je dána změnou rychlosti velkých vir̊u a tud́ı̌s
je porovnatelná s △v̄. Na malé vzdálenosti(když porovnáváme vzhledem k
L), je určena malými viry a je tedy malá, když ji porovnáváme s △v̄. Ten
samý obrázek dostaneme, když pozorujeme změnu rychlosti s časem v daném
pevném bodě. Přes krátké časové okamžiky, malé vzhledem k T ∼ L/v̄ se
rychlost znatelně neměńı. Na druhou stranu pro větš́ı časové intervaly jej́ı
změna je přibližně △v̄.

Délka L je charakteristická délková škála, která se objevuje v Reynoldsově
č́ısle, které určuje vlastnosti daného toku. Kromě Reynoldsova čisla můžeme
také zavést kvalitativńı koncept Reynoldsových č́ısel pro turbulentńı viry
r̊uzných velikost́ı. Jestliže λ je řádově velikost daného viru a vλ velikost rych-
losti, pak odpov́ıdaj́ıćı Reynoldsovo č́ıslo je

Rλ ∼ vλλ

ν

Vid́ıme, že toto č́ıslo klesá s velikost́ı viru. Pro velké Reynoldsovo č́ıslo jsou
Reynoldsova č́ısla Reλ velkých vir̊u také velká. Na druhou stranu velké Rey-
noldsovo č́ıslo je ekvivalentńı malé viskozitě. Vid́ıme tedy, že pro velké viry,
které jsou základem turbulentńıho prouděńı, viskozita nehraje velkou roli.
Jinými slovy, neexistuje zde významná disipace energie v př́ıpadě velkých
vir̊u.

Situace se samozřejmě změńı v př́ıpadě nejmenš́ıch vir̊u jejichž Reynold-
sova č́ısla jsou řadově rovna jedné. Označ́ıme velikost těchto viru jako λ0.
Je zajimavé, že přávě v těchto nejmenš́ıch virech, které nejsou d̊uležité z
hlediska obecné struktury turbulentńıho toku, docháźı k disipaci energie.

Nyńı můžeme přistoupit k následuj́ıćımu popisu disipace energie v turbu-
lentńım toku. Energie je přenášena od největš́ıch vir̊u k nejmenš́ım, prakticky
bez disipace energie během tohoto procesu. Můžeme tedy ř́ıci, že zde je spo-
jitý tok energie od velkých vir̊u k malým, kde kinetická energie se přeměňuje
na teplo. Abychom zachovali stabilńı stav, muśıme nutně zavést vněǰśı zdroje
energie, kteř́ı spojitě dodávaj́ı energii velkým vir̊um.

Protože viskozita je d̊uležitá pouze pro nejmenš́ı viry, můžeme ř́ıci, že
žádná z veličin,které př́ı̌slušej́ı vir̊um o velikostech λ ≥ λ0 nemůže záviset na
ν. Tato okolnost redukuje počet veličin, které určuj́ı vlastnosti turbulentńıho
toku, a výsledkem je to, že argumenty založené na podobnostńıch úvahách,
jsou velmi d̊uležité, když studujeme vlastnosti turbulence.
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Použijeme tyto argumenty, když se budeme snažit určit řádovou hodnotu
disipace energie v turbulentńım toku. Necht’ ϵ je středńı hodnota disipace
energie za jednotku času na jednotku hmotnosti tekutiny, kde nyńı ϵ odpov́ıdá
disipativńı energii, né jej́ı vnitřńı energii. Tato energie je źıskána z velkých
vir̊u a pak je spojitě přenášena na menš́ı v́ıry dokud neńı disipována ve
v́ırech o velikosti ∼ λ0. Protože tedy nedocháźı ke ztrátě energie od vir̊u
největš́ı velikosti k nejmenš́ım, můžeme odhadnout energii ϵ z veličin, které
charakterizuj́ı největš́ı viry, ačkoliv k disipaci energie docháźı na nejmenš́ıch
škalách. Tyto veličiny jsou hustota tekutiny ρ, délka L a rychlost△v̄. Z těchto
tř́ı veličin můžeme vytvořit veličinu, která má dimensi ϵ jako

ϵ ∼ (△v̄)3/L . (988)

Tato veličina určuje velikost disipace energie v turbulentńım toku.
Z určitého pohledu můžeme charakterizovat turbulentńı tekutinu pomoćı

tzv turbulentńı viskozity νturb, která se lǐśı od kinematické viskozity ν. Protože
νturb charakterizuje vlastnosti turbulentńıho toku, jeho velikost muśı být
určena ρ,△v̄ a L. Jediná veličina, která může být vytvořena z těchto veličin
a která má dimensi kinematické viskozity, je L△v̄ a tedy dostáváme

νturb ∼ L△v̄ . (989)

Vid́ıme tedy, že pod́ıl νturb k ν je roven

νturb
ν

∼ Re (990)

a roste se zvětšuj́ıćım se Reynoldsovým č́ıslem. Pak energie disipace může
být vyjádřena pomoćı νturb jako

ϵ ∼ νturb(△v̄/L)2 (991)

což je v souladu s běžnou definićı viskozity. Zat́ım co, ν určuje disipaci energie
d́ıky člen̊um, které závisej́ı na prostorových derivaćıch skutečné rychlosti,
νturb se vztahuje ke gradientu (∼ △v̄/L středńı rychlosti.

Podobnými arguemty můžeme určit velikost změny tlaku v prostoru vy-
plněném turbulentńım tokem. Jediná veličina, která má rozměr tlaku a která
může být vytvořena z ρ, L a △v̄ je ρ(△v̄)2. Tedy

△p ∼ ρ(△v̄)2 . (992)
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Nyńı uvažujme vlastnosti v́ır̊u o velikosti λ, které jsou malé vzhledem k fun-
damentálńı škále L. Tyto vlastnosti se nazývaj́ı lokálńımi vlastnostmi turbu-
lence. Budeme dále předpokládat, že tyto viry jsou daleko od pevných hranic,
které vymezuj́ı tekutinu. Pak je možné předpokládat, že taková malá turbu-
lence je homogenńı a isotropńı, což znamená, že na vzdálenostech, které jsou
malé vzhledem k L, nejsou vlastnosti turbulence závislé na směru. Konkrétně,
nezávisej́ı na směru středńı rychlosti. Je d̊uležité zd̊uraznit, že když mluv́ıme
o vlastnostech turbulence v malé oblasti toku, tak máme na mysli relativńı
pohyb částic tekutiny v této oblasti a nemysĺıme absolutńı pohyb této oblasti
jako celek, který je zp̊usoben velkými viry.

Necht’ nyńı studujme lokálńı vlastnosti turbulence , které byly poprvé
źıskány Kolmogorovem v roce 1941. Pro plné porozumněńı tohoto problému
muśıme naj́ıt veličiny, které nám dávaj́ı informace o oblastech, které jsou
malé vzhledem k L, ale na druhou stranu jsou velké vzhledem k λ0, kde
efekt viskozity je významný. Parametry, které máme k dispozici, je hustota
tekutiny ρ a dále energie ϵ, což je energie disipována za jednotku času na jed-
notku hmoty tekutiny. Přednesli jsme argumenty, že tento tok energie spojitě
přecháźı od větš́ıch vir̊u k menš́ım. Jinými slovy, ačkoliv disipace energie je
zp̊usobena výhradně disipaćı energie a prob́ıhá na úrovni nejmenš́ıch vir̊u,
energie ϵ určuje vlastnosti větš́ıch vir̊u. Pak je přirozené předpokládat, že
pro dané ρ a ϵ lokálńı vlastnosti turbulence jsou nezávislé na rozměru L a
rychlsti △v̄. Jinými slovy viskozita tekutiny nemůže vystupovat v libovolné
z těchto veličin, nebot’ se zaj́ımáme o jevy na délkových škálách λ≫ λ0.

Určeme nyńı velikost rychlosti vλ, což je turbulentńı rychlost na délkové
škále λ. Je jasné, že může záviset pouze na ϵ a na λ. Z těchto veličin můžeme
vytvořit pouze jednu veličinu, která má rozměr rychlosti, a to (ϵλ)1/3. To
vyplývá ze skutečnosti, že rozměr ϵ je

[ϵ] = m2s−3 . (993)

nebot’ ϵ je definována jako hustota energie na jednotku hmoty za jednotku
času. pak je jasné, že

vλ = Kϵpλq ⇒ [vλ] = [K] + p[ϵ] + q[λ] ⇒
[m] : 1 = 2p+ q , [s] : −1 = −3p ⇒

p =
1

3
, q =

1

3
(994)
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kde K je bez rozměrná veličina [K] = 0. Poté dostáváme

vλ ∼ (ϵλ)1/3 . (995)

Tato závislost je známá jako Kolmogor̊uv zákon. Můžeme také interpretovat
vλ jako rychlost turbulentńıch vir̊u, jejichž velikost je řádově rovna λ. To
vyplývá z faktu, že variace středńı rychlosti na malých vzdálenostech je malá
vzhledem ke změně fluktuačńı rychllsti na tyto vzdálenosti, a tedy může být
zanedbána.

Pod́ıvejme se nyńı na daný problem z druhého hlediska a urč́ıme velikost
vτ změny rychlosti v daném bodě za časový interval τ , který je malý vzhledem
k časové škále T ∼ L/v̄, která charakterizuje tok jako celek. Uvažme, že d́ıky
existenci středńıho toku, libovolný kousek tekutiny je posunut za časový in-
terval τ do vzdálenosti τ v̄, kde v̄ je středńı rychlost. Tedy část tekutiny, která
je v daném bodě v čase τ , byla ve vzdálenosti τ v̄ v počátečńım okamžiku.
Poté dostaneme vτ t́ım, že vlož́ıme λ = τ v̄ do Kolmogorova zákona

vτ ∼ (ϵτ v̄)1/3 . (996)

Konečně, s použit́ım ϵ ∼ (△v̄)3/L, dostaneme

vλ ∼ △v̄(λ/L)1/3 ,
vτ ∼ △v̄(τ/T )1/3 .

(997)

Položme si nyńı otázku, pro jaké vzdálenosti začné viskozita tekutiny hrát
d̊uležitou roli. Tyto délkové škály λ0 také určuj́ı velikost nejmenš́ıch vir̊u
v turbulentńım toku a proto jsou také nazývány jako vnitřńı škály turbu-
lence. Poznamenejme, že vněǰśı škála turbulence je charakteristická délka L.
Abychom určili λ0, zavedeme lokálńı Reynoldsovo č́ıslo Rλ

Rλ ∼ vλλ/ν ∼ △v̄λ4/3/νL1/3 ∼ R(λ/L)4/3 (998)

kde jsme zavedli Reynoldsovo č́ıslo

R ∼ L△v̄/ν (999)

pro tok jako celek. Definujme škálu λ0 jako vzdálenost, kde Rλ0 ∼ 1. Z této
podmı́nky dostaneme

λ0 ∼
L

R
3
4

(1000)
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Ten samý výraz můžeme vytvořit z ϵ a ν. Jediná kombinace, kterou můžeme
vytvořit y těchto veličin a která má rozměr délky, je

λ0 ∼ (ν3/ϵ)1/4 . (1001)

Vid́ıme tedy, že vnitřńı škála turbulence se rychle snižuje se zvětšuj́ıćım se
Reynoldsovým č́ıslem.

Rozsah délkových škál, kde λ ∼ L se nazývá energetický interval, kde
většina kinetické energie toku je koncentrována právě na těchto škalách. Hod-
noty, kdy λ ≻ λ0 tvoř́ı disipativńı interval. Toto je interval, kdy docháźı k
disipaci kinetické energie. Pro velmi velká Reynoldsova č́ısla, tyto dva in-
tervaly jsou od sebe velmi vzdáleny. Interval, který lež́ı mezi těmito dvěma
intervaly, se nazývá vnitřńı interval.

Kolmogor̊uv zákon může být také formulován v ekvivalentńı spektrálńı
formě. Nahrad́ıme škálu λ odpov́ıdaj́ıćım vlnovým č́ıslem k ∼ 1

λ
daného

viru. Necht’ poté definujme E(k)dk jako kinetická energie na jednotku hmoty
tekutiny ve virech s hodnotami vlnového vektoru k v intervalu (k, k + dk).
Funkce E(k) má rozměr

[E(k)] = m3s−2 (1002)

a tedy jediná veličina, která může být zformulována z ϵ a k má formu

E = Kϵpkq ⇒
m : 3 = 2p− q ,

s : −2 = −3p⇒

p =
2

3
, q = −5

3
(1003)

a tedy
E(k) ∼ ϵ2/3k−5/3 . (1004)

Tento vztah je v souladu s Kolmogorovým zákonem vλ ∼ (ϵλ)1/3, nebot’ v2λ
řádově udává velikost celkové energie ve virech o velikosti λ nebo menš́ıch.
Tento samý výsledek ale dostaneme, když provedeme následj́ıćı integraci∫ ∞

k

E(k′)dk′ ∼ −ϵ2/3[k′−2/3]∞k = ϵ2/3k−2/3 =∼ (ϵλ)2/3 = v2λ (1005)

kde jsme užili vztah k ∼ 1
λ
.
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7.3.2 Korelačńı délka

Rychlost v každém bodě x může být napsána jako

v = v̄ + v′ (1006)

kde v̄ je statistická středńı hodnota a kde v′ je fluktuačńı část. Z této definice
je zřejmé, že

v̄′ = 0 . (1007)

Vid́ıme tedy, že je nutné použ́ıt komplikovaněǰśı objekt na popis fluktuaćı,
abychom popsali jejich statistické vlastnosti. Ukazuje se, že jednou z nejjed-
nodušš́ıch modifikaćı je následuj́ıćı středńı hodnota fluktuaćı

v̄′(x, t) · v′(x+ r, t) . (1008)

Pro r = 0 tento výraz je roven v′2(x, t) což je úměrné hustotě pr̊uměrné
kinetické energie fluktuaćı. Pro r → ∞ fluktuačńımi rychlostmi jsou nezko-
relovány a tedy

lim
r→∞

v′(x, t) · v′(x+ r, t) = v′(x, t) · v′(x+ r, t) = 0 . (1009)

Vid́ıme tedy, že v′(x, t) · v′(x+ r, t) nabývá podstatných hodnot pouze v in-
tervalu r ≽ konečná hodnota. Tato vzdálenost se nazývá Korelačńı délka
turbulence. Vid́ıme tedy, že tato středńı hodnota v′(x, t) · v′(x+ r, t) obsa-
huje informace o śıle turbulence a zároveň o korelačńı délce turbulence a tud́ıž
ji můžeme považovat za vhodnou mı́ru vlastnost́ı turbulence. Vı́me také,
že variace rychlosti na malých vzdálenostech je zp̊usobena malými viry. Na
druhou stranu vlastnosti lokálńı turbulence nezávisej́ı na pr̊uměrném toku.
Můžeme tedy předpokládat zidealizovaný př́ıpad, kdy isotropie a homogenita
neńı pouze na malých škalách, ale na velkých škalách, kde pr̊uměrná rychlost
je pak nula.

Korelačńı tensor
Korelačńı tensor rychlosti pro turbulentńı tok je definován následuj́ıćım zp̊usobem

Rij(rr,x, t) = v′i(x, t)v
′
j(x+ r, t) . (1010)

Obecně tento tensor má devět nezávislých komponent, ale d́ıky symetríım je
možné velmi redukovat počet nezávislých komponent.
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V předchoźı části jsme argumentovali, že v př́ıpadě nestabilńı rovnováhy
je nemožné přesně určit okamžité hodnoty fluktuućıch poĺı. Na druhou stranu
je možné se ptát, zda-li neńı možné určit alespoň hodnoty korelatoru Rij(r,x)

nebo korelačńıch funkćı vyšš́ıch řád̊u vi(x1), vj(x2)vk(x3), jestliže známe počátečńı
a hraničńı podmı́nky na středńı hodnoty a statistiku fluktuaćı. Ukazuje se
ale bohužel, že taková teorie nebyla dosud formulována.

V následuj́ıćım budeme uvažovat př́ıpad nestlačitelné, homogenńı a iso-
tropńı turbulence. Druhý předpoklad znamená, že korelačńı tensor nezáviśı
na x. Třet́ı předpoklad znamená, že medium nemá žádný preferovaný směr,
t.j. jediný vektor, na kterém korelačńı tensor může záviset, je vektor r. Toto
implikuje také to, že

v̄ = 0 . (1011)

Předpoklady homogenity a isotropie implikuj́ı

Rij(r) = Rij(r,x) = Rij(r,x− r) = vi(x− r)vj(x) = vj(x)vi(x− r) = Rji(−r) ,

∂Rij

∂rj
= vi(x)

∂vj(x+ r)

∂rj
= vi(x)(∇ · v)(x+ r) = 0 ⇒ ∂Rji

∂rj
= 0 ,

(1012)

kde jsme využili předpoklad nestlačitelnosti tekutiny.
Formu korelačńıho tensoru pro př́ıpad isotropńı turbulence můžeme určit

následuj́ıćım zp̊usobem. Uvažujme kartezský systém souřadnic K̃, kde jeden z
bázových vektor̊u, řekněme ẽz, souhlaśı s vektorem korelace r = rẽ. Označ́ıme
korelačńı funkci jako

R̃33 = ṽ3(x)ṽ3(x+ re3) =
1

3
v2f(r) , (1013)

s podmı́nkou f(0) = 1. Dı́ky symetrii, korelačńı funkce komponent rychlosti
kolmé k r muśı souhlasit,

R̃ii = ṽi(x)ṽi(x+ rẽ3) =
1

2
v2g(r) (1014)

s i = j = 1, 2 a s g(0) = 1. Mimo diagonálńı komponenty R̃ij muśı být
rovné nule v dané souřadnicové soustavě, protože můžeme předpokládat, že
fluktuace komponent rychlosti jsou na sobě nezávislé

R̃ij =
v2

2

 g(r) 0 0
0 g(r) 0
0 0 f(r)

 (1015)

203



Při transformaci do jiné souřadnicové soustavy danou báźı ei, která je vstáhnutá
k prvńı bázi pomoćı relace ẽi =M j

i ej dostaneme pro libovolný vektor v

v = viei = ṽj ẽj = ṽjMk
j ek ,MikMkj = δij (1016)

což dává
vi = ṽjM i

j , Rij =MikMjlR̃kl . (1017)

Pak dostaneme

Rij =
v2

3
[(Mi1Mj1 +Mi2Mj2)g(r) +Mi3Mj3f(r)] =

=
1

3
v2[MikMjkg(r) +Mi3Mj3(f(r)− g(r))] =

=
1

3
v2[δijg(r) +Mi3Mj3(f(r)− g(r))] .

(1018)

Uvažme, že Mij = ei · ẽj, pak dostaneme Mi3 = ei · ẽ3 = ei ·
(
r
r

)
= ri

r
. Pomoćı

tohoto výpočtu dostaneme

Rij =
1

3
v2
[
δijg(r) +

rirj
r2

(f(r)− g(r))
]
. (1019)

Abychom našli vztah mezi f(r) a g(r) použijeme podmı́nku nestlačitelnosti
ve tvaru

∂Rij

∂ri
= 0 . (1020)

Pomoćı explicitńı formy (1019) dostaneme

0 =
∂Rij

∂ri
=

1

3
v2
rj
r

[
df

dr
+

2[f(r)− g(r)]

r

]
(1021)

což nám dává

g(r) = f(r) +
r

2

df

dr
(1022)

a konečně korelačńı tensor má tvar

Rij =
1

3
v2
[
δij[f(r) +

r

2

df

dr
]− rirj

2r

df

dr

]
. (1023)

Vid́ıme tedy, že korelačńı tensor pro nestlačitelnou, homogenńı a isotropńı
turbulenci je plně určen longituálńı funkćı f(r).
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7.3.3 Energetické spektrum turbulentńıch fluktuaćı

V této kapitole budeme uvažovat Fourierovu transformaci tensoru fluktuaćı
Rij

Φij(k) =
1

(2π)3

∫
Rij(r)e

ikrd3r (1024)

a inverszńı transformaci

Rij(r) =

∫
Φij(k)e

−ikrd3k . (1025)

Podmı́nka nestlačitelnosti
∂Rij

∂rj
= 0 implikuje

kiΦij = −Φijkj . (1026)

Jestliže budeme opět uvažovat symetrickou situaci jako v př́ıpade tensoru Rij

dostaneme následuj́ıćı formu Φij

Φij(k) = C(k)kikj +D(k)δij . (1027)

Poté s užit́ım podmı́nky nestlačitelnosti dostaneme

k2C(k) = −D(k) . (1028)

Pak dostaneme

Φij = D(k)(δij −
kikj
k2

) ≡ E(k)

4πk2

(
δij −

kikj
k2

)
(1029)

kde jsme zadefinovali novou funkci E(k). Nyńı uvažujme kinetickou energii
turbulence

1

2
v2 =

1

2
Rii(0) =

1

2

∫
d3kΦii(k) =

=
1

2

∫
d3k

E(k)

4πk2

(
δii −

kiki
k2

)
=

=

∫
d3k

E(k)

4πk2
⇒ 1

2
v2 =

∫ ∞

0

E(k)dk

(1030)

Vid́ıme tedy, že E(k) je energetické spektrum turbulence a E(k)dk udává
množstv́ı turbulentńı kinetické energie v intervalu [k, k+ dk] vlnovévho vek-
toru. Je také jasné, že když urč́ıme E(k), pak dostáváme kompletńı popis
tensoru Rij pro př́ıpad isotropńı a homogenńı turbulence.

Nyńı stručně nast́ıńıme známou Kologorovovu universálńı teorii isotropńı
a homogenńı turbulence, kde pomoćı rozměrové analýzy je dána forma E(k).
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7.3.4 Rovnovážný turbulentńı tok

Našim úkolem je naj́ıt výraz pro distribuci kinetické energieE(k) odpov́ıdaj́ıćı
dynamické rovnováze pohybových rovnic tekutiny.

Budeme předpokládat, že jsme v ustáleném stavu, kdy turbulentńı te-
kutina je spojitě buzena, t.j. kinetická energie turbulentńıch fluktuaćı je
konstantě sycena v systému. Protože kinetická energie je spojitě disipována
viskozńımi silami, což implikuje, že ve stabilńım stavu pod́ıly vložené a di-
sipativńı energie jsou stejné. Budeme předpokládat, že tento stav nastal a
tedy máme turbulentńı stav, který je homogenńı a isotropńı. V roce 1941
Kolmogorov jako prvńı navrhl teorii takového turbulentńıho stavu.

Můžeme si představit, že turbulentńı pole rychlosti je tvořen viry o r̊uzné
velikosti. Dále, vkládaná energie je typicky indukována do systému na největš́ıch
škalách. Kolgomorov̊uv přistup je založen na předpokladu, že největš́ı viry
předávaj́ı energi meš́ım vir̊um a tyto ještě menš́ım atd, což produkuje kaskádu
energetického transportu od největš́ıch po nejmenš́ı škály, kde docháźı k di-
sipaci energie.

Turbulentńı kaskáda Je přirozené předpokládat, že viry o velikosti
l maj́ı určitou rychlost, která je s nimi spojená. Odpov́ıdaj́ıćı Reynoldsovo
č́ıslo je Rel =

vl
ν
a je očekáváno, že bude velké pro velké v́ıry. Pak můžeme

předpokládat, že energie,která je dodávána do systému v rozsahu ϵ za jed-
notku hmoty a za jednotku času v rozsahu největš́ıho v́ıru velikosti L a
rychlosti V , tak dostaneme

Re =
V L

ν
≥ 1 . (1031)

Energie je poté se přenáš́ı kaskádovým zp̊usobem na menš́ı a menš́ı škály.
Pro viry o dostatečně malé velikosti, ld, očekáváme, že Re ∼ 1 a tedy

ldvd ∼ ν . (1032)

Poté energie obsažená v těchto v́ırech je disipaována v množstv́ı ϵ na jed-
notku hmoty za jednotku času takovým zp̊usobem, aby se ustanovila rov-
nováha. Viry na přechodných škalách slouž́ı k transféru energie od škály L
ke škále d. Tyto přechodné v́ırz jsou charakterizovány jejich rychlost́ı v. Dı́ky
dimensionálńı analyze je jasné, že jediná možnost, jak vyjdřit ϵ pomoćı v a l
je

ϵ ∼ v3

l
⇒ v = (ϵl)1/3 . (1033)

206



Tento předpoklad můžeme použ́ıt i na menš́ı škály, což dává

ϵ ∼ v3d
ld

=
v3dl

3
d

l4d
∼
(
ld ∼

ν

vd

)
ν3

l4d
∼ v4d

ν

⇒ ld ∼
(
ν3

ϵ

)1/4

⇒ vd ∼ (ldϵ)
1/3 ∼ ν1/4ϵ1/4 .

(1034)

Konečně, s použit́ım předpokladu, že ϵ ∼ V 3/L dostaneme

L

ld
∼
(
L4ϵ

ν3

)1/4

=

(
L3V 3

ν3

)1/4

= Re3/4 ,

V

vd
∼
(
V 4

ϵν

)1/4

∼
(
V L

ν

)1/4

∼ Re1/4 .

(1035)

Dı́ky těmto relaćım můžeme nyńı určit približnou formu energetického spek-
tra E(k). Z předpokladu máme, že nejvetš́ı viry maj́ı charakteristický rozměr
L, což můžeme interpretovat jako maximálńı délkovou škálu. Pak je jasné,
d́ıky vztahu mezi maximálńı délkovou škálou a minimálńım impulsem, do-
staneme, že minimálńı impuls je roven

kL ∼ 1

L
. (1036)

Na druhou stranu, nejmenš́ı viry maj́ı velikost d, což nám dává maximálńı
impuls roven

kd ∼
1

ld
. (1037)

Interval impuls̊u
1

kL
≪ k ≪ kd = Re3/4kL (1038)

(kde jsme využili skutečnosti, že 1
ld

∼ Re3/4 1
L
) se nazývá vnitřńı rozsah.

Očekáváme, že v tomto intervalu energetické spektrum záviśı pouze na ϵ a
k, což nám dává

E(k) = Cϵ2/3k−5/3, kL ≪ k ≪ kd . (1039)

jako jedinou možnou formu spektrálńı funkce. Konstanta C je bezrozměrné
č́ıslo známé jako Kolmogorova konstanta.

Je dobré ř́ıci, že toto Kolmogorovo spektrum nebylo určeno pomoćı rigo-
rozńı analyzy. Na druhou stranu bylo ověřeno mnohými experimenty.
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8 Relativistá hydrodynamika

Hmotné medium je popsáno v relativistické fyzice pomoćı tensoru energie
hybnosti, který vystupuje na pravé straně Einsteinových rovic

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (1040)

kde G je gravitačńı konstanta a c je rychlost světla.
Formulace relativistické hydrodynamiky muśı splňovat základńı předpoklad,

že rovnice jsou kovariantńı. Jinými slovy řečeno, maj́ı stejný tvar ve všech
souřadnicových soustavách. Z toho d̊uvodu muśı být formulována pomoćı
(D+1)− vektoru rychlosti. Také je velmi dobře známo, že kovariantńı veličina,
která popisuje dynamiku pole, je Tensor energie impulsu Tµν , který vystupuje
na pravé straně rovnice (1040). Nyńı odvod́ıme d̊uležitou rovnici, který muśı
tento tensor splňovat. Uvažujme Bianchiho identitu pro Riemann̊uv tensor

∇ρR
λ
σµν +∇νR

λ
σρµ +∇µR

λ
σνρ = 0 . (1041)

Nyńı provedeme kontrakci index̊u λ and µ a z definiceRµ
σµν = Rσν dostaneme

identitu
∇ρRσν −∇νRρσ +∇λR

λ
σνρ = 0 . (1042)

Následně provedeme kontrakci této rovnice s pomoćı gρσ a dostaneme

0 = ∇ρR
ρ
ν −∇νR +∇λRλν = 2∇µ(Rµν −

1

2
gµνR) = 0 . (1043)

Jinými slovy, že kovariantńı derivace tensoru Gµν = Rµν− 1
2
gµνR je identicky

rovna nule. Pak z rovnice (1040) dostaneme

∇µT
µ
ν = 0 . (1044)

Poznamenejme, že toto muśı platit bez ohledu, zda-li jsou splněny pohybové
rovnice pro tekutinu.

Je také možné uvažovat obecněǰśı formu kapaliny, která je charakteri-
zována nejen tensorem energie hybnosti, ale take jinými zachovávaj́ıćımi se
náboji, které v relativistické hydrodynamice jsou definovány 4-vektory toku

∇µJ
µ
I , I = (1, 2, . . . ) , (1045)

kde index I označuje všechny konservativńı náboje, které charakterizuj́ı daný
system.
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8.1 Konstrukce tensoru energie-hybnosti

V této kapitole nast́ıńıme postup, jak zformulovat tensor energie hybnosti pro
ideálńı tekutinu. Vı́me, že v nerelativistickém př́ıpadě máme jasně definovaný
časový vývoj, čas má rozd́ılnou roli než prostorové souřadnice. Samozřejmě,
toto je vhodné pro studium časového vývoje systému, na druhou stranu je
zřejmé, že daný popis neńı kovariantńı, kde princip kovariance je základńım
principem všech relativistických teoríı. Na druhou stranu je možné ukázat, že
i v př́ıpadě kovariantńıch teoríı je možné studovat časový vývoj systému, kdy
zavedeme tzv 3+ 1 formalismus, který spoč́ıvá v rozděleńı variaty na systém
tř́ı rozměrných prostorových podprostor̊u, každý parametrizovaný skalárńı
funkćı, která také parametrizuje časový vývoj systému.

Nyńı přistouṕıme podrobněji ke konstrukci tensoru energie hybnosti. Uvažujme
pozorovatele, který se pohybuje s časupodobnou čtyřrychlost́ı Uµ (pro pozo-
rovatele v klidu vzhledem k dané soustavě máme U0 = c

Projekce do prostorupodobného směru kolmého na časupodobný vektor
Uµ je definována projektorem

⊥µ
ν = δµν +

1

c2
UµUν , (1046)

pro který plat́ı

⊥µ
ν⊥ν

ρ = δµρ +
2

c2
UµUν +

1

c4
UµUνU

νUρ = δµρ +
1

c2
UµUρ ,

⊥µ
νU

ν = 0 .

(1047)

Vid́ıme tedy, že můžeme provést projekci ve směru pozorovatele, která je dána
kontrakćı př́ıslušné veličiny s vektorem Uµ, nebo projekci ve směru kolmém.
Pak definujeme hustotu energie, jak je vńımána pozorovatelem, dána výrazem

ϵ =
1

c2
TµνU

µU ν , (1048)

zat́ım co prostoročasová hustota hybnosti je dána kovariantńım výrazem

Pµ = −⊥ ρ
µ U

µTρν . (1049)

Nakonec definujeme prostorupodobný smyk

Sµν = ⊥ ρ
µ ⊥ σ

ν Tρσ . (1050)
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Je zřejmé, že tento tensor má pouze prostorupodobné komponenty, protože
jeho kontrakce s časupodobným vektorem Uµ je rovno nule. Je zřejmé, že
můžeme psát tensor energie hybnosti v následuj́ıćım tvaru

Tµν = δ ρ
µ δ

σ
ν Tρσ = (⊥ ρ

µ − 1

c2
UµU

ρ)(⊥ σ
ν − 1

c2
UνU

σ)Tρσ =

= Sµν −
1

c2
(⊥ ρ

µ UνU
σ + UµU

ρ⊥ σ
ν )Tρσ +

1

c4
UµUνU

ρUσTρσ =

=
1

c2
UµUνϵ+ Sµν +

1

c2
(UµPν + PµUν) .

(1051)

Poznamenejme, že nyńı ρ znamená hustotu energii, zat́ım co nerelativistickém
popisu vyhradili symbol ρ pro hustotu hmoty.

Nyńı stručně nast́ıńıme, jak z mikroskopického modelu najdeme stavo-
vou rovnici tekutiny. Ve fyzice mnoha částic je možné konstruovat kvantově
mechanický operátor počtu částic nQM , tensor energie hybnosti TQM

µν a také
operátor toku částic, když vyjdeme z fundamentálńıho Lagrangiánu. Poté,
co jsme daný operátor TQM

µν našli, můžeme provést středńı hodnotu této
veličiny, jak kvantově mechanickou tak i statistickou, a pak zadefinujeme
hustotu energie jako

ϵ =
1

c2
uµuν

⟨
TQM
µν

⟩
, (1052)

kde

uµ =
1

n

⟨
nµ
QM

⟩
, n = ⟨nQM⟩ . (1053)

Vid́ıme, že je zde rozd́ıl mezi TQM
µν a Tµν . Prvńı popisuje stav systému vzhle-

dem k element tekutiny, zat́ım co druhý popisuje stav element̊u tekutiny
vzhledem k systému. Podrobněji, můžeme uvažovat soustavu definovanou
vektorem uµ, vzhledem ke které je pozorovatel v klidu, a je tedy možné
ztotožnit uµ = Uµ. Je také jasné, že vzhledem k této soustavě spojené s
tekutinou neexistuje tok hybnosti a tedy Pµ = 0.

Prostorový smyk je symetrický tensor, který může být vytvořen z uµ a
gµν . Protože také muśı platit, že uµSµν = 0 a tedy najdeme

Sµν =
1

3
S(gµν +

1

c2
uµuν) . (1054)

Jestliže identifikujeme p = S/3, dostaneme

Tµν =
1

c2
(e+ p)uµuν + pgµν , (1055)
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což je konečný tvar tensoru energie hybnosti ideálńı tekutiny.
Dı́ky stavové rovnici p = p(e), dostáváme, že máme 4 nezávislé proměnné

pro ideálńı tekutinu, protože také plat́ı uµuµ = −c2. Je zřejmé, že ve své
lokálńı klidové soustavě, kdy ui = 0, gij = δij, dostaneme

Tij = pδij , i, j = 1, . . . , 3 . . (1056)

Jinými slovy plat́ı lokálńı Planck̊uv zákon. Dále, protože relativistickou teku-
tinu popisujeme pomoćı tensoru energie hybnosti dostaneme, že jej́ı pohybové
rovnice jsou dány zákonem zachováńı energie

∇µT
µν = 0 . (1057)

Shrňme tedy základńı principy pro formulováńı relativistické hydrodyna-
miky. Specifikujeme daný systém pomoćı tensoru energie hybnosti a možných
daných tok̊u pomoćı vektoru uµ a potencilně pomoćı daľśıch veličin. Protože
hydrodynamický popis má pouze smysl, když daná mikroskopická teorie je ve
stavu lokálńı termodynamické rovnováhy, je jasné, že abychom plně charak-
terizovali daný systém, muśıme použ́ıt lokálńı termodynamické veličiny. Dále
muśıme popsat, jak r̊uzné části tekutiny, které jsou v lokálńı termodynamické
interakce, spolu vzájemně interaguj́ı. Abychom toho dosáhli, uvažujme ele-
ment tekutiny, který je v lokálńı termodynamické rovnováze a tud́ı̌s je popsán
lokálńımi termodynamickými veličinami. Protože si tento element vyměňuje
základńı termodynamické veličiny se svým okoĺım, je zřejmé, že bychom měli
s ńım spojit vektor uµ, který popisuje tok tekutiny a tud́ıž i transport r̊uzných
termodynamických veličin. Ukazuje se, že lokálńı termodynamické proměnné
spolu s rychlost́ı uµ plně popisuj́ı tekutinu.

Podrobněji, uvažujme tok hybnosti přes plošný element df , což neńı nic
jiného než śıla p̊usob́ıćı na tento element. Jinými slovy T ijdfj je i− tá kom-
ponenta śıly p̊usob́ıćı na povrchový element. Uvažujme objemový element v
souřadnicové soustavě, kde je v klidu, která je známa jako lokálńı klidová sou-
stava. V této soustavě plat́ı Pascal̊uv zákon, který nám ř́ıká že tlak v daném
elementu tekutiny je stejný ve všech směrech a śıla je kolmá na plochu, na
kterou p̊usob́ı. Pak můžeme napsat

T ijdfj = pdf i , (1058)

a tedy
T ij = pδij . (1059)
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Je také jasné, že v lokálńı klidové soustavě jsou komponenty T 0i jsou rovny
nule, nebot’ v této soustavě je hustota hybnosti nulová. Komponenta T 00 je
vnitřńı hustota energie, kterou označ́ıme jako e.Jinými slovy, v lokálńı klidové
soustavě dostáváme tensor energie hybnosti v př́ıpadě ideálńı tekutiny ve
tvaru

T µν =


e 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 p

 (1060)

Pak je zřejmé, že v libovolné soustavě dostaneme

T µν =
1

c2
(e+ p)uµuν + pgµν . (1061)

Komponenty tohoto tensoru v tř́ırozměrné formě maj́ı tvar

T ij =
1

c2
(e+ p)

vivj

1− v2/c2
+ pδij ,

T 0i =
1

c
(e+ p)

vi
1− v2/c2

, T 00 =
1

1− v2/c2
(e+ p)− p .

(1062)

Nerelativistický př́ıpad odpov́ıdá situaci, kdy v ≪ c a malé rychlosti mikro-
skopického pohybu částic tekutiny. Poznamenejme, že relativistická vnitřńı
energie e zahrnuje také klidovou energii nmc2, kde m je klidová hmotnost
jedné částice. Dále, hustota částic odpov́ıdá hustotě částic v lokálńı klidové
soustavě. Na druhou stranu v nerelativistickém popisu použ́ıváme hustotu
energie v laboratorńı soustavě, tedy máme mn→ ρ

√
1− v2/c2ρv2/2kde ρ je

nerelativistká hustota hmoty. Pak tedy dostaneme T00 → ρc2 + ρe+ 1
2
ρv2.

8.2 Relativistická supertekutina

Uvažujme relativistickou teorii pole se zachovávaj́ıćım se U(1) nábojem s
odpov́ıdaj́ıćım se tokem Jµ a dále s tensorem energie hybnosti T µν . Tyto
veličiny splňuj́ı rovnice

∂µJ
µ = 0 , ∂µT

µν = 0 . (1063)

Dále budeme předpokládat, že tento system je studován při konečné teplotě
T a chemickým potenciálem µ.
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9 Relativistická viskozńı hydrodynamika

9.1 Relativistická Navier-Stokesova rovnice

Ideálńı tekutina je definována jako tekutina, kde je vliv viskozity zanedbán.
Jestliže chceme vźıt do úvahy efekt viskozity, muśıme modifikovat tensor
energie hybnosti následuj́ıćım zp̊usobem

T µν = T µν
(0) +Πµν , (1064)

kde Tµν(0) je tensor energie impulsu, který má tvar tensoru pro ideálńı te-
kutinu. Tvar tohoto tensoru můžeme odvodit následuj́ıćım zp̊usobem. Tento
tensor muśı být funkćı hydrodynamických stupň̊u volnosti, jmenovitě loren-
tzovských skalár̊u e, p, dále čtyřvektoru rychlosti uµ definovaný jako

uµ =
dxµ

dτ
, (1065)

kde τ je vlastńı čas, který je definován z definice invariance čárového elementu

−c2dτ 2 = −c2dt2 + dxidxi = −dt2[1− 1

c2
dxi

dt

dxi
dt

] = −dt2[1− v2

c2
] . (1066)

Pak dostaneme

uµ =
dt

dτ

dxµ

dt
=

1√
1− v2

c2

(
c
vi

)
= γ(v)

(
c
vi

)
. (1067)

V nerelativistické limitě v/c ≪ 1 dostaneme γ ≈ 1 + v2

2c2
a tedy uµ = (c, vi).

Tensor energie impulsu předpokládáme ve tvaru

T µν
(0) = e(c0g

µν + c1u
µuν) + p(c2g

µν + c3u
µuν) . (1068)

V klidové souřadnicové soustave požadujeme, aby T 00
(0) odpov́ıdala hustotě

energie en. Dále požadujeme, aby v klidové soustavě byla hybnost nulová
T 0i
(0) = 0 a aby prostorové komponenty tensoru T ij

(0) měly následuj́ıćı tvar

T ij
(0) = pδij.

Jestliže použijeme tyto podmı́nky v př́ıpadě tensoru (1068) dostaneme
(uµ = (c, 0), g00rest = −1 , gijrest = δij)

T 00
(0)(rest) = e = −ec0 + c1c

2e− pc2 + pc2c3 = e ,

T ij
(0)(rest) = ec0δ

ij + pc2δ
ij = pδij .

(1069)
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Tyto rovnice maj́ı řešeńı

c0 = 0 , c1 =
1

c2
, c2 = 1 , c3 =

1

c2
. (1070)

Jinými slovy dostáváme

T µν
(0) =

1

c2
euµuν + pgµν +

1

c2
puµuν . (1071)

Je užitečné závest tensor

△µν = gµν +
1

c2
uµuν , (1072)

△νµuµ = (gµν +
1

c2
uµuν)uν = uµ +

1

c2
uµ(uνuν) = 0 . (1073)

uν△νµ = 0 . (1074)

△µν△ α
ν = (gµν +

1

c2
uµuν)gνρ(g

ρα +
1

c2
uρuα) =

= gµα + 2
1

c2
uµuα +

1

c4
uµuα(uρu

ρ) = △µα

(1075)

Pak dostaneme následuj́ıćı tvar tensoru energie hybnosti pro ideálńı relati-
vistickou tekutinu

T µν
(0) =

1

c2
euµuν + p△µν . (1076)

V př́ıpadě, že neexistuj́ı exterńı zdroje, pak tensor energie hybnosti se za-
chovává a tedy dostaneme

∂µT
µν
(0) = 0 . (1077)

Je užitečné provést projekci této rovnice ve směru rovnoběžném a kolmém
na rychlost tekutiny. Prvńı je definována pomoćı následuj́ıćı rovnice

uν∂µT
µν
(0) =

1

c2
uν∂µ(eu

µuν) + uν∂µ(p△µν) =

=
1

c2
uνu

ν∂µu
µe+

1

c2
uνu

νuµ∂µe+
1

c2
uνu

µ∂µu
νe+

+uν△νµ∂µp+ uν∂µ△νµp =

= −∂µuµe− uµ∂µe− ∂µu
µp = 0 ⇒

uµ∂µe+ (p+ e)∂µu
µ = 0 ,

(1078)
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kde jsme použili uµu
µ = −c2, což nám dává

∂µu
νuν =

1

2
∂µ(u

νuν) = 0 (1079)

Také muśıme ukázat, že

∂µ△νµuν = ∂µ(△νµuν)−△νµ∂µuν =

= −∂µuµ − ∂µuνu
νuµ = −∂µuµ . (1080)

Pro následuj́ıćı projekci dostaneme

△α
ν∂µT

µν
(0) =

=
1

c2
(△α

ν∂µeu
µuν +△α

νu
ν∂µu

µe+△α
νeu

µ∂µu
ν) +

+△α
ν∂µp△µν +△α

νp∂µ△µν =

=
1

c2
(e+ p)uµ∂µu

α +△αµ∂µp⇒

(e+ p)uµ∂µu
α +△αµ∂µp = 0 ,

(1081)

kde jsme použili

△α
ν∂µ△µν = (δαν +

1

c2
uαuν)

1

c2
(∂µu

µuν + uµ∂µu
ν) =

1

c2
uµ∂µu

α ,

△α
νu

µ∂µu
ν = (δαν + uαuν)u

µ∂µu
ν = uµ∂µu

α .

(1082)

Dále zavedeme následuj́ıćı notaci

D = uµ∂µ ,∇α = △αµ∂µ (1083)

a tedy pohybové rovnice maj́ı tvar

De+ (e+ p)∂µu
µ = 0 ,

(e+ p)Duα +△αp = 0 ,

(1084)

což jsou fundamentálńı rovnice relativistické ideálńı tekutiny. Abychom jim
lépe porozumněli, uvažujme nerelativistickou limity v/c≪ 1 a tedy v prvńım
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přibĺıžeńı u0 ∼ c, ui ∼ vi kdy dostaneme

D = uµ∂µ = c
∂

c∂t
+ vi

∂

∂xi
= ∂t + vi∂i ,

△0 = △0µ∂µ ∼ 1

c
(∂t + vi∂i) ,

△i ∼ ∂i .

(1085)

Dále uvažujeme nerelativistickou limitu, kdy p ≪ e a kdy vnitřńı energie je
dominována hustotu e ≃ ρ pak prvńı rovnice dává

∂tρ+ vi∂ρ+ ρ∂iv
i = ∂tρ+ ∂i(v

iρ) = 0

(1086)

což je zjevně rovnice spojitosti. Stejným zp̊usobem dostaneme ze druhé rov-
nice

ρ(∂tv
i + vj∂jv

i) + ∂ip = 0 ⇒ (∂tv
i + vj∂jv

i) = −1

ρ
∂ip

(1087)

což je Eulerova rovnice.
Po shrnut́ı základńıch pojmů týkaj́ıćı se relativistické formulace ideálńı

tekutiny přejdeme k problému formulace relativistické viskozńı hydrodyna-
miky.

9.2 Relativistická viskozńı tekutina

V př́ıpadě, kdy nebudeme zanedbávat efekt viskozity, muśıme uvažovat obecněǰśı
tvar tensoru energie hybnosti. Uvažujme tedy tensor ve tvaru

T µν = T µν
(0) +Πµν , (1088)

kde T µν
(0) je tensor energie hybnosti ideálńı tekutiny a Πµν je viskozńı část,

která zahrnuje efekt disipace.
Dále je nutné uvažovat obecněǰśı tvar čtyřvektoru toku

nµ = nuµ + νµ , (1089)
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kde T µν a nµ splňuj́ı rovnice

∂µT
µν = 0 , ∂µn

µ = 0 . (1090)

Nyńı je d̊uležité diskutovat význam čtyřrychlosti uµ. V relativistické me-
chanice tok energie nutně zahrnuje také tok hmoty. Na druhou stranu v
př́ıpadě, že existuje tok tepla, pak definice rychlosti pomoćı hustoty toku
hmoty neńı přesný význam. Raději definuje rychlost podmı́nkou, že v lokálńı
klidové soustavě libovolného elementu tekutiny, je hybnost elementu nulová a
energie, vyjádřena pomoćı ostatńıch termodynamických veličin, je vyjádřena
stejným zp̊usobem, jako když disipativńı procesy nejsou př́ıtomny. Jinými
slovy, v lokálńı klidové soustavě komponenty tensoru Π00 a Π0i jsou rovny
nule. Protože v této soustavě plat́ı, že ui = 0, dostáváme v lilbovolné soustavě
tensorovou rovnici

uµΠ
µν = 0 . (1091)

Podobná podmı́nka muśı platit v př́ıpadě vektoru νµ

νµu
µ = 0 , (1092)

protože n0 komponenta vektoru nµ muśı v lokálńı klidové soutavě být rovna
hustotě částic n. Pomoćı těchto argument̊u dostaneme

uµT
µν = −euν . (1093)

Poznamenejme, že podmı́nku (1091) je možné chápat jako výběr soustavy
pro definici 4− rychlosti tekutiny. Někdy se tato podmı́nka nazývá Landau-
Lif̌sic soustavou. Tomuto můžeme lépe porozumět, když si uvědomı́me, že
pro systém se zachovávaj́ıćım se nábojem zde existuje odpov́ıdaj́ıćı tok nµ,
který může být použit alternativně k definici rychlosti tekutiny, což je tzv.
Eckert̊uv systém kdy uµn

µ = n. Tyto možnosti odrážej́ı naš́ı volnost v de-
finováńı lokálńı klidové soustavy bud’ jako soustavy, kde bud’ hustota ener-
gie (Landau-Lif̌sic) či hustota náboje (Eckart) jsou v klidu. Protože fyzika
nesmı́ záviset na výběru soustavy, je možné ukázat, že difuse náboje v jedné
souřadnicové soustavě odpov́ıdá toku tepla v druhé soustavě.

Formu tensoru Πµν a vektoru νµ je možné určit z požadavku, že každá
hydrodynamická teorie muśı odrážet zákon r̊ustu entropie, který muśı být
obsažen v pohybových rovnićıch. Vyjdeme z projekćı rovnice ∂µT

µν defino-
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vaných v předchoźım výkladu

uν∂µT
µν = −∂µuµ(e+ p)− uµ∂µe+ uν∂µΠ

µν = 0 ,

△α
ν∂µT

µν ==
1

c2
(e+ p)uµ∂µu

α +△αµ∂µp+△α
ν∂µΠ

µν = 0 .

(1094)

Tuto rovnice je možné dále zjednodušit s pomoćı následuj́ıćıho výrazu

uν∂µΠ
µν = ∂µ(uνΠ

µν)− Πµν∂µuν = −1

2
(Πµν∂µuν +Πνµ∂νuµ) = −Πµν∂(µuν)

(1095)
a také s použit́ım identity

∂µ = uµD +∇µ (1096)

Pak tedy dostáváme konečný tvar pohybových rovnic pro relativistickou
viskozńı tekutinu

∂µu
µ(e+ p) +De+Πµν∂(µuν) = 0 ,

1

c2
(e+ p)uµ∂µu

α +△αµ∂µp+△α
ν∂µΠ

µν = 0 .

(1097)

V tomto okamžiku je viskozńı tensor energie hybnosti ještě neurčen. Ukazuje
se, že obecně tento tensor může mı́t r̊uzný tvar a t́ım dostáváme r̊uzné teorie
viskozńı hydrodynamiky.

Našim ćılem je naj́ıt formu tensoru Πµν . Vyjdeme z druhého termody-
namického zákona, který ř́ıká, že entropie muśı lokálně r̊ust. Z předchoźıho
výkladu známe základńı vstahy mezi hustotami vnitřńı energie, tlaku v př́ıpadě
absence zachovávaj́ıćıch se náboj̊u (nulový chemický potenciál)

e+ p = Ts , Tds = de . (1098)

Druhý termodynamický zákon můžeme napsat v kovariantńım tvaru

∂µs
µ ≥ 0 , (1099)

kde jsme zavedli 4−vektor etropie, který ve stavu lokálńı teromodynamické
rovnováhy má tvar

sµ = suµ . (1100)
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Pomoćı termodynamických relaćı můžeme přepsat druhý termodynamický
zákon do tvaru

∂µs
µ = uµ∂µs+ s∂µu

µ =

= Ds+
e+ p

T
∂µu

µ =

=
1

T
De+

e+ p

T
∂µu

µ = − 1

T
Πµν∂(µuν) ≥ 0

(1101)

Je vhodné rozdělit Πµν na dvě části, πµν , která má nulovou stopu ηµνπ
νµ = 0

a zbytek s nenulovou stopou

Πµν = πµν +
1

3
△µνΠ ,Π = ηµνΠ

νµ (1102)

protože máme

ηµνΠ
νµ =

1

3
ηµν△νµΠ = (4 +

1

c2
uµu

µ)Π = Π . (1103)

Zavedeme nový výraz pro bezestopou část ∂(µuν)

△<µuν> = 2∂(µuν) −
2

3
△µν∂αu

α (1104)

která skutečně splňuje

ηµν△<µuν> = 2∂µu
µ − 2∂µu

µ = 0 .

(1105)

Poznamenejme také, že plat́ı

Πµνuν = πµνuν +
1

3
△µνuνΠ = πµνuν (1106)

a tedy z podmı́nky Πµνuν = 0 dostaneme, že

πµνuν = 0 . (1107)

Pak konečně dostaneme

∂µs
µ = − 1

2T
πµν△<µuν> − 1

3
Π∂αu

α ≥ 0 .

(1108)
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Vid́ıme, že tato podmı́nka je splněna, jestliže plat́ı

πµν = −η∇<µuν> ,Π = −ζ∂αuα , η ≥ 0 , ζ ≥ 0 , (1109)

protože pak dostáváme
∂µs

µ = η + ζ ≥ 0 . (1110)

Je zjevné, že můžeme stotožnit η a ζ s koeficientem smykové a objemové
viskozity. Ze stejných d̊uvod̊u můžeme nazývat systém rovnic (1097),(1102) a
(1109) jako relativistickou Navier-Stokesovou rovnićı. Ačkoliv je tato rovnice
přitažlivě jednoduchá, ukážeme, že se vyznačuje patologickým chováńım pro
trochu složitěǰśı profily toku.

9.3 Problem akauzálńıho chováńı v relativistické Navier-
Stokesově rovnici

Uvažujme malé poruchy hustoty energie a rychlosti tekutiny v systému, který
byl na počátku v rovnováze a v klidu

e = e0 + δe(t,x) , uµ = (c, 0⃗) + δuµ(t,x) , (1111)

kde pro jednoduchost budeme předpokládat, že porucha záviśı na jedné
souřadnici. Pak relativistická Navier-Stokesova rovnice určuje pohybovou
rovnici pro tyto poruchy. Podrobněji se zaj́ımáme o rovnici

1

c2
(e+ p)uµ∂µu

α +△αµ∂µp+△α
ν∂µΠ

µν = 0 .

(1112)

Abychom našli jej́ı linearizovanou formu, uvažme, že tensor Πµν má tvar

Πµν = −η△<µuν> − 1

3
ζ△µν∂αu

α =

= −η(2∂(µuν) − 2

3
△µν∂αu

α)− 1

3
ζ△µν

(1113)

and tedy xy komponenta daného tensoru má tvar

Πxy = −η(∂xuy + ∂yux)− 1

3
(ζ − 2η)△xy∂αu

α = −η0∂xδuy

(1114)
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kde jsme zanedbali členy vyšš́ıch řád̊u v δu a kde η0 je hodnota η v základńım
stavu. Pak dostáváme

1

c2
(e+ p)uµ∂µu

α +△αµ∂µp+△α
ν∂µΠ

µν = 0 ⇒
1

c2
(e0 + p0)∂tδu

y + ∂xΠ
xy ⇒

∂tδu
y − η0c

2

e0 + p0
∂2xδu

y = 0 .

(1115)

Abychom zkoumali individuálńı mody, uvažujme fluktuačńı pole ve tvaru

δuy(t, x) = e−iωt+ikxfω,k . (1116)

Vložeńım tohoto předpokládaného řešeńı do linearizované rovnice dostaneme

ω =
η0c

2

e0 + p0
k2 . (1117)

Pomoćı této rovnice najdeme grupovou rychlost

vT (k) =
dω

dk
=

2η0c
2

e0 + p0
k , (1118)

a my vid́ıme, že lineárně záviśı na vlnovém č́ısle a tedy pro větš́ı a větš́ı vlnová
č́ısla grupová rychlost bez omezeńı roste. Jinými slovy, pro dostatečně velká
k tato grupová rychlost překroč́ı rychlost světla a tedy dojde k porušeńı
kauzality. Jinými slovy, relativistická Navier-Stokesova rovnice neńı kauzálńı
teoríı.

Jinými slovy, relativistická Navier-Stokesova rovnice vykazuje nefyzikálńı
chováńı pro krátké vlnové délky a tedy dává platný popis pouze v př́ıpadě
dlouhých vlnových délek. Samozřejmě, můžeme ř́ıci, že toto neńı principiálńı
problém, protože když se d́ıváme na hydrodynamiku jako na efektivńı teorii
pro dlouhé vlnové délky, pak bychom mohli ř́ıci, že jej́ı platnost je omezená
nějakou minimálńı vlnovou délkou. Na druhou stranu teorie s omezeńım plat-
nosti se vyznačuje praktickým omezeńım při výpočtech. Na druhou stranu
v́ıme, že mody s velkým vlnovým č́ıslem jsou spojeny s nestabilitami a te-
orie muśı být nějakým zp̊usobem regulována. Dále, uvažujme mód, který v
jedné souřadnicové soustavě se pohybuje rychlost́ı vyšš́ı než je rychlost světla
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v jedné souřadnicové soustavě se pohybuje zpět v času v jiné souřadnicové
soustavě. Jak v́ıme, hydrodynamika je teorie, která požaduje dobře definova-
nou množinu počátečńıch podmı́nek. Na druhou stranu zde jsou módy, které
se pohybuj́ı zpět v čase a tedy počátečńı podmı́nky nemohou být libovolné.
Tento fakt má za následek, že neńı možné řešit N-S rovnici ani numericky.

9.4 Müller-Israel-Stewart theory

V předchoźı části jsmem odvodili relativistickou NS rovnici z druhého ter-
modynamického zákona ∂µs

µ ≥ 0, kdy jsme implicitně použili formu rov-
novážného toku entropie sµ = suµ. Na druhou stranu obecně neplat́ı, že tok
entropie muśı mı́t tvar odpov́ıdaj́ıćı rovnovážnému tvaru v př́ıpadě disipa-
tivńıho toku, který je mimo termodynamickou rovnováhu. Jestliže opust́ıme
tento předpoklad, pak můžeme připustit, že nerovnovážný entropický tok
má př́ıspěvek z viskozniho tensoru. Tento model se také někdy nazývá jako
rozš́ı̌rená nevratná termodynamika. Jestliže tedy budeme předpokládat, že
odklon od termodynamické rovnováhy neńı velký a tedy korekce vyšš́ıch řád̊u
mohou být zanedbány, pak můžeme psát

sµ = suµ − β0
2T

uµΠ2 − β2
2T

uµπαβπ
αβ , (1119)

kde β0, β2 jsou koeficienty. Poté dostaneme

∂µs
µ = ∂µsu

µ + s∂µu
µ − ∂µ

(
β0
2T

)
uµΠ2 − β0

2T
∂µu

µΠ2 − β0
T
uµ∂µΠΠ−

−∂µ
(
β2
2T

)
uµπαβπ

αβ − β2
2T

∂µu
µπαβπ

αβ − β2
T
uµ∂µπ

αβπαβ =

= − 1

2T
πµν

(
∇<µuν> + παβTD

(
β2
T

)
+ 2β2Dπµν + β2πµν∂αu

α

)
−

−Π

T

(
∂αu

α +
1

2
ΠTD

(
β0
T

)
+ β0DΠ+

1

2
β0Π∂αu

α

)
≥ 0 .

(1120)

kde jsme opět použili

∂µsu
µ + s∂µu

µ = − 1

T
Πµν∂(µuν) . (1121)
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Vid́ıme tedy, že tato nerovnost je splněna, když bude platit

πµν = −η
(
∇<µuν> + πµνTD

(
β2
T

)
+ 2β2Dπµν + β2πµν∂αu

α

)
,

Π = ζ

(
∂αu

α +
1

2
ΠTD

(
β0
T

)
+ β0DΠ+

1

2
β0Π∂αu

α

)
,

(1122)

kde tyto vztahy souhlaśı s Navier-Stokesovou rovnićı v limitě β0, β2 → 0.
Tyto rovnice definuji tzv. Muller-Israel-Stewart teoríı.

Je možné studovat dynamiku poruch okolo rovnovážného stavu stejně
jako v předchoźım př́ıpadě. Ukazuje se, že v dané teorii se neobjevuje problém
kauzality, za předpokladu, kdy β0, β2 nejsou př́ılǐs malé. Na druhou stranu
i tento formalismus neńı zcela uspokojuj́ıćı, nebot’ neznáme p̊uvod β0, β2 a
také, zda-li předpoklad, že entropický tok je kvadratickou funkćı hydrody-
namických stupň̊u volnosti je správný. Je zřejmé, že je žádoućı mı́t funda-
mentálněǰśı zp̊usob, jak obdržet relativistickou viskozńı hydrodynamiku.

9.5 Relativistická viskozńı hydrodynamika z kinetické
teorie

Vı́me, že relativistická rozdělovaćı funkce splňuje rovnici

pµ∂µf = C[f ] , pµpm = −m2c2 (1123)

kde C je srážkový člen, jenž je funkcionálem f a záviśı na interakci mezi
částicemi. Pro systém v globálńı rovnováze f(p,x, t) = f(0)(p) a tedy Bolt-
zmanova rovnice dává

pµ∂µf(0) = 0 = C[f(0)] (1124)

což nám opět ř́ıká, že srážkový člen je roven nule v př́ıpadě globálńı rov-
nováhy. Na druhou stranu rovnice pµ∂µf = 0 může platit pro dva rozd́ılné
oblasti platnosti: Prvńı, kdy můžeme ignorovat srážky, kdy je systém typicky
daleko od rovnovážného stavu, a za druhé, kdy jsou srážky tak silné, že je
systém v rovnováze a tedy srážkový člen je roven nule. Prvńı př́ıpad se typicky
projevuje v situaćıch, kdy časová škála spojená s časovým vývojem systému
je tak krátká, že efekt částicových interakćı může být zanedbán. Ovšem,
koneckonc̊u, srážky částic později se začnou projevovat a jejich efekt vede
k tomu, že se systém začne bĺıžit termálńı rovnováze. Právě tento př́ıpad,
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který je také někdy definován jako limita velkých vlnových délek a malých
frekvenćı, který odpov́ıdá hydrodynamickému popisu.

Pomoćı jednočásticové distribučńı funkce definujeme tensor energie hyb-
nosti jako ∫

d4p

(2π)3
pµpνδ(pµpµ +m2c2)2θ(p0)f(p, x) ≡ T µν . (1125)

9.6 Relativistická ideálńı tekutina z kinetické teorie

Pro jednoduchost budeme uvažovat ultrarelativistický př́ıpad, kdy můžeme
zanedbat klidovou hmotnost částice. Pak z předchoźı rovnice dostaneme∫

d4p

(2π)3
p2δ(p2)2θ(p0)f(p, x) = 0 ⇒ T µ

µ = 0 . (1126)

Pro daľśı účely zavedeme konvenci∫
dξ =

∫
d4p

(2π)3
δ(pµpµ)2θ(p

0) . (1127)

Jestliže nyńı vezmeme prvńı moment Boltzmanovy rovnice, dostaneme∫
dξpνpµ∂µf(p, x) = −

∫
dξpνC[f ] = ∂µ

∫
dξpνpµf(p, x) = ∂µT

µν . (1128)

Jak v́ıme, pro interakce, při kterých se zachovává energie a hybnost, integrál
přes srážkový člen je roven nule∫

dξpνC[f ] = 0 . (1129)

Pak tedy dostáváme, že prvńı moment Boltzmanovy rovnice vede k základńı
rovnici relativistické hydrodynamiky ve tvaru ∂νT

νµ = 0.
Uvažujme rovnovážnou distribučńı funkci

feq(x, p, t) = feq

(
pµuµ
kBT

)
, (1130)

kde uµ je 4−vektor, který se redukuje do tvaru uµ → (c, 0) v klidové soustavě
teplotńıho rezervoaru o teplotě T . Pak dostaneme

T µν
(0) =

∫
dξpµpνfeq

(
pµuµ
kBT

)
= a20u

µuν + a21△µν , (1131)
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kde koeficienty a20 a a21 záviśı pouze na teplotě a jejich hodnotu źıskáme,
když provedeme kontrakci předchoźı rovnice s uµuν a △µν∫

dξ(pµuµ)
2feq

(
pµuµ
kBT

)
= c4a20 ,∫

dξpµpν△µνfeq

(
pµuµ
kBT

)
= 3a21 ⇒

a21 =
1

3

∫
dξ(pµpµ +

1

c2
(pµuµ)(p

νuν))feq

(
pµuµ
kBT

)
,

(1132)

V př́ıpadě, kdy uµ souhlaśı s vektorem čtyřrychlosti tekutiny, pak dostáváme,
že T µν

(0) má tvar tensoru energie hybnosti ideálńı tekutiny, kde a20 =
e
c2
a a21 =

p. Poznamenejme, že v př́ıpadě nehmotných částic, dostaneme a21 = 1
3
a20,

což dává p = 1
3
e.

Abychom vypoč́ıtali koeficienty a20, a21, muśıme konkrétně specifikovat
rovnovážnou distribučńı funkci feq. Uvažujme př́ıpad Boltzmanovy rozdělovaćı
funkce, kdy

feq

(
pµuµ
kBT

)
= exp

[
−(pµuµ)

kBT

]
. (1133)

V tomto př́ıpadě můžeme a20 vypoč́ıtat v soustavě, kdy uµ = (c, 0), kdy
dostaneme

a20 =

∫
d4p

(2π)3
(p0)2δ(pipi−(p0)2)2θ(p0)e

− p0c
kBT =

1

2π2

∫ ∞

0

dpp3e−pc/kBT =
3k4B
c4π2

T 4 .

(1134)

9.7 Nerovnovážný stav

Z předchoźı diskuze je zřejmé, že v př́ıpadě, kdy distribučńı funkce záviśı
pouze na kombinaci pµuµ, pak tensor energie hybnosti definovaném pomoćı
kinetické teorie je stejný, jako v př́ıpadě ideálńı relativistické tekutiny.Jestliže
systém je lokálně v termodynamické rovnováze, pak feq je kompletně cha-
rakterizována vektorovou funkćı, která specifikuje lokálńı klidovou soustavu
termálńıho rezervoaru u(x) a lokálńı teplotou. Jinými slovy, systém, který
je v lokálńı termodynamické rovnováze, je popsán s pomoćı relativistické
ideálńı tekutiny. Odklon od termodynamické rovnováhy vede k odklonu od

225



ideálńı relativistické tekutiny a tedy se dostáváme k viskozńı relativistické
teorii. Uvažujme tedy následuj́ıćı tvar rozdělovaćı funkce

f(p, x) = feq

(
pµuµ
kBT

)
[1 + δf(p, x)] , (1135)

kde δf(p, x) ≪ 1. Pak dostaneme

T µν = T µν
(0) +

∫
dξpµpνfeqδf ≡ T µν

(0) + πµν , (1136)

kde uvažujeme ultrarelativistický limit. Korekčńı člen můžeme vźıt jako Ta-
ylor̊uv rozvoj

δf(p, x) = c+ pµcµ + pµpνcµν , (1137)

Když bychom nyńı použili tento rozvoj ve výrazu

πµν =

∫
dξpµpνfeqδf (1138)

dostali bychom výrazy pro koeficienty c, cα, cαβ. Na druhou stranu v́ıme, že δf
muśı být algebraickou funkćı hydrodynamických stupň̊u volnosti e, p, uµ, gµν , πµν .
Poté požadavek, že δf muśı být roven nule pro rovnovážnou konfiguraci
dává, že c = 0, cα = 0, nebot’ jedině v tomto př́ıpadě je člen lineárńı pα

nulový pro rovnovážnou konfiguraci. V př́ıpadě kvadratického členu můžeme
předpokládat, že cαβ má tvar cαβ = c2παβ, protože παβ je roven nule pro
rovnovážnou konfiguraci a kde c2 je funkci hydrodynamických proměnných
e, p. Pak tedy dostáváme

πµν = παβc2I
µναβ , (1139)

kde Iµναβ odpov́ıdá př́ıpadu n = 4 integrálńı definice

Iµ1µ2...µn =

∫
dχpµ1pµ2 . . . pµnfeq . (1140)

Jestliže nyńı provedeme kontrakci rovnice (1139) dostaneme c2 = 1
2a42

, kde
koeficient a42 může být poč́ıtán stejným zp̊usobem jako koeficienty a20, a21 v
předchoźı kapitole za předpokladu znalosti funkce feq. Např́ıklad v př́ıpadě
Boltzmanova plynu dostaneme

a42 = (e+ p)T 2 . (1141)
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S použ́ıt́ım těchto výraz̊u dostáváme konečný tvar slabě nerovnovážné dis-
tribučńı funkce

f(p, x) = frov

(
pµuµ
T

)
[1 +

1

2a42
pαpβπαβ] . (1142)

Na druhou stranu je nutné zd̊uraznit, že stále neńı zřejmý vstah mezi Bolt-
zmanovou rovnićı a viskozńı hydrodynamikou, nebot’ jsme ještě nespecifiko-
vali srážkový člen, který má samozřejmě komplikovanou formu závislou na
konkrétńı formě interakce mezi částicemi. Na druhou stranu forma tohoto
srážkového členu může být zjednodušena pomoćı předpokladu malého od-
klonu od termodynamické rovnováhy. Toho můžeme dosáhnout následuj́ıćım
zp̊usobem. Budeme předpokládat, že velikost δf souviśı s gradientem hyd-
rodynamických proměnných. Pak můžeme určit C[f ] do nejnižš́ıho řádu tak,
že vlož́ıme f = feq[1 + δf ] do Boltzmanovy rovnice

C[f ] = pµ∂µ[feq(1 + δf)] = pµ∂µfeq +O(δ2) , (1143)

kde zanedbáme členy druhého řádu, které vyplývaj́ı z toho, že samotná funkce
δf je členem prvńıho řádu v opravě, zat́ım co derivace dodává daľśı řád v δ.
Např́ıklad v př́ıpadě Boltzmanovy distribučńı funkce feq = e−x dostaneme

pµ∂µfeq(
pµuµ
T

) = −pµpν∂µ(
uν
T
)feq =

= −pµpν(∇µ −
1

c2
uµD)

uν
T
feq =

= −p
µpν

T
feq(∇µuν − uν

1

T
∇µT +

1

c2
uµuνu

ρ∂ρT

T
− 1

c2
uµu

ρ∂ρuν) =

= −p
µpν

T
feq(∇µuν +

1

2
(uµ∇ν lnT − uν∇µ lnT ) +

1

3c2
uµuν∇αu

α) +O(δ2) ,

(1144)

s použit́ım identity

∂µ = δµν ∂µ = (△ν
µ∂ν −

1

c2
uµu

ν∂ν) = △µ −
1

c2
uµD (1145)

a s použit́ım základńıch hydrodynamických rovnic. Nyńı využijeme faktu, že
pµpν je symetrický výraz a dále kontrakce pµpν s gµν dává nulu pro nehmotný
př́ıpad. Pak tedy dostaneme

C[f ] = −p
µpν

2T
∇<µuν>feq =

pµpν

2Tη
πµνfeq (1146)
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s použit́ım toho, že Navier-Stokesova rovnice je platná v prvńım přibĺıžeńı.
Jinými slovy předchoźı výraz dává vztah mezi srážkovým členem a v́ıskozńı
hydrodynamikou do prvńıho přibĺıžeńı.

S pomoćı takto formulované kinetické teorie se můžeme pod́ıvat na Muller-
Israel-Stewart teorii z nového pohledu. Jako prvńı krok poznamenejme, že v
př́ıpade zachovávaj́ıćıch se srážek máme

∫
dχC = 0 a tedy nulový moment

Boltzmanovy rovnice dává∫
dχpµ∂µf = ∂µ

∫
dχpµf = ∂µn

µ = 0 , (1147)

což je zákon zachováńı toku. Stejným zp̊usobem prvńı moment Boltzmanovy
rovnice dává zákon zachováńı tensoru energie hybnosti, jak vyplává ze vstahu∫
dχpαC = 0. Konečně druhý moment Boltzmanovy rovnice dává informaci

ohledně nerovnovážné hydrodynamiky systému. Tyto komplikované výpočty
vedou k rovnici

πµν+
a52Tη

a242
[△µ

α△ν
βDπ

αβ+P µν
αβπ

ρβ∇ρu
α+πµν∂αu

α+πµνD lnT ] = η∇<µuν> ,

(1148)
kde

P µν
αβ = △µ

α△ν
β +△µ

β△
ν
α − 2

3
△µν△αβ . (1149)

Vid́ıme tedy, že πµν splňuje komplikovanou rovnici obsahuj́ıćı gradienty čtyřrychlosti.
Obecně máme následuj́ıćı pohled na relativistickou hydrodynamiku jako te-
orii v mocninách gradient̊u. Podrobněji, tensor energie hybnosti má tvar

T µν = T µν
(0) + πµν , (1150)

kde v př́ıpadě ideálńı tekutiny πµν neobsahuje žádné gradienty (nulový řád)
a tedy

πµν = 0 . (1151)

Navier-Stokesova rovnice obsahuje gradienty prvńıho řádu

πµν = η∇<µuν> . (1152)

Konečně Muller-Israel-Steward teorie obsahuje gradienty druhého řádu

πµν = η∇<µuν> + τπ[△µ
α△ν

βDπ
αβ + . . . ] (1153)
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10 Relativistká hydrodynamika, kvark gluo-

nov plazma a AdS

Relativistické srážky těžkých iont̊u, t.j. nukleon̊u, jejichž atomová váha je
větš́ı než uhĺık.Parametr, který charakterizuje srážky těžkých iont̊u, je srážková
energie v soustavě spojené s hmotným středem na každý nukleonový pár

√
s

a geometrie srážej́ıćıch se jader, protože např́ıklad jádra zlata jsou typicky
větš́ı než jádra měd’i. Řı́káme, že srážky jsou relativistické, jestliže

√
s/2 je

větš́ı než hmotnost jádra. Pro Lorentz̊uv faktor tedy dostáváme

γ =
mγc2

mc2
=
Ecelk

m
≃

√
s

2GeV
, (1154)

a tedy typicky plat́ı γ > 1. Experimenty v Národńı laboratoři v Brookha-
venu(AGS,RHIC) a v CERNu(SPS) poskytly množstv́ı dat pro Au + Au
srážky (AGS,RHIC) a Pb+ Pb srářky (SPS), které prob́ıhaly na intervalech
enerǵı́ı

√
s ∼ 2.5 − 4.3GeV v AGS a

√
s ∼ 8 − 17.5GeV v SPS a konečně√

s ∼ 130−200GeV v RHIC. Bylo zjǐstěno, že hustota částic, které jsou pro-
dukovány v těchto srážkách, roste významně s

√
s, což dále vede k vyšš́ım

hustotám energie, což nám dovoluje studovat atomovou hmotu za meźı de-
confimentu.

Pro Au+Au srážky v RHIC, dva svazky jáder zlata byly urychleny v
opačných směrech a pak dojde k jejich srážkám, jakmile každý svazek dosáhne
předepsané energie. Poté těsně po srážce vývoj ve směru kolmém na počátečńı
směr paprsku (transversálńı směry) mohou být považován jako statický,
zat́ım co dynamika je dominována lingituálńı expansi systému.

Podrobněji, můžeme rozdělit vývoj do čtyř fáźı vlastńıho času. Ve fázi
I, která následuje těsně po srážce, je před rovnovážná fáze charakterizovaná
silnými gradienty a velkými kalibračńımi poli, kdy hydrodynamický popis
neńı možný. Doba trváńı tohoto procesu je neznámá, nebot’ nerozumı́me
procesu, kdy se kvantová hydrodynamika pro konečné hodnoty vazebné kon-
stanty bĺıž́ı rovnovážnému stavu. Fáze II je fáze bĺızko rovnovážnému stavu,
který je charakterizován malými gradienty, kdy je možný hydrodynamický
popis, jestliže lokálńı teplota je nad teplotou deconfinementu. Tato fáze trvá
asi 5 − 10fm/c, 5 − 10((5 − 10) × 10−15m/(3 × 108ms−1)), dokud systém
nebude natolik zředěný, kdy vstouṕı do fáze Fáze III , která se nazývá fáźı
hadronového plynu. Hadronový plyn je charakterizován velkým koeficientem
viskozity, což vede k tomu, že hydrodynamický popis neńı možný, na druhou
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stranu je dobře popsatelný kinetickou teoríı. Tato fáze skonč́ı, jakmile účinný
pr̊uřez rozptylu hadron̊u bude tak malý, že částice přestanou vzájemně inter-
agovat. Konečně ve Fázi IV hadrony se pohybuj́ı po rovných čarách, dokud
nedoputuj́ı do detektoru.

Jestliže tedy budeme přepokládat, že systém, který je vytvořen relativis-
tickými srážkami dvou inot̊u dosáhne téměř rovnovážného stavu v časovém
okamžiku τ = τ0 měřeném ve vlastńım čase, pak odpov́ıdaj́ıćı dynamika ve
fázi II by měla být popsatelná pomoćı hydrodynamických rovnic. Abychom
tohoto byli schopni, je nutné specifikovat hodnoty hydrodynamických stupň̊u
volnosti e, p, uµ, πµν v čase τ = τ0, stavovou rovnici p = p(e), transportńı koe-
ficienty a současně také proced̊uru, kdy fáze II přecháźı do fáze III. Bohužel
žádný z těchto údaj̊u neńı znám z prvńıch princip̊u, proto je nutné se omezit
na některé modely.

10.1 Bjorken̊uv tok

Fyzika relativistických srážek těžkých iont̊u je založena na Bjorkenově předpokladku,
že v longituálńı vzdálenosti z od bodu (a po čase t) od srážky, hmota by se
měla pohybovat s rychlost́ı vz = z

t
. Jako prvńı krok zanedbáme dynamiku

ve směrech kolmých na srážky vx = vy = 0. Uvažujeme velmi energetické
nukleony, které se k sobě bĺıž́ı bĺızko hranic světelného kuželu směřuj́ıćıho do
minulosti, a které se sraźı v čase t = 0 v bodě z = 0. Definujme vlastńı čas
jako

τ =
√
t2 − z2 . (1155)

Oblast prostoročasu, pro který τ 2 = t2 − z2 > 0 je nazývána časupodobná
oblast, zat́ım co τ 2 = t2 − z2 < 0 se nazývá prostorupodobná oblast. Prosto-
rupodobná oblast neńı dostupná pro fyzikálńı částici, zat́ım co pro hmotnou
částici je dostupná pouze časupodobná oblast.

Uvažujme nyńı Lorentzovu transformaci do soustavy souřadnic pohybuj́ıćı
se rychlost́ı V . Tato trasnformace má tvar(

t′

z′

)
=

(
γ −βγ

−βγ γ

)(
t
z

)
(1156)

kde γ = 1√
1−β2

je Lorentz̊uv faktor.

Uvažujme nyńı proměnnou y, známou jako uhlovou rychlost, definovanou
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jako

y =
1

2
ln
c−1E + pz
c−1E − pz

=
1

2
ln

1 + cpz/E

1− cpz/E
= tanh−1

(cpz
E

)
= tanh−1 cβL ,

(1157)
kde

c
pz
E

=
c mv√

1−β2

mc2√
1−β2

=
v

c
= β . (1158)

Úhlová rychlost má výhodu, že je aditivńı při longituálńım boostu. Jinými
slovy částice, které uhlovou rychlost y v jedné souřadnicové soustavě, má
úhlovou rychlost y + dy v druhé souřadnicové soustavě, která se pohybuje
relativně k prvńı souřadnicové soustavě s rychlost́ı −dy ve směru osy z. Toto
je možné lehce vidět z výrazu pro relativistické skládáńı rychlost́ı

v =
v1 + v2
1 + v1v2

c2

, (1159)

kde v1, v2 jsou rychlosti ve směru osy z. Alternativně můžeme psát

β =
β1 + β2
1 + β1β2

, β =
v

c
. (1160)

Uvažujme nyńı vstah pro hyperbolický tangens

tanh(α + γ) =
tanh(α) + tanh(γ)

1 + tanh(α) tanh(γ)
. (1161)

Pak je zřejmé, že aditivńı zákon má tvar zákona pro skládáńı hyperbolických
tangens̊u, jestliže zavedeme rychlost y jako

y = tanh−1(β) . (1162)

Jinými slovy, při Lorentzových transformaćıch dostáváme, že uhly rychlosti
se jednoduše sč́ıtaj́ı. Alternativně, je možné ukázat, že Lorentzova trans-
formace odpov́ıdá hyperbolické rotaci v Minkowském prostoročasu. Pomoci
úhlu rychlosti můžeme psát

β = tanh y , γ =
√

1− β2 =
1

cosh y
. (1163)
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a tedy rovnice pro transformaci souřadnic může být napsána jako(
t′

z′

)
=

(
cosh y − sinh y
− sinh y cosh y

)(
t
z

)
. (1164)

Je také dobré vědět, že úhlová rychlost je analogie nerelativistické rychlosty.
Podrobněji, v nerelativistické limitě, kdy p≪ mc dostáváme

y =
1

2
ln

√
p2 +m2c2 + pz√
p2 +m2c2 − pz

=

=
1

2
ln
mc+ pz
mc− pz

∼ 1

2
ln(1 + 2

pz
mc

) ≈ pz
mc

=
vz
c
.

(1165)

Jako posledńı zadefinujeme tz pseudo-úhel rychlosti. Uvažujme částice, která
je emitována pod úhlem θ vzhledem k ose dané nalétavaj́ıćım svazkém částic.
Pak úhlová rychlost této částice má tvar

y =
1

2
ln
c−1E + pz
c−1E − pz

=

=
1

2
ln
c−1
√
m2c2 + p2 + p cos θ

c−1
√
m2c2 + p2 − p cos θ

(1166)

Pro velmi velké energie p ≫ mc můžeme zanedbat hmotnost m a pak
dostáváme

y =
1

2
ln
p+ p cos θ

p− p cos θ
= − ln tan

θ

2
≡ η (1167)

kde η se nazývá pseudoúhel rychlosti. Toto je vhodný paremetr pro expe-
rimenty, kdy detaily částice, jako hmotnost, hybnost, jsou neznámé, pouze
známe úhel rozptylu.

Za velice krátký okamžik po srážce, excitované stupně volnosti slabě inter-
aguj́ı, ale jejich distribuce neńı termálńı, a tedy se pohybuj́ı volně s rychlost́ı
vz od centra srážky, což se označuje jako před rovnovážná fáze. Tyto trajekto-
rie odpov́ıdaj́ı rovným čarám s rychlostmi z/t. Poté, za čas τ0 ∼ 3.3×10−24s
interakce budou dostatečně silné, aby dokázaly obnovit lokálńı termodyna-
mickou rovnováhu a kdy hmota v čase τ je ve formě termálńı směsy kvark̊u,
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antikvark̊u a gluon̊u. Právě tato fáze může být popsána v jazyku hydrody-
namiky, kde máme pět zachovávaj́ıćıch se rovnic

∂µN
µ = 0 ,

∂µT
µν = 0 .

(1168)

Jestliže tedy známe počátečńı stav tekutiny a stavovou rovnici p = p(e),
můžeme v principu řešit tyto rovnice numericky a t́ım obdržet prostoročasovou
evoluci tekutiny.

V hydrodynamickém popisu srážek těžkých iont̊u je vhodné použit souřadnice
(τ, x, y, η) mı́sto (t, x, y, z)

xµ = (ct, x, y, z) → xm = (τ, x, y, η) ,

t = τ cosh η, τ =
√
c2t2 − z2 ,

z = τ sinh η , η =
1

2
ln
ct+ z

ct− z
(1169)

V těchto souřadnićıch (τ, x, y, η) dostaneme metriku

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 =

= −dτ 2 + dx2 + dy2 + τ 2dη2 .

(1170)

Nyńı má tedy metrika tvar diag(−1, 1, 1, 1
τ2
). Poznamenejme, že nyńı máme

nenulové Christoffelovy symboly

Γi
jk =

1

2
gim
(
∂gmj

∂xk
+
∂gmk

∂xl
− ∂gjk
∂xm

)
(1171)

kde v souřadnićıch (τ, x, y, η) máme tyto nenulové symboly

Γτ
ητ = τ ,Γη

τη =
1

τ
.

(1172)

Poznamenejme, že kovariantńı derivace maj́ı tvar

∇iA
j = ∂iA

j + Γi
jkA

k ,

∂iA
jk = ∂jkA + Γj

imT
mk + Γk

imT
mj .

(1173)
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Pak dostáváme následj́ıćı rovnice

∂µN
µ = ∂τN

τ + ∂xN
x + ∂yN

y + ∂ηN
η +

1

τ
N τ ,

∂µT
µτ = ∂τT

ττ + ∂xT
τx + ∂yT

τy + ∂ηT
τη + τT ηη +

1

τ
T ττ ,

∂µT
µx = ∂τT

τy + ∂xT
xy + ∂yT

yy + ∂ηT
yη +

1

τ
T τx ,

∂µT
µy + ∂τT

τy + ∂xT
xy + ∂yT

yy + ∂ηT
yη +

1

τ
T τy ,

∂µT
µη = ∂τT

τη + ∂xT
xη + ∂yT

yη + ∂ηT
ηη +

3

τ
T ητ .

(1174)

V principu je možné řešit tyto rovnice numericky. My se ale omeźıme na
jednodimensionálńı Bjorken̊uv tok, kdy čtyřrychlost má tvar uµ = (1, 0, 0, 0)
a odpov́ıdaj́ıćı komponenty tensoru energie hybnosti maj́ı tvar

T ττ = e , T xx = p , T yy = p , T ηη =
p

τ 2
. (1175)

Kde jsme použili

T µν =
1

c2
(e+ p)uµuν + pgµν (1176)

a tedy

T ττ =
1

c2
(e+ p)c2 − p = e ,

T ηη = pgττ =
1

τ 2
p ,

(1177)

Pak tedy dostáváme

∇µT
µτ = ∂τT

ττ + τT ηη +
1

τ
T ττ =

=
∂e

∂τ
+
e+ p

τ
= 0 .

(1178)

Jestliže nyńı budeme konstantńı rychloszt zvuku cs, kdy p = cse, pak dosta-
neme analytický výsledek

∂e

∂τ
+

(1 + c2s)e

τ
= 0 ⇒ e(τ) = e(τ0)

(τ0
τ

)1+c2s
. (1179)
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Vid́ıme tedy, že hustota energie klesá od své počátečńı hodnoty s exponentem,
který záviśı na hodnotě rychlosti zvuku. Pro ideálńı plyn relativistických
částic máme c2s =

1
3
, což nám pak dává

e ∼ τ−4/3 . (1180)

Ke stejnému závěru můžeme dospět, když vezmeme do úvahy, že kvark glu-
onové plazma může mı́t nulovou stopu tensoru energie hybnosti, a což nám
dává

T µνgµν =
1

c2
(e+ p)(uµuµ) + 4p = −e+ 3p = 0 (1181)

a tedy máme stavovou rovnici ve tvaru p = 1
3
e a opět dostáváme Bjorken̊uv

zákon

e ∼ const

τ 4/3
. (1182)

Je zřejmé, že daľśıho zpřesněńı daného výsledku může být dosaženo zahr-
nut́ım efekt̊u viskozity, kdy obecně dostaneme e = e(τ). Je zjevné, že hydro-
dynamický popis je velmi užitečný i v této, na prvńı pohled velmi vzdálené
oblasti teoretické fyziky. Daleko pozoruhodněǰśı je skutečnost, že tento hyd-
rodynamický popis může mı́t duálńı podobu pomoćı slavné AdS/CFT kore-
spondence.

11 Nelineárńı dynamika tekutin z gravitace

Dá se ukázát, že každá hydrodynamická teorie je charakterizována konečným
počtem transportńıch koeficient̊u, které mohou být určeny pomoćı mikrosko-
pické teorie, alespoň z principu. Na druhou stranu, jestliže máme systémy,
které z principu jsou silně interaguj́ıćı, je velmi obt́ıžné źıskat tyto hodnoty
pomoćı mikroskopické teorie a proto hledáme jiné metody, jak tyto koefici-
enty určit. Jednou z těchto možnost́ı je hypotetický vstah mezi strunovou
teoríı na Anti-deSitterově prostoru a konformńı teoríı na jeho hranici.

Uvažujme d-dimensionálńı teorii pole na variatě Bd, která je holograficky
duálńı strunové teorii na pozád́ı, jenž asymptoticky se bĺıž́ı AdSd+1. Kla-
sickým př́ıkladem je dualita mezi Type IIB strunovou teoríı na AdS5 × S5 a
dynamickou N = 4 SYM na hranici.

N = 4 SYM má dva bezrozměrné parametry, ’tHooft vazebńı konstantu
λ = g2YMN a dimensi kalibračńı grupy N . Předpokládá se, že v limitě velkého
N a velkého λ je dynamika této teorie popsána klasickou gravitaćı na AdS5,
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protože duálńı teorie má slabou vazebnou konstantu a dále máme makro-
skopicky velký AdS5. Jinými slovy máme popis pomoćı gravitace vázané na
hmotná pole na asymptoticky AdS5 pozad́ı. Pro jednoduchost se omeźıme
na dynamiku gravitačńıho pole, což má za následek, že v duálńı teorii pole
budeme studovat pouze dynamiku tensoru energie hybnosti.

Začneme tedy se strunovým pozad́ım ve formě AdSd+1 × X, kde X je
kompaktńı vnitřńı varieta, která zajǐst’uje, že máme konsistentńı strunový
základńı stava. Zaj́ımáme se tedy o dynamiku Einteinovy gravitace se zápornou
kosmologickou konstantou

Sbulk =
1

16πGd+1
N

∫
dd+1x

√
−G(R− 2Λ) , (1183)

kde použ́ıváme konvenci, kde (M,N, . . . ) označuj́ı vnitřńı souřadnice, zat́ım
co (µ, ν, . . . ) odpov́ıdaj́ı souřadnićım v teorii pole či na hranici. Konečně,
(i, j, . . . ) označuje prostorové souřadnice na hranici. Nyńı z akce (1183) do-
staneme Einsteinovy rovnice

RMN − 1

2
GMNR + ΛGMN = 0 . (1184)

Provedeme-li kontrakci této rovnice s gMN dostaneme

R =
2(d+ 1)

d− 1
Λ (1185)

a tedy když zvoĺıme Λ = −d(d−1)
2α2 dostaneme, že řešeńım Einsteinovy rovnice

je Anti-deSitter̊uv prostor s křivost́ı

R = −d(d+ 1)

α2
. (1186)

Jinými slovy AdSd+1 je řešeńım Einsteinových rovnice a je interpretován jako
základńı stav v duálńı teorii pole. Poznamenejme, že globálńı AdSd+1 má
hranici Einstein̊uv statický vesmı́r R×Sd−1. Na druhou strunu rozd́ılné hra-
nice dostaneme, když budeme uvažovat r̊uzné souřadnice popisuj́ıćı AdSs+1.
Např́ıklad, při použit́ı Poincarého suřadnic, které samozřejmě nepokrývaj́ı
AdSd+1 kompletně, dostaneme hranici ve formě Minkowského prostoročasu
Rd−1,1 a tedy můžeme uvažovat duálńı teorii definovanou na tomto pro-
storočase. Uvažujme tedy, že máme mentriku g na hranici Bd. Pak vnitřńı
geometrie má metriku (v nultém přibĺıžeńı Fefferman-Grahamově rozvojě)

ds2 =
1

z2
(dz2 + gµνdx

µdxν) . (1187)
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Prostoročasy, s touto metrikou, se označuj́ı jako asymptotické AdSd+1 pro-
storočasy.

Zaj́ımá nás popis teorie pole, kdy je daná teorie popsána pomoćı kano-
nického ansámblu, přesněji, kdy je daná teorie pole v lokálńı termodyna-
mické rovnováze. Na druhou stranu se ukazuje, že fázová struktura teorie
pole na hraničńı varietě je Bd je velmi zaj́ımavá, což může být vysvětleno
pomoćı skutečnosti, že je možné mı́t bezrozměrné pod́ıly, které charakteri-
zuj́ı netriviálńı geometrii pozad́ı. Klasickým př́ıkladem je hraničńı varieta
Bd = R×Sd−1, kde ńızko teplotńı fáze je popsána jako vazebná fáze s volnou
energíı řádu O(1), zat́ım co vysoce teplotńı fáze odpov́ıdá bezvazebné situace,
kdy volná energie je řádově O(N2). Prvńı fáze je duálńı termálńımu plynu
v AdSd+1, zat́ım co druhá má geometrický popis pomoćı Schwarzschildovy
černé d́ıry v AdSd+1.

Hydrodynamický popis je možný v př́ıpadě velkých vlnových délek, což
je možné pouze v odvázané fázi, která může nastat pouze za vysokých tep-
lot. Toto je možné vidět ze skutečnosti, že fázová struktura konformńı teorie
pole je určena bezrozměrným pod́ılem následuj́ıćıch délkových škal: Jestliže
Bd má křivost Rc a zaj́ımá nás situace v kanonickém ansamblu o teplotě T ,
pak fázová struktura záviśı na RcT . Na druhou stranu středńı volná dráha
systému je lmfp ∼ 1/T vid́ıme, že Taylor̊uv rozvoj v gradientu bude dobře de-
finován, kdyžRcT ≫ 1, což může být ekvivalentně vyjádřeno jako požadavek,
aby variace v křivosti pozad́ı byly malé v jednotkách lokálńı teploty, což nám
také ř́ıká, že můžeme aproximovat hraničńı metriku metrikou, která je lokálně
rovná. Tato analýza je v souladu se skutečnost́ı, že pro CFT na Minkowského
prostoročace, kde neexistuje žádná délková charakteristická škála, dostáváme
triviálńı fázovou strukturu. Teorie je vždy odvazaná na Rd−1,1.

Jinými slovy, abychom konstruovali teorii duálńı hydrodynamice na hraničńı
varietě Bd, můžeme uvažovat jako počátečńı bod hranici s rovnou metrikou a
zahrnou členy obsahuj́ıćı křivost, když provedeme expanzi v gradientech. Uka-
zuje se, že viskozńı hydrodynamika v prvńım přibĺıžeńı nezáviśı na křivosti
hranice, která se objev́ı až v druhém přibĺıžeńı.

11.1 Schwarzschildova černá d́ıra v AdSd+1

Uvažujme geometrii, která je duálńı termálńı teorii pole na Minkowského pro-
storočase. Tato teorie je Schwarzschildova-AdSd+1 černá d́ıra , jejiž délkový
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element má tvar

ds2 = −r2f(br)dt2 + dr2

r2f(br)
+ r2δijdx

idxj , f(r) = 1− 1

rd
. (1188)

Toto je jednoparametrické řešeńı, jehož horizont událost́ı má velikost r+,
který také určuje teplotu černé d́ıry

T =
d

4πb
. (1189)

Nyńı můžeme generovat d− parametrickou skupinu řešeńı t́ım, že provedeme
Lorentzovu transformaci podél translačně invariantńıch souřadnic xi, č́ımž
dostaneme řešeńı

ds2 =
dr2

r2f(br)
+ r2(−f(br)uµuν + Pµν)dx

µdxν , (1190)

kde

u0 =
1√

1− β2
, ui =

βi√
1− β2

, (1191)

kde teplota T a rychlosti βi jsou konstanty s β2 = βiβ
i a P µν = uµuν + ηµν .

Tyto řešeńı jsou generovány souřadnicovou transformaćı s následuj́ıćı fy-
zikálńı interpretaćı. Grupa isometríı AdSd+1 prostoru je SO(d, 2), kde Poin-
carre algebra spolu s dilataćı tvoř́ı význačnou podalegbru této grupy. Rotace
SO(d) a translace R1,d−1, které patř́ı do této podalgebry, jasně zachovávaj́ı
formu metriky danou v rovnici (1188). Na druou stranu, daľśı symetrie této
grupy, kterými jsou Lorentzovy rotace a dilatace, p̊usob́ı netriviálně na dané
řešeńı a generuj́ı d parametrickou množinu řešeńı. Tyto parametry, které cha-
rakterizuj́ı řešeńı uvnitř AdS, jsou přesně hydrodynamické stupně volnosti,
to jest teplota a rychlost.

Řešeńı (1190) je asymptoticky AdSd+1, které má holografický tensor ener-
gie hybnosti na hranici. Protože řešeńı (1190) obsahuje konstantńı parametry,
odpov́ıdá situaci, kdy na hranici máme teorii v globálńım termálńı rovnováze.
Abychom dostali plný hydrodynamický popis, muśıme porušit teorii z dané
globálńı rovnováhy, což se dá provést, když budeme předpokládat, že ter-
modynamické proměnné záviśı na souřadnićıch xµ, které parametrizuj́ı hra-
nici, kdy můžeme pedpokládat, že i metrika na hranici je funkćı souřadnic,
abychom vzali do úvahy vazby s křivost́ı. Jestliže budeme předpokládat, že
tyto změny jsou velmi pomalé, mžeme konstruovat řešeńı jako poruchový
rozvoj v derivaćıch vzhledem k souřadnićım, které parametrizuj́ı hranici.
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Nyńı je nutné zd̊uraznit jeden d̊uležitý bod. Zat́ım co je zjevné, že je cel-
kem jednoduché provést zobecněńı, kdy b a βi jsou funkcemi t, xi, je zde ale
problém s regularitou Schwarzschildových souřadnic, které nejdou regulárńı
na horizontu událost́ı. Je zjevné, že daleko vhodněǰśı by bylo pracovat se
souřadnicemi, které jsou regulárńı kdekoliv mimo bod r = 0. Ve skutečnosti
se dá ukázat, že tensor energie hybnosti tekutiny generuj́ı regulárńı pro-
storočasy odpov́ıdaj́ıćı černé d́ı̌re v asymptotickém AdSd+1.

Podrobněji, uvažujme opět Fefferman-Grahamovu pdobou AdSd+1 met-
riky

ds2 =
1

z2
(dz2 + gµνdz

µdzν) . (1192)

Abychom našli asymptotický AdSd+1 prostoročas s danou hranićı Bd, je nutné
předepsat jak metriku gµν na hranici Bd, tak i hraničńı tensor energie hybnosti
Tµν . Pomoćı těchto veličin můžeme konstruovat vnitřńı řešeńı jako poruchový
rozvoj v Feffermann-Graham radiálńı proměnné z. Řešeńı v prvńım přibĺıžeńı
má tvar

ds2 =
1

z2
(dz2 + (gµν + azdTµν)dx

µdxν) . (1193)

Toto schéma pro konstrukci vnitřńıho prostoročasu s pomoćı dat na hranici
je velmi dobře vyvinuto ve fomalismu známém jako holografická renorma-
lizace. Na druhou stranu tento postup né vždý generuje regulárńı vnitřńı
prostoročasy. Abychom tomu porozumněli, uvažujme jednotlivé stupně vol-
nosti. Bezestopý, symetrický tensor na Bd má d(d+1)

2
− 1 stupň̊u volnosti.

Na druhou stranu dynamické pohybové rovnice jsou ∇µT
µν = 0, kterých

je d, z cehož vyplývá že máme neurčený systém pro d > 2, jak vyplývá z
jednoduchých počt̊u

d(d+ 1)

2
− 1− d =

(d+ 1)

2
(d− 2) (1194)

Na druhou stranu tensor energie hybnosti pro tekutinu je popsán d stupni
volnosti, teplotou a rychlost́ı.

Abychom dostali regulárńı řešeńı, ukážeme, jak konstruovat gravitačńı
řešeńı duálńı libovolnému toku tekutiny pomoćı souřadnic, které jsou re-
gulárńı na horizontu událost́ı. Uvažujme tedy Lorentzovsky transformované
Schwarzschild-AdSd+1 řešeńı

ds2 = −2uµdx
µdr − r2f(br)uµuνdx

µdxν + r2Pµνdx
µdxν , (1195)

kde jsme použili Eddington-Finkelstein souřadnice.
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12 Konformńı hydrodynamika

V této kapitole se zaměř́ıme na jednu z moderńıch oblast́ı současné hydro-
dynamiky, kterou je studium konformńı tekutiny. Jako prvńı krok začneme
s Weylovými transformacemi r̊uzných veličin, které definuj́ı tekutinu. Pozna-
menejme, že Weylova transformace je transformace metriky ve tvaru

gµν(x) = e2ϕ(x)g̃µν(x) , gµν(x) = e−2ϕ(x)g̃µν(x) , (1196)

kde gµν je p̊uvodńı metrika, zat́ım co g̃µν je nová metrika. Začneme s Chris-
toferrovým szmbolem

Γµ
νρ =

1

2
gµσ(∂νgσρ + ∂ρgσν − ∂σgνρ) (1197)

Pak máme následuj́ıćı vstah mezi Γµ
νρ a Γ̃µ

νρ

Γµ
νρ =

1

2
e−2ϕg̃µσ(∂ν(e

2ϕg̃σρ) + ∂ρ(e
2ϕg̃σν)− ∂σ(e

2ϕgνρ)) =

= Γµ
νρ + δµρ∂νϕ+ δµν ∂ρϕ− g̃µσ∂σϕg̃νρ

(1198)

Necht’ uµ je 4− rychlost popisuj́ıćı pohyb tekutiny. Protože plat́ı

gµνu
µuν = −1 = g̃µν ũ

µũν = −1 (1199)

dostáváme
uµ = e−ϕũµ . (1200)

Pak dostaneme, že projektor P µν jak

P µν = gµν + uµuν = e−2ϕ(g̃µν + ũµũν) = e−2ΦP̃ µν . (1201)

Transformace kovariantńı derivace má tvar

∇µu
ν = ∂µu

ν + Γν
µσu

σ =

e−ϕ[∇̃µũ
ν + δµν ũ

σ∂σϕ− g̃µλũ
λg̃νσ∂σϕ]

(1202)
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S pomoćı této rovnice dostaneme transformačńı vstahy pro daľśı d̊uležité
hydrodynamické veličiny

ϑ ≡ ∇µu
µ = e−ϕ[ϑ̃+ dũσ∂σϕ− ũσ∂σϕ] ,

aν ≡ uµ∇µu
ν = e−2ϕ[ãν + ũµδνµũ

σ∂σϕ− ũµg̃µλũ
λg̃νσ∂σϕ] =

= e−2ϕ[ãν + P̃ νσ∂σϕ]

Aν ≡ aν −
ϑ

d− 1
uν = Aν + ∂νϕ .

(1203)

Definujem Weylovu kovariantńı derivaci D následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’

Qµ...
ν... je tensorová veličina, která se při Weylově transformaci chová jako

Qµ...
ν... = e−wϕQ̃µ...

ν... (1204)

Poté
DλQ

µ...
ν... = e−wϕD̃λQ̃

µ...
ν... (1205)

kde

DλQ
µ...
ν... = ∇λQ

µ...
ν... + wAλQ

µ...
ν... +

+[gλαAµ − δµλAα − δµαAλ]Q
α...
ν... + . . .

−[gανAα − δαλAν − δανAλ]Q
µ...
α... − . . .

(1206)

Dá se ukázat, že tato kovariantńı derivace je kompatibilńı s metrikou Dλgµν =
0. S pomoćı této kovariantńı derivace můžeme přepsat konformńı hydrody-
namiku do konformně invariantńıho tvaru. Explicitně, máme

Dµu
ν = ∇µu

ν +Aµu
ν − [gµαAν − δνµAα − δναAµ]u

α =

= ∇µu
ν + uµa

ν − ϑ

d− 1
P ν
µ = σ ν

µ + ω ν
µ = e−ϕD̃µũ

ν

(1207)

kde jsme zadefinovali

σµν =
1

2
(P µλ∇λu

ν + P νλ∇λu
µ)− 1

d− 1
ϑP µν =

1

2
(Dµuν +Dνuµ) = e−3ϕσ̃µν ,

ωµν =
1

2
(P µλ∇λu

ν − P νλ∇λu
µ) =

1

2
(Dµuν −Dνuµ) = e−3ϕω̃µν .

(1208)
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Konformńı tekutina je charakterizována čtyřrychlost́ı uµ a teplotou T a
r̊uznými chemickými potenciály µi, které odpov́ıdaj́ı r̊uzným zachovávaj́ıćım
se veličinám. Tyto veličiny se transformuj́ı při Weylově transformaci jako

T = e−ϕT̃ , µi = e−ϕµ̃i . (1209)

Dále definujeme νi =
µi

T = ν̃i. Pak dostaneme

Dµνi = ∇µνi = D̃µν̃i ,

DµT = (∇µ +Aµ)T = ∂µ(e
−ϕT̃ ) + (Ãµ + ∂µϕ)T = e−ϕD̃µT̃ .

(1210)

Dále dostaneme

DλDσνi = Dλ(∇σνi) = ∇λ∇σνi − gλσAα∇ανi +Aσ∇λνi +Aλ∇σνi = D̃λD̃σν̃i

(1211)

a také
DλDσT = e−ϕD̃λD̃σT̃ . (1212)

Je d̊uležité poznamenat, že nyńı všechny pozorovatelné veličiny v konformńı
hydrodynamice je možné formulovat pomoćı následuj́ıćıch veličin

νi , T , uµ, gµν , ϵ
µν...σ ,

Dµνi ,DµT , σµν , ωµν ,

DλDσνi ,DλDσT ,Fµν = ∇µAν −∇νAµ ,Dλσµν ,Dλωµν ,

R α
µνλ ,

(1213)

where R α
µνλ je tensor křivosti asociovaný s Weylovou kovariantńı derivaćı

Dλ. Můžeme definovat tento tensor jako komutátor dvou kovariantńıch de-
rivćı D. Pro kovariantńı vektorové pole Vµ = e−wϕṼµ dostaneme

[Dµ,Dν ]Vλ = wFµνVλ −R α
µνλ Vα ,

Fµν = ∇µAν −∇νAµ ,

R α
µνλ = R α

µνλ +∇µ[gλνAα − δαλAν − δανAλ]−∇λ[gλµAα − δαλAµ − δαµAλ] +

+[gλνAβ − δβλAν − δβνAλ][gβµAα − δαβAµ − δαµAβ]−
−[gλµAβ − δβλAµ − δβµAλ][gβνAα − δαβAν − δανAβ]

(1214)
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kde jsme zavedli dva nové Weyl-invariantńı tensory

Fµν = F̃µν , R α
µνλ = R̃ α

µνλ . (1215)

Jako daľśı veličinu zavedeme konformńı tensory, což jsou Weyl-kovariantńı
tensory, které nezávisej́ı na rychlosti tekutiny, kde poznamenejme rychlost
tekutiny je obsažena v definici Aµ. Např́ıklad definujeme Weylovu křivost
Cµνλσ

Cµνλσ ≡ Rµνλσ + δα[µgν][λδ
β
σ]Sαβ = Cµνλσ −Fµνgλσ = e2ϕC̃µνλσ , (1216)

kde Schouten̊uv tensor je definován následuj́ıćım zp̊usobem

Sµν =
1

d− 2

(
Rµν −

Rgµν
2(d− 1)

)
= Sµν−(∇µAν+AµAν−

A2

2
gµν)−

Fµν

d− 2
= S̃µν .

(1217)
Nyńı přejdeme k vlastńı formulaci konformńı hydrodynamikz. Poznámenejme,
že základńı hydrodynamické rovnice maj́ı tvar

∇µT
µν = 0 , ∇µJ

µ = 0 . (1218)

nejsou kovariantńı vzhledem k Weylově transformaci. Poznamenejme, žev
vzhledem k Weylovým transformaćım tensor energie a hybnosti a tok trans-
formuj́ı následuj́ıćım zp̊usobem

T µν = e−(d+2)T̃ µν + . . . , Jµ = e−wϕJ̃µ . (1219)

kde . . . znamená př́ıspěvek odpov́ıdaj́ıćı Weylově anomálii T µ
µ = W . Prvńı

klasický př́ıspěvek v transormačńım předpisu pro tensor energie hybnosti
plyne př́ımo z definice

T µν = − 2√
det g

δS

δgµν
= e−(d+2)ϕ 2√

g̃

δS

δg̃µν
= e−(d+2)ϕT̃ µν . (1220)

Konformńı anomalie znamená, že teorie, která je klasicky invariantńı v̊uči
Weylově transformaci, nemuśı být invariantńı na kvantově mechanické úrovni.
Poznamenejme, že pro T µν a Jµ máme následuj́ıćı kovariantńı derivace

DµT
ρσ = ∇µT

ρσ + (d+ 2)AµT
ρσ +

+[gµαAρ − δρµAα − δραAµ]T
ασ +

+[gµαAσ − δσµAα − δσαAµ]T
ρα ⇒

DµT
µσ = ∇µT

µσ + (d+ 2)AµT
µσ − dAµT

µσ − 2AµT
µσ +AσT ν

ν =

= ∇µT
µσ +AσT ν

ν

(1221)
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Jestliže ale vezmeme do úvahu Weylovou anomalii, je přirozené ji zahrnout
do předchoźı kovariantńı derivace a tedy dostaneme kovariantńı tvar zákona
zachováńı

DµT
µν +Aν(T µ

µ −W) = 0 . (1222)

která obsahuje jak zákon zachováńı tak i anomálńı př́ıspěvek. V př́ıpadě toku
Jµ můžeme postupovat stejným zp̊usobem a dostaneme

DµJ
µ = ∇µJ

µ + (w − d)AµJ
µ = 0 , (1223)

která nám ř́ıká, že konformńı váha w zachovávaj́ıćıho se toku muśı být rovna
počtu prostoročasových dimenśı. Př́ıkladem takového toku může být tok en-
tropie Jµ

S , který má konformńı váhu rovnou počtu prostoročasových dimenśı.
Pak můžeme napsat druhý termodynamický zákon konformně invariantńım
zp̊usobem

DµJ
µ
S = ∇µJ

µ
S ≥ 0 . (1224)
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