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1 Zakladni principy

Hydrodynamika je teorii dynamiky tekutin. Tekutina je spoletny nézev pro
nasledujici faze latky:

e Kapaliny
e Plyny

Dalsi forma latky, Plazma se obecné odlisuje od neutralnich tekutin. Ukazuje
se, ze hydrodynamika je vhodnou makroskopickou teorii pouze v pripadé
slabé magnetizovaného plazmatu. Pro makroskopicky popis magnetizovaného
plazmatu existuje vlastni teorie znadma jako magnetohydrodynamika. Je také
dulezité poznamenat, ze mikroskopické teorie neutralnich tekutin a plazmatu
jsou velmi rozdilné, coz vyplyva ze skutecnosti, ze nabité castice interaguji
pomoci dalekodosahovych sil, zatim co v pripadé hydrodynamiky uvazujeme
pouze kratkodosahové sily.

Mechanika tekutin se zabyva popisem dynamiky kapalin a plynu. Protoze
z definice mechanika tekutin poskytuje makroskopicky popis, uvazujeme te-
kutinu jako spojité médium. Jinymi slovy fe¢eno, mechanika tekutin muze a
ma byt definovana bez ohledu na potencialni mikroskopickou strukturu latky.
Na druhou stranu je uzitecné vyjit z predstavy o mikroskopické struktuie
latky, kdy predpoklddame, ze libovolné maly element tekutiny je dostatecné
velky, ze obsahoval statisticky vyznamny pocet molekul. Jinymi slovy feceno,
musime hovotit o fyzikdlnim infinitizemalné malém objemu, ktery je maly
vzhledem k charakteristickym rozmeérum télesa, ale dostatecné velky vzhle-
dem k charakteristickym vzdéalenostem mezi molekulami. Pojmy jako cdstice
kapaliny a bod v kapaliné by mély byt chapany podobnym zpusobem. Napriklad,
kdyz hovofime o posunuti ¢astice kapaliny, nemyslime samoziejmé posun
jedné individualni molekuly, ale to, ze objemovy element, ktery v hydrody-
namickém popisu obsahuje mnoho molekul, by mél byt uvazovan jako bod.

Tyto pojmy jsou intuitivné jasné, protoze kapaliny, jako napiiklad voda,
¢i plyny, jako naptiklad vzduch, muzeme za normalnich podminek skutecné
uvazovat jako kontinuum. Problém ovSem nastava v situacich, kdy mame
velice Tidky plyn, jako jsou naptiklad slune¢ni vitr ¢i mezigalaktickda hmota,
ktera obsahuje nékolik ¢astic na krychlovy centimetr. Poté se muzeme ptat,
jaké jsou nutné predpoklady pro platnost hypotézy kontinua? Ukazuje se,



ze pro pochopeni této myslenky bychom méli byt schopni odvodit rovnice
hydrodynamiky z obecnéjsi a fundamentalnéjsi teorie.

1.1 Dynamické teorie

Jak jiz bylo feceno, nasim cilem je formulovat hydrodynamiku jako teorii
dynamiky tekutin, kde Dynamickou teorii myslime teorii, ktera popisuje
casovy vyvoj systému. Prikladem takovych dynamickych teorii je naptiklad
klasickd mechanika, klasicka elektrodynamika, ¢i kvantova mechanika. Pro
kazdou z téchto dynamickych teorii je zakladni predpoklad néjakym zpusobem
charakterizovat Stav systému.

e Klasicka dynamika: stav systému NV ¢astic je popsan jejich zobecnénymi
soutadnicemi ¢;,7 = 1,..., N a sdruzenymi impulsy.

e Klasicka elektrodynamika: elektrické a magnetické pole —E(x), — B(x),
kde x = (ZE17ZL’2, JI3> a kde E = (El, EQ, Eg), B = (Bl, BQ, B3)

e Kvantova fyzika: Stav systému je popsan s pomoci vinové funkce ¥ (x).

Dynamické teorie umoznuji sledovat ¢asovy vyvoj daného systému pomoci
rovnic, které urcuji, jak se dané proménné vyvijeji v case. Jinymi slovy,
jakmile zname stav systému v pocatecnim case, jsme schopni s pomoci téchto
rovnic uré¢it stav systému v néjakém pozdéjsim case. Tyto rovnice maji ruznou
formu pro ruzné dynamické teorie:

e Klasicka mechanika: Hamiltonovy ¢i Lagrangeovy ¢i Newtonovy pohy-
bové rovnice

o Klasické elektrodynamika: Maxwellovy rovnice
e Kvantova mechanika: Schrodingerova rovnice

Tedy, nasi otazkou je, jaké jsou vhodné proménné, které charakterizuji me-
chaniku tekutin a jaky je jejich éasovy vyvoj. Ukazuje se, ze odpovéd na tuto
otazku zavisi na hloubce studia problému.

Ukazeme problematiku trovni ruznych popisu na piikladu systému N
kvantovych ¢astic, kde log N > 1. Fundamentalni popis, oznacme jej jako
Uroven 0, je dan pomoci kvantové mechaniky, kdy stav daného systému je



charakterizovan vinovou funkef ¥ (x1, ..., xy), kde ¢asovy vyvoj této vinové
funkce je dan Schrédingerovou rovnici

Y =iy, = Z V(D) (1)

Druh4 troven, oznac¢ime ji jako Uroven 1 je dan pomoci N klasickych ¢astic.
Stav je popsan pomoci zobecnénych soufadnic g, a impulzu p®, jejichz casovy
vyvoj je dan Hamiltonovymi rovnicemi.
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Kineticky popis céstic je dalsi irovni popisu, kterou oznac¢ime jako Uroven
2.V tomto piipadé je stav systému popsan pomoci rozdélovaci funkee f(x, u),
ktera spliuje Boltzmannovu rovnici

0 0 . . F(x,
8{+X Vf+v f =C(f) ,x=v,v= (:;t> (3)

Od tfeti drovné jiz zbyvéa pouze posledni krok k popisu dané latky jako
spojitého prostiedi, coz je mechanika kontinua. Oznac¢ime tuto troven jako
Uroven 3 . Stav tohoto systému je popsén pomoci poli p(x), T(x), v(x) a
jejich dynamika je dana hydrodynamickymi rovnicemi.

Pro plné pochopeni hydrodynamiky je dobré nastinit, jakym zpusobem
prechazime mezi ruznymi drovnémi.

1.2 Uroven 0 — Uroven 1

Je mozné nahradit kvantovy popis klasickym v piipadé, kdy hustota ¢astic je
dostatecné nizkd tak, ze kvantové interference jsou zanedbatelné. Uvazujme
de Brogliho vlnovou délku

A= E ) (4>
Na druhou stranu typicka hybnost castice o hmotnosti m a pii teploté T je
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Na druhou stranu predpokladejme, Zze mame hustotu c¢éstic n definovanou
jako n = N/V kde V je objem, v kterém se dané ¢dstice nachézeji. Poté je
jasné, ze veli¢ina, kterd charakterizuje vzdalenost éastic, je ~ n~'/3 (Rozmeér
n je [m3].) Tedy pokud plati
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muzeme zanedbat kvantovou interferenci ruznych ¢astic. Je jasné, ze tato
podminka je splnéna pro ziedéné plyny. Otazka je, zda-li také plati pro
hustéjsi plyny. Pro vzduch pii pokojové teploté T' = 273 K a a standartnim
tlaku je prava strana nerovnosti rovna 0.015. Da se ukazat, ze pro vodu pri
teploté T' = 293 K toto plati priblizné také.
Jestlize je tato podminka splnéna, pak vinova klubka ¢astic se sif{ podle

Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢astici

L Oi(x,t) o : -

ih Y =H;;, H;= QmVi + Vi(x;) . (7)
Poté stiedni hodnoty (x;) () a (p;) (t) maji ¢asovy vyvoj, ktery je urceny
klasickymi pohybovymi rovnicemi, coz je znamy Ehrenfestiv teorém.

A<nB=1>

(6)

1.3 Od Urovné 1 k Urovni 2

Na 1drovni 1 je stav systému N klasickych ¢astic popsan jejich souradnicemi
(x1,...,Xy) a rychlostmi (uy,...,uy). Jejich dynamika je urcena Newto-
novymi pohybovymi rovnicemi.

Fazovy prostor I' je 6N dimensionalni se soutradnicemi (x1, ..., Xy, Uy, ..., Uy).

Kazdy bod v prostoru I' odpovida rozdilnému stavu systému a zfejmeé ¢asovy
vyvoj systému odpovida kfivce ve fazovém prostoru I'. Pro velmi velké N je
nemozné prakticky fesit 6N pohybovych rovnic, které jsou diferencialnimi
rovnicemi prvniho fadu. Pro tyto systémy je pravé vhodny statisticky popis
odpovidajici drovni 2. Na této drovni zavedeme distribuéni funkei f(x,u,t),
ktera udava hustotu castic v Sesti dimensionalnim p— prostoru (x, u). Jedna
se tedy o jedno-casticovou distribuéni funkci, obecnéjsi piipad bude disku-
tovan nize. Poté jediny bod v I' prostoru je zobrazen do N bodu v u prostoru,
kde kazdé castici odpovida jeden bod odpovidajici jeji soufadnici a rych-
losti. Jinymi slovy pfevedli jsme problém popisu casového vyvoje N bodu
na problém casového vyvoje distribucni funkce, ktery je dan Boltzmannovou
rovnici.



Obecné hovotime o N-¢asticové rozdélovaci funkei.

Dynamika tekutin je popséna klasickou teorii pole, jejiz pocatek saha az
do 19 stoleti. Je pozoruhodné, zZe sdili mnoho spolecného s Maxwellovou teorii
elektromagnetického pole.

Je uzitecné ukazat, proc je studium hydrodynamiky tak zajimavé i z hle-
diska dnesni moderni fyziky. Je podstatné, ze mechanika tekutin muze byt
odvozena z konkrétni mikrospokické teorie pomoci vhodného vystifedovani.
Muzeme napiiklad uvazovat Boltzmannovu rovnici pro distribu¢ni funkci
f(X,P,t), kterd spliuje rovnici

Y S i) 0

m  0X; 0P,

kde X = (X4,..., X)) aP=(P,...,P,)i=1,...,d jsou fdzové soufadnice
jedné ¢astice o hmotnosti m a kde F; je vnéjsi sila pusobici na tuto ¢astici.
Daéle, C(f) je srazkovy integral, ktery vyjadiuje zménu distribuéni funkce
zpusobenou srazkou s ostatnimi ¢asticemi. Bezsrazkovy ptipad odpovida situ-
aci, kdy C(f) = 0. V tomto piipadé Boltzmannova rovnice je rovnici pro dis-
tribu¢ni funkci ¢éstice, ktera splnuje klasické pohybové rovnice. Ukazuje se,
ze najit feseni Boltzmnanovy rovnice je velmi obtizné. Obecné predpokladame
fegent ve formé f = f© + fU 4 .. kde f© = n, je rovnovdzna distribuéni
funkce, jejiz forma zavisi na skutecnosti, zda se jedna o bosony ¢i fermi-
ony. Transportni koeficienty a pohybové rovnice kapaliny jsou poté urceny
poruchovymi opravami.

Je dobré zduraznit, ze tento popis vystihuje podstatu problému, jak ziskat
rovnice hydrodynamiky z fundamentalni mikroskopické teorie, na druhou
stranu ma sva podstatna omezeni. Prvni je to, ze takto zjednodusena Bol-
tzmannova rovnice urc¢uje pouze distribucni funkci jedné céstice a druhé je
to, ze popis je cisté klasicky, nebere do tvahy kvantové jevy.

Co se tyka prvniho bodu, muzeme uvazovat obecnou N c¢ésticovou Liou-
villovu rovnici pro distribuéni funkei p(X,, P,),n = 1,2, ... N. Jedno¢ésticova
distribuéni funkce je poté ddna integralem [ dun_1p(X,, P,), dvoucdsticovd
distribuéni funkee je ddna integralem [ duy_2p(X,, Py) kde duy je objemovy
element N —dimensionalniho fazového prostoru. Poté Liouvillova rovnice vede
k hiearchii tzv. BBGKY (Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) hiearchii,
ktera zahrnuje korela¢ni funkce vyssich fadu. Napriklad pro jednocasticovou
distribu¢ni funkci dostavame Boltzmanovu rovnici, kde ale kolizni integrél je
urcen dvoucasticovou distribuéni funkei. Je jasné, ze vysledna teorie je velmi
komplikovand a vétSinou se omezujeme pravé na studium jednocasticové

+F
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rozdélovaci funkce.

Co se tyka problematiky fundamentalni kvantové formulace hydrodyna-
miky, ukazuje se, ze je opét v principu mozné najit takovouto formulaci. Na
druhou stranu abychom ziskali néjaké uziteéné informace, je nutné pristoupit
k semiklasické aproximaci, coz opét vede k formalismu, jenz mé limitovanou
platnost.

I kdyz predchozi diskuse odvozeni hydrodynamickych rovnic z funda-
mentalnich teorii vede k zjisténi, ze hydrodynamika by méla mit platna pouze
pro klasicky popis systému, které jsou blizko termodynamické rovnovahy. Na
druhou stranu hydrodynamické rovnice mohou byt odvozeny z obecnych prin-
cipt, coz nas vede k zjisténi, ze tyto rovnice maji $irsi oblast platnosti, a my
pod pojmem universalita mechaniky tekutin. Ukazuje se, ze dynamika teku-
tin m& své misto v sucasné moderni fyzice v pripadé popisu velkého mnozstvi
jevi. O nékterych z nich pohovotime v této prednésce podrobnéji.

1.4 Od Urovné 2 k Urovni 3

Jedno-komponentovy plyn v termodynamické rovnovaze je plné popsan dvéma
termodynamickymi proménnymi. Obecné vzato tekutina jako celek neni v
termodynamické rovnovaze jako celek. Na druhou stranu maly element te-
kutiny v jeho klidové soufadnicové soustavé muzeme chapat jako element
v lokalni termodynamické rovnovaze. Stav elementu tekutiny je dan dvémi
termodynamickymi velicinami (hustotou p a teplotou T') a rychlosti v. Poté
viechny elementy tekutiny tvoii kontinuum, kde nyni p(x), T'(x), v(x) popi-
suji cely systém.

Hydrodynamické rovnice poté urcuji casovy vyvoj téchto proménnych.
Tyto rovnice mohou byt odvozeny z Boltzmanovy rovnice.

1.5 Hamiltonovsky popis Urovné 1

Nyni pfistoupime k podrobnéjsimu studiu ptechodu od Urovné 1 k Urovni
2. Abychom toto plné pochopili, musime stru¢né shrnout nékolik zakladnich
fakt tykajicich se hamiltonovské formulace klasické mechaniky.
Uvazujme dynamicky systém popsany pomoci sdruzenych souradnic
(q1,---+qn,P1,---,Pn) @ Hamiltonovou funkei H(gs, p°,t). Pak

oH . oH
8q5 ) qS_ aps .

ps:
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Abychom uvedli néjaky piiklad hamiltonovského systému, muzeme uvazovat
konzervativni systém N stejnych ¢astic, kdy hamiltonian ma tvar

1
H=T+V=— *) -+ V(gs) - 10
+V = ;(p )+ V(gs) (10)
Pro tuto Hamiltonovu funkci dostavame z (53)
s = ps/mépszmq'sa

COH oV
dqs  0qs

ps =
(11)

kde prvni rovnice vyjadiuje znamy vztah mezi impulsem dané céastice a jeji
rychlosti a kde druha rovnice neni nic jiného nez Newtonova pohybova rov-
nice. PTesnéji, s pouzitim prvni rovnice dostavame

ov

5 (12)

mijs:_

1.5.1 Dynamicka reverzibilita

Uvazujme systém, jehoz hamiltonidn je invariantni vic¢i zméné sméru casu,
tedy vuci zdméné t — —t. Nyni predpoklddejme, ze {q(t),p(t)} je trajekto-
rie daného systému ve fazovém prostoru. Poté i {q¢(—t), —p(—t)} je FeSenim
pohybovych rovnic a tedy je také trajektorii ve fazovém prostoru.

Abychom dokézali toto tvrzeni, vyjdeme z Hamiltonovych rovnic

dp® O0H(t) dqg, OH

A = ) 13
dt dqs ~ dt  Ops (13)
Pomoci ¢/ = —t dostavame
d S S
V() dp_ DH() ”
dt' At~ 9g,(t)
Kdyz vyjdeme z predpokladu, ze H(—t) = H(t') = H(t) a zavedeme ¢;(t) =
qs(—t) = qs(t') a také p*(—t) = p*(t') = —p°(t), pak rovnice (14) ma tvar
/ /
Cdt 8qs(t’ )



coz je jedna z Hamiltonovych rovnic. Stejnym zpusobem budeme postupovat
i s druhou rovnici

da.(t) _ _da,(t) _OH() _

dt o)
da(t) __OH() _ dg(t) _OH()
at’ oty dt dp(t)

(16)

Timto zpusobem jsme tedy dokazali, ze {q(—t), —p(—t)} je Fesenim Hamil-
tonovych rovnic a tudiz definuje trajektorii ve fazovém prostoru.

1.5.2 Kanonické transformace

Uvazujme transformaci souradnic ve fazovém prostoru

¢p—4q,p" . (17)

Aby tyto nové proménné davaly popis toho samého systému, pak musi zjevné
platit
t2 2
5/ dtL(q,d) = 0 , 5/ dL(d, ) = 0. (18)
t1 31

V pripadé, ze je tato podminka splnéna, pak nazyvame transformaci od
necarkovanych k ¢arkovanym proménnym (17) jako kanonickou transfor-
maci. Je zfejmé, ze rovnost variaci danych v (18) je splnéna, pokud existuje
nasledujici vztah mezi odpovidajicimi lagrangiany

dGl(Q? q/)

I (19)

L(q,q) = L(¢',d') +

Abychom dokézali tento vztah, pouzijeme (19) v definici a akce. Nésledné
provedeme jeji variaci a ¢imz dostavame

to to
5/ L(Q? Q)dt = 0= 5/ L<q,7 q,)dt + 5G1(Q7 q,)|t2 - 5G1(q7 q/>|t1 -
t1

t1
to
- 5/ L(¢,d)dt = 0
t1
(20)



kde jsme vyuzili skute¢nost, ze pti odvozovani pohybovych rovnic pozaduje,
aby variace souradnic byly rovny nule v ¢asech ¢, a 5.

Je uzitecné prepsat vztah mezi lagrangiany pomoci odpovidajici hamil-
tonovského formalismu formulace

. / / / dGl(Q7 q/7t)
= pi - H § gl — H'( LT (o1
q) qu P4 ')+ —— (21)

coz muzeme piepsat do ekvivalentniho tvaru

Is 71 , 0G4 0G4 0G4
sdg. —p'*dd’) — (H — H'dt = il il
E (p*dgs —p"°dgq.) — ( )dt E <:aqsdqs o > P dt . (22)

S S

Z predchozi rovnice dostavame nasledujici dulezité vztahy

8G1 ’ 8G1 / aG'l
s — g H-H = .
=% P aq. ot

(23)

Analyzujeme nyni struktiru téchto transformaci podrobnéji. Rovnice (23)
budeme interpretovat jako vztah mezi (g5, p®) a ¢, p’*). Podrobnéji, levé rov-
nice v (23) muze byt fesena pro ¢, = ¢.(qx, p*). Samoziejmé, podminka pro
existenci tohoto feSeni je
0°G4
aQZaqz

Jakmile tedy najdeme ¢/ = ¢](qx, p*), pak pravé rovnice v (23) davd p' =
! k
P'(qx, P*)-
Jako priklad spojité funkce ¢, ¢’ kterd negeneruje kanonické transformace,
uvazujme

det

£0. (24)

Gi(q.q) = f(q) + h(d) , (25)

kde f and h jsou libovolné spojité funkce. Je zfejmé, ze tato funkce nespliuje
(24) a tedy negeneruje kanonické transformace. Na druhou stranu uvazujme
nasledujici funkci

Gi(q,q") = —qs67q, . (26)

Pro tuto funkci z rovnice (23) dostaneme
— _5srq; ’p/s — 5srqs . (27>

Vidime, Ze soutradnice a impulsy si vymeénily role pomoci této generujici
funkce. Z toho duvodu se tato transformace nazyva transformace vymeény.
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Je dobré védét, ze muzeme najit dalsi formy funkci, které generuji kano-
nické transformace. Pro nase ucely je ale podstatné, ze kanonické transfor-
mace jsou zakladem Liouvillova theorému, ktery ma fundamentalni vyznam
v kinetické teorii.

1.6 Kanonické invarianty

Kanonickym invariantem nazyvame dynamickou veli¢inu, kterd zustava in-
variantni vuéi kanonickym transformacim. Dulezitym prikladem kanonického
invariantu je Poissonova zavorka mezi dvéma funkcemi A, B. Tedy, jestlize
plati

Alp,q) S A'(d,p)
B(q.p) S B'(¢.¥)
(28)
pak
c Y,
{A7 B}q,p — {A 7B }q’,p’ = {A7 B}q,p (29>

Uvazujme nyni ptripad, kdy B je Hamiltonianem daného systému B = H.
Pak definice ¢asového vyvoje fyzikdlni veliciny tika

dA(q, p)
g~ W H, (30)
Na druhou stranu (29) nam tika
dA(q,p . dA (]/,p/
Eit : = {4, H}qm ={A(d,p), H(d,P)} = % ) (31)

Jinymi slovy casova zména proménné A je nezavisla na souradnicich, které
jsou pouzity na popis daného systému.

1.7 Konstanty pohybu a symetrie

Zachovavajici se veli¢iny maji uzky vztah k symetriim daného systému. Uvazujme
systém, ktery je popsan soutadnicemi (qq, @2, .. .,q,) a predpokladejme, ze
plati g—f = 0. Pak z pohybové rovnice dostavame p; = const. Jinymi slovy,
jestlize szstém nezavisi na ur¢ité souradnici, pak impuls sdruzeny s touto
soufadnici je konstantni. Takovéto souradnice se nazyvaji cyklické souradnice.
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Invariance Hamiltonidnu vzhledem k urcité soutradnici muze byt vyjadirena
pomoci Hamiltonovskych rovnic nebo pomoci Poissonovych zavorek. V tomto
piipade, jestlize H je nezdvisly na soufadnici g;, pak dostdvame

dp’

%:{pij}zo (32>

a tedy p’ je konstantni.

1.7.1 Liouvillav theorém

V jedné svoji formulaci Liouvilliv theorém tika, ze jakobidan kanonickych
transformaci je roven jedné. Pro systém o N stupnich volnosti, mame

9q; Vg o't o'
¢.r\ _odld.p) |’ " on o)
J =5 = Col=1. (33
qa p <Q7 p) aqi 3(1’2 aL/l Bp’N
8pN 8pN DS apN PR 8pN

Na tomto misté je vhodné zduraznit, ze existuje cela fada formulaci Liou-
villova theorému. V této ¢asti nasi prednasky dokazeme jeji ¢isté geometricky
vyznam zalozeny na vlastnostech kanonickych transformaci.

Liovilliv theorém ma nésledujici geometricky vyznam. Pro libovolnou
transformaci (¢,p) — (¢,p') se integrél ve fazovém prostoru transformuje

takto /Q Loy / ; ( % ) dd/dy (34)

kde Q znaci objem ve fazovém prostoru, ve kterém provadime danou trans-
formaci. Nyni vidime, ze v piipadé kanonickych transformaci mame

/dqdp:/ dq'dp’ . (35)
Q /

Protoze tyto veli¢iny nejsou nic jiného nez objemové elementy ve fazovém
prostoru dostavame, ze tyto objemové elementy fazového prostoru jsou inva-
riantni vzhledem ke kanonickym transformacim.

1.7.2 Akce jako generator kanonickych transformaci

Jednim z nejdulezitéjsich poznatki, které se tykaji kanonickych transformaci
je ten, ze samotna akce muze byt uvazovana jako generator kanonickych
transformaci.
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Uvazujme akéni integrél odpovidajici pohybu v intervalu od ¢ do t + T
t+T
St,T) = / dt'L(q,q) =
t

t+T t
_ / at'(3 . — H] - / at'[> "y — H)
0 S 0 S

(36)
Jestlize nyni provedeme derivaci vzhledem k ¢ dostavame
BUT) S Wt~ vin) + (1~ 1) (37)
kde jsme zavedli znaceni
.=qt+T), p°"=p°t+T). (38)

Jestlize budeme predpoklddat, ze H je integral pohybu, tedy H (t+7) = H (t),
pak dostavame

dS =Y (p*dq, — p'dg,) . (39)

Tento vysledek nam tika, ze akce je generdtor kanonickych transformaci.
Jinymi slovy feceno ¢asovy vyvoj systému muze byt uvazovan jako kanonicka
transformace. Skutec¢nost, ze casovy vyvoj systému ve fazovém prostoru, jenz
je ur¢en pohybovymi rovnicemi, je jedna z forem kanonické transformace, je
fundamentalni predpoklad pro urceni Liouvillovy rovnice.

1.8 Ansambl a fazovy prostor

Jak jiz vime, stav systému je reprezentovan bodem ve fazovém prostoru.
Tak, jak se systém vyviji s casem, tento bod se pohybuje po trajektorii
(i (), ... qn(t), pr(t),...,pN(t)) kde nyn{ predpokldddme systém tvoieny z
N c¢astic pohybujicich se v jedném rozmeéru. Zobecnéni na ptipad pohybu ve
tfech a vyssich dimensich provedeme pozdéji.

Ansambl je definovéan jako mnozina kopii téhoz systému, které jsou iden-
tické ve vsech svych vlastnostech az na to, ze odpovidaji rozdilnym stavum
systému v urcitém casovém okamziku. Z této definice je zfejmé, ze kazdy
prvek Ansamblu muze byt reprezentovan bodem ve fazovém prostoru I' v
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urcitém casovém okamziku a jejich ¢asovy vyvoj je reprezentovan urcitou
trajektorii v tomto fazovém prostoru. Jinymi slovy feceno, kdyz budeme
predpoklddat, ze mame N kopii daného systému v Ansamblu, pak stav to-
hoto Ansamblu v ¢ase t = 0 je reprezentovan N body v prostoru I'. Necht
uvazujeme funkci pans = pans(qs, p°, t) a uvazujme nasledujici ¢islo

Pans(qs, P, t)d" qd™p (40)

které budeme interpretovat jako pocet bodu ansdmblu v elementu fazového
prostoru d¥qd™p v okoli bodu (qi, ..., qn,p1, - .., pn). Pak miiZzeme definovat

pans j a’ko
dN

ans\Us; Syt = . 41
Pans (@5, P°, t) P ad"p (41)

Samoziejmeé je dobré predpokladat, ze body Ansamblu jsou husté a spojité
distribuovany ve fazovém prostoru I', coz umoziiuje predpokladat, ze puns je
spojita funkce na fazovém prostoru.

Jako ptiklad uvazujme systém N volnych harmonickych jedno-dimensionalnich
oscilatoru. Tento systém m& Hamiltonian

1
H:ZHS, HS _(ps)2+

mwp o
2m

— B, 49
5 s (42)

Diky tomu, zZe tyto oscilatory jsou volné, kazdy oscilator se nachazi ve stavu
se zachovavajici se energii Es. Mikrostav systému, je neznam. Na druhou

stranu statisticky reprezentativni ansambl tohoto systému mé hustotu bodu
danou jako

N
wo\ N s
pans(ae,p'st) = (52) TT0(Hua0p") — E) (43)
s=1
ktera je normalizovana jako

/ qusdpspam =1. (44)

Nyni muzeme interpretovat pu,s jako hustotu pravdépodobnosti, Ze najdeme
dany systém v daném bodé fazového prostoru I, tedy v daném bodé mikrostavu

(gs,p°) -
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1.9 Liouvilluv theorem

Louvilluv theorém ftika, ze fazova distribucni funkce se zachovava podél
fazové trajektorie systému. Jak jiz bylo feceno, puns(q,p,t)d™qd"p udava
pocet prkit Ansamblu,které se nachézeji v elementu fazového prostoru d¥ gd™ p.

Dulezitou vlastnosti Ansamblu je to, ze trajektorie jeho prvku se ni-
kdy nekftizi, coz vyplyva ze skutecnosti, ze pro systém o N stupnich vol-
nosti je jeho trajektorie jednoznacné urcena 2N pocatecnimi podminkami
[41(0), .., an(0), p(0), ..., p(0)].

Uvazujme, ze v ur¢itém casovém okamziku body Ansamblu obsazené
v diferencidlnim objemovém elementu fazového prostoru jsou ohraniceny
uzavienou plochou. Diky tomu, ze rozdilné trajektorie se nemohou kiizit
dostavame, ze vnitini body v daném objemu zustanou vnitinimi body, tak
jako kazdy hrani¢ni bod zustane hranicnim bodem. Jestlize tedy oznacime
pocet bodu v daném objemu jako dN, pak dostdvame

AN = AN . (45)

Oznacme df) maly element fazového prostoru, v kterém se nachézeji dané
prvky Ansamblu. Nyni pouzijeme dulezitou skuteénost odvozenou v predchozi
casti, ktera tika, ze casovy vyvoj systému, ktery je uré¢en Hamiltonovymi rov-
nicemi, odpovida kanonické transformaci. Protoze ale pti kanonickych trans-
formacich se zachovava objemovy element fazového prostoru, pak dostavame

dQ = dQY . (46)
Kombinaci (45) a (46) dostavdame dulezity vysledek
dN' AN
= — 47
ay  dQ’ (47)
ktery nam tika, ze
Pans(D: 4,1) = pans(P, ' 1) - (48)
Jinymi slovy fec¢eno, Liouvilliv theorém ma tvar
-Dpans
=0 49
Dt Y ( )

kde %; 0znacuje casovou derivaci podél trajektorie ve fazovém prostoru, coz
ma exphmtnl tvar

Dpans . 8pan$ apans . 8pan5 'S
Dt +Z< 8qs 8p5 Py (50)
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kde ¢asové derivace fazovych proménnych jsou uréeny Hamiltonovymi rovni-
cemi.

Tento vysledek muze byt zapsan v nésledujicim elegantnim tvaru. Je
znamo, ze Casovy vyvoj libovolné fazové funkce u(p, ¢,t) muze byt vyjadien
pomoci Poissnovy zavorky

Du  Ou
E—EJF{U,H} : (51)
kde Poissnova zavorka je definovana jako
N
of g  Of dg
(ror=3 (Loe-2L2 (52

Vstah (51) vychézi ze skutecnosti, ze Hamiltonovy rovnice maji tvar

OH _ OH

QS:a_pSJ p:_ﬁqs' (53>

Jestlize nyni pouzijeme (53) v definici (51) dostaneme
Du  Ou <~ [0u ou
= o —p. ) 54
Dt~ ot *; (8q5q + apsp) (54)
Pak je ziejmé, ze Liouvillova rovnice ma tvar

apans
ot

+ {pans, H} =0 . (55)

1.9.1 Obecné tesSeni Liouvillovy rovnice

Zde bychom radi ukazali, jakym zpusobem je mozné najit nejobecnéjsi feseni
Liouvillovy rovnice.
Necht g(p,q,t) je zachovavajici se velicina, t.].

Dg _ 99
Dt 0Ot

a tedy g je fesenim Liouvillovy rovnice.
Na druhou stranu predpokladejme, ze g je feSenim Liouvillovy rovnice
dg

S g HY =0, (57)

+{9,H} =0 (56)
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Na druhou stranu vime, ze leva strana této rovnice ma tvar % =0 a

tedy libovolné feseni Liouvillovy rovnice je také integrdlem pohybu. Z to-
hoto vysledku dostavame, Zze nejobecnéjsim fesenim Liouvillovy rovnice je
libovolna funkce vSech zachovavajicich se veli¢in, tedy

ps = ps(g1,---592n) - (58)

Jinymi slovy feceno, znalost nejobecnéjsiho teseni Liovillovy rovnice je ekvi-
valentni znalosti vSech zachovavajicich se velic¢in

g =9g1(p,q.t)
g2 = g2(p, q, 1)

goN = gQN(qvpa t)

1.9.2 Druhé odvozeni Liouvillovy rovnice

Radi bychom ukézali druhy zpusob odvozeni Liouvillovy rovnice.
Tento dikaz je zalozen na faktu, ze Liouvillova rovnice muze byt zapsana

Gpans Pansds) a(pps)
+Z< 9a. = =0 (60)

ve tvaru

coz ma formu rovnice spojitosti, kde tok hustoty je dan 2 N-dimensiondlnim
vektorem ve fazovém prostoru

jans = (pansq17 s 7)0ansq.N7 panspla CIE ;panspN) (61>

Poznamenejme, ze rozdil mezi (50) a (60) je dan vyrazem

N N
J4s  Ops 0°H 0?’H
S (P =% - —0 (62)
~\dqs 9p*) 4= \9q0p° 0qs0p°
kde H je hamiltonidn daného systému a kde jsme vysli z faktu, ze systém
splnuje Hamiltonovy rovnice.
Protoze Liouvillova rovnice ma tvar rovnice spojitosti, muzeme ji odvodit

nasledovné. Zakladnim bodem je predpoklad, Ze pocet ¢lenu daného ansam-
blu se zachovava. Nyni uvazujme urcitou oblast fazového prostoru V. Pak
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zjevné Casova zména poctu ¢lenu ansamblu v daném objemu je rovna toku
hranici daného objemu OV

0 .

a7 pansdv = _/ j;nsdsi (63)
ot Ju oV

kde dS; = n;dS je povrchovy element, jehoz normovany normalovy vektor
n; ,n;n’ = 1 sméfuje ven z daného objemu. Poté s pomoci Gaussovy véty

/ F'dS; = / O F" (64)
ov \4

muzeme prepsat rovnici (63) do tvaru

apans al a(pansq.s) a(pansps)
— + + =0. 65
/vF ( ot ; Qs Ops (63)
Protoze tato rovnice musi platit pro libovolné Vi, pak zjevné musi platit
Opans | N~ NPansds) | Hpansp”)
—_— =0. 66
TR DR (96)

Tato rovnice, s pouzitim Hamiltonovych rovnic, davéd Liouvillovu rovnici (50).

1.9.3 Druha interpretace distribuc¢ni funkce

Uvazume izolovany systém o /N stupnich volnosti s hamiltonidnem
H(p,q) = E = const . (67)

Je jasné, ze systém se nachézi na podprostoru fazového prostoru €2, ktery
je vymezen podminkou (67). V predchozi diskusi jsme zavedli pocet bodu
Ansamblu N a pg,s jako funkci, kterd udévé hustotu bodu v Ansamblu.
Celkovy pocet bodu v Ansamblu je dén vyrazem

N = / Pansd™ qd™p . (68)
Q
Ziejmeé v objemu AQ € Q je pocet bodu dén intergalem
AN = [ pansd™qd™p . (69)
Ny
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Podélenim téchto dvou vyrazu dostdvame

N
N

coz muzeme intepretovat jako pravdépodobnost, ze libovolny stav je obsazen
v AS). Oznacime tuto veli¢inu jako

(70)

fnvdqd"p (71)
AQ
a tedy muzeme psat
N =
AQ fQ panstqup

Vidime, ze muzeme psat
NP4, t) = Cpans(p; q, 1) (73)

kde C' je konstanta. Jinymi slovy feceno je zde jednozna¢éna souvislost mezi
funkcemi pu,s a fy. Presnéji feceno, muzeme polozit otdzku, co znamena,
7e fn(q,p)d™qd"p je pravdépodobnost, 7e stav daného systemu se nachdzi
v objemovém elementu v okoli bodu (g,p) kde nyni pouzivdme konvenci,
kde (q,p) = (x1,X2,...,XN,P1,---,Pn), kde x = (2',... 2P) a kde p =
(p1,...,pn) Explicitné, jestlize stav (¢,p) je obsazen, pak to znamend, ze
castice 1 je v objemovém elementu v okoli bodu xi,p;, druhd céstice je v
objemovém elementu dxadps v okoli (xg, po) atd. Jinymi slovy fy je hustota
pravdépodobnosti pro N— Céasticovy systém, zatim co p,,s je veli¢ina spo-
jend s Ansdamblem ruznych systému, fy(q,p,t) je veli¢ina spojend s jednim
konkrétnim systémem. Je také dilezité ptipomenout, ze fy je normovand
jako

| swindp=1. (74)

kde se integrace provadi pres cely dosazitelny fazovy prostor. Jinymi slovy je
to prostor vymezeny podminkou konstantni energie. Jestlize nyni G(q, p, t) je
libovolné dynamicka veli¢ina, pak s pomoci znamé hustoty pravdépodobnosti
fn muzeme definovat nasledujici sttedni hodnotu dané velic¢iny

<G >= /fNqudp ) (75)
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1.9.4 Reseni Liovillovy rovnice s po¢ateéni podminkou

Nyni se zaméiime na urcité moznosti, jak resit Liouvillovu rovnice s urcitou
pocatecni podminkou.

1. Taylortav rozvoj

Predpokladejme, ze zname pocatecni formu distribucni funkce fy

fn(a.p.0) = fa(a,p) - (76)

Nyni provedeme Tayloruv rozvoj fn(q,p,t) v okoli bodu ¢ = 0 pii pevnych
qap

0 2
(0., 80) = Fxla.p.0) + 250, .00+ 5 I 0, q.p) (A0 4. (77)
ot 2 ot
Vime, ze fxn splnuje Liouvillovu rovnici a tedy
dfn
— = {H
ot { 7fN} )
*fy 9 dfn
ot g UL Ik { ot }
= {H7 {H7 fN}} )

(78)

kde predpokladame, ze H nezavisi explicitné na c¢ase. S pouzitim téchto
vztahu dostaneme

fn(g,p, At) = fN(Qapvo)+At{H7fN(q,p,O)}+%(At)Z{H, (H, fx(g,p,0)}} + - =

Geometricky si muzeme ptedstavit jako casovy vyvoj funkce fy v pevném
bodé ¢, p. Poznamenejme, ze pro koneény ¢asovy interval muzeme tento vztah
prepsat do formy

n

flam 5 = fap,0)+ S EL T (A, In@m 011 - (80)

& n
nl
1

n=

Pripad 2: Liouvillav operator
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Z predchoziho popisu je ziejmé, ze vyraz {H,} ma formu operatoru
pusobici na fy. Proto je uziteéné prepsat Liouvillovu rovnici do tvaru

I iy = Ay (51)

kde

N(aHa 8H0>. (52)

iN=i{H}=i —

Uy ; dqs Op®  Op*® Og,

Je mozné ukdzat, ze A je Hermiteovsky operator v prostoru spojitych nor-
movanych funkci na fazovém prostoru tak, ze pro tuto funkei plati

10l = [ wvd¥adp < oo (33)

Operdtor je Hermiteovsky, kdyz plati A = Af, kde AT je Hermiteovsky
sdruzeny operator. Z toho dostaneme, ze vlastni hodnoty A jsou redlné a
ze vlastni vektory daného operatoru jsou ortogonalni. Je dulezité, ze tyto
vlastnosti jsou zcela obecné a nezavisi na druhu interakce mezi molekulami.
Dalsi dulezita vlastnost je ta, ze vlastni hodnoty A jsou realné, pak vlastni
hodnoty {H, } = —iA jsou imaginarni, coz ma za nasledek, ze mohou existo-
vat feSeni Liouvillovy rovnice, které osciluji v case.
Pomoci operatoru A prejdeme k dalsimu zpusobu feseni poc¢atecni podminky

u Liouvillovy rovnice. Pfepiseme Liouvillovu rovnici do tvaru

% Kexpi /0 t dt’[\) D(t)} =0 (84)

Abychom videéli, Ze tato rovnice je ekvivalentni Liouvillové rovnici, provedeme
derivaci vzhledem k ¢

~

iA()D(t) exp(i /0 dt'A) + exp(i /0 dt’f\)%D(t) —0=

0

i exp(i /O dt'A)(A(t)D(t) — 5P =0

(85)

a ekvivalence s Liouvillovou rovnici je ziejma. Nyni, jestlize zintegrujeme
rovnici (84) dostaneme feseni ve tvaru

D(p,q,t) = e o ®AD(q,p,0) , (86)
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kde opét je nutné zduraznit, ze uvazujeme pevné p, ¢, jinymi slovy, muzeme
si predstavit, ze p, q,t jsou nezavislé souradnice na 6 N + 1 dimensionalnim
prostoru.

Pro méle intervaly opét mame

At R
/ dt'A ~ AtA (87)
0
a tedy (86) muze byt prepsdna do tvaru

D(p,q,t) = [1 —iMA + %(—iAt[\)Q +...]D(q,p,t) =

(At)?
2

_ [1+At{H,}+ {HAH.}} +...| D(0.p.0)
(88)

coz souhlasi s Taylorovym rozvojem, ktery byl nalezen v predchozi kapitole.

Nyni pristoupime k analyze s pouzitim vlastnich vektoru a vlastnich hod-
not operatoru A. Opét musime predpoladat, ze pocatecni forma rozdélovaci
funkce fy je zndma fx(q,p,0) = f%(g,p). Dale musime predpokladat, ze
zname vlastni vektory a vlastni hodnoty operatoru A, kdy budeme predpokladat
casové nezdvislé A R

Aipy, = wpdy, (89)

Jestlize predpokladame, ze 1), tvoii bazi Hilbertova prostoru, muzeme psat
pocatecni rozdélovaci funkci ve tvaru

f](\)f(%p) = Z Dy, (90>

kde koeficienty D,, je mozné urcit s pomoci predpoklddane ortogonality vek-
toru ¥,

Dy = (Yulfy(a,p)) = / d"qd" qu; (q,p) fx(q.p) ,

/ A" qd" pyr (¢, 0)m (4, P) = Orim -
(91)

Pak ziejmé dostavame

fN(Q7p> t) = e_itAZann . (92>
vn
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Tato rovnice, s pouzitim faktu, ze ¢, je vlastnim vektorem L, ma feSeni ve
tvaru

N (g, t) ZD e, (93)

1.9.5 Rozdélovaci funkce idealniho plynu

Uvazujme idedlni plyn, ktery je ddn N neinteragujicimi molekulami a jenz je
obsazen v krychli o velikosti hrany L. V tomto piipadé Hamiltonian je dan

ve tvaru
2

N
B N EE Y o1

Vime, Ze casovy vyvoj rozdelova(n funkce mé formu

of B OH of af
ot .1} = ; Ops Ox, ;VS Oxs (95)
Pak zfejmé operdtor A ma tvar
N
A ps 0
AO =—1 £ m axs . (96)

Vlastni vektory operatoru spliuji rovnici

Aoty = waoy¥ae (97)

kde (k) je posloupnost vlastnich vektoru
(k) = (ki, ko, ..., ky) . (98)

Pak dostavame

: D
Aot = —@Z e e CLCR

(99)

Budeme predpokladat feseni ve tvaru

N
Y = Aexp (izks : Xs> (100)
s=1
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pak po jeho vlozeni do predchozi rovnice dostaneme

a p
= =k, .
S o1
s=1
Déle, hrani¢ni podminky nam déavaji
2
k, — %ns , (102)

kde komponenty vektoru n jsou cela ¢isla. Konecné, konstanta A je zafixovana
normalizaci a tedy dostavame

by = L3N/2 eXp( Zk xs> : (103)

Pak je ziejmé, Ze obecnd forma N— ¢dsticové rozdélovaci funkce funkce ma
tvar |
") = Do (P (M )e 0" (104)
K

Abychom urcili kone¢ény tvar rozdélovaci funkce f, musime urcit koeficienty
Do (p™). Oznacime si hodnotu rozdélovaci funkee f v ¢ase t = 0 jako fo

ZD M (xN) (105)

Protoze vektory 1 jsou ortogondlni, dostdavame

D(k)( L3N/2/Hd3X’L eXp _sz XS fO ’pN) (]‘06)

Tedy ze zname pocatecni hodnoty distribuéni funkce dostaneme obecné reseni
Liouvillovy rovnice pro idedlni plyn ve tvaru

f(x,p,t) = L3N/2 ZD Jet Zota kerGes=5xt) (107)

Je uzitecné poznamenat, ze rozdélovaci funkce zavisi na 6 x N integralech
pohybu

P2 PN ) (108)

P1
Pi,.--,PN, X1 — —1, X2 — t XNy — —t
m m
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coz je ptresné v souladu s predchoci diskusi obecného teseni Liouvillovy rov-
nice. Explicitné, je jasné, ze pi,...,pn jsou integraly pohybu pro systém
definovany hamiltonidnem (94). Déle ukdzeme, Ze g; = x; — 2t spliuje rov-
nici zachovani

i P al ox, 6H  16(—pi)dH\
8t+{g“H}_m+;<5xi ops m Ops 0Xs)
N
. i sOH
= — ;5i5p8_0

(109)

Je také uzitecné poznamenat, ze v pripadé idedlniho plynu, muzeme operator
Ao napsat jako Ag = Zivzl [\g, kde {f\g, A{)} = 0. Pak je zfejmé, ze muzeme
hledat feseni Liouvollovy rovnice ve tvaru fy = Hivzl f1(xs, Ps, t), kde f1 je
jednocasticova rozdélovaci funkce, ktera v pripadé idealniho plynu je dana
vyrazem
p1 0
it pist) = ex (<022 ) i, 0). (110

m 0X;

1.10 Redukované distribuc¢ni funkce
Pro jednoduchost zapisu zavedeme nasledujici konvenci
dl = dxydp; ,d2 = dxadps , . .. (111)

ktera odpovida casticim 1,2, .. ..
Uvazujme nyni systém N stejnych ¢astic a zaméime se na subsystém,
ktery je tvofen s < N ¢éasticemi. Pravdépodobnost, Zze najdeme subsystém

ve fazovém prostoru d1d2...ds v okoli stavu (1,2,...,s) je
fs(1,...,8)dl...ds . (112)
Je zfejmé, ze muzeme ocCekavat vztah mezi f, a fy. Poznamenejme, ze fy
udéva pravdépodobnost, ze se systém nachazi v okoli bodu (1,...,s,s +
1,...,N). Poté je ziejmé, ze jestlize se nazajimame o situaci v okoli bodu
s+1,..., N, musime provést soucet pravdépodobnosti, Ze je systém v danych
bodech. Explicitné dostavame
fs(l,...,s):/fN(l,...,N)d(s+1)...dN (113)
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1.11 s-nasobna distribuéni funkce

Tuto distribuc¢ni funkei, kterou si oznac¢ime jako Fy(1, ..., s) definujeme nasledujicim
zpusobem. Vyraz
Fi(1,...,8)dl...ds (114)

reprezentuje pravdépodobnost, ze jedna z ¢astic je ve fazovém prostoru d1
v okoli bodu 1, jina je ve fazovém prostoru d2 v okoli bodu 2 atd v daném
casovém okamziku. Je zde dulezity rozdil vzhledem k distribu¢ni funkci f;,
protoze Fs nerozlisuje, kterd konkrétni c¢éstice se nachazi v okoli bodu 1 atd.
Podrobnéji, f, urcuje s—casticovy stav specifické skupiny castic. Na dru-
hou stranu F; také odpovidd stejnému specifickému stavu, ale je nezavisla
na tom, které ¢astice se nachézeji v tomto stavu. Napiiklad, f»(1,2) udava
pravdépodobnost, ze Castice 1 je ve stavu 1 a castice 2 ve stavu 2, na dru-
hou stranu Fy(1,2) uddva pocet dvojic Castic, které se nachdzeji v daném
stavu. Abychom nasli vztah mezi F; a f; musime znat pocet zpusobu, jakym
muzeme vybrat s ¢astic z celkovych N

(1) - o

Jestlize predpokladame, ze dané castice jsou identické, pak kazdy takovy
vybér dava stejnou funkci f,. Pak dostavame

E=()n (116)

kde ¢ara nad F, dava, ze dany s—casticovy stav byl zapocitan pouze 1.

Je zirejmé, ze musime vzit do tvahy fakt, ze s—castic muzeme distribuovat

s! zpusoby tak, ze stale davaji s—casticovy stav. Tento fakt dava koneény
vysledek

- N N!

Fs:s!Fs:s!( < >:—'fs (117)

2 Analyza Liouvillovy rovnice

V této kapitole odvodime posloupnost rovnic znamou jako BBKGY rovnice.
Toto jsou rovnice pro redukované distribuce a hraji klicovou roli v kinetické
teorii plynu a tekutin. Zacneme s Liouvillovou rovnici pro N —casticovou
distribu¢ni funkci

dfn

W-F{fN,H}:O (118)
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a prepiSeme ji do tvaru

dfn
—L = 11
5t Nfn=0, (119)
kde
Ly ={H,} (120)
coz explicitné dava
Ly (2.0 _oH 0 (121)
N — 0xl 6])1 apl 0xl ’

kde

_—— = —— 122
ox, Op Oty op0 (122)
kde :c’@ je i—ta4 komponenta polohového vektoru [—té castice a pgl)je 1—ta
komponenta sdruzené hybnosti. Hamiltonian H ma tvar
N 2 N
N » o2
=1 1<j
kde
Biy = B(Jx; — ;) (124)

je dvoucasticovy interakéni potencidl. Poté dostaneme
N N N
A pr O 0P,
i p 0 2 125
z:: m 0 Z Z 8xl 8pl ( )

Uvazujme nyni operator

= ”~— 126
; 0x apl ( )

Z definice potencidlu je ziejmé, Ze tento vyraz je nenulovy pouze v piipadé,
kdyz [ = ¢ nebo | = j. Tedy dostavame

0 0 0 0

Opi= — Py + — + — By - ——
J (?xi J 8pi+8Xj J (?pj

(127)
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Protoze potencial ®;; zavisi na |x; — x;| zfejmé dostaneme

0 0
— P =——9;, . 128
axi J an J ( )
Pak muzeme psat
O — — G . <i_i) (129)
Y Y \op:i 9p;) "’
kde jsme definovali
0
G = —8—Xi<1>ij (130)

coz je sila pusobici na ¢—tou ¢astici zpusobenou interakci s j—tou ¢astici.
Pomoci téchto definici muzeme pirepsat Ly do tvaru

Ly=— E-iJrZZOij (131)
=1

nebo ekvivalentné

n N
Ly==> Ki+)_ > 0y (132)
=1

i<j
kde jsme definovali K; jako kineticky operator. Protoze se zajimame o rovnici
pro distribuc¢ni funkci f,, rozdélime Ly nésledujicim zpusobem

Ly =L+ sz,s+1 ) (133)
kde s—casticovy Liovilluv operator L, je dan
Li==> K+ > 0. (134)
1=1 i<j
Zbytkovy operator [:N,sﬂ je dan predpisem
N
Lysii=— ) Ki+ Ry (135)
l=s+1
a kde RNJH mizeme lehce odvodit z definice L N

R s N A N N .
Rysr1 =YY Ou+ >, Y Oy (136)

i=1 j=s+1 i=s+1 j=s+1,(i<j)
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2.1 Redukce Liovillovy rovnice

S pomoci takto definovanych operatoru muzeme pristoupit k integraci Liou-
villovy rovnice (119). Je jasné, Zze muzeme provést integraci pres s+1,..., N
v rovnici (119), kde zfejmé muzeme zaménit integraci pres s +1,...,N a
pusobeni operatoru L. Konkrétné

0
[t 1) aN S = o s+ 1) ccaN = o,

/d(s+1)...dNLst:Ls/d(s+1)...deN:isfs,

(137)
a tedy (119) ma tvar
0 .
a —L fs = d(S—f—l)...dNLN’S_;_lfN =
N
= /d(s+1)...dN(— > Ki+ Ry fy
l=s+1
(138)
Budeme se podrobné vénovat pravé strané rovnice (138)
N b0 s N N N
} A A
l=s+1 1=1 j=s+1 1=s+1,(i<j) j=s+1
(139)

Prvni ¢len dava pouze povrchové integraly a z definice rozdélovaci funkce
musi byt rovny nule. To vyplyva z faktu, ze

‘ﬁm/@ﬁ——m~/m%mw=@—mm=ﬂm=0
(140)
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Stejnym zpusobem budeme analyzovat tieti prispévek

/d(s+1)...dNOiij=—/d(8+1) dNG(%—g{)N):

= /d3X(5+1)d3p(5+1) . dgp(i_l)ngi . dBdegp(j+1) . dSXngpNGij X

X(fN(pi = OO) - fN(pi = —OO) - fN(pj = OO) - fN(Pj = —OO)) =0
(141)

Vysledkem dostavame
a s N
<§—L>f5:/d(s+1)...dNZ‘Z Ouifn - (142)
=1 j=s+1
S pouzitim explicitni formy Oij dostavame, ze prava strana rovnice mé tvar

P.S.R(142) = —/d (s+1). dNZ ) NGy (

=1 j=s+1

op:  Op; )fN (143)

Opét vidime, Ze derivace v proménné p;,j > s + 1 davaji, pfi soucasné
integraci, povrchové piispévky a tudiz jsou rovny nule. Vysledkem dostdvame

(%—L) = Za /s—i—l dNZGszN- (144)

Jj=s+1

Toto je klicova rovnice urcujici ¢asovy vyvoj redukované distribuéni funkce.
Vidime, ze dynamika distribuéni funkce f,(1,...,s) se zbyvajicimi ¢asticemi
v tekutiné je ddn pravou stranou rovnice (144).

Abychom pokrocili déle ve zjednoduSeni rovnice (144) musime zavést
predpoklad, ze ¢éstice v tekutiné jsou identické a tedy f4(1,2,...,s) je sy-
metricka pii vyméneé jednodlivych stavu ¢astic. Jinymi slovy predpoklddame,
ze

f3(1,2,3) = f5(1,3,2) = f3(3,2,1) = £5(3,1,2) = f5(2,3,1) = f3(2,1,3) .
(145)
Abychom ukazali ekvivalenci integralu, kdyz provadime sumaci pres j, musi
napriklad platit

/d2d3...G12fN(1,2,3,...) :/d2d3...G13fN(1,2,3,...) (146)
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coz muzeme, pii provedeni integrace pres 4,..., N pséat jako

/d2d3G12f3(1,2,3) :/d2d3G13.f3(1,2,3) . (147)

Jestlize nyni provedeme na levé strané integraci pfes d3 a pravou stranu
pres d2 dostaneme (kde jsme vyuzili predpoklad (145), tedy f3(1,2,3) =
f3(17372))

/d2G12f2(1, %) — /d3G13f2(1, 3) . (148)
Jestlize nyni nahradime integra¢ni proménnou na pravé strané 3 proménnou

2 dostaneme rovnost. Pak tedy vidime, ze kazdy ¢len v (N — 1) sumé déva
identicky prispévek a tedy dostavame

o . S
(E—LS) fs+(N—s);api -/d(s+1)...dNGi7S+1fN—O. (149)

Nyni vidime, ze pii integraci pres d(s + 2)...dN dostaneme fg,1, coz nam
dava fundamentalni rovnici

(2 — [A/S) f5+(N—S) Z af) '/d(8+1)Gi75+1f5+1 =0 s 1 S S S N . (150)
i=1 ~F¢

ot

Tento systém N vazanych rovnice se nazyva BBKGY rovnice podle jejich au-
toru, kterymi jsou N.N. Bogoliubov, M. Born, G. Kirkwood, H. S. Green and
J. Yvon. Tyto rovnice se nazyvaji hierarchie. V néasledujici diskuzi pouzijeme
notaci BYj, abychom oznaéili s— tou rovnici v této hierarchii. Necht uvedeme
nasledujici vlastnosti tohoto systému

e Toto je systém N rovnic, kde N—té z nich je Liouvillova rovnice pro

I

e Definujeme

Dfs _ 0fs

= — L,f. 151
Dt ot J (151)
pak z (150) dostaneme pro podskupinu s ¢éstic, kde s < N
Dfs
0. 152
Jinymi slovy, fs(1,2, ..., s) neni konstantni podél trajektorie ve fazovém

prostoru podprostoru odpovidajicimu s—césticim, coz je dusledek in-
terakce mezi s—casticemi a zbyvajicimi ¢asticemi v souboru N ¢astic.
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e TTeti vlastnost mé specidlni vyznam pro kinematiku, ktera nas specialné
zajimé. Tyka se prvni rovnice v daném systému BY;. Tato rovnice je
obecnou formou vsech kinetickych rovnic. Kinetickd rovnice je uzaviend
rovnice pro fi(x,p,t). Abychom vidéli puvod této rovnice uvazujem
prvni rovnici v (150), kterou prepiseme do formy

% + L ifl = _Alf2<172) (153)

m 3x1

kde A; vyplyvé z (150). Kinetickou rovnici dostaneme, jestlize budeme
schopni provést nasledujici operaci

A1f2(172) = j(fl) ) (154>

kde J se typicky nazyva koliznim integralem, zobrazuje funkci na funkei.
Nejjednodussi zpusob, jak takovy integral zavést, je predpokladat, ze
f2(1,2) je funkei f1(1). Napiiklad, ve Vlasovové aproximaci uvazujeme
f2(1,2) = fi1(1)f1(2). V ptipadé obecnéjsiho Bogoliubovova ansatzu
méme f,(1,2) = fo[1,2, f1].

2.2 Vlasovova aproximace

Uvazujme BY rovnici v limité, kdy N > s

0 R .
<§ - Ls> fs = Isfs—i—l ) (155>

kde

fs = —st:
i=1

Predpokladejme, Ze tekutina je tvorena z N céstic, které jsou obsazeny v
objemu N. Pak je mozné zavést charakteristicky pocet ¢astic

)
i / d(s +1)Giap1 - (156)

ng = — . (157)

Dale predpokladejme, ze muzeme zavést stredni teplotni rychlost, C'; a od-
povidajici teplotu T' v tekutiné, tak ze

mC? = kT, (158)
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kde kg je Boltzmanova konstanta. Sila potencialu a charakteristicka délkova
skala rqy jsou definovany jako

Gy =—Gij , (159)

To

kde G;; je bezrozmérna velic¢ina. Dale provedeme renormalizaci funkce f;, tak
ze

F,=V?f, (160)
V pripadé prostorové homogenniho plynu dostaneme, ze
1
fi(x,p) = VFl(P) : (161)

Jestlize vime, ze fi(x, p) udavé pravdépodobnost, Ze jedna ¢éstice se nachdzi
ve fazovém objemu v okoli bodu x,p o velikosti d*x, d*p, pak je jasné, 7Ze
hustota poctu ¢éstic v bodé x, kterou oznac¢ime jako n(x, t) je ddna vyrazem

n(x,t) = N/f1d3p = nO/F1d3p (162)

Abychom dostali rovnici pro Fy, vyndsobime obé strany rovnice (155) V* a

dostaneme
9 : : 1.
(E—{—;Kl _ZZOU) Fs = VIst—&-l . (163)

i<j
V nésledujicim kroku zavedeme bezrozmérné veli¢iny, které oznacime pruhem
nad danym symbolem

r = 19T ,p=mCp,
- T—COE ., F, = (mC)™>F, .
(164)

Poznamenejme, zZe je zde velmi mnoho moznosti volby charakteristickych skal
pro danou analyzu. Muzeme polozit rg, aby bylo rovno charakteristické délce
silového pusobeni, ¢i muzeme definovat rq jako

ro =ng'/* (165)

nebo
ro = V3. (166)
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Pomoci bezrozmérnych velic¢in dostavame

C 0 C =
= R
N N

A 0 0 by ~ 0 0 dy =
J— il =—G; | — —=— | = Oi'7
O” Gl] (Gpl 8pj ) 7"00 G J (aﬁz 81_)j ) mroC J

(167)
a konecné mame
7 —~ 9 3 3
I, = _NZ oo, : d Xs—l—ld ps+1Gi,s+1 =
— YPi
= —nOV— (I)OT’3(mC)3 i i : /d3XS+1d3p5+1GZ‘ s+1 = @07"5(7)’10)2]1 .
mC ry ° — op; ’
(168)
Nyni vlozime tyto vyrazy do (163) a dostaneme
C() a 2 Ty _
— —_ K, — id C —35FS —
s (s Z6,) i
1 =
= VnOV@OTS(mC)2] (mC)3CHVE | =
a 2 q)o -
(a_f—i_ ZKI - 1]) s no”f’()) (m—C'Q> Ist—H .
l i<j
(169)
Nyni definujeme parametry
) ) _
EmSQ:k;,fy L =ngrp . (170)

Poté berzormérnd rovnice (169), kdyz nebudeme pséat ¢arku nad symboly,

ma tvar
(at+ZKl—aZZOU> F, = IF5+1. (171)

1<)
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Uvazujme nyni koeficient
@ _ noro®o (172)
Yy k BT '

Jeslize nyni zvolime, ze ry odpovida charakteristické skéle interakce, je vhodné

zavést velicinu Ny nédsledujicim zpusobem
No = norp | (173)
ktera udava pocet castic ve sféte dosahu dané interakce. Pak dostaneme

o No®  (Fe) (174)

v NoksT — (Ek)
kde (Eg) reprezentuje stiedni interakéni energii na jednotku dosahu dané
interakce, zatim co veli¢ina (FE}y) reprezentuje termdlni energii obsazenou v
daném objemu. Je ziejmé, ze muzeme jejich podil interpretovat jako miru
pruméiné potencidlni a kinetické energie v dané tekutiné. Poté je ptirozené
definovat jako silné interagugjici tekutinu, jestlize plati a/y > 1, pak hovorime
o slabé interagujicim tekutiné, jestlize plati o/ < 1.

Nyni pristoupime k diskuzi dulezitého pojmu, jakym je statisticka nezavislost
castic v tekutiné. Intuitivné je zrejmé, ze Castice jsou statisticky nezavislé,
jeslize jsou nekorelované. Podrobnéji, definujeme korelacni funkci mezi dvéma
¢asticemi pomoci relace

f2(1,2) = fL(1) f1(2) + C(1,2) . (175)

Jinymi slovy, v pfipadé, ze neexistuje korelace mezi dvéma casticemi, to jest
C5(1,2) = 0, pak dané ¢astice jsou statisticky nezavislé a tudiz pravdépodobnost,
ze najdeme 1 ¢astici v urcitém bodé fazového prostoru a 2 castici v dalsim
bodé fazového prostoru, reprezentovanou funkei fo(1,2), je ddnéd soucinem
pravdépodobnosti fi(1)f1(2). Jestlize budeme pokracovat dale, dostaneme
vztah

(fi, f2r- s fN) = (f1,C2,Cs, ..., CON) (176)
kde opakovanim predchozi iterace dostaneme
f2(1,2) = f1(1) f1(1) + Ca(1,2)
f3(1,2,3) = f2(1,2) /1(3) + fo(1,3) f1(2) + f2(2,3) f1(1) + C5(1,2,3) =
= fi(1)f1(2) f1(3) + Z f1(1)Ca(2,3) + C5(1, 2, 3)

P(17273)

(177)
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Pomoci téchto pojmu muzeme pristoupit k definovani tzv. Vlasovovy limity,
kdy predpokldddama, ze ®y/kgT < 1 a zaroven predpokldadame dalekodosa-
hov¢ interakce, kdy zjevné i dosah danych interakci je velky, coz nam 1ika, ze
i g je velké a tedy ngrg > 1. Jinymi slovy feceno, Vlasovova limita odpovidé
pripadu

N _
a:kB—T<<1 Yl =ngrd > 1. (178)

Je uzitecné zavést parametr malosti € < 1 s tim, ze definujeme Vlasovovu
limitu nasledujicim zpusobem

1
a—ean, 1= =yh (179)
€

Zjevneé také mame a/y = O(1). V piipade, kdy kT > &, muzeme ocekdvat,
ze korelace mezi ¢astice v tekutiné jsou malé. Matematicky muzeme toto
vyjadrit tim, ze vlozime faktor € ke kazdé korela¢ni funkci. Explicitné mame

Jo=fifi +eCy,
fo = fufifre Y fiC+€ECs
P

(180)

kde predpokladame, ze tyto rozdélovaci funkei jsou bezrozmérné a tedy fs =
F,. Pak dostavame

(é?t +m) =21 [F1(1)Fy(2) + eCy(1,2)] ,

0l
0
(8t + /‘132 — 60(012) + 602(1 2)]

— %I;[Fl VL (2)FL(3) + eFy (1)Ca(2,3) +
LR (2)C5(3,1) + R (3)Ca(1, 2)]

(181)

kde
he=Y K. (182)



s

radu, dostaneme

(% + ﬁﬁ) R(l) = %lel(l)Fl(z) :

<% + ;@2) RORR) = SERMARAG) .

(183)

Ukazuje se, ze obecné dostaneme N rovnic pro jednu neznamou funkei Fi, coz
nam logicky dava, ze N téchto rovnic musi byt reduntantni. D4 se ukazat,
ze tomu je skutecné tak, neboli jestlize Fi(1) spliuje prvni rovnici v (181),
pak vSechny dalsi rovnice jsou také splnény. Nyni prepiSeme tedy tuto prvni
rovnici do plného tvaru s pfesné danymi rozmeéry fyzikdlnich velicin

0 0 o 0 3./ 33/ / o
(at+v~ (9x) Fl(x,v,t)——mav'/d X' dV'G(x,x')Fi(x,v,t)F1(x', v, 1) .
(184)

kde jsme pouzili rovnost F(p)d®p = Fi(v)d®v. Tato rovnice se nazyva Via-
sovovou rovnici. Abychom ziskali vétsi fyzikalni nahled na tuto rovnici, je
vhodné pouzit hustoty poctu ¢astic

N
n(x',t) = N/d3p'f1(x',p’,t) = V/d?’vFl(x',v',t) . (185)
Poté zavedeme stiedni hodnotu sily
G(x,t) = /d?’x'n(xl,t)G(x, x') . (186)

coz muzeme fyzikalné interpretovat jako silu od vsech ¢dstic v daném objemu
pusobici na ¢astici v bodé x. Pak integral v (184) mé tvar

T, a / / / / /

an_v . /d3X d>v G(x,x)Fi(x,v,t)Fi(x, Vv 1) =
- %Fl(x,v,t)' / I’x'n(x,t)G(x,x) =

0

(187)
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Vidime tedy, ze Vlasovovu rovnici (184) muzeme piepsat do tvaru

<%+V‘%+%'%>F1(X,V,t):0. (188)
Fyzikalni interpretace této rovnice je nasledujici. Casovy vivoj Fi(x,v,t) je
ovlivnén silovym polem, které je dané okamzitym pusobenim vSech ¢astic v
dané tekutiné. Je velice zajimavé, ze Vlasovova rovnice (184) je velmi po-
dobnd jednocéasticové Liouvillove rovnici, kterd odpovida céstici pohybujici
se ve vneéjsim silovém poli. Hamiltonian pro tuto c¢astici ma tvar

2

p
H=2_419 189
2t o) (159)
kde G = —%@(X) je vnéjst sila. Liovillova rovnice pro tento system ma tvar
oF OF 0OF 0H O0F O0H
— +{FH}= "+ — ——— — — =

ot ot  0x Op Op O0x

OF OF oF -
_ 9y o5 .G =0
ot 0Ox 0
(190)
Je lehké dokazat, Ze TeSeni jednocasticové Liouvillovy rovnice ma tvar
P?
F=F—+® 191
) (191)
nebot oF oF
2 T pG, (192)

op m Ox
kde samozrejmé je nutné poznamenat, ze ¢ je potencial vnéjsi sily, zatim co
v pripadé Vlasovovy rovnice mame
0P
x

coz znamena, ze je mozné urcit ¢ za predpokladu, ze zndme funkeci F'.

= —no/F(x’,V',t)G(X, x)d*x' d*v' (193)

2.3 Prigoginova analyza

V této kapitole stru¢né nastinime princip poruchové techniky reseni Liou-
villovy rovnice. Jednou z dulezitych aplikaci této metody je odvozeni Bolt-
Zmanovy rovnice.
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2.3.1 Poruchy Liouvillova operatoru

Uvazujme opét Liouvilluv operéator

agév = Lyfn (194)
kde
Ly ={H,} (195)

nebo explicitné

LN_ZKZJFZZOU. (196)

1<j

Nyni prepiSeme tento operator do tvaru
Ly=1Lo+ 0L, (197)

kde io je kineticky operétor volnych castic a kde
0
SL = ; —_— 198
DI (198)

je porucha io.
Nyni se zaméiime na kineticky operator volnych ¢astic, které jsou obsazeny
v krychli o velikosti L. V tomto piipadé mame
N
. . 0 ,
K=-5S2.% g<:0<r. (199)
L 0X,

s=

Vlastni vektory daného operatoru jsou
Kigy = —iwaot
Yag = LN expli Z kixi] = |(k))

(,d(k) = Zkl-vl

(200)

kde v = Pl a kde (k) = (ki,ko,...,ky). Poznamenejme, ze periodické
hraniéni podminky davaji
ki=—n;, (201)



kde n; jsou cela ¢isla. Nyni pouzijeme tuto bazi pro hledani feseni obecné
Liouvillovy rovnice, kde pfedpokldadame feseni ve tvaru

PN N =D ag (PN e (XN )e oot (202)

Nyni ukézeme, ze toto feseni muze byt prepsano do vhodného tvaru, kde
koeficienty maji specialni fyzikalni vyznam. Tento ptrepis ma tvar

N /
! ! ¥ X —iW;
v = x|l +szak p;, t)elrxiemiont 4
i=1 K
1 LM '
+ WZZZ Z X Xakj,kl(pj7pzfo,t)e’[kﬂ"xﬂ'"‘kl‘xl]e—lelt+
7=1 1=1 K, ki k;+lkg#0
1 N N !
S arew(py a0 )
j=11=1 k

(203)

kde ¢arka nad sumacnim symbolem znamenad, ze provadime sumu, kde dané
vektory jsou nenulové, v opacném piipade by tento koeficient mél byt zapocitan
do predchoziho fadu. Koeficienty v tomto rozvoji maji tu dulezitou vlastnost,
ze akh,,,,kn(pN ,t) obsahuji n nenulovych vektoru, napiiklad ay, x, obsahuje
2 nenulové vektory. Déle,hybnosti, na kterych zavisi ddna Fourierova kom-
ponenta, se rozdéluji na dvé skupiny, rozdélené vertikalni carou. Vektory na
levo od ¢arky odpovidaji ¢asticim, jejichz vlnové vektory jsou nenulové a na-
pravo od ¢arky jsou uvedené véechny ostatni hybnosti. Koneéné, objem V je
definovén jako V = V/(27)3.

Cleny v druhé sume, kdy k; + k; = 0 jsou dulezité pfi tzv. limité homo-
genity, kterd nam ftika, ze systém je homogenni, pak fy je invariantni pti
posunu souradnic

(x1) = (x§) = (x,+ ) (204)

pak dostavame
D ange T =) agge! Hrrret Tl (205)
(k) (k)

Tato rovnost je spliiena pro vSechna k; a x; za predpokladu, ze > k; = 0 pro

vSechny (k) sequence.
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Nyni muzeme ptistoupit k interpretaci koeficientt, které vystupuji v (203)
Nejdrive provedeme integraci pres Xj ...Xy

/d3X1 c. dSXNfN =

1 doses i,
= ox [ dxidxy ao(pN7t)+ﬁzzal(kmp]v,t)e*’ et 4L

J kj

(206)

Nyni v limité velkého objemu muzeme nahradit sumu integraci
1
7 d> = / 4’k (207)
Kk

coz také dava )
@y / e *dPx = §(k) . (208)

coz nam tika, ze druhy clen v (206) dava d(k) pti integraci pres dx”. Pak
dostavame, ze vSechny dalsi prispévky pii integraci davaji nulu Jinymi slovy

/ dxy ... dP*xyfx = ag(pV, 1) (209)

kde z definice normovéani funkce fy plati
/d3p1 . dPpyag(pV,t) =1. (210)

Vidime tedy, Ze ao(p™,t) je distribuéni funkce rozlozeni hybnosti pro N
castic.
Hustota poctu castic je danda integralem
ny (X) =N (Xl) =N / de3p1 N dgde3X1d3X2 ce d3Xl_1d3Xl+1 c. d3XN
(211)
zatim co distribuce dvojic je dand integralem

n2(X7X/) = ng(Xs,Xn) =

N(N -1 ) . ) ) . )
% / de5p1 o d‘sde?’xl o ddxs,lddst o ddxn,lddxnﬂ ..
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Nyni uréime hodnoty téchto funkei pro fn danou (203)

N
ni(xs) = F Pp, ... d°px Hdgxz‘ ‘
1#s
1 &
a(p, ) + v Z Z ax(p;|0, t)e™ Xt

j=1 k;

(213)

V limité velkého integralu pii integraci pres x;,7 # s dostavame d(k;), coz
nam dava k; = 0,7 # s. Pak tedy vSechny cleny, pro které plati, ze j # s jsou
rovny nule, protoze z definice mame a;(0, p,t) = 0. Déle, kazdy ¢len v sumé,
kterd obsahuje as(k;, ki, p,t) obsahuji bud d(k;) nebo d(k;) jako dusledek
integrace [ d*x; nebo [ d*x;. Pak dostdvdme, ze vSechny ¢leny v dané sumé
jsou rovny nule diky tomu, Ze z definice mame

a2<0, kl) = ag(kj, 0) =0. (214)

Stejné argumenty muzeme pouzit pro ¢leny vyssich fadu v rozvoji (203).
Vysledkem dostaneme

ni(x) = g

N

1+ /H d*piax(p|. .., 1) *d’k| . (215)
i=1

V limité prostorové homogenity dostaneme k = 0, ax (0, p,t) = 0 a tedy

m= g (216)

2.3.2 Pohybové rovnice pro koeficienty a )

Nyni pfejdeme k odvozeni pohybové rovnice pro koeficienty a). Jeslize
vlozime (203) do Liovillovy rovnice dostaneme

0 — 1w / 2 T / — 1w
EZa(k/)e ) (K')) = (Lo —I—(5L)Z((k)|a(k/)e Wt (217)
(k')

Provedeme derivaci vzhledem k ¢asu na levé strané rovnice, poté ji vynasobime
zleva vektorem ((k)| a s uzitim ortogonality vektoru dostaneme pohybovou
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rovnici pro a ve tvaru

9 , . .
57009 = D el (k) 5L |(K) e“w age) . (218)
(k")

Dalsi analyza této rovnice probihd podobnym zpusobem jako v pripadé po-
ruchového poctu v kvantové mechanice. Ukazuje se, ze ruzné c¢leny v po-
ruchovém rozvoji mohou byt reprezentovany graficky podobnym zpusobem,
jako Feynmanovy diagramy. Tato analyza je ovsem velice slozitd a nemuze

byt obsazena v této prednéasce, pro podrobnéjsi popis odkazuji na I. Prigogine, Non-
equilibrium Statistical Mechanics.

2.4 Bogoliubova Hypotéza
2.4.1 Intervaly c¢asu a délky

V této kapitole se budeme struéné zabivat Bogoliubovou hypotézou tykajici
se dosazeni rovnovdahy v puvodnim nerovnovazném plynu. Tyka se plynu
v uzavieném prostoru a definuje tfi ¢asové intervaly, které oznacime jako
T, T2 a 73. V Casovém intervalu 7, se dvé molekuly nachazeji ve vzajemném
interakénim dosahu. Interval 7 je stfedni doba mezi dvéma interakcemi.
Konecné 13 je prumérna doba, za kterou molekula prekona vzdalenost mezi
dvéma sténami, které vymezuji oblast, kde se dany plyn nachézi. Je ziejmé,
Ze mezi témimto casovymi useky existuje nasledujici souvislost

7'1<<7'2<<7'3. (219)

K témto casovym intervalum muzeme priradit odpovidajici charakteristické
délky A1, A2 and A3, kde A; je charakteristickd vzdalenost interakce, A\ je
stfedni volna draha a A3 je charakteristicka rozmér oblasti, v které se nachéazeji
¢astice. Napiiklad pro plyn, kde stfedni molekulova rychlost je 300ms—! a za
standartnich podminek, kdy je plyn obsazen v nadobé o charakteristickém
rozmeéru A3 = 3cm dostavame

)\1 )\2 )\3
cm | 3x 1078 | 3 x107° 3

71 T2 73
sec 10~12 107° 1p—4
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Bogoljubova hypotéza se tyka funkcionalni zavislosti N —césticové dis-
tribuéni funkce fy(1,...,N), kterd je zdvisld na relaxaci plynu smérem k

rovnovazné konfiguraci. Tyto ¢asové intervaly jsou definované nasledujici ta-
bulkou

0 <t<m | pocatecni faze
71 <t <71y | Kinetickd faze
To <t Hydrodynamicka faze

V pocatecnim intervalu neexistuje zadna srazky mezi molekulami a tedy
pocatecni nerovnovazny stav neni ovlivnén zadnou silou, kterd popisuje in-
terakci mezi srazkami. To znamena, ze v pocatecni fazi musime pouzit celou,
N —céasticovou distribucni funkei pro popséani stavu plynu.

Béhem kinetické faze dochazi ke kolizim molekul a tedy existuje tendence
k rovnovazné konfiguraci. V tomto pripadeé je vyslovena hypotéza, ze vSechny
s— Casticové distribucni funkce jsou funkciondly jednocéasticové distribucni
funkce

fS:fS<17"-7S7f1) (22(‘))
kde explicitni casova zavislost vystupuje zcela v f;. Naptiklad, v pripadé, ze
molekuly jsou statisticky nezavislé, dostavame

fo=1116) (221)

Konecné, béhem hydrodynamické faze se predpoklada, ze distribucni funkce
je funkci hydrodynamickych velicin n,u a T, kde n je hustota ¢astic, u je
makroskopicka rychlost tekutiny a 7" je jeji teplota.

Jinymi slovy mame nasledujici popis. Jak systém relaxuje z ptuvodni ne-
rovnovazného stavu do konecného rovnovazného stavu, dochazi k redukci
v urovni popisu, kterd je odpovidajici pro danou tekutinu. Na pocatku je
nutné znat obecnou N —césticovou distribuéni funci. V rovnovazném stavu
je dostatecné znat n,u a T.

2.4.2 Bogoljubovy distribuc¢ni funkce

Uvazujme opét distribuc¢ni funkci
F,=V?3f, . (222)
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Poznamenejme, ze pro homogenni tekutinu, F; je funkci pouze hybnosti.
Jeslize prepiseme s—tou Bogoljubovu rovnice pomoci této distribuce,dostaneme

o - N—s<~ [ -
(5 — Ls> Fo— = ; / Ojs1Fsprd(s+1) =0 (223)

kde Oy ma tvar

A 0 0
= G — — 4
O;; Gi; (E)pi 8pj> , (224)

a kde, coz je fundamentélni fakt, L, m4 tvar

is:_zkl—i_zéij 5 (225)
=1

i<j

kde Oij specifikuje interakci mezi s— casticemi. Je dulezité, ze uvazujeme
castice, které spolu interaguji, Ze se nejednd o volné castice. Je ziejmé, ze
tento interakcéni ¢len také implicitné zahrnuje srazky mezi ¢asticemi, coz
miuzeme modelovat pomoci interakéniho ¢lenu velice kratkého dosahu, byt
matematicky popis je velice obtizny.

Termodynamickou limitu dostaneme, kdy N — 0o,V — 0o a soucasné

plati
. N —s . N 1
lim =lim— = —
N—s00,V—r00 Vv v

: (226)

kde v je specificky objem, ktery definujeme jako objem, jenz zaujima jedna
castice. V této limité rovnice (223) ma tvar

[ 1 o .
(E - Ls) Fo -~ ; / Oisp1Faprd(s +1) =0 (227)
Nyni predpokladame, ze rozdélovaci funkce ma tvar
F,=F,1,...,s,F) . (228)

Protoze explicitni ¢asova zavislost je zahrnuta do funkce Fj, dostaneme

OF, 0F,0F,
ot OF, Ot

(229)
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Jako jednoduchy piiklad uvazujme statisticky nezavislé molekuly, kdy mame

F, = H Fi(s) (230)

kde (228) dava

OF, 6F1
o= H F(l) . (231)
k £k

Je dulezité poznamenat, ze Bogoljubova analyza je relevantni pro ridké plyny,
kdy specificky objem v je velky. Pak je mozné pouzit nasledujici rozvoj

1 1
Fo(1,...,5 F) :F§+;F§1>+§F§2>+... : (232)

Jestlize vlozime tento rozvoj do BY] rovnice (227) dostaneme

1 A
(2 - L1> F1 - —/d2012F2 =0=
ot v

Oy p1 Ol 1: [ o) 1,
—_— = — + I | F ~F. .
ot m 8X1 + v 22 + v 2 +

= A(O) + —A(l) + ... 7j12 = /d2012
v

(233)
Vlozenim tohoto vysledku do parcidlni ¢asové derivace Fs dostaneme
oF, O0F,0F
ot oF Ot
JFY gFY SF
— =5 A0 =% A0 |
oF, = T T *
(234)
Nyni se vratime k rovnici (227) kde pouzijeme rozvoj (232)
oF. A 1 1
s _ (0) gy nl¢))
- =L {F +UF ] lesﬂ[ S+I+UF o+ ] (235)
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Jestlize nyni vlozime (234) do (235) a porovanme ¢leny stejného fadu v 1/v
dostaneme

(0)
6;]’; AO = [ FO
1
5P oF ; ~
5F1 A(O) + 6—F’1A(0) = LSFS(I) -+ Z Ii,s—O—lFs(g)l )

=1

(236)

Tyto rovnice urcuji posloupnost {Fs(n)} v rozvoji (232).
Nyni uvazujme opét rovnici pro Fj

8F1 P1 8F1 1 / A (0)
—— +— - — =~ [ d20xF," . 2
ot + m 0X; v 1272 (237)

Nyni, kdyz najdeme F2(0) (F1), dostaneme uzavienou rovnici pro Fj. Z rovnice
(236) dostaneme

DOFE® = [, (238)
kde )
. SF.
DORY = —2_ A0 239
2 5F]_ ( )

Musime vyftesit tuto rovnici pro F. 2(0) (F1) s odpovidajicimi hraniénimi podminkami,
které zvolime takovym zpusobem, Ze povazujeme Cédstice nekorelované v do-
statecné vzdalené minulosti.

Uvazujme nyni Liouvilliv operdtor Ly pro izolovany systém s— Eéstic

OF,

={H, F,} = L,F, . 240
k= H, R (240)
ktera ma reseni A )
F,(t) = e’ F,(0) = AP F,(0) (241)
kde operator Ais) ma nasledujici vlastnosti
AO - 1 5
Atl AtQ - Atr{—tg )
N, .
= L,/\; .
ot !
(242)
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Protoze operétor A, propaguje s-¢asticovy systém v case, je prirozené s jeho
pomoci vyjadrit hraniéni podminku, ze pro dostatecné dlouhy ¢as v minulosti
castice nebyly korelované

lim APFE(1,...,sF) = lim AP T[FRk). (243)
t——o0 t——o0

Poznamenejme, ze tyto hraniéni podminky plati pro vSechny jednocasticové
rozdélovaci funkce. Pak také plati pro jednocasticovou rozdélovaci funkei,
ktera vznikne z Fj propagaci pomoci jednocasticového operdtoru Fj(k) =
limy Agl)Fl(k;). Vlozenim této podminky do predchoziho definice hraniéni
podminky, dostaneme

lim AWE(1, ..,s;Fl):tE@WA?)HAQFl(k). (244)

t——o00
k=1

Poznamka: Rozdélovaci funkce idealniho plynu

Uvazujme idedlni plyn, ktery je dan /N neinteragujicimi molekulami a jenz
je obsazen v krychli o velikosti hrany L. V tomto ptipadé Hamiltonidn je dan
ve tvaru

k
p .
H = E 0<z® <L 245
2 ) —_ x —_ ( )
Vime, Ze casovy vyvoj rozdélovaci funkce ma formu

oH 0 0 A
R URIEED S i -l DI s WA

Prvni krok je najit vlastni hodnoty operatoru f. Tyto hodnoty byly nalezeny
v ptedchozim vykladu a tedy

Yo = L3N/2 exp(— Zk ) (247)

. . N . v . s~ ,
s vlastni hodnotou wuy =), v - k. Pak je zfejmé, Ze obecna forma N —
casticové rozdélovaci funkce funkce mé tvar

= Do (P )b (x" )00t (248)
(k)
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nebot

O vty =

iy Dag(P™)(wag — sz ) Do (P 1o (xV )ertatetotat = 0
®)

(249)

Abychom urcili kone¢ny tvar rozdélovaci funkce fy, musime urcit koeficienty
D(k)(pN ). Oznaé¢ime si hodnotu rozdélovaci funkce f v ¢ase t = 0 jako fo

ZD Mbaey (xN) (250)

Protoze vektory 1) jsou ortogonalni, dostavame

Tedy ze zname pocatecni hodnoty distribuéni funkce dostaneme obecné feseni
Liouvillovy rovnice pro idealni plyn ve tvaru

JG.p.t) L3N/2 ZD IR (252)
(k)

Vidime tedy, ze operator Agl)Fl (k) muzeme interpretovat jako jednoc¢asticovou
funkci v case ¢ jenz md tvar Fy(x — 2¢,p) a tedy dostaneme

& TT A
tEmOOAt IHAtF(k)_

= lim A HFl(Xk—i-%t,pk):

t——o00
k=1

= lim J]AIAY (x + pkt) APpy] =
1

t——00 -
= [T AP
k=1
(253)
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kde x,(:),mpgj) jsou hodnoty fazovych proménych k—té ¢astice v case t =

—00, kdy jsme provadéli ¢asovy vyvoj v opa¢ném sméru od proménnycch
X + %t a Pk
Uvazujme opét tento vyraz

- oF
DOFO, ... s F) =

s

JF .
(S—EA(O) - 5F1 L1F1 , (254)

kde jsme vyuzili toho, ze Ay je rovno LiF,. Nasim cflem je najit vhodnou
reprezentaci funkcionalni derivace ktera vystupuje v predchozimv vztahu.
Protoze tento vztah plati pro vSechna Fj, musi platit i pro Ail)F 1. Pak tedy
muzeme psat

~ A (1 I 1
D(O)FS(O)(l,,(S,Ag )Fl) = TLlAE )F1 y (255)
0[A;F]
coZ, s pomoci rovnice aaAt* = ﬁAt muzeme prepsat do tvaru
. . o AR
DOFO1, . . s AVF)=— 5 L -1 (256)
JVASY 2V
ktera nam rika
. . o .
DOFO1, .. s AVR) = aFS<°>[1, s AVR] (257)
Pak dostavame z rovnice, kterou jsme odvodili vyse
POFO _ } pO
0 A . .
o PO s AVR] = LEOL,.. s AR
(258)

Z definice operatoru A,ES) dostavame, ze reSeni predchozi rovnice ma tvar

FOL, .. s AVF(0)] = APFO, . 55 Fi(0) (259)

S

kde F3(0) je jednocasticova distribucéni funkce vypocitand v ¢ase t = 0. Pak
je zfejmé, zZe muzeme psat

FOM, ... s F0)] = AYFOR, . s: AY)F(0)] (260)

S
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Protoze leva strana je nezavisla na case, muzeme pristoupit k limité ¢ — —oo
a s pouzitim hrani¢nich podminek danych nahote dostaneme

FOMLL....s F(0)] = lim APFOL, .. s AR (0)] =

S

- HFI Xk 7pk
(261)

Vidime tedy, ze F: ) je dané jednocasticovymi distribucemi s fazovymi proménnymi
x) p®) odpovidajici polohdm a impulsim ¢dstic, jenz se propaguji zpét v
case a jejiz evoluce je dana s—casticovym Hamiltonianem. Podrobnéji toto
uvidime, kdyz budeme studovat pohybovou rovnici pro soutadnici ¢i impuls
s—té castice

s o H H 262)
a {xs, H} dt ={ps,H} . (
Pak hodnota proménné v case ¢+ At muze byt urcena Taylorovym rozvojem

dx 1 d*x
S At - S
o (AL +

2! dt?
S pouzitim pohybové rovnice dostaneme

X, (t 4+ At) = x,(t) + (At)? +

dx,

dt

d?x dx
E_l = HY = HY H
dt? {dt’ } o, Y, H

:{XS7H} )

(263)

a tedy

dx 1 d*x,
(At + —

i T

= xs(t) +{x,(t), H} Ot + o {{Xs,H} H} (At)* + - =

xs(t + At) = x4(t) +

VNS

= x,(t) — {H,x,(t)} At + % {H,{H,x,(t)}} (At)? +

oo

0+ S THAH, - {Hx (=00

(264)
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a tedy vidime, ze A skuteéné propaguje Xs zpét v case.

2.4.3 Odvozeni Boltzmanovy rovnice

Posledni krok k odvozeni kinematické rovnice je nalezeni operatoru Ly
Ly =K, — Ky + O13 = —fsg + Oy (265)

kde

N P1 0 P2 0
=— —+— = 2
2 m  0xX m Oxs (266)

S pomoci této rovnice dostaneme
OpFY) = PO + L,F | (267)

Nagim tkolem je najit formu vyrazu, které se vyskytuji na pravé strané
predchozi rovnice.
S pouzitim piedchoziho vyrazu mame

R R 0 5F(0)
LyFO = DO RO = 22 A0) (268)
0F;
kde oF
A0 — _P1 o 269
m  0X; (269)
Nyni pouzijeme explicitni formu F2(0)
B = A, pi? 1A 7, b (270)
a tedy dostaneme
7 (0) 1n(0) pgz) (2) 1) 2 (2
Ly" By = _WFl[XQ Py ]'8X§2)F1[X1 Pi | —
p§2) (2) (2 (2) (2
- WFl[Pﬁ , P1 ]'ax—ég)Fl[Xg Py ] -
(271)
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Nasim cilem je najit alternativni tvar operatoru is. Zavedeme proménné
(Xl> X2, P1, p2) - (I'7 X1, 8, pl) kde
P2 — P1

m
P2 = mg_l—pl 7X2:r+X17

r = Xo—X1,8=

(272)
dostaneme
. pi, 9  p1 g 0,
K2_<g+m> r m ( 8r+xl)_
0 p1 0 o °
—+— — =K K
or m 0x B+ A1,
(273)
kde Kp =g - %. S pouzitim téchto vyrazu dostaneme
(9F1 P1 6F1 1 / A (0)
— 4+ — - —— = — [ dp2dx2015F.
ot m 0X; v P20X2taly — =
ory  p1 OF 1/ 3. 1By (o w0 | 7 71(0)
— 4+ —-—=— [ d’pad F Ly By =
ot m 0X; v Pod"xa (Ao By + Lo F3)
1 A 1 . .
== / PxydPpy KpF” + - / Bxodpy(Ly + K1) F”
(274)

Jestlize budeme predpokladat, ze F5 je homogenni mimo interakéni oblast,
pak neni funkci x;,x5 a jejich hodnot zpét v case. Jinymi slovy feceno je
funkci pouze r. Pak druhy ¢len v predchozim vyrazu na pravé strané je roven
nule a srazkovy clen ma tvar

) ) N 0
/ PpodPx, K = / BPxod®pog - a[Fl(p?))ﬂ(pg”)] (275)

kde g je relativni rychlost. Nasim cilem je vypocitat tento prostorovy integral,
ktery vystupuje v predchozim vyrazu. Poznamenejme, Ze pro pevné x; mame
dxy = dr. Zavedeme vélcové soutadnice, kdy osa valce souhlasi se smérem
vektoru g. Dale zavedeme projekci vektoru r na tuto osu

gr

== (276)

z
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Pak dostaneme

d*r = bdopdbdz (277)
: o 0
g or g& : (278)

kde jsme vyuzili faktu, ze vektor r muze byt rozlozen do sméru rovnobézného
s g a kolmého na g a skaldrni souc¢in tohoto vektoru s g je roven nule. Pak
dostaneme

or
< d
= [ [aohin [ IR RG] -

/ &py / dgbdb[Fy (p) Fy (pS) (00) — Fi(pP) Fi(py)) (—o0)] .
(279)

0
/dgpzdgrg : —[Fl(l)?))Fl(PéQ))] =

kde z = oo odpovida oblasti po kolizi. Poznamenejme, ze p§2),p§2) jsou

soutfadnice ur¢ené pomoci Hamiltonianu popisujici interakci dvou ¢astic, kdy
uvazujeme jejich evoluci zpét v case, tedy pired kolizi. To jest tyto céstice
musi mit takové hybnosti, které oznacime jako p/, pj, které vedou po inter-
akci ¢astic k jejich hybnostem pq, po.

Oblast z = —oo odpovidéd oblasti pred srazkou. Predpokladejme, ze v
této oblasti mame castice s danymi pi, p2 a chceme védét, jaké hodnoty
tyto ¢astice maji, jestlize je budeme sledovat s pomoci dvoucasticového Ha-
miltonianu zpét do minulosti. Protoze v této oblasti nedochazi k zadnym
interakcim, pohybuji se jako volné c¢astice a tedy jejich impulsy jsou stejné
P1, P2. Pak tedy dostaneme

F(pP)Fi(pY) (00)— Fy (p@) Fy (pS) (—00) = Fi(P}) i (Ph) — Fi(p1) Fi(ps2) -
(280)
Jestlize pouzijeme tento vztah dostaneme

0F, p1 OF

on & On :27” / Pps / bdbg[Fy (p)) Fi(Ph) — Fi(p1)Fi(pa)) (281)

coz je slavna Boltzmanova rovnice. Jejimu dalsimu studiu a analyze srazkového
¢lenu budeme vénovat néasledujici kapitoly.
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Alternativni odvozeni Boltzmanovy rovnice

Nyni podéame vice fyzikalné intuitivni odvozeni Boltzmanovy rovnice. Diive,
nez k tomuto pristoupime, provedeme alternativni odvozeni BBGKY hierar-
chie. Za¢neme s 1-nasobnou distribuc¢ni funkci

N
F1<X7p7t>:N/HdBXidgpifN(Xax%'"7XN7p7p27"'7pN7t) . (282>
1=2

kde jsme zavedli faktor V. Je dulezité védét, ze budeme od pocatku predpokladat,
ze vSechny c¢astice jsou identické a ze tedy funkce Fy je uplné symetrickou
funkci vzhledek ke svym argumentum, a tedy tim, Ze jsme vybrali prvni
¢astici pro definici jednocésticové distribucni neni mysleno, ze by tato céstice
byla nécim specialni. Poznamenejme, ze diky faktoru NV v definici F dostavame

/d3xd3pF1(x, p,t) =

N
= N/Hdgxid3pifN(X7X2>' - XN, Py P2, - - 7pN7t) =N.
i=1
(283)
Funkce Fi hraje fundamentélni roli v kinetické teorii, protoze jeji znalost je

ve velkém mnozstvi pripadu dostacujici pro popis stavu systému. Napiiklad,
prumérnd hustota castic je

n(x,t) = /d3pF1(x,p,t) (284)

a prumérnd rychlost je dana vyrazem

v(x,t) = /dgp%Fl(x,p,t) . (285)

Vidime tedy, ze je uzitecné znat pohybovou rovnici pro funkci Fi. Z jeji
definice dostavame

OF; il of N
1 3. 73 3. 13
1 _ N ”dx-d 2L N ”dx-d (H ) 286

95



Uvazujme nyni Hamiltonian H pro N ¢astic, kde vezmeme do tvahy moznost,
ze se dané ¢astice pohybuji ve vnéjsim poli

ZPﬁZVXz +ZZ% ) (287)

=1 i<J

Pak dostavame

aF il
—1 = H X &* Pi X

1=2

i ; ?;N Zg}z Ofn Zza‘%l Xk_Xl) afN

Opi i=1 k<l
(288)
Pravou stranu muzeme zjednodusit integraci po ¢astech pro proménné x;, p;, i =
2,...,N a zanedbanim hrani¢nich prispévku. Pak dostavame
8F1 P 0 f ov of
=N d*x;d*p;
/ H [ m ox T ox ox 8p+
8<I>1k(x — Xk) 8fN
) —{H
+ 2 ox ap { 1 fl} +
6<I>1k(x Xk) 8fN
N &*x;d°p;
* / H Xi@p % ox op
(289)
kde
Py 290
H =—
= V(). (290)

Vidime, ze jednocéasticovy Hamiltonidan zavisi na potencialu vnéjsiho pole,
zatim co nezavisi na interakci s ostatnimi ¢asticemi, kterd je popsana po-
slednim ¢lenem na pravé strané. Muzeme také piepsat rovnici pro Fy do
tvaru

OF;

1 a}71
at {Hl’Fl} " ( ot )sraz (291>
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kde druhy ¢len je znam jako srdzkovy clen, ktery, jestlize vezmeme do tvahy,
ze vSechny castice jsou identické a tedy muzeme nahradit sumu chvﬁ fakto-
rem (N — 1) ve tvaru

8F1 . 3 3 8@12(}( - X2)
(at )STGZ—N(N—l)/dXdez Ix

a N
% / Hdgxzd3plfN(X’ X2a e 7p, p2, e ,t)
1=3
(292)

coz, kdyz zavedeme 2—nésobnou distribuéni funkci ve tvaru

N
F2<X17X27p17p27t) :N(N— 1>/Hdgxid3pifN(X17X27"'7p1ap27~-'7t) .
i=3

(293)
dostavame kolizni integral ve tvaru
8F1 6@12(X — XQ) 8F2
— = [ &*xod’ : : 294

Srazkovy c¢len nemeéni rozdéleni ¢astic v prostoru, kterd je dand vyrazem
n(x,t) = [d*pFi(x,p,t). To je mozné vidét z pohybové rovnice pro Fi,
kdyz provedeme integraci pres p

oF oF
3. (91 _ 35 221
Jore (G- umern) = [on (GF) =

ang;, t_ /d3p{Hl,F1} -0

(295)
protoze
or
d3 oo _
/ p ( at )STGZ
0P19(x — X2)

_ 3 3 12 2 3. 13

— N(N—]_)/dXdeg o Zlldxzdp,x

X [fN<X7X27 y 00, P2, 7t)_fN<X7X27 , —00, P2, 7t)] =0.
(296)
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Na druhou stranu, kdyz bychom uvazovali stfedni hodnotu rychlosti, tak
zjistime, ze srazkové ¢leny hraji dulezitou roli pro jeji zménu.

Zaver této analyzy je ten, ze kdyz chceme znat pohybovou rovnici pro
Fi, méli bychom mit pohybovou rovnici pro F;. Tuto muzeme opét ziskat
pomoci integrace Liouvillovy rovnice s tim, ze nyni vystupuje srazkovy c¢len
s F3. Obecné, jestlize zavedeme s—nasobné distribucni funkce

N! al
Fi(x1,...,X5,P1,---,Ps, 1) = m/ H d*x;d*pif (X1, .., XN, P1L, - - -, PN, 1)
1=s+1
(297)
tak zjistime, ze splnuji rovnice
3]7 ° 8@?' 1(X?'—.X +1) 81744
s — Hs FS d3 . d3 . 1,0+ ) S . s
8t { ) } + ;/ Xs+1d Ps+1 aXz‘ apl )
(298)

kde

S

H, = ; (p? + V(Xi)) + Y Pyl —x) (299)

2m R
1<j<s

Timto zpusobem jsme odvodili BBGKY hiearchii.

Domaci kol Dokazte predchozi rovnici

Nyni pfistoupime, pomoci téchto rovnic, k alternativnimu odvozeni Bolt-
zmanovy rovnice. Jako v predchozim pripadé budeme predpokladat, ze kdyz
jsou castice dostatecné vzdalené, jejich distribuc¢ni funkce nejsou korelované.
Pojem dostatecné vzdalené znamené, ze vzdalenost mezi nimi je mnohem
vetsi nez atomovy rozmeér d, ktery urcuje dosah interakce mezi jednotlivymi
molekulami. Pak ocekdvame

FQ(X17X2;I)17P2) — Fl(X1,P1)F1(X27P2) , Pro ‘rl - 1”2| >d . (300>

Na druhou stranu kdyz napiseme rovnice pro F; a F3

(3 + 2 i) Fi(x1,p1,t) = /d3><2d3p23q’12('x1 =%l 95

o m ox 0x1 op:
O Pt 0 P 0 10%uxi=xs) 0 0\ p
ot m 0x1 m Oxy 2 X1 op1  Ope 2T
0Pio(x1 —x3) O  0Pia(x2—x3) 0O
B 3 3 12(X1 3) 12 '
= /d X3d Ps3 ( Ox pr + 0%, . Fs .
(301)
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tak vidime, ze prava strana rovnice dava vyznamny piispévek pouze na
vzdalenostech, kdy %}?Xl') je nenulové, coz je pouze na vzdalenostech
Xy — X1 < d. Z toho duvodu je nutné porozumét Fy na vzdalenostech, kdy
castice jsou blizko sebe.

Abychom tomuto porozuméli, musime provést urcité kvalitativni tvahy
zalozené na dimensiondlni analyze. Cleny, které zdvisi na atomovém po-
tencialu, budou nutné mit co do ¢inéni s veli¢inou 7., ktera charakterizuje
casovy interval, po ktery jsou castice ve vzdjemné interakci

6<I>12 0 P 1

—_—~ — Y

or '8p d  Ten

(302)

kde p je charakteristickd hybnost, ktera urcuje skalu hybnosti v dané inter-
akci. Podle Bogoljubovy hypotézy toto je nekratsi casova skala, ktera se vy-
skytuje v daném problému. Z toho duivodu dostavame, ze ﬁ je nejvyznamnéjsi
parametr, ktery vyustupuje v danych rovnicich a tedy 8;’;2 dévaji nejvyznamné;jsi
prispévky a urcuji, jak rychle se méni distribu¢ni funkce.

Vidime, ze funkce Fj je specidlni, protoze jeji pohybova rovnice neobsa-
huje kolizni ¢len (¢len imérny % . %) na levé strané rovnice, na rozdil od
odstatnich rovnic pro funkce vyssich tadu F,, naptiklad F, ma kolizni ¢leny
jak na pravé, tak na levé strané. je dulezité, ze pro ridké plyny, ptispévek na
pravé strané je mnohem mensi nez na levé strané. Abychom tomu porozumeéli,
musime porovnat F3 vzhledem k F5. Predné vime, ze

NI N
/d3X3d3P3F3 = m/d3x3d3p3 Hd3xid3pifN =

i=4
NI N
B M/Hdgxidgpiffv =(N—-2)F, =~ NF, .
=3
(303)

Na druhou stranu na pravé strané rovnice (301) neprovadime integraci pies
cely prostor, protoze mame pouze nenulovy pifspévek umérny d. To zna-
mend, ze srazkovy ¢len na pravé strané (301) je potlacen faktorem

Nd*/V (304)

kde V' je objem, v kterém se dany systém nachazi. Pro plyn za béznych
podminek dostdvdme, Ze tento faktor je pfiblizné roven 1073 — 1074, Pak
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muzeme ukonéit hiearchii rovnic, tim, ze fekneme, Ze prava strana rovnice
pro F5 je rovna nule

g E i+& 0 _18@12(}(1—)(2) 0 _ 0 F o0
o m 0x; m 0Oxy 2 0%, op1  Op2 SR

(305)
Vidime tedy, ze I3 se méni na vzdalenostech d a casové skale 7..,;. Pozname-
nejme, ze tuto rovnici muzeme prepsat do tvaru

OF Py Hy) =0 (306)
ot
coz muzeme interpretovat jak pohybovou rovnici pro systém dvou téles, kde
X1, X2, P1, P2 spliuji odpovidajici Hamiltonovy rovnice.

Na druhou stranu z rovnice pro F; stejnym argumentem dostavame, ze
prava strana rovnice je potlacena faktorem N7d3, a tedy Fi se méni na vetsi
casové skale 7.

Necht studujme zménu F, podrobnéji. Je zfejmé, Ze pouze relativni po-
hyb bude ovlivnén srazkovym ¢lenem. Z toho duvodu je vhodné pfejit do
soutradnicové soustavy hmotného stredu

1
R:§(X2—|—X1),I'ZX1—X2. (307)

1
P:P1+P2uP=§(P1—p2) . (308)

a uvazovat Fy = Fy(R,r, P, p,t). Distribuéni funkce se bude pomalu ménit
s R a P, podobné, jak F) zavisi na soutadnici a hybnosti. Na druhou stranu
predpokladéame silnou zavislost na r a p, které se méni za casovy interval
Teoll- Jinymi slovy muzeme predpokladat, ze F, dosdhne své ustalené hod-
noty, ktera pak ovliviiuje dynamiku Fj. Jinymi slovy, zanedbame c¢asovy
vyvoj funkce F5, % = 0 a nahradime rovnice pro F5 nésledujici rovnovaznou

rovnici 5 50 g
(R-———”-—)ng . (309)
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Pak pro srazkovy clen dostavame

ot 0x1 op:
0b(r) [0 0
3 3 12
pr— . — F pr—
/ Pxad'pr—5 [apl apQ] 2
1 OF,
= — d*x2d’py(p1 — P
|x2_Xl|§d 2 2( 1 2) 6’1‘

(310)

kde v prvnim kroku jsme zavedli dodateény clen % ktery dava nulovy

prispévek pri 1ntegra(31 po ¢astech a ve tfetim kroku jsme pouzili (309) s
tim, ze 8(2) Bldn 8p2 Také jsme explicitné vyznacili oblast, ptes kterou je
integrovano, kde nenulovy ptispévek je pouze v oblasti |x; — x| < d.

Abychom pokroécili ddle, musime uvazovat nasledujici situaci. Necht ¢, je
casovy okamzik pted srazkou dvou castic, kdy céastice se nachazeji ve velké
vzdalenosti od sebe, |x19 — X20| > d, kde x10 = x1(t0), X20 = Xa2(tp). Statis-
ticka nezavislost ¢astic znamena, ze v tomto casovém okamziku dvoucasticova
funkce je dana souc¢inem dvou jednocasticovych funkci, to jest

Fy(t, %10, X20, P10; P20, to) = F1(X10, P20, to) F1(X20, P20, t2) - (311)
pak ale skutecnost, ze F;, spliiuje rovnici

OF.
2 4 {Fy, Hy} =0 (312)

—Fg(t,XhXQaphpz) 8t

dt
fika, ze muzeme provést integraci této rovnice pres ¢asovy interval ¢ty do t a
dostaneme

Fy(t,x1, X2, P1,P2) = Fi(to, X10, P10) F2(t0, X20, P20) , (313)

kde musime porozumét pocateénim hodnotdam (x19, p2g) @ (X209, P2o) jako hod-
noty souradnic a hybnosti, které musi mit ¢astice v ¢ase ty, aby v ¢ase t mély
hodnoty x1,p; a X3, p2. Jinymi slovy souradnice a hybnosti v case ty jsou
dany soutadnicemi a hybnostmi v ¢ase t, kdy provedeme zpétnou propagaci
v case pomoci dvoucéasticového hamiltonianu H,, piicemz hybnosti pig, P20
jsou konstantni béhem volné propagace castic.
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S pouzitim (313) dostavame, ze srazkovy ¢len méa tvar

1

0
— d*xod*pa(p1 — P2) - = Fi(to, X10, P10) Fa (to, X20, P20)
m |xo—x1|<d 81‘

(314)

kde vSechny proménné pod derivaci r zavisi na r. Toto vyplyva z faktu, ze
funkce F} se méni na vzdalenostech, které jsou mnohem vétsi nez d, a tedy
v prvnim pfiblizeni mtuzeme uvazovat funkci, ktera vystupuje ve srazkovém
¢lenu, jako nezdvislou na soutadnicich, a tedy Fy = Fi(ty, pio). Pozname-
nejme ale, ze funkce nezavisi na soutradnicich xg;,Xg2, ale zavisi na x1, Xo,
kde tato zavislost vyplyva z faktu, ze kdyz mame zadané impulsy pig, p2o v
case tp, pak se propaguji volné do oblasti interakce, kde plati |x; — x| < d.
Déle, z homogenity prostoru vyplyva, ze tato funkce muze zaviset pouze na
r.

Po téchto tvahach muzeme jednoduse provést integraci ve srazkovém
¢lenu (314). Opét zavedeme valcové sutadnice z,p, ¢ v prostoru r tak, ze
osa z je podél v, = %(pl — p2). Pak mdme v, - % = Usmz% a prove-
deme integraci pres z

OF;
(8_151) - /dppd¢d3p2F1(t07plO)Fl(tmP20)|§2Zl ; (315)

kde z1, 29 jsou body pred a po srazce a kde je je nutné chépat jako vzdalenosti,
které jsou velké ve srovnani s d, na druhou stranu malé vzhledem ke stiedni
volné draze molekul. Poznamenejme, Ze pig, p2o jsou pocatecni hybnosti v
case tp, které v konec¢ném case maji hybnosti py, ps. Pak dostavame

F2(Z2> = F1(X7 Pl;t)F1(X> Pz,t) >F2<21) = Fl(Xyploat)Fl(X7 onyt) (316>

coz nam dava ocekavany vysledek.

3 Boltzmanova rovnice

3.1 Distribuc¢ni funkce v y—prostoru

Nyni opét statisticky popis N klasickych ¢astic, kde stav systému je repre-
zentovan bodem v 6 N— dimensionalnim fazovém prostoru I' a jeho ¢asovy
vyvoj je representovan kiivkou v tomto prostoru. Stav tohoto systému muze
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byt zobrazen v 6— rozmérném p— prostoru (x,v), kde je reprezentovan N
body se soufadnicemi (x;, v;) a jeho ¢asovy vyvoj je popsan pomoci N-kiivek.
Distribuéni funkce v tomto prostoru je definovana jako

. ON
f(x,v,t) = M}_ILI(IH 57 (317)
kde 0N je pocet ¢astic v malém objemovém elementu 6V u—prostoru v okoli
bodu (x,v). Limita 0V — 0" znamend, ze 0V je velmi maly vzhledem k
celkovému objemu, ale ze je také dostatecné velky tak, ze obsahuje uvnitt
velké mnozstvi castic. Pouze v pripadé, kdyz tato limita existuje, muzeme
prejit od trovné 1 k tdrovni 2.

3.2 Bezsrazkova Boltzmannova rovnice

Vime, ze dynamika N — castic je popsana Hamiltonovskymi rovnicemi. Nase
otazka nyni je, zda-li je mozné ziskat rovnici podobné Liouvillové rovnici pro
distribué¢ni funkci f v u— prostoru.

Jestlize kazda z N ¢astic ma Hamiltonidn H = H(x,p,t) s p = mu, pak

dostavame SH OH
muv; = “on ma; = 0, i=1,2,3 (318)
a
Df of . of  .of
Dt~ ot Tligy, T, 70 (319)

kde nyni je implicitné dana sumace ptes i. Tato distribu¢ni funkce odpovida
N ne-interagujicich ¢astic pohybujicich se ve vnéjsim potencialu. Tato rovnice
se nazyva bez srazkova Boltzmannova rovnice.

Je dulezité poznamenat, ze jakmile se ¢astice dostanou do blizkého kon-
taktu tak, ze interaguji, tento vztah neplati. Poté potencialni energie kazdé
castice je nejen funkci souradnice cCastice, ale také zavisi na vzdalenostech
dané castice od ostatnich ¢astic. V tomto piipadé Hamiltonovska formulace
v p— neni mozna, samoziejmé, muzeme pouzit obecnou formulaci problému
v I'— prostoru.

Neutralni plyny jsou charakteristické tim, ze ¢éstice interaguji pouze na
kratké vzdalenosti, jinymi slovy pouze, kdyz dojde k jejich srazkam. Je pozo-
ruhodné, ze v tomto pripadé je relativné jednodduché modifikovat Boltzman-
novu rovnici takovym zpusobem, ze efekt kolizi muze byt dodan na pravou
stranu této rovnice.
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3.3 Zakladni poznatky z rozptylu ¢astic

Uvazujme dvou c¢asticovy hamiltonian

pi 3
H(x1,%2,p1,P2) = 2_721 + 2_7;2 +V(r) (320)

kde hmotnosti ¢astic jsou my a my a kde r = |x3 — x;|. Provedeme transfor-
maci do souradnicové soustavy spojené s hmotnym stredem

mipz2 — M2P1

p mi + Mo H
r = X9 —Xp,
P = p1+p2,
R — miry, + Msaly
my + Mg
(321)
kde inverzni zobrazeni mé tvar
my
- P _p,
b1 M1 + 1 p
mo
et P— + ,
P2 mi + mo P
X1 = R — LI‘ s
mq -+ mo
X9 = R —+ LI‘ .
my + Mg
(322)
S pomoci téchto vyrazi dostaneme nasledujici hamiltonian
2 2
P P
H=—+—+4V
2 Tou T (r)
(323)
kde p je redukovand hmotnost
mimsa
= 324
h= (324)
a P2
Heg = — 325
o5 =5 (325)
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je kineticka energie hmotného stfedu. Zbyvajici ¢ast

p2
Hrel = ﬂ + V(T) (326)

je hamiltonidn ¢dstice hmotnosti o v poli daném potencidlem V(7). Protoze
zjevné hamiltonian nezavisi na R dostaneme, Ze zdruzenad hybnost P se za-
chovava. Jinymi slovy originalni tloha se redukuje na problém studia pohybu
¢astice o hmotnosti p v centralnim poli V(r). Pro dalsi studium je vhodné
zavést sférické souradnice

ri =rsinfcos¢ ,ro =rsinfsing ,ry = rcosf (327)

a tedy hamiltonian ma tvar

1
Hred - _pq% +
20

1 2 I
Vir). 328
2,172 sin? 9p¢ * 2,ur2p9 +V(r) (328)

kde p,,ps a pp jsou hybnosti kanonicky sdruzené s r, ¢ a 6. Protoze hamil-
tonidn nezavisi na ¢, dostaneme, Ze pg = const a pro jednoduchost budeme
uvazovat piipad p, = 0. Vidime také, Ze pohybova rovnice pro pg ma tvar

cos 6

p@ - {p€7 Hred} - pi =0 s (329)

psin?
ktera, v piipadé py = 0 ddva py = L. Konectné, pohybova rovnice pro § ma
tvar I

; Po

0={0,Heq} = —=—. 330

(6.1} = 225 = (330)

kterda muze byt zintegrovéna pii znalosti = r(t). Pohybova rovnice pro r a
pr mohou byt ziskany s pomoci H,;
L? av

‘r = T)H’I‘E = s
b {p '} 2urs  dr

. Pr
o= {r,Heu}t=—".
L

(331)

Na druhou stranu vime, ze Hamiltonidn se zachovava a oznacime jeho hod-
notu jako E. Pak muzeme vyjadfit p, s jeho pomoci jako

pT:\/2,u(E—V)—f—22, fZ\/z(E—V)— L 59

{ p2r?
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S pouzitim posledni rovnice muzeme vyjadiit dt a vlozit do pohybové rovnice
pro 6 a pak dostaneme

9:/%&:/702\/2@?‘/)_%. (333)

Zajimame se o neomeozené trajektorie, kdy V(oco) = 0 a kdy E > 0. Lépe
feceno nasim cilem je najit rozptylovy thel. Konkretné, rozdélime rozptyl
do tii po sobé nasledujicich ¢asovych intervali: pred, béhem a po inter-
akci. V intervalech pred a po jsou castice volné a nejsou ve vzajemné in-
terakci. Samoziejmé, tyto pojmy tzce souvisi s vlastnostmi potencidlu V (r),
konkrétné s parametrem rg, ktery charakterizuje dosah interakce, naptiklad
u interakci dlouhého dosahu ry — oo. Pak interval ptred interakci odpovida
vzdélenosti, kdy r > ro,kdy V(r) = 0, po interakci oznacuje interval, kdy
r > rg. Je vhodné také zavést pojem relativni rychlosti pted a po interakci.
Predpokladejme, ze zvolime ¢asovou osu takovym zpusobem, ze interakce
probéhne v okoli casového okamziku ¢ = 0. Pak definujeme relativni rychlost
g nasledujicim zpusobem

g=r7,prot=+o0. (334)

Protoze pted a po kolizi mame potencidl roven nule, dostaneme ze zakona
zachovani energie

2

2
E(r%—oo):%:E(r—M)o):'ug

coz nam tika, ze velikost relativni rychlosti se zachovava pii srazkach.

V soutadnicové soustavé spojené s hmotnym stfedem zavedeme tzv im-
paktni parametr s ktery je definovan jako L = ugs. Impaktni parametr a
také vektory relativni rychlosti g a g’ jsou vlastnosti, které se vztahuji k
asymptotickym stavum systému a které se zachovavaji béhem srazek,

Déle zavedeme vektor r,,;,, coz je bod odpovidajici okamziku, kdy % = 0.
Definujeme tihel v jako

(335)

o L
) = i) =0 = [ dr. (336)
Tmin 7“2\/2[L(E -V)- f—g
Pak rozptylovy thel je definovany vztahem
0+2¢=m. (337)
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Je uziteéné zavést proménnou u = r~1. Ddle, L = ugs vyjadifme pomoci
energie

2 L2
=L - (338)
fo 2us
S pouzitim téchto vyrazu dostaneme
v du
v [ (339
Oy 1=su—3
kde V()
Uu /]"min Y E ( )
Pro potenciél ve tvaru
V(r)=Kr™ =ku" (341)
dostavame - p
sdu
= : 342
v /0 V1 —s2u?— (KuV/E) (342)
Je uzitecné zavést bezrozmérny inversni polomeér
B = su (343)
a bezrozmérny impaktni parametr ([K] = kgm?™Vs~?)
B\ YN
a pak dostaneme
g d
wit) = [ LA
0 \/1-752—(B/b)
1-32— (A" =0.
(345)
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3.3.1 Ijéinny prurez

Nyni zadefinujeme diferencialni uc¢inny prufez. Uvazujme homogenni tok
¢astic o energii F, intensité I, které dopadaji na rozptylové centrum umisténé
v pocatku. Pocet castic, které jsou rozptylené do elementu df2 v okoli pro-
storového thlu € je tmérné dopadajici intensité I a d€). Faktor imérnosti je
o, coz je diferencialni i¢inny prufez. Jinymi slovy feSeno, vyraz

[0(Q)dD (346)

udava pocet céstic, které jsou rozptyleny v tithlu 2, Q2+ d€2 za jednu sekundu.
Tento pocet je roven poctu castic, které projdou malym elementem vélce o
prutezu dssd¢ a tedy dostaneme

[od) = Idpsds . (347)

Prostorovy thel je roven df) = sin 0dfd¢ a pak tedy dostaneme

dosds ds(E,0)
E0) =% _ g 927 4
o(E,9) aQ s(E,0) sin 6do (348)
Poznamenejme, ze s(F,#) je dan rozptylovym integralem
E sdu
= . 349
v /0 JI- 52— (V/E) (349)

Zatim co o urcuje pocet castic rozptylenych do daného prostorového thlu,
celkova u¢inny prurez

or = / od) = r] (350)
4m

udava celkovy pocet ¢astic rozptylenych z puvodniho svazku. Vime, ze dosah
interakce je dan parametrem 7y, tak tedy cCéstice, pro které plati, ze s >
ro, nejsou rozptyleny z daného svazku. Jinymi slovy feseno, celkovy ucinny
prurez reprezentuje plochu, ktera je vlozena do cesty nalétavajicimu svazku.
Pak pro homogenni svazek , ktery mé ¢elni plochu A > o7, veli¢ina A/op
udava pomeérny pocet ¢astic rozptylenych do vsech smért z daného svazku.
Uvazujme nyni faktor, ktery je vyznamnym prvkem srazkového ¢lenu

gosinfdf = gsds . (351)
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Pouzijeme-li bezrozmérnou veli¢inu b = s(E/K)""N dostaneme

BN\ 2 |
go sin0df = gbdb (E) = (2uK)~g'"~bdb . (352)

Vidime, ze pripad N = 4 je specialni a iikame, ze molekuly, které interaguji
pomoci tohoto potencialu, jsou Maxwellovské molekuly. Pro tyto molekuly je
veli¢ina go sin 6df nezavisla na g, coz ma za nasledek zjednoduseni vypoctu
linearizované Boltzmanovy rovnice.

Coulombovsky Uc¢inny pruafez Vypocitdme nyni U¢inny prufez pro

Coulombovsky potencidl

K
V=" (353)

Provedeme-li integraci rozptylového tihlu pro N = 1, dostaneme

8 d 1
P(b) = / f =—sin' | ——— |, (354)
0o V1= —(8/b) 26\ /1 + 1
s pouzitim
d + 5
/ N (355)
v1—2*—azx /1+ ﬁ
a také to, ze [ je FeSenim rovnice
_ B _ 1 1
1—(B)?-L = = /14— .
(B =3 =0=P=—+/1+ 5 (356)
Pak dostavame 1 1
2
=—-—. 7
4 tan? 1) (357)
Zavedeme-li rozptylovy thel # pomoci vztahu ¢ = “T_e dostaneme
1cos?
b2 i 2
4 sin? g (358)
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Pak z definice u¢inného prurezu dostaneme

_(2KY L b db_
7= 1 g sinfdf

coz je Rutherforduv uéinny prurez pro Coulombovské interakce.

Ijéinny prurez pro dvé pevné koule

Uvazujme srazky dvou idedlnich kouli o polomérech oqy, 0gs. Je jasné, ze
tyto dvé koule se nemohou srazit, jestlize vzdalenost mezi sttedy téchto kouli
je r > (001 + 00p2)/2. Pak dostame pro uc¢inny prufez

(359)

001 T 002
O12 = —2 )
s = 0o198in?yY

1
sds = o02,sincospdy = ZUfQ sin 0d |

(360)
a tedy mame
o2
o) = f : (361)
Pak tedy dostaneme
o1 = 2707y . (362)

Kinematika
Uvazujme srazku dvou ¢astic o hybnostech py, ps. Zakon zachovani hyb-
nosti a energie ma tvar

pP1+P2=p;+P5,

T S
2my  2mo  2mqy  2mgy
(363)
které se znatelné zjednodusi v pripade, kdy m; = ma.
Vi+ vy = V] + vy,
v 43 =02 0.
(364)
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Budeme fesit tyto rovnice vzhledem k v, v},

1
V/1=§(V2+V1+9€),

1
V§:§(V1+V2—95),

(365)

kde € je libovony jednotkovy vektor, ktery vyjadiuje skutecnost, ze mame
¢tyTi rovnice pro Sest neznymych komponent vektoru v/, vi a kde g je velikost
vektoru g = v —vs. Jestlize budeme uvazovat rozdil predchozich dvou rovnic,
dostaneme

g =g—2d(d-g). (366)

Ukazuje se, ze dvé symetrie, které se vyskytuji ve srazkach, hraji dilezitou
roli v kinetické teorii. Je vhodné mluvit o hybnostech (p1, p2) pred srazkou, a
impulsy po srafce oznacime jako (p7, p5). Pak charakterizujeme srézku jako

[(P1,P2) = (P1, PY)]s (367)

kde dolni index s oznacuje, ze impaktni parameter s je dulezitou veli¢inou,
ktera charakterizuje srazku. Je ziejmé, ze inverzni k této srézce je srazka,
kdy konecny stav je (pi, p2). Jinymi slovy mame (pro pruzné srazky, kdy se
zachovava energie)

([(p1,P2) = (L, PY]s) ™" = [(P1. Ph) — (P1,P2) - (368)

Druhy typ srézek, které hraji dulezitou roli, jsou zpétné srazky. Zpétné srazky
jsou takové srazky, kdy konecny stav je (—p1, —p2), kdy p1, p2 jsou pocitecni
hybnosti vstupujici do srazky. Opét, pro pruzné srazky mame

R

([(P1,p2) = (P P2)ls)” = [(=P1, —P3) = (=P1. —P2)] - (369)
Je ztejmé, ze tyto srazky jsou kinematicky ekvivalentni a tedy i jejich ucinné
prurezy jsou stejné.
3.4 Srazky ve ziredéném plynu

Uvazujme zfedénou tekutinu, kde celkovy objem kapaliny je mnohem mensi
nez objem, jenz zaujima tato tekutiny

na® < 1, (370)
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kde n je hustota castic a kde a je polomér jedné castice. Budeme uvazovat
neutralni castice, kde neexistuji sily dalekého dosahu (gravitaci muzeme
zanedbat), tedy pak muzeme ptredpokladat, ze k interakci mezi ¢asticemi
dochazi pouze v okamziku, kdy dojde k jejich srazce, jinymi slovy v okamziku,
kdy vzdélenost mezi ¢sticeme neni o mnoho vétsi nez d = 2a. Céstice se po-
hybuji volné mezi dvémi kolizemi, kde prumérny vzdalenost mezi kolizemi je
dana stredni volnou drahou castice

\ = 1
B V2nmwd?

Je ziejmé, ze ve ziedéné tekutiné plati A > d. Z toho vyplyva, ze binarni
srazky jsou mnohem castéjsi nez srazky tii a vice ¢éstic, které interaguji ve
stejny casovy okamzik. Je také ziejmé, ze srazky indukuji zmény v rozdélovaci
funkei f(x,v,t): Naptiklad, néktera ¢éstice s poc¢atecni rychlosti v muze mit
po srazkach jinou rychlost, coz znamend, ze 0 f(v) < 0. Druh& moznost je,
Ze nékteré castice s jinymi pocatecnimi rychlostmi mohou mit rychlost v po
srazce, coz si efektivné muzeme predstavit, jako zvyseni pravdépodobnosti,
ze danou ¢éstici najdeme s rychlosti v. Jinymi slovy, méame 6 f(v) > 0. Z toho
duvodu je mozné predpokladat, ze ¢asova zména jednocasticové distribucni
funkce ma tvar

(371)

D
D—{d3xd3u = —Cou + Cin , (372)

kde C,,; je dan prispévkem od castic, které opusti interval rychlosti v okoli
bodu v zatim co Cj}, je dan piispévkem od c¢astic, které vstoupi do daného
intrevalu. Je jasné, ze pro dalsi studium kolizni Boltzmanovy rovnice musime
dat vice podrobnéjsi popis téchto prispévku.

Binarni srazky

Uvazujme srazku dvou stejné hmotnych ¢astic a predpokladejme, ze jejich
pocatecni rychlosti jsou v,v; a koneéné rychlosti jsou v’,v}. Poté zdkony
zachovani hybnosti a energie maji tvar

v+vy = VvV v,
1 1 1 1
§|V|2+§|V1|2 = §|V'|2+§|V/1|2

(373)

Déle budeme predpokladat, ze interakce mezi ¢asticemi ma centralni charak-
ter, relativni rychlost ¢astic po srézce, g’ = v/ — v] lezi v roviné pocatecni
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relativni rychlosti, g = u — u; a pocatecni relativni vektor mezi ¢asticemi
r=X— Xj.

Mame tedy pét podminek pro Sest neznamych veli¢in, kterymi jsou carkované
vektory. Abychom tedy mohli tyto nezname veli¢iny urcit, musime zavést
Sestou podminku, kterd vychéazi z puvodu interakce mezi ¢asticemi. Ukazeme,
7e tato Sestd podminka je dana pomoci diferencidlnim ucinnym priufezem
rozptylu.

Uvazujme molekulu M, ktera v case ¢ mé rychlost v. Muzeme si nyni
vyznacit sféru okolo této molekuly o poloméru ry. Je ziejmé, ze nalétavajici
castice je ovlivnéna molekulou M za predpokladu, kdy bude prochazet touto
sférickou oblasti.

Nyni predpokladejme, ze existuje casovy interval AAt, ktery splnuje nasledujici
dvé vlastnosti

e At je mnohem vétsi nez doba pusobeni interakce 7.

e At je mnohem mensi, nez relaxa¢ni doba 7., coz je nutné pro zanedbani
zmeény rozdélovaci funkce béhem tohoto okamziku, pii pevném x a v.

Déle budeme predpokladat, ze dany systém je pouze lehce nehomogenni v
prostoru. Jinymi slovy, jeslize oznac¢ime v jako typickou molekulérni rychlost,
pak predpoklddame, ze rozdélovaci funkce v bodé x + vAt je stejnd, jako
rozdélovaci funkce v bodé x.

Uvazujme dva svazky srazejicich se castic, kde oznac¢ime hustoty téchto
¢astic jako my a n s rychlostmi v; a v. Muzeme piejit k souradnicové soustave
spojené s ¢astici v druhém svazku a pak se tento problém redukuje na problém
nalétavajicich ¢astic na céstici M. Pak ¢éstice v druhém svazku, tedy castic o
hustoté n a rychlostmi v jsou ovlivnény tokem ¢éstic z prvniho svazku. Pocet
castic, které maji pocatecni rychlost g a které se srazi s centralni c¢astici za
cas At a nachézeji se v mezikruzi o parametrech s a s + ds, je rovno

f(x,vi,t)d*v2mbdbg /Nt . (374)
Jestlize nyni vynasobime tento vyraz hustotou poctu ¢astic, které maji rych-

lost v, f(x, v, t)d*v, dostaneme pocet srazek, v bodé x, které probéhnou za
casovy okamzik At s ¢asticemi, které maji rychlost v intervalu v, v + dv

/d3vlf(x, v, 1) f(x,v,1)27|vy — v|2rbAt = Coud®vAL . (375)
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Podobnym zptsobem miuzeme urcit i hodnotu Cj,, kterd udava prirtustek
poctu Edstic v intervalu d®v. Jedn4 se o inversni proces k ptivodnimu procesu,
kdy ¢astice, s pocatecnimi rychlostmi v/, v} a se srazkovym parametrem s.
Pak zjevné dostaneme ~

/dSV/de(X, Vi, f(x, v, 1) 2rgbdv' At = Cid®v At . (376)

Je podstatné, ze pocatecni a konecné rychlosti jsou feSenim dynamického
problému a tedy jsou vstahnuty kanonickym zobrazenim. Pak Liouvilluv
teorém dava

dvdPv, = &>V PV . (377)
Samoziejmeé, pro platnost tohoto teorému je dulezity predpoklad, ze muzeme
uvazovat srazku dvou c¢astic jako izolovany proces, kdy nemusime brat do
uvahy vliv ostatnich castic. Jestlize tedy dame vSechny tyto vyrazy dohro-
mady, dostavame slavnou Boltzmanovu rovnici

O f(x,v,t)+v- -Vf(x,v,t)=

_ /dv1d527rgs POV ) F( V1) — Fxv, ) f(x,v1,1)
(378)

K analogickému vysledku muzeme dojit s pomoci definice i¢inného prurezu,
kdy my vime, ze
dosds
TR
kde o(v,vy|v',v}) je diferencidlni G¢inny prutez. Zakony zachovani energie a
hybnosti s pozadavek, ze rozptyl se uskutecni do daného prostorového tihlu
d€) urcuje carkované proménné. Poznamenejme také, ze v procesech, kde
dochazi k rozptylu molekul, predpokladame, ze tyto procesy jsou reverzibilni,
tedy mohou probihat i opacnym smérem. Matematicky se toto vyjadiuje jako

(379)

o(V,vi|v,vi) =a(v,vi|V, V) . (380)

Déle vime, ze element prostorového tihlu €2 je roven

dQ) = d¢sin 6db (381)
a pak tedy dostaneme
~s(0) ds(0)
7= sinf df (382)



Pak je kone¢né ziejmé, ze muzeme vyjadrit sds pomoci diferencialniho ti¢inného
prufezu a tedy integrace pres 2msds nahradime integraci ptes prostorovy tihel
dS) a tim dostaneme Boltzmannovu rovnici ve tvaru

of F of

R - / do, / Q0 ()u—w|(f . — f11) = C(f) (383)

kde pro jednoduchost zapisu jsme zavedli notaci

f=rxvt) fi=Ffvit) ff=fxv 1) fi=(xvi,t) . (384)

a kde jsme nahradili x = v a F = mv. Je dulezité zduraznit, ze F zahrnuje
vnejsi silu, jako naptiklad gravitaci, a ne mezicasticové interakce, které jsou
modelovany srazkami, a tedy srazkovym integralem.

V predchozim zapisu jsme také predpokladali, ze diferencidlni ucinny
prurez je funkei prostorového uhlu Q, tedy o = o(€2), coz plati za predpokladu,
kdy dcinny prufez zavisi pouze na thlu mezi relativnimi rychlostmi ¢astic,
tedy na thlu mezi v — vy a v/ — v}. Také poznamenejme, ze kdyz provedeme
integrély pres Q0 (urceny vektorem v) a pres vy, musime pouzit zékony za-
chovani, abychom vyjadrili v/ a v} jako funkce v, coz je pevnd proménnad,
pres kterou se neintegruje a jako funkci vy, coz je integracni proménna.

Zévérem feknéme, ze Boltzmanova rovnice s koliznim ¢lenem je nelinearni
integro-diferencialni rovnici pro rozdélovaci funkci. Je jasné, ze je netrivialni
ukol najit feseni takové to rovnice.

3.4.1 Predpoklady pouzité pri odvozeni Boltzmanovy rovnice

Nyni shrneme zékladni predpoklady, které byly pouzity pti odvozeni Bolt-
ZIMAanovy rovnice.
Prvni dulezity predpoklad je existence casového intervalu At, ktery spliuje

T KNt L T, . (385)

kde 7, je doba pusobeni interakce mezi ¢asticemi, jinymi slovy je to interval,
béhem kterého dojde ke znatelnym zmeénam trajektorie céstic. je zfejmé,
7e tento Gasovy okamzik je imeérny efektivnimu poloméru interakce. Casovy
interval 07, je Casovy interval odpovidajici casu mezi dvéma srazkami, je
urcena druhym parametrem, ktery urcuje systém. Velicina 7, je velkd, kdyz
je hustota ¢astic n mala, kdy ziejmé stfedni vzdalenost mezi dvéma casticemi
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je velkd a tedy i srazky jsou méné casté. Pak je zrejmé, Ze 7./7, je malé ¢islo,
kdyz plati
y=rin<1. (386)

V pripadé, ze je toto cislo malé, pak muzeme opravdu najit ot tak, ze
spliiuje (385). Déle, podminka (386) zarucuje, ze srazky jsou dobie defino-
vané udalosti v prostoru i casu, nasledné castky, kde se tcastni dana castice,
se nepiekryvaji. Jinymi slovy predstavujeme si srazky, jako posloupnost jed-
notlivych dvoucasticovych srazek.

Ptedpoklad (386) vede k druhému dusledku. Pfi uréeni poctu ¢astic, které
nalétavaji na centralni, jsme implicitné predpokladali, ze rozdélovaci funkce
se neméni béhem casového intervalu At diky predpokladu At < 7,.. Pak
bylo mozné uvazovat funkci f(x,v,t) v ten samy casovy okamzik ¢, ktery
urcuje cas, kdy dojde ke zméné rozdélovaci funkce v dusledku srazky. V
opacném pripadé bychom museli pouzit pocet ¢astic ve fazovém bodé x, vy v
predchézejicim casoém okamziku ¢ — 7, kde 7 je casovy internal nutny, aby
castice s rychlosti vy dostihla centralni ¢astici. Pak by rychlost zmény funkce
f by také zavisela na tvaru rozdélovaci funkce v minulosti.

Nyni budeme diskutovat dalsi predpoklad tykajici se stupné nehomoge-
nity daného plynu. Toto je predpoklad, ze rozdélovaci funkce se neméni na
na délkovych intervalech, kterymi projde nalétavajici molekula za ¢as At.
Kdyz by tento predpoklad neplatil, pak bychom museli uvazovat rozdélovaci
funkci ve srazkovém ¢lenu v misté, z kterého prichazi nalétavajici molekula.
Vysledkem bychom dostali nelokélni tvar kinetické rovnice, protoze na rych-
lost zmény rozdélovaci funkce v bodé x by mély vliv rozdélovaci funkce de-
finované v okoli tohoto bodu. V prvnim pfiblizeni se tento fakt zanedbava
za predpokladku, kdy vlastnosti plynu se znatelné méni na vzdéalenostech
prevysujici polomér interakéniho ptisobeni.

Je také zminit dalsi podstatny predpoklad, ktery jsme implicitné pouzili.
Vidime, ze srazkovy ¢len zavisi na souc¢inu jednocasticovych rozdélovacich
funkel f(x,v,t)f(x,vi,t). Na druhou stranu vime z pfedchozich kapitol,
ze tento predpoklad obecné neplati. Obecné pocet dvojic ¢astic, které se
nachazeji ve dvou rozdilnych bodech fazového prostoru, je dano dvoucdsticovou
rozdélovact funkci fy(x,v,x,vy,t). Vime ale, ze obecné neplati

f2<X7V7X> V17t> 7é fl(X,V,t)fl(X, V17t) . (387>

Jinymi slovy, jestlize budeme predpokladat rovnost téchto dvou vyrazu, tak
implicitné predpokladame, ze neexistuji korelace mezi ¢asticemi. Je zfejmé,
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ze i kdybychom byli schopni vytvorit systém, kde v ¢ase ¢ = 0 neexistuji
korelace, pak tyto korelace se objevi v dusledku interacke mezi casticemi.
Uvazujme néasledujici piripad. Mame dvé castice, které jsou na pocatku do-
statecné daleko od sebe. V piipadé, ze zde existuji interakce kratkého dosahu,
pak tyto castice navzdjem o sobé nevédi a tedy se chovaji jako nezavislé.
Jestlize se ale tyto ¢astice navzdjem priblizi, pak dojde ke vzajemné inter-
kaci a tedy jejich trajektorie se vzdjemné ovliviuji. V pripadé, kdy je jejich
interakce odpudiva, pak castice po priblizeni k sobé se opét rozleti. Proto
pravdépodobnost, ze najdeme dvé castice velice blizko u sebe je mensi nez
soucin pravdépodobnosti, Zze danou ¢astici najdeme kdekoliv uvnitt systému.
Jinymi slovy, vzajemné pusobeni vede ke korelaci mezi ¢asticemi.

Predpoklad f; = fi fi je velice znam a Siroce diskutovan. Tento predpoklad
je také znam jako Hypotéza molekuldrniho chaosu. Je to velice silny predpoklad,
ktery byl siroce diskutovan. Jednim z nejvyznamnéjsich dusledku tohoto
predpokladu je, pii srovnéni s formou BBGKY rovnic, ze Boltzmanova rov-
nice je uzavienou rovnici pro jednocasticovou funkei. Na druhou stranu tim,
ze jsme ukoncili sekvenci BBGKY rovnic, ktera ve své podstaté je systém
linearnich rovnic, dostaneme Boltzmannovu rovnici, ktera je nyni nelinearni
rovnici. Na druhou stranu existuje mnozstvi metod, jak tesit tuto rovnici a
s nékterymi z nich se setkdme v dalsim vykladu.

3.4.2 Multi-komponentovy plyn

V této kapitole zobecnime Boltzmannovu rovnice na piripad plynu, ktery je
tvoren ¢asticemi ruznych druht. Pro tento 1icel prepiSseme jedno-komponentovou
Boltzmanovu rovnici do tvaru

ovof pof _
0~ puiop T ma =
B Fof  of .
(388)
kde jsme zadefinovali
i) = [ dw [ dolv = vil(r'g, - fa:). (3%0)
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Poté pro systém z N rtznych druhii mame

Dfi &
o —;J(fi,fj), (390)

kde napriklad
J(fis f5) = /dguj /dQ’ui — w0y d; (fif; = fify) - (391)

Poté systém N svazanych rovnic tvoii zobecnéni jednosloskové Boltzmanovy
rovnice na piripad N druhu ¢astic.

3.5 Momenty kinetické rovnice

V této kapitole zavedemé momentové integraly kinetické rovnice, které slouzi
k prechodu od mikroskopického k makroskopickému popisu tekutiny. Funda-
mentalnim prvkem tohoto popisu je pojem pole, to jest funkce B(x,t), coz
je velicina definovana v kazdém bodé x, ktera se vyviji v case t. Typickymi
piiklady je hustota ldtky p(x,t) a lokalni rychlost v(x,t) ! Tyto makrosko-
pické veliciny uréime jako sttedni hodnoty mikroskopickych funkei b. Casové
zavislost funkce B(x,t) je ddna rozdélovaci funkci, kterd je feSenim kine-
tické rovnice, zatim co zavislost na x vyplyva ze zavislosti b na x jako na
parametru. Explicitné

B(x,t) = /dSyd3ub(y, w; x)f(y,u,t) . (392)

Dalsi krok je dan konkrétnim vybérem funkce b. V makroskopickém popisu
hraji vyznamnou roli hustota hmoty, hustota toku hybnosti, hustota energie.
Tyto funkce budeme definovat nasledujicim zptisobem. Vybereme jeden bod
fyzikdlntho prostoru x pomoci delta funkce 0(x — y). Jestlize se v bodé x
nenachézi ¢astice, pak tento bod dava nutné nulovy piispévek do B, jestlize
se zde ale nachazi ¢éstice, pak dava prispévek ameérny 51(y,u), kde 8; bude
rovno bud m nebo u. Pak tedy dostaneme

by, u;x) =4d(x —y)B(y,u) . (393)

! Abychom odligili tuto veliginu od rychlosti ¢astic,kterd vystupuje v Boltzmannové
rovnici, budeme tuto jednocasticovou rychlost v dalsim oznacovat pomoci symbolu u.
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Funkce tohoto typu nazyvame lokdlnimi veli¢inami. Abychom nasli ¢asovy
vyvoj této funkce, provedeme derivaci (392) podle casu

aB(x0) = [ Pyduitc-y)ilywafyun . (39
Predpokladejme, Ze kineticka rovnice ma nyni tvar

atf(y’ u, t) = Of(ya u, t) (395>

kde forma operatoru O vyplyva z konkrétniho tvaru kinetické rovnice. Pak
dostaneme

aB(x.0) = [ Pyduix-y)syWOsy.y. . (39)

V dalsim kroku se budeme snazit prenést pusobeni operatoru O na dyna-
mickou proménnou misto puisobeni na f. Obecné je vzdy mozné toto provést
s pouzitim integrace po ¢astech, kdy predpokladame, ze funkce f je rovna
nule na hranici v nekone¢nu, nebo jednoduchym preskladanim ¢lenu. Pak
dostaneme

0B (x,t) = / Pyduf(y, u,t)[O'(x — y)B(y, u)] (307)

kde O' je sdruzeny operator k operatoru ©. Nyni zadefinujeme nésledujici
velicinu

C(Xv Yy, u) = OT(S(X - Y>ﬁ<Y7 u) : (398>
kde je ztejmé, ze c(x,y, u) je formalné dynamickou funkei. Je dulezité ale Fici,
ze tato funkce muze obecné zdviset na f(y,u,t), nebot operator O muze byt
nelinedrni, jak naptiklad vyplyva ze struktury srazkového clenu. Pak tedy
konecné dostaneme

0 B(x,t) = /d3yd3uc(x,y, u)f(y,u,t) =C(x,t), (399)

kde C'(x,t) je sttedni hodnota veli¢iny ¢(x,y, u).Vyznam rovnice (399) je v
tom, ze casova derivace makroskopické veliciny B(x,t) je ur¢ena makrosko-
pickou veli¢inou C(x,t). Jinymi slovy feceno, vidime, ze je mozne piejit od
mikroskopické rovnice k makroskopické rovnici, které se nékdy také nazyvaji
rovnicemi momentu kinetické rovnice.
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Je také jasné, ze z jedné kinetické rovnice muzeme dostat nekoneéné
mnozstvi rovnic pro momenty odpovidajici riznym funkcim S. Tyto rovnice
maji hierarchickou strukturu: 0;B je ddno novou funkci C', pak derivace 0;C'
je dana novou funkci D atd. Ukazeme, ze tento systém neni nikdy uzavieny,
coz je analogice BBGKY systému, na druhou stranu je zde urcity specificky
rozdil. Tento rozdil je znam z makroskopické teorie bez ohledu na formu ki-
netické teorie. V hydrodynamice dostaneme uzavieny systém rovnic, jestlize
zavedeme urcité fenomonologické predpoklady.

Budeme nyni podrobné analyzovat pienos operatoru O na funkci b. Nejdiive
pouzijeme tokovy ¢len —u -V, kde s pomoci integrace po ¢astech dostaneme

i 0 _
a_yif(Y7u7t) -

_ / Pyduf(y,u, t)u(0,8(x — y)By,u) + 5(x — y)0, 8y, w)) .

F=— /dSyd3u5(x —y)B(y,u)u

(400)
Z definice delta funkce dostaneme
0yi6(x —y) = —0,i0(x —y) (401)
a tedy
F= -V [ dydustc- yusly.wf(y.u) +
+ [ Eyduf(y.uudtx - y),5(.w)
(402)
Dalsi krok se tyka clenu obsahujici interakce s vnéjsim polem
F(y) 0
2 _ B3yt YY) 9 — —
op = /d ydu—== o [y u,t)(x — y)B(y, u)
F(y) 9
= — | &Pyd® : t)0(x —y)== :
[yt iy it y) 50y
(403)

Posledni krok se tyka analyzy srazkového clenu, ktery mé nejvice kompli-
kovanou zavislost na rozdélovaci funkci a jehoz forma zavisi na konkrétni
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kinetické rovnici. Jestlize ozna¢ime tento srarkovy clen jako K f(y,u,t), pak
jeho prispévek do momentové rovnice si oznacime jako

o = / Pydus(x — y)(y, WK f(y, ut) (404)
Nyni zavedeme tok pole B
Boxt) = [ dydusix - y)us(y.wily.u.) (405)
a
o) = [ yiruits - sy 00 (406)

Pak dostaneme momentovou rovnici pro B ve tvaru

O B(x,t) = —0;®%(x,t) + op (407)
kde
of = Jg) + O'g) + ag’) (408)

je zdroj pole B. Rovnice (407) jsou zndmy jako rovnice lokélni rovnovéhy,
které maji nasledujici interpretaci. Pfi op = 0 se redukuje na rovnici, ktera
vyjadiuje lokalni formu zdkona zachovani veliciny B. Pak je zfejmé, ze ne-
nulovy clen op = 0 odpovida zdroji, ktery dodava ¢i ubird B do daného
objemu.

3.6 Boltzmannitv H teorém a nevratnost entropie

Ptedchozi obecny formalism pouzijeme pfti sledovani casového vyvoje velic¢iny,
ktera je fundamentalni v nerovnovazné termodynamice, kterym je entropie,
coz je stavova velicina. Tato velicina se vyskytuje v druhém termodyna-
mickém zakoné, ktery je tzce spojen s pojmem nevratnosti, kdy entropie
roste v izolovaném systému v dusledku nevratnych procesu. Tento rust se
zastavi v okamziku, kdy se systém dostane do rovnovazného stavu, kdy ent-
ropie dosahuje své maximalni hodnoty. V lokalni formé dostaneme, ze ¢asovy
vyvoj entropie, tak jako kazdé dynamické veli¢iny, je dan rovnici

Os(x,t) = =V - Dy (x,t) + 04(x,1) . (409)
Druhy termondynamicky zakon neni nic jiného, nez

oy(x,1) >0 . (410)
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Boltzmannova kinetickd rovnice, ktera byla odvozena v roce 1872, byla tak
uspésna a je tak dulezita, ze je z ni mozné zavést entropii a také to, ze entropie
roste s ¢asem. Jinymi slovy Boltzmannova teorie byla prvni teorii, ktera
vysvétlovala nevratnost na mechanické tdrovni. Tato teorie je také znama
pod pojmem H-teorem, protoze Boltzmann pouzil funkei H = —s(x,t). O H
teorému budeme hovorit déle.

Uvazujme homogenni systém, kdy rozdélovaci funkce f(x, u,?) nenf funkei
x. V tomto piipadé zavedeme budeme pouzivat symbol ¢(v,t) pro homo-
genni rozdélovaci funkci. Presnéji, vime, ze rozdélovaci funkce f je normovana
nasledujicim zpusobem

N = /d3xd3uf(x, u,t) . (411)
V pripadé homogenni rozdélovaci funkce tato normovaci podminka déva

N = V/d3uf(u,t) (412)

a pak je tedy vhodné zavést funkci F'(u, t) definovanou jako f(u,t) = no(u,t) ,n =

N
Vo

coz nam dava normovaci podminku
1= / d*up(u,t) . (413)
Pro tuto funkci mé Boltzmannova rovnice tvar
Dr(u,t) = 27 / Brydbbg (S0, )d(u, 1) — d(w, Dg(us, 8)  (414)
Definujeme nyni hustotu entropie ve tvaru

s(t) = —an/dung(u,t) In[ne(u,t)] +b (415)

kde kp je Boltzmannova konstanta a b je konstanta. Nyni provedeme derivaci
s(t) podle ¢asu

Ops(t) = —an/d3u8tgz5(u,t)[ln(n(b(u,t))+1] =

= —2mkpn® / d*ud’uydbbg (p(u', )¢(u, t) — ¢(u, )¢(u, 1)) [In(ne(u, 1)) + 1]
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Je ziejmé, Ze v daném integralu muzeme provést zaménu mezi u a u’ a tedy
dostaneme

%@m/ﬁmﬁmmwmmoamw—¢mwwm¢»mmamm+u=
/fw%mwwwﬁa%w—wmwmmmmmmm»+u

(417)
Pak mame
ds(t) = —rhyn? / duduydbhg (W, )6, 1) — d(u, )b(u, 1)) x
x [In(ne(u,t)) + In(ne(uy, t)) + 2] .
(418)
Nakonec poznamenejme, 7e posledn integrél mitzeme piepsat do tvaru
rhn? / duduydbbg (H(u, D6(,, 1) — b(u, ) d(uy, 1) x
x[In(ng(u,t)) + In(np(uy, t)) + 2] =
:ﬂwﬂ/fdfM%@wm¢wmhﬂ—Mdﬁﬂ%j»x
x[In(ng(u', 1)) + In(ng(ui, 1)) + 2|
— rhyn? / duduydbhg ($(w, H)p(ur, ) — s, )6, 1)) x
X [In(ne(u',t)) + In(ng(ul, t)) + 2
(419)

kde v poslednim kroku jsme pouzili vztah, ze d3ud*u;, = d*u’d*u}. S pouzitim
této rovnosti dostaneme

B, (1)

¢<u7 t)¢(u1; t)
(420)

Ous(t) = [ dPuduidibg(o(al )6(u;, ) — o )o(r. 1) In

Konecné, pro libovolna kladna ¢isla x a y mame

<x—wm§zo (421)
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: Dikaz Vidime, ze mdme dvé moznosti. Prvni, kdyz x — y > 0 pak mame
% > 0 a tedy lnﬁ > (0 coz dokazuje tuto rovnici. Naopak, pro x —y < 0
dostavame, ze g < 1 a tedy lnﬁ < 0, coz opét dokazuje ptredchozi rovnici.
Pak dostaneme vysledek

Os(t) >0 . (422)

Maxwellowo rozdéleni

Puvodni odvozeni této rozdélovaci funkce bylo provedeno Maxwellem s
pouzitim predpokladu isotropie.

Uvazujme rychlosti v x— sméru, a predpokladejme, ze jejich rozdéleni je
dané rozdélovaci funkei F'(u,), kterd je normalizovana jako

/ F(uz)du, =1

Princip isotropie iikd, ze zde neni nic specidlniho, co se tdka r— smeéru,
rychlosti v . y— a v z— sméru maji stejné rozdéleni. Pak dostavame, ze
pravdépodobnost, Ze najdeme castivic v intervalu du,du,du, je rovna

1
ﬁf(u)duxduyduz = F(uy)du, F(uy)du, F(u,)du, (423)

Na druhou stranu, jestlize f je isotropni distribuce, pak by méla zaviset pouze
na velikosti rychlosti, tedy

1 _
~f(w) = f(ug +uy +uZ) = Flua) Fuy) F(u:) - (424)

7 toho dostavame, 7e soucet argumentii u? v argumentu funkce f musi od-
povidat sou¢inu F'(u;)’, a to je mozné pouze kdyz funkce F(u,) je expo-
nencidlni funkei u?

F(u,) = ABe % = f(u) = nde Ble+tuu2) — pAe= B (425)
Konstanta A muze byt dan podminkou normovani funce F' tak, aby byla

rovna jedné. Abychom nasli hodnotu parametru B, musime urcit sttedni
hodnotu kinetické energie < 3mu? >= 3kpT, které pak davé

Y i 426
f(u) =n (27TKJBT> P <_2/£BT) (426)
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Nyni ukazeme, ze Maxwellovo rozdéleni je feSenim Boltzmannovy rovnice
jako jeji rovnovazné teseni. Uvazujme homogenni plyn bez externich sil. Aby
toto feseni bylo rovnovazné, pak d;s = 0 a tedy dostavame

O, )0, 1) = 6(u, o(ur, 1) = In (W, 1) + n$(uf, ) = nGu, 1) + In d(uy, ) .
(427)
, Tento vyraz pro Maxwellovo rozdéleni dava
u? +uf = u? + u”? (428)

coz je samoziejmé splnéno v piripadé pruznych srazek.
Nyni budeme uvazovat obecnéjsi pripad nehomogenniho systému, kdy

f = f(x,u,t), kde ale pro jednoduchost nebudeme uvazovat interakci s
vnéjsim polem. Nyni zavedeme lokalni hustotu entropie jako pole
s(x,t) = —k;B/d3ud3y6(x —y)f(y,u,t)In f(y,u,t) +0b. (429)

Pak zjevné dostaneme

Os(x,t) = —kp / dPyd*ud(x —y)[In f(y,u,t) + 1]0,f(y,u,t) (430)

coz odpovida obecnému predpisu provedenému v piedchozi ¢asti, jestlize
identifikujeme

6(}’7 11) = _kB[lnf(Y> u, t) + 1] . (431)
Samoziejmé ale vidime, ze toto neni dynamickd veli¢ina, protoze jednak
explicitné zavisi na case, a déle je to veli¢ina, kterd je definovana pomoci
rozdélovaci funkce. Na druhou stranu jestlize pouzijeme Boltzmannovu rov-
nici, pak dostaneme

atS(X, t) = /dgydgu(S(X - y)ﬁ(Y? u, t)[_uiif(y> u, t) + Kf(ua Yy, t)] =

oy
=— a,CI)' (x,t) +0® 4ol
8331 EX A s s
(432)
kde
N B
Yi
oW (x,t) = / Pyd’ys(x —y)Kf(y, u,t),
(433)
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a kde také budeme psat
P (x,1) = B,(x, 1) + bs(x, 1) |
®(x.8) = kn [ dydudlx—yuln f(y. w0 (0 0).

604, 1) = —h / Pyd*us(x — y)uf (v, u,1) |

(434)
Nyni vypocitame piispévek otV
o0,t) = ki [ Pydtustx—y) LIy u0) -
= —kB/d3yd3u5(x - y)uiaiyif(y,u, t) =
— bt [ dydustx = y)uf (x50
(435)

a my vidime, Ze tento prispévek kompletné vyrusi divergenci 0;¢, ;. Pak tedy
dostavame
do(x,t) = =Vd(x,t) + o . (436)

~ . ;o 3 o o . ° . ,
Je ziejmé, ze ol¥ mizeme uréit stejnym zpusobem, jako v homogennim

pripadé, protoze kolizni ¢len se pocitd pro pevné y. Pak tedy dostavame
c®(x,t) > 0. (437)

Jinymi slovy, opét jsme dostali druhy termodynamicky zakon v lokalnim
tvaru.

Mikroskopické procesy na molekuldrni tirovni jsou reverzebilni, tedy mo-
hou probihat i v opacné casové posloupnosti, na druhou stranu makrosko-
pické procesy nejsou. Kdyz napiiklad rozdéleni rychlosti relaxuje do Ma-
xwellova rozdéleni v dusledku srézek, pak je tento proces ireverzibilni. Je také
zajimavé, ze kdyz jsme odvozovali Boltzmanovu rovnici, tak jsme predpokladali
reverzebilitu na mikroskopické tirovni. Presto muzeme ukazat, ze vedou k ire-
verzibilnim procesum na makroskopické trovni.

Z odvozeni zédkona rustu entropie aké ukazuje, ze pri¢inou rustu entropie
je pouze srazkovy clen, zatim co volny pohyb a piipadné efekty vyvolané
stfednim polem, jsou vratné procesy, které nemaji vliv na rust entropie.
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Je dobré podrobnéji popsat, co myslime nevratnymi procesy, které muzeme
rozdélit na dvé zakladni tiidy.

Jako ptiklad procesu, ktery spada do prvni tiidy, uvazujme shluk vzajemné
neinteragujicich ¢astic, které jsou na pocatku lokalizovany v kouté krychle
s dokonale odrazejicimi sténami. Predpokladejme, ze ¢astice maji na pocatku
rychlosti distribuované kompletné ndhodnym zpusobem. Je jasné, ze za néjaky
dostatecné dlouhy ¢asovy interval castice, které jsou v daném shluku, jsou
rozprostieny spojité po célé krychli diky volnému pohybu ¢astic, kdy dopa-
daji a odrazeji se od stén. Zda se, ze se tento proces jevi jako nevratny. V
zavislosti na pocateénim stavu dany systém se blizi ke stavu s homogenni
hustotou castic, kde ¢as, ktery je potiebny k dosazeni homogenni konfigu-
race, silné zavisi na pocatecnich podminkach. Naptiklad, jestlize budeme mit
dostatecné siroky interval pocatecnich rychlosti, pak homogenni stav dosta-
neme tim rychleji. Z mikroskopického pohledu je ziejmé, ze volny pohyb
¢astic nema vliv na rozloZeni rychlosti, nebot Eastice se spolu nesrdzi a je-
jich srazky se sténami jsou dokonale pruzné. Tento nevratny proces se také
nazyva proces s fazovym miSenim, které jsou charaktristické absenci urcité
casové skdly, jenz nezavisi na poc¢atecnich podminkach. Je ziejmé, ze v ta-
kovych procesech nedochazi k rustu entropie.

Polozme si nyni otazku, co se stane, kdyz pripustime srazky mezi ¢asticemi.
V takovém ptipadé diky neregulérnosti a velkém mnozstvi srazech brzy dojde
ke ztraté informace o poc¢atecnim rozlozeni rychlosti. V tomto piipadé proces
rozprostieni v prostoru ma jiny charaktér (difuze), protoze je nyni urcen spe-
cifickymi vlastnostmi interakce mezi casticemi a také obecnymi vlasnostmi,
jako je hustota a teplota. Tyto specifické parametry udavaji relaxa¢ni cas,
ktery je nezavisly od pocatecniho stavu systému. Rozdéleni rychlosti se blizi
k Maxwellovskému rozdéleni a dany proces je spojen s rustem entropie.Tyto
procesy se také nékdy nazyvaji jako procesu disipatického typu.

Je velice zajimavé, ze jsme vysli z predpokladu reverzibilni mikrosko-
pické fyziky, ale kon¢ime s velicinou H, kterda ma nesymetricky ¢asovy vyvoj.
Muzeme to interpretovat jako objeveni Sipky casu.

Je dobré poznamenat, ze H teorém nékdy neni interpretovan jako rust
entropie S. Zde, H je definovana pro jednosloskovy plyn, zatim co entropie
muze byt definovana pro komplikovanéjsi systémy, bézné definice entropie
je definovana pouze pro systémy v termodynamické rovnovaze ¢i ve stavu ji
blizké, zatim co H je definovana pro nerovnovazné systémy.

S existenci H theorému je spojen nésledujici paradox. Predpokladejme,
ze v jednom c¢asovém okamziku obratime rychlosti ¢astic v plynu. Pak ¢astice
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budou sledovat své ptuvodni trajektorie. To znamena, ze jestlize jsme puvodné
meéli % > 0 tak v situaci, ktera probihd v opaéném pozadi, bychom méli mit
% < 0, coz je ztejmy paradox.

Vysvétleni tohoto paradoxu lezi v predpokladu tykajici se dokazovani H
teorému. Implicitné jsme predpokladali, Ze neexistuje korelace mezi ¢asticemi
pred jejich srazkami. Toto je zndmé jako molekularni chaos a tento predpoklad
je implicitné skryt ve statistické formulaci interakei pomoci sazkového ticinného
prufezu. Je jasné, ze nemuzeme predpokladat, ze molekuly nejsou v korelaci
po srazkach. Tedy, v situaci, ktera by méla probihat opaénym smérem, mole-
kuly nejsou nezkorelované po jejich srazkach, a tudiz predpoklady, které jsou
skryté za odvozenim Boltzmanovy rovnice, neplati. Takze, ve skutecénosti,
Sipka ¢asu v Boltzmanové rovnici byla implicitné zvolena predpokladem, ze
rychlosti ¢astic jsou nezkorelované pred srazkami.

3.6.1 Poincarého theorém

S pojmem nevratnosti Uzce souvisi tz Poincarého rekurentni teorém, ktery
iikda, ze trajektorie systému ohraniceného izolovaného systému o konecné
energii se, po dostatecné dlouhé dobé, priblizi libovolné blizko své pocatecni
pozici.

Nastinime struény dukaz tohoto teorému. Uvazujme pocatecni stav systému
ve fazovém prostoru zg = (qo, po) a tento bod je obsazen v mnoziné fazového
prostoru £2y. Pak se systém vyviji na povrchu danym podminkou konstant-
nosti energie. Pak tento teorém 1ika, Ze za dostatecné dlouhou dobu se systém
opét dostane do mnoziny (2. Necht” T je operator, ktery propaguje €y za
jednotku casu. Pak diky Liouvillovu teorému

Qo, T, T?Q (438)

maji stejnou miru. Jestlize se tyto mnoziny neprotnou, pak povrch, na kterém
se pohybuji, by mél nekonetnou miru, coz je v rozporu s predpokladem. Pak
tedy muzeme psat

T*Q (T = Q #0 (439)

pro néjaka prirozena ¢isla k, n. Déle, diky jednoznacnosti trajektorii dostavame,
ze T je bijektivni zobrazeni, coz ndm dovoluje psat

T(A(B)=T(A)(1(B) . (440)
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Jestlize nyni budeme puisobit s 7~ na (439) dostaneme
T (T (\T"%) = T"Q # 0 (441)
a kdyz pouzijeme (440) dostaneme
Q0 ﬂ Qo #0 . (442)

Jinymi slovy, za k — n casovych jednotek mnozina €2y ma kone¢ny prunik
sama se sebou. Nyni, jestlize vezmeme miru )y libovolné malou, dostaneme
Poincarého teorém.

Je ziejmé, Ze tento teorém je zalozen na nésledujicich predpokladech.
Predné systém musi byt omezen, napiiklad v ptipadé mechanického systému
musime pozadovat, aby tento systém byl v ohranicené prostorové oblasti,
jinymi slovy namuzeme dovolit, aby trajektorie castic smérovaly do nekonecna.
A dale, musi platit Liouvillut teorém. Je také ziejmé, ze systém nemusi
projit celym fazovym prostorem diive, nez se vrati do puvodniho stavu, kde
systémy, které pokryiji cely fazovy prostor béhem svého vyvoje, se nazyvaji
ergodickymi systémy.

3.6.2 Boltzmannova a Gibbsova Entropie

V predchozi ¢asti jsme definovali entropii pomoci rozdélovaci funkce kinetické
teorie. Nyni stru¢né podame obecnéjsi definici.

Gibbsova entropie Hy je definovana pomoci N —césticové rozdélovaci
funkce fy jako

N
Hy = / fuin fy [ dxid®p; - (443)
i=1
Abychom ur¢ili ¢asovy vyvoj této veli¢iny, vyjdeme z Liouvillovy rovnice
0
%HfN,H}:o. (444)
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Pak ¢asovy vyvoj této entropie je roven

dHy 5o s Ofy _
5 —/deld i, (I+Infy)=

N
_/HdSXid?)pi {fnv, H} 1+ 1In fy) =

i=1

N N
Ofn P Ofy OV
J— 3 .3 . — — —— =
/deﬁd“;(axi m o, 3x><1+lan)

)

N N
1 8fN In fN oV GfN In fN
R 3 . 3 . - O . P —
/H d de P Z (m ﬁxi P 8Xi 8pz 0

i=1

(445)

kde jsme pouzili

afN Di afN ov
{fn,H} = Z(@XZ 'E—a—pi'axi) (446)

a déle integraci po castech. Vidime tedy, ze Gibbsonova entropie se zachovava
a tedy splnuje reverzibilni rovnici. Tato entropie je vstahnuta k termodyna-
mické entropii nasledujicim zpusobem

S = —kpHy (447)

coz je kineticka definice entropie izolovaného systému. Druhy termodyna-

micky zakon nam iké, ze AS > 0 pro izolovany systém kdy rovnost plati pro

reverzibilni procesy. Protoze Liouvillova rovnice je reverzibilni, dostaneme,

ze vysledek S = konst je v souladu s druhym termodynamickym zdkonem.
V pripade, kdy neexistuji korelace mezi ¢asticemi, mame

fv = H f1(4) (448)

a tedy

Hy = Z H / H d*x;,d°py H AG) In f() Z Ha (i (449)

i=1 j=1
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kde
H = /dsxd3pf1 In f; . (450)

Jak jsme vidéli, pak kinetickd rovnice davé H < 0 jako dusledek srézek v
tekutiné. Jinymi slovy fec¢eno, pfi sledovani jednocasticové funkce dostaneme,
ze dany proces je ireversibilni, na rozdil od plného dynamického popisu, ktery
je reversibilni.

3.6.3 Kolizni invarianty

V této kapitole budeme definovat operatory, které maji vyznacné vlastnosti
vhzhledem k ¢asovému vyvoji systému. Poznamenejme, ze kolizni integral je
definovan jako

JU?Z/Q%{/MMm—quﬁ—fﬁ% (451)

Budeme definovat operator

Hotw] = [ @uitno) = [ ¢ [dw [ a0k —wl(rfi - 1ot

(452)
Zména proménnych
(u,u1) — (us, ) (453)
dava R X
I(p(u)) = I(p(u1)) . (454)

Jako dalsi krok uvazujme operator

Ho)) = [ ¢ [ @ [doofa-wl(r - frow)  (159)

Poté zména proménnych (u,u;) — (u’,u}) ma jednotkovy Jakobidn jako
dusledek Liouvillova theorému pro dvoucésticovy systém, coz nam dava

d*ud*u) = d*ud’u; . (456)

Déle je také jasné, ze |[u — uy|od2 je invariantnni vuéi této transformaci a
pak dostavame

fwwwz/fw/fm/awm—MWﬁ—fmww:—me.
(457)
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Kone¢né, zména proménnych (uj,u’) — (u’,u}) dava
He(u) = I(g(w))) - (458)
Kdyz nyni zkombinujeme vSechny tyto relace, dostaneme
41(p(w)) = 1(¢(w)) + [(d(w)) = I($(u) = I($(u})) . (459)

Konecné, diky linearité operatoru I , muzeme tento vysledek prepsat do tvaru

A

F(6(0)) = {1(6(m) + o) — 6(u') — 6(ut) (160)

Necht x(u) je srdzkovy invariant, t.j.

x(u) + x(u) = x(u) + x(uy) . (461)
Pak pro tuto veli¢cinu dostdvame z (460)
1) =0. (462)

Necht” x(u) je veli¢ina, jenz se zachovavéa pii srazkach. Pak je jasné, ze
obecna funkce, kterd se zachovava pri srazkach, ma tvar

fa)=Co+> xi(u). (463)

kde ¥, jsou vSecny nezavislé veli¢iny, které se zachovavaji pii srarkach. Zakon
zachovani energie a vSech tii komponent hybnosti implikuji

f(u) = Cy + Cru® + Coputy + Coyuy + Cou, = —Bu—up)® . (464)

Je ztejmé, ze existence péti nezavislych srazkovych invariantu je obecnym
dusledkem kinetickych rovnic, protoze jsou svazany s dynamickymi zakony
zachovani poctu castic, energie a hybnosti pii srazkach. Tyto zakony nam
fikaji, ze jedna molekula béhem srazky ztraci hybnost a energii, zatim co
druhd je ziskdva. Na druhou stranu srazkovy invariant potiebuje trochu
obecnéjsi pristup. Uvazujme zdrojovy Clen ve tvaru

o) = [ dudysix - y)vtuy) [ dog(s'fi - 1) =

= /dldQ(S(X - YW(‘L y)(S(y - yl) / dQJg(f(Ya uI> t)f(yla 11/1, t) - f(y7 u, t)f(yb uy, t))
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kde jsme zavedli integraci ptes y;, abychom dostali symetrické fazové body. Je
ziejmé, ze vyraz se nezmeéni, jestlize zaménime 1 a druhou fazovou proménnou

o (x) = / A1d25(x — y1)d(yr, w)3(y — y1) X

x / Q0 g(f(yr o D)y 1) — Flysur )y, u,1))

(466)
Tento vyraz muzeme také napsat
o) = [ dasix vty )ity - y)
X /dQO_g(f<y17 up, t)f(Yv u, t) - f(y17 u/17 t)f(Y7 11/, t))
(467)

kde dl' = dPyd*u’,d2" = d3y,d*u). Pak diky Liouvillové teorému je tento
vyraz roven d'd? a tedy dostédvame

o (%) = - / A1d25(x — y1)b(y1, w)5(y — y1) X

« / Q0 g(f(y1, 1, ) f(y, 0, t) = fyr,uy, ) f(y,u, 1))
(468)

kde koneéné muzeme provést zaménu mezi prvni a druhou fazovou proménnou.
Vysledkem dostaneme podminku, kdy je zdrojovy ¢len roven nule

1
o) = 1 / LPyd ud’y d*ws[0(x — y)ii(y, u) + 6(x — y1)v1 (y1, wy)

—0(x —y)¥(y1,uy) — 6(x = y)u(y, W)]é(y —y)(f fi = ffi) =0
(469)

Tento vyraz je roven nule pro libovolnou formu rozdélovaci funkce, kdyz plati

[i(y, ) + 1 (y1,w) — (y1,up) — @(y, w)]o(y —yi) =0
(470)

kde, oproti predchozimu vyrazu, vystupuje explicitni zavislost na soutradnicich,
byt je déna ve formé delta funkce. Jinymi slovy feceno vidime dileZitou

93



vlastnost, ze dana veli¢ina se stane srazkovym invariantem, jestlize k pro-
cesu vymény energie a hybnosti dochazi je jednom a tom samém bodé, coz
je dusledkem faktu, ze ve srazkovém clenu se vyskytuji rozdélovaci funkce
v jednom a tom samém bodé y. Na druhou stranu toto je zjevné pouhé
priblizeni, které plati v tzv. hydrodynamickém priblizeni, kdy se rozdélovaci
funkce méalo méni na vzdalenostech odpovidajici stfedni volné draze molekul.
Pak, pro takovou formu kinetickych rovnic, kdy bereme do tivahy nelokélnost
srazek, nékteré z téchto funkei jiz nemusi byt srazkovymi invarianty, i presto,
ze dynamické zakony zachovani zustavaji v platnosti.

V dalsim se omezime pouze na ptipad hydrodynamického piiblizeni, kde
srazkové invarianty hraji fundamentélni roli.

3.7 Rovnice zachovani

Uvazujme veli¢inu x(x, u), kterd je spojena s Casticemi, a kterd se zachovava
v dvoucasticovych srazkach

X+x1=x+xi (471)

Celkovy mnozstvi této veliciny v jednotce objemu je rovna

nx(x, t) = /d3ux(x, u) f(x,u,t) =

= ntx0) [ ) e (0 o).
(472)
Napifklad
n(x, 1) = / Fuf(x,ut) nv(x,t) = / Puf(x,ut)u | (473)
co# mizeme také prepsat do tvaru
_Jduiutu_ (474)

VvV =
[ d*uf(x,u,t)
Nasim cilem je najit pohybovou rovnici pro n, v piipade, kdy f spliuje
Boltzmanovu rovnici. Abychom ji nasli, vynasobime Boltzmanovu rovnici
veli¢cinou y a provedeme integraci pres rychlosti

Df

Exd?’u = /C[f]xdgu ) (475)
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Zacneme nejdiive s pravou stranou této rovnice. Nejdiive mame

/dgu/d?’ul(}(f)x(u)d?’u:
= 5 [#u [P [o@a— w7 - £ +
+ /d3 /d3 / Qw —ul(f'fi = fif)x(w) =

_ /d3 /d3 / Ol = wi|(f/f — ) () + x(w)) -
(476)

Jako dalsi krok pouzijeme argument reverzibility, to znamena jako integrac¢ni
proménné budou vystupovat u’, u). Vysledkem dostaneme nasledujici vyraz

1
ettt =5 [@u [ @ [ doo@lu-wl(r fi-r5)0ca——).
(477)
Tento vyraz, diky diky predpokladu (471), je roven nule. Tedy, pro veli¢inu,
ktera se zachovava v dvoucasticovych srazkach, dostavame

of ,0f F'Of
3 3
0_/Dt @ /(8t 8x’+m8u’) xdu, (478)

kterou muzeme prepsat do tvaru

_ 9 3 9 i3 3
0 = at/f)(du—i—agcl./fxualu / f du+
1 8 i 3. aFl 3 _]' 23
* E/aui(fXF)d g X4 aszd

(479)

Prvni ¢len na druhém iadku je roven nule, nebot muZe byt vyjadien jako
povrchovy integral
/ 0

|u|—o0

kde budeme predpokladat, ze rozdélovaci funkce f se blizi k nule daleko
rychleji, nez y F'u;u roste pro u — oco. Naptiklad, toto plati pro rozdélovaci
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funkci exponencialniho typu. Poté, kdyz zadefinujeme pro libovolnou veli¢inu

Q
n(@) = [ duos (481)

dostavame rovnici, kterd urcuje ¢asovy vyvoj velic¢iny (x)

o ) ; . 0X n ; OX n OF" B
a<n<><>>+a:ci(n<u><>>—7”b<“aggi> m<Fau> m<8uf’<>‘0'
482

Tato rovnice nam fika, jak hustota n, = n (x) libovolné veli¢iny x, jenz se
zachovava v dvoucasticovych srazkach, se vyviji v ¢ase. Tato forma rovnice
se bude casto opakovat pri odvozeni hydrodynamickych rovnic

3.8 Odvozeni hydrodynamickych rovnic

Rovnice (482) ur¢uje prechodod mikroskopického popisu (pomoci molekularni
veli¢iny x) k makroskopické velic¢iné, dané mnozstvim velic¢iny x v jednot-
kovém objemu, n (x). V nasledujicim budeme pfedpoklddat, ze sila F' nezavisi
na rychlostech.

Rovnice zachovani hmoty

Tato rovnice vyjadiuje zachovani hmoty ve srazkovych procesech. Jinymi
slovy predpokldddame, ze y = m. Pro tuto volbu (482) ma tvar

0 0 Ay
a(nm) + %(nm (u'))=0. (483)
kde jsme vyuzili faktu
(m>:l/d3ufmzm/d3uf:m. (484)
n n

Jestlize zadefinujeme hustotu hmoty jako
p=nm (485)

pak rovnice (483) ma tvar rovnice spojitosti

dp
- . = 4
5 +V-(pv) =0, (486)

kde v = (v) je stredni rychlost ¢astic.
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Zakon zachovani hybnosti

Nyni uvazujme x* = mu’. Pak dostdvame

9] ; 9] i jou'\
0 = E(nm(u>)+%(nm<uu>)—n<F 8uj>_

- J (pvi) + i(nm <u]uz>) —nFJ

ot O
(487)
kde jsme pouzili g—g = 5; a dale skutecnosti, ze pro silu, ktera nezavisi na

rychlostech, mame

(F") = %/d?’uFif = %i/dguf =F". (488)

zavedeme tensor tlaku definovany vzhledem ke klidové soustave

P = m/d?’uuiujf =n{mu'v’) . (489)
Pak momentova rovnice ma tvar
o .9 .. p
—(pv* —p¥ = =" 490
)+ =L (490)

Zakon zachovani energie

V pripadé, kdy mame jednosloskovy plyn, transla¢ni kineticka energie se
zachovava pri srazkach a muzeme tedy uvazovat

X = %mu2 . (491)
Pak definujeme ex jako stfedni hodnotu kinetické energie
€x = /dgu%'sz(u, x,t) =n <%mu2> ) (492)
Pro tuto veli¢inu ma momentova rovnice tvar
%GK + %(q;() — % (F'mu;) =0 (493)
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coz dava znamy vysledek

0 o . o
— -(¢") = —F'v; , 494
kde jsme zavedli vektor toku energie
¢ = /d3u%u2uif : (495)

3.8.1 Relativistické makroskopické proménné

Nyni prepiSeme tyto zachovavajici se rovnice pomoci vice fyzikalnich rela-
tivnich proménnych, coz jsou proménné odpovidajici odchylce od stiednich
hodnot. Oznacime odchylku vektoru rychlosti od stfedni hodnoty pomoci
symbolu ¢

c=u-—v. (496)

Pak definujeme relativni tensor tlaku,

P = m/d‘gucicjf =p((u' =) (W — 7)) =

= p((u'’) — (u')v) =o' (W) + (V7)) =

= p((u'!) — v — 0" +0"7) = p({u'n! ) — v'7)

(497)
a tedy o
p(u'u’) =p” = P + pv'v’ . (498)
Stejnym zpusobem definujeme relativni tok tepla
i 3.1 5 Lo o
Q' = du§mccdu:n gmee (499)
explicitné dostaneme
Q' = d3u(ﬂu2ui L muu'v; + mulvlv' + T2 — Ev%’) =
2 2 2 2
= ¢ —vlex — Pvj + pv*u’ .
(500)
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Déle zavedeme vnitini energii

1

e(x,t) = /d3u§m02f(u,x, t) (501)

ktera souvisi s energii e€x nasledujicim zpusobem

4 . 1
€= %/al?’u(uZ — ) (u; —v;) f = €x — Epvz :

(502)

Pak také mame ' 4 ' 3 ’
¢ = Q' + vie + Piiu; + zﬂgzﬂ . (503)

Z (498) vidime, ze absolutni tlak je vétsi nez relativni, na druhou stranu toto
neni to, co my myslime tlakem. Tlak méfime v soutadnicové soustavé spojené
s tekutinou, jinymi slovy je to tlak, ktery nezavisi na makroskopické rychlsti
v. Nyni, kdyz pouzijeme (498),(500) a (502) v rovnicich (490) a (493) tak
dostaneme

a, . o .. .
(o) + opt = Lt
m

0 oxJ
op ; ot 9 D o D L po
FTAR i = AL L L et g
o . .0 . o .. p
gt J_Z o = pij P o
p(@tv+vﬁxjv>+8xjp mF

(504)

kde jsme uzili faktu, ze vyraz v*(9;p + 0;(pv') je roven nule jako dusledek
zékonu zachovani.

aEK + B Pq

ate + 8Z-qi + (()i(vie) + Pijaﬂ)j +

m

1 ,
+50° (9p + 0i(pv")) +
+v;[p(Op? +0v'007) + O, P — EFJ] =0=
Ore + 0iq" + 0;(v'e) + Pij&'vj =0
(505)
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3.8.2 Souhrn momentovych rovnic

Zévérem dame prehled vsech momentovych rovnic

dp | Od(pv') _
ot + oxt 0,
o' j(%i _1op¥ ﬁ

ot Vo T pow T m

Ore + 0iq" + 0;(v'e) + Pijﬁivj =0.
(506)

Vidime, ze mame pét rovnic. Nezndmymi jsou nasledujici momenty rozdélovaci
funkce f

) 1 ) . o
p:m/d3uf, vl:—/d?’uu‘f, P”:m/d?’uc’cjf,
n

6:%/d3u02f, qi:%/d3u02cif.

(507)

Vidime, ze mame 1+ 3 + 6 + 1 + 3 = 14 neznamych funkci. Z toho vidime,
ze momentové rovnice netvoii dynamickou teorii kapalin.

V principu bychom mohli zavést vice momentovych rovnic tim, ze vez-
meme vyssi momenty Boltzmanovy rovnice. Na druhou stranu tyto rovnice
by vzdy zavedly vyssi momenty distribuéni funkce diky ¢lenu u'd; f v Bolt-
zmanové rovnici. Jinymi slovy musime najit zpusob, jak néjakym zpusobem
ziskat dynamickou teorii kapalin z kinetické teorie.

Jinymi slovy, abychom odvodili dynamickou teorii kapalin, musim najit
vztahy mezi 14 nezndmymi p, v*, PY, € a ¢* takovym zptsobem, Ze dostaneme
uzavieny systém rovnic.

Nejdrive musime zduraznit, ze srazky jsou jediny zpusob predavani hyb-
nosti a energie v tekutiné, ktera je slozena z neutralnich ¢éastic, coz je pod-
statné pro jeji vlasnosti.

3.8.3 Teplota:Variace distribuce rychlosti

Teplota tekutiny, ktery je tvoren molekulami bez vnitinich stupini volnosti,
je dan vyrazem
3

¢ = / d%%c? flw) = SkeT . (508)
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Vyznam definice teploty dané touto rovnici je nasledujici. Uvazume molekuly,
které jsou vsechny v klidu. Necht se tekutina pohybuje jako pevné téleso s
rychlosti v. Vidime z rovnice (508), ze v tomto piipadé T' ~ ¢ = 0, coz je
ocekdvany vysledek. Vidime také, ze (508) muze byt prepsana do tvaru

3kgT )
- — , 509
= (- ()?) (509)
ktera dokazuje, ze % je mira variace hustoty pravdépodobnosti rychlosti.

Je ztejmé, ze muzeme obecné definovat dalsi makroskopické proménné k
jiz definovanym n, v, T, e, Q', P, naptiklad néasledujici tensor

nAilig,...,in = /d3Uf(C, X, t)Cich’Q R ST (510)
kde proménnd A(x,t) je tensor n—tého fadu ve ttech dimensich.

3.8.4 Statistickda rovnovaha

Vratime se opét k obecné analyze Boltzmanovy rovnice a budeme zkoumat
otazku, za jakych podminek dojde k vynulovani kolizniho integralu. Vidime,
Ze toto je splnéno za predpokladu, kdy

Fri=rh (511)

Tato podminka se nazyva podminkou statistické rovnovdhy. Explicitné, tato
podminka k4, Ze mnozstvi ¢dstic, které pritecenou do elementu d*xd3u je
roven poctu céstic, které z daného elementu odtecou. Také je jasné, ze tato
podminka je nutna podminka pro existenci rovnovazného stavu, kdy o, f = 0.
Jinak fe¢eno, podminka rovnovahy 0, f = 0 implikuje, Ze entropie doséhla své
rovnovazné hodnoty, nebot

ds af

— = —kp | Exd’x—=(1+1 512

= o [ xS ) (512)
a tedy 0,f implikuje % = 0 a my vime, ze tato podminka je splnéna pouze

za predpokladu kdy plati (511). Vidime tedy, ze tato podminka je nutna
pro existenci rovnovazného stavu a je to i dostatecnd podminka v pripadé
homogenni tekutiny bez pusobeni vnéjsiho pole.

Kdyz se nyni vratime k Maxwellovskému rozdéleni, tak vidime, ze toto
rozdéleni nutné spliiuje podminku statistické rovnovahy. Je jasné, ze tomu tak
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musi byt, nebot Maxwellovské rozdéleni jsme odvodili pravé z piedpokladu,
ze pro né kolizni ¢len je roven nule. Na druhou stranu je ziejmé, ze Ma-
xwellowské rozdéleni bude spliiovat podminku statistické rovnovéhy (511) i
za predpokladu, kdy konstantni hodnoty n, v a T' jsou nahrazeny n(x, t), T'(x, t)
a v(x,t). Vysledna rovnovazna distribuce se nazyva Lokdlni Mazwellovské
rozdélent

fox,u,t) =

n(x,t) m(u — v(x,t))?
@t T(x 1)) <_ 2ksT(x, 1) ) B

Je jasné, ze pro toto rozdéleni plati
axt) = [duf).
! /d3uf0(x u, t)u
n(x’ t) Y ? ?
3 3.0 m 2
én(x, kT (x,t) = d’uf (X,u,t)E(u - V)

v(x,1t)

(514)
jak vyplyva z téchto integralu
/OO dxe /b = \/Bﬁ ,
/OO dxpe @020 — /oo dr(z — U)e—(r—v)Q/b +
+v /OO due /b — VT .
- (515)

Je nutné rozlisit dva druhy Maxwellovského rozdéleni: Absolutni Maxwellovské
rozdéleni, které oznacime jako fy, kde n,v,T jsou konstantni, a Lokalni
Maxwellovské rozdéleni, které oznacime jako f°, kde n,v,T zdvisi na
soufadnicich x a case t. Je ale ziejmé, Ze toto neni rovnovazna distribuéni
funkce, nebot i kdyz je srazkovy ¢len roven nule pro toto rozdéleni, tak jeste
stale neplati 0;f = 0, protoze vime, ze ¢asovy vyvoj rozdélovaci funkce je

v /v

ktery obsahuje tok a déle interakci s vnéjsim polem.
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Nyni piijdeme k dulezitému zavéru, ktery iikd, ze lokalni Boltzmanovo
rozdéleni je rovnovazné rozdéleni ve smyslu, ze pro néj plati

dH o0
=0 (516)

Abychom toto ukazali, budeme uvazovat obecnéjsi formu Boltzmanovy H-
funkce

H= /d3xd3uf(x, u,t)In f(x,u,t) . (517)

Vime, Ze kdyz nechame tekutinu v klidu samu o sobé, béhem urc¢itého ¢asového
okamziku se tento systém dostane do stavu termodynamické rovnovahy. Tento
jev je praveé popsan klesanim H funkce. Kdyz nyni provedeme derivaci této
funkce, dostaneme

% — [ ExdPu(l+1n ))o,f (518)

Jestlize nyni pouzijeme Boltzmanovu rovnici, dostanem

%:—/d?)xd?’u( g—){—l—Eg—l‘i) (1—|—lnf)+/d3xf(1+lnf):

:/d3xf(1+lnf) ,
(519)

kde jsme pouzili

/d?’xd?’uugf(l—i-l f)= /cl3xc13uM = /d3u/ u'(fIn f)dS; — 0

/d3d3 1+1nf /d3 /d3 Faflnf /d3/ —flnde—)O

(520)

Kde jsme ptredpokladali, ze funkce f se blizi nule na hranici daného objemu,
coz je dané sférou S, a také, ze funkce f se blizi nule na hranicich rych-
lostniho objemu.

Nyni s pouzitim pfedchozim tprav dostavame

4[(1+lnf)—I(1+lnf)+l(1+lnf1) (1+lnf) ( —i—lnf1 =
~1(mg7) =1 (n )
fif’
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Nyni diskuse stejna jako v predchozi ¢asti dokazuje platnost H-teorému pro
obecnou rozdélovaci funkci, ktera spliuje Boltzmanovu rovnici.

Vidime, ze jak absolutni, tak lokalni Maxwellovské rozdéleni splinuji, ze
srazkovy clen je roven nule a tedy pro né plati

dH(fo)  dH(f°)
dt  dt

—0. (522)

Z tohoto duvodu mohou byt obé rozdéleni nazvany jako rovnovazné dis-
tribuc¢ni funkce. Na druhou stranu termodynamicka rovnovaha pro tekutinu,
ktera neni vystavena vnéjsim polim, implikuje, ze vSechny makroskopické
veliciny jsou konstantni. Z tohoto diuvodu je tato situace popsana pomoci
absolutni Maxwellovské rozdélovaci funkce f,. Muzeme ale predpokladat, ze
pred dosdhnutim termodynamické rovnovahy, plyn je ve stavu lokdalni tep-
lotni rovnovahy, a tedy je popsdn pomoci lokalni Maxwellovské rozdélovaci
funkce f°. Jinymi slovy muZeme si piedstavit situaci, kdy méme tekutinu
v obecném stavu. Béhem ¢asového vyvoje, pti kterém neprovadime na dané
tekutiné néjaké vnéjsi zasahy, dochazi k poklesu H funkce az do té doby, do-
kud stav systému je popsan pomoci lokalni Maxwellovské rozdélovaci funkce,
kdy je ustanovena lokalni termodynamicka rovnovaha v kazdém malém ob-
jemu tekutiny, zatim co tekutina jako celek se nenachazi ve stavu globalni
termodynamické rovnovahy. Poté bude dochéazet k dalsim procesum uvniti
tekutiny, kdy dochazi k relaxaci vSsech makroskopickych velicin do stavu,
kdy tyto veliciny maji konstantni hodnoty v celém objemu tekutiny. Poté se
tekutina nachézi ve stavu globalni termodynamické rovnovahy.

3.8.5 Lokalni termodynamicka rovnovaha a makroskopické proménné

Ukazali jsme, ze lokalni Maxwellovské rozdéleni spliuje podminku lokaln{
termodynamické rovnovahy, coz ma za nasledek, ze srdzkovy integral je ro-
ven nule. Na druhou stranu, jestlize vlozime toto rozdéleni do Boltzmanovy
rovnice, je jasné, ze leva strana je nenulova pro obecné hodnoty parametru.
Na druhou stranu je ziejmé, ze prostorova a casova zavislost lokalnitho Ma-
xwellovského rozdéleni je vyjadiena prostiednictvim funkei n,v, T, vidime,
ze abychom nasli kompletni lokdlni rovnovazné teSeni je dostacujici najit
zavislost téchto funkei na prostorovych soutradnicich.

Déle také ukazeme, ze lokalni Maxwellovské rozdéleni je dulezity prvek v
Chapman-Enskogové rozvoji Boltzmanovy rovnice. V tomto procesu f° jako

LR
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3.8.6 Barometricka rovnice

Uvazujme, ze mame tekutinu ve vnéjsim poli, které je konservativni a tedy
se dé& vyjadrit pomoci skaldarniho potencialu
0P

Fr=—os. (523)

Oznaéfme rovnovaznou distribuci pro tuto konfiguraci jako f, a budeme
pozadovat, ze % = 0. Zbyvajici ¢leny na levé strané rovnice davaji

ox E@uifoj
ok _ o0,
ox  Ox Ov

(524)
Budeme ptredpokladat, ze obecnéjsi forma reseni statické rovnovahy ma tvar

—A(v —vp)? +1InB — 2A49(x)
- :

1nf0=

(525)

Je ziejmé, Ze toto feSeni spliiuje podminku statické rovnovahy (511). Na
druhou stranu dosazenim do levé strany Boltzmanovy rovnice dostavame

op  0d

I u:&.(u_v) (526)

a my vidime, ze muzeme ztotoznit ¢(x) = ®(x) za predpokladu, kdyz g—i .
v = 0. Kdyz poté budeme postupovat standartnim zpusobem dostaneme
rozdélovaci funkci ve tvaru

- no [m(u —v)?/2 + &(x)]

kde nyni ng, v a Tj jsou konstanty. Je také dulezité, ze v je normalni k V.
Diky této rozdélovaci funkei muzeme urcit rovnovaznou hustotu castic
jako

n(x) = / dPufy(x, 1) = ng exp [—(D(X)} , (528)

kgTh
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kterda nam tika, ze ng je hodnota hustoty ¢édstic v bodé, kde ®(x) = 0.
Rovnovazna teplota je ddna vyrazem

gk:BT(x)n(x) = /d?’u%m(u —v)’fo=

Sn(x)T(x) = 3ngThexp {_i’;ﬂ |

(529)

Jestlize do predchoziho vyrazu dosadime hodnotu hustoty ¢astic n(x,t), kte-
rou jsme uréili v (528), dostaneme

3n(x)T(x) = 3noThexp {— MX)] = 3n(x)T

k1o
(530)
z ¢ehoz plyne, z muzeme stotoznit Ty s T'. Nakonec tedy muzeme psat
2
fo(x,u) = %exp {—%} : (531)
Pro homogenni gravitacni pole dostavame
®(x) =mg(z — 29) - (532)
Vlozenim tohoto potencidlu do predpis pro hustotu ¢astic dostavame
n(z) = ngexp [—M] (533)
kT

Tento exponencialni ubytek hustoty ¢astic je znam jako barometrickd rovnice.

3.9 Transportni koeficienty
3.9.1 Odezva na poruchy

Uvazujme systém, ktery je v rovnovaze s odpovidajicimi konstantnimi hodno-
tami n, v, 7. Jakmile se objevi vnéjsi poruchy, tyto hydrodynamické velic¢iny
se zméni odpovidajicim zpusobem. Z pozorovani je jasné, ze tekutina odpovi
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na tyto zmény takovym zpusobem, kterym se snazi obnovit rovnovahu. Tedy,
kdyz definujeme R jako odezva, dostaneme

R[on] = nv;,
R[aﬂ)j] = Sz‘j s

(534)

Jinymi slovy, pohyb tekutiny je odpovéd na objeveni gradientu hustoty, kom-
ponenty deformacniho tensoru jsou odpoveédi na objeveni se gradientu v rych-
losti tekutiny. Dale, teplotni tok je odpovédi na vznik gradientu teploty.

Koeficienty, které vyjadiuji imérnost mezi gradienty poruch k odpovidajicim
tokum, se nazyvaji transportni koeficienty.

Koeficient difuze

Tento koeficient se vyskytuje v relaci odezvy mezi gradientem hustoty a
rychlosti a ma tvar

nv =—-DVn . (535)

Tento vztah nam tika, ze pti objeveni zmény hustoty v kapaliné od homogenni
k nehomogenni konfiguraci, zacne v tekutiné probihat transport ¢astic proti
rustu hustoty ¢astic, jinymi slovy feceno tok probihd takovym zpusobem,
aby doslo k obnoveni homogenni konfigurace.

Termalni kondukce Tento koeficient se vyskytuje v relaci

Intepretace tohoto vztahu je stejna jako v predchozim pripadé. V pripadé ob-
jeveni nehomogenity v rozlozeni teploty dochazi k transportu tepla z mista s
vyssi teplotou do oblasti s nizsi teplotou, kde transport tepla je zprostfedkovan
tokem @);.

A konecné, koeficient viskozity odvedeme z nasledujici uvahy. Je uziteéné
rozepsat tensor tlaku ve formé

Pl = §ip — S (537)

V tomto vyrazu, p je skaldrni tlak a S¥ oznacuje komponenty tensoru tlaku,
které odpovidaji jako odezva na gradient rychlosti. Piedpoklddame, ze S%
spliiuje nésledujici dvé vlastnosti
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S% neobsahuje jiné ¢leny nez ;u;, protoze pozadujeme, SY = 0 za
pfedpokladu, kdyz d;u; = 0.

Déle pozadujeme, aby platilo S¥ = 0 pro tekutinu v rovnomérném
rotacnim pohybu. Rovnomérny rotacni pohyb je charakterizovan kon-
statnim vektorem tihlové rychlosti Q! tak, ze makroskopicky pohyb ele-

mentu kapaliny je dan
v=0QXxx. (538)

Tato vlastnost nam ik, ze S¥ = 0 pro v = Q x x. Tensor, ktery toto
spliiuje, mé obecny tvar

o' v Do
a <8xj + 8a:i> + 000" (539)

kde a a b jsou libovolné konstanty. Toto vyplyva z nasledujiciho

o' vl i ijk ikl Kl
90 + Brs (pro v =€ Qjmk) = €"0;(Qxy) + €70, () =
= eilek(Sé + M Q0L = €RIQy, + MYy, = €My, — €M, =0
(540)
&v’ = e”ijﬁi(xk) = EZ]ij(Sf = Ekijj =0. (541)
Pomoci tohoto vyrazu dostavame, Ze muzeme napsat tensor .5;; ve tvaru
dv;  Ov; 2. Ou o'
! n<8xﬂ+8xz 3 j&xk)—irc T Ox (542)

Konstanty, které vystupuji v tomto vyrazu, jsou 7, znama jako koe-
ficient smykové viskozity, zatim co ( je koeficient objemové viskozity.
Poznamenejme také, Ze tekutina je nestlacitelnd, jestlize plati 9;v° = 0.
Tensor S;; muzeme také napsat s pomoci symetrického deformaéniho

tensoru L /o o9

oxJ ~ Oxt

kde z definice dostdvame TrA = A;;67° = 9;v'. Pak muzeme napsat
tensor tlaku P¥ ve tvaru

P = §p — §Y = §iip — 2p(AT — %yjakv’“) — (690" (544)
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ktera mé nésledujici vlastnost
TrPY = P96, = 3p — 2n(TrAY — 9") — 3¢0pv" = 3p — 3¢’ ,
(545)
ktera, v pripadé nestlacitelné tekutiny, ma tvar

TrPY = 3p . (546)

Sila, ktera pusobi na element tekutiny okolni tekutina, je vyjadiena ten-
sorem tlaku P, ktery pro nestlacitelnou tekutinu m4 tvar

P = §ip — gAY (547)

Uvazujme nyni tekutinu, ktera se pohybuje ve sméru osy z s rychlosti, ktera
je funkci z

v = [v:(2),0,0] . (548)
Pak sila pusobici na plochu o obsahu AzAy s normélnou n = [0,0,1] je
rovna 5
F, = P.,Ax Ay = (—2nA,.) Az Ay = —n%&x&y ) (549)
z

Vidime tedy, ze sila ptsobi opacnym smérem, nez je rust rychlosti. Pozna-
menejme také, ze tensor deformace vystupuje v mechanice pevnych latek,
kdy ovsem uvazujeme vektor posunuti misto vektoru rychlosti, coz odpovida
vynasobeni vektoru deformace daného vyse elementem /At. Obecné muzeme
fici, ze deformace spojitého prostredi je vysledkem napéti, které na né pusobi.

Dulezitou vlastnosti transportnich koeficientu je ta, ze diky vztahum,
kterymi jsou definovany, dostavame dodatecné rovnice, které slouzi k uzavieni
momentovych rovnic. Napiiklad, s pomoci (542) m& momentova rovnice rych-
losti v? tvar

Sttt ) 4 —pii = L i
p(@tv +U8va)+0x~7 m-

p (D' + P0,07) + Bip — nd; 0t — O — (C + g)aiajvj - %Fi .
(550)

Toto jsou tii rovnice pro pét neznamych v¢, p, p. Rovnice spojitosti spolu s
dalsi skalarni rovnici déla z tohoto systému systém uzavienych rovnic. Dalsi
rovnici myslime rovnici vyjadiujici vztah mezi hustotou a tlakem. Touto rov-
nici se budeme vénovat pozdéji pii dalsim vykladu hydrodynamiky.

109



3.9.2 Formulovani transportnich koeficienta

V této kapitole popiseme, jak je mozné najit transportni koeficienty. Uvazujme
maly objem tekutiny v rovnovéze s hustotou ¢éstic n. Zavedeme stiedni rych-
lost ¢castic C

(v) =C*. (551)
Pro bodové castice ekvipartaéni teorém dava
1 5 3
- = —kgT . 2
2mC’ 5B (552)

Uvazujme stredni tok ¢astic I' v libovolném ze Sesti sméru (osa x, —z,y, —y, 2, —2)
a v lobovolném casovém okamziku ¢. Nyni si pfedstavme, ze mame valec o
vysce C' a jednotkové plose. Protoze stiedni rychlost ¢éstic je C, pak 1/6
castic v daném valci projde povrchem horni podstavy za sekundu. Jestlize si
oznacCime tento smeér jako z, dostaneme

r, = %nC | (553)

Dalsim dulezitym pojmem je sttedni volnd draha [. Implicitné predpokladame,
ze k predavani hybnosti a energie mezi molekulami dochazi pouze pii srazkéch.
Napriklad, dosazeni rovnovahy hustoty céstic je zprostiedkovano srazkami,
kdy ¢astice z oblasti s vétsi hustotou jsou prendseny do oblasti s mensi hos-
totou. Jak my jiz vime, s pojmem srazek se vaze pojem ucinny prufiez, kdy
muzeme najit nasledujici odhad

nol ~ 1, (554)

ktery vyplyva z toho, Ze stfedni rovna draha je nepifimo imérna jak poctu
¢astic n, tak u¢innému prufezu.
Nyni muzeme pristoupit k odvozeni koeficientu vlastni difuze. Uvazujme,
Zze mame castice jednoho druhu a déle, ze zde existuje gradient hustony n
ve smeéru osy z. Pak tok céstic, které se pohybuji ve kladném sméru osy z a
které protnou rovinu z, je roven poctu castic, které se nachazeji v misté n —1.
Na druhou stranu pocet castic, které se pohybuji v zdporném sméru osy z a
které protnou rovinu z, je roven poctu castic v bodé z + [. Pak celkovy tok
¢astic v bodé z je roven
r,=r,1-T,4, (555)
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coz, s pomoci (553), dava

r, = éC[n(z —)—n(z+1)] =
2AC [n(z = 1) = n(z+1)

6 21
1. _0n

= —=IC—.
3 Caz

(556)

Na druhou stranu my vime, ze tok ¢astic v.daném bodé z ve sméru osy z je
dan vyrazem I', = nv, a tedy
1, .0n

— e
nv, 3 C’az (557)

Poznamenejme, ze definice koeficientu difuze je dana vyrazem

0
nv =—DVn = nv, = —p<" (558)
0z
Pak porovnanim téchto dvou rovnic dostaneme hledany vyraz pro koeficient
difuze

D= _%zc | (559)

Viskozita
Uvazujme tekutinu, kterd se pohybuje jednim smérem s rychlostnim pro-

filem
v = [v,(2),0,0] (560)

Je ziejmé, ze pro tuto konfiguraci mame nenulové nasledujici komponentu

sz
o0v,

Kazda castice na plose z — [, kterd se srazi a pohybuje se ve sméru osy +z,
unasi sttedni komponentu hybnosti ve sméru osy z z oblasti z — [, to jest
mu,(z — ). Tok téchto ¢dstic je roven

P,.=-8, (561)

I, = %nC’ | (562)
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Pak tedy stfedni hodnota x—komponenty toku hybnosti napti¢ rovinou z
diky transportu ¢astic ve sméru osy z je rozdil mezi kladnym piispévkem

1
rr = énC’mvx(z —1) (563)
a jeji ztratou
_ 1
I, = gnC’mvx(z +1). (564)
Pak zména hybnosti na ploSe z ve sméru z je rovna
+ - _
Iy-I, =
1 V(2 — 1) —vp(z + 1)
6" 2l
1 ov
= ——pCl—=.
37" 02

(565)

Tento rozdil muzeme interpretovat jako silu, pusobici ve sméru osy x na plose
Z, CO7Z je

1 Ou,
P..=—=pCl . 566
3P0l (566)
coz nam dava klasicky Maxwelluv vysledek
1
n = ngl : (567)

Termalni kondukce

Stejnym zpusobem muzeme pokracovat s transportem kinetické energie.
Uvazujme zménu kinetické energie ex(z). Pak stejnym zpusobem, jako v
predchozi ¢asti, kdy definujeme

1 1
Iy = 67106[((2 —-1),I'g = gnCeK(z +1) (568)

dostaneme nasledujici vyraz pro zménu kinetické energie

19
[ —Tg=—znCl~ . (569)
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Jestlize si nyni uvédomime, ze mame vztah ex = e—l—% pv? a budeme piedpoklddat,

Ze v a n nezavisi na z, pak mame 85—5 = % a tento rozdil je roven toku tepla
ve smeru osy 2
1 Oe
. =——nCl— . 570
¢ 3", (570)
Nyni definujme ¢y jako specifické teplo na jednu castici
Oe
Yy = — . 571
=57 (571)
Pak dostaneme
1 Oe 1 Oe 0T 1 oT
,=—-nCl— = —-nCl——— = —-nCley —
Q= —gnCly, = —3"Clr g, = 3¢y,
(572)
a tedy
1
K= gnClcV : (573)

3.10 Momentové rovnice a hydrodynamické rovnice-
Pokracovani

Jak jsme také ukazali, srazky implikuji, ze distribuéni funkce se blizi rov-
novaznému Maxwellovskému rozdéleni s moznou nenulovou stiedni rychlosti.
Necht pfedpoklddejme, Ze distribuéni funkei ve tvaru

Fx,u,t) = n(x, 1) (#w)w exp (—m%) , (574)

coz je Maxwellovo rozdéleni s lokalnimi stfednimi hodnotami rychlosti, hus-
toty a teploty. Necht pomoci této funkce vypocitdme P¥(x,t)

P = m/d?’u(ui—vi)(uj—vj)f(U—V) =

3/2 2
_ m 3. i _mc s
mn(x,t) (—QWkBT(X, t)) /d uc'c exp ( 2k3T> po

(575)

kde
p(x,t) = n(x,t)kgT(x,1t)
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je tlak kapaliny. Pfi odvozovani tohoto vztahu jsme vyuzili faktu, ze

/ dzze ™ =0 ,/ dza?e ™ = \/7% : (576)

o [e.e]

Stejnym zpusobem dostavame

3
€= % / d*uef = SnkT . (577)
: 1
Q' = 5 /d3ucic2f =0, (578)
kde € je vnitini energie pro jednocasticovy plyn. Konecné
. .y o'

Diky témto predpokladum dostavame momentové rovnice v nultém radu

0
L4V (pv) =0,

ot
0 1 1
—V—I—V-Vv:——Vp—l——F,
ot p m
Oe

E+8i(ve):—pV~V

(580)

coz je pét rovnic pro Sest veli¢in p, v, p a €. Na druhou stranu tii termody-
namické veliciny mohou byt vyjadieny jako funkce hustoty ¢astic a teploty,

tedy
3

p=mn, p=nkgT, €= énkBT . (581)
Jinymi slovy dostavame, ze ¢islo nezavislych rovnic je shodné s ¢islem nezavislych
proménnych a tudiz tento systém je uzavieny a ma formu dynamické teorie
kapalin.
Na druhou stranu této dynamické teorii chybéji nékteré dulezité vlastnosti
jako teorii realnych tekutin.

e Protoze Q' = 0 dostdvame, Ze neexistuje transport vnitini energie.
Jinymi slovy feceno, v této tekutiné neexistuje konvence.
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e Protoze P is diagonalni, tato tekutina je charakterizovdna absenci
viskozity.

Jinymi slovy feceno, v této formulaci dynamiky tekutin chybi vlastni popis
transportnich jevu.

Je vhodné si polozit otazku, co je pri¢inou, ze jsme nebyli schopni po-
psat tyto jevy vhodnym zpusobem. Ukazuje se, ze lokalni Maxwellova distri-
buce je prilis restriktivni. Jestlize zde existuje teplotni gradient, ¢astice, které
prichazeji na urcité po sméru gradientu maji urcité vyssi energii nez castice,
které sem prichézeji z opacného sméru gradientu. Je jasné, ze tyto transportni
jevy jsou uzce svazany s opusténim predpokladu Maxwellovo rozdéleni.

3.11 Chapman-Enskogtuv Rozvoj
3.11.1 Kolizni frekvence

Srazkovy integral v Boltzmanové rovnici muze byt napsan ve tvaru

J(fIf) = /d3u1/d§20!u—u1\f uy) /d3u1/dQ\u—u1\f 1!

(582)

Uvazujme nasledujici vyraz

= /d3u1/an|u—u1]f(V1) : (583)

Protoze tento vyraz je imeérny relativni rychlosti, i¢innému prufezu a poctu
nalétavajicich ¢éastic dany funkei f(u;) a ndslednou integraci pres u; a €
muzeme tento vyraz interpretovat jako pocet srazek s castici o rychlosti u,
tedy muzeme ho nazvat Kolizni frekvenci.

Necht " napiSeme Boltymanovu rovnici ve tvaru

Df_g ﬂ@f ,Of .
Dt Ot ij@uijL oxt =1f (584)

ktera nam definuje kolizni integrél-operator I. Protoze v(v) je srazkova frek-
vence, jeji fyzikalni rozmér je s~1, z ¢ehoZ vyplyva, Ze oprator I ma tu samou
fyzikalni dimenzi. Pak je uzitecné napsat operator I ve tvaru

S
~

I= (585)



kde I je nyni bezrozmérny operator a kde vy je konstanta o fyzikdlnim
rozméru s~ !. Pomoci této terminologie dostdvame Boltzmanovu rovnici ve
tvaru

S = vl f . (586)

Chapman-Enskogtiv rozvoj muze byt proveden v oblasti s velkymi srazkovymi
frekvencemi, coz ekvivalentné znamend v oblastech s malou stfedni volnou
drahou. Explicitné, jestlize C' je stfedni termélni rychlost ¢éastic, pak je fejmé,
ze tato rychlost je dana jako podil stfedni volné drahy a doby mezi dvéma
srazkami, coz je prevracena hodnota srazkové frekvence, a tedy

C~lv. (587)

Prvni krok k provedeni této expanse je napsat Boltzmanovu rovnici ve tvaru
0 - J IS

—+D) f=-If, 588

(5+0) 7=l (55%)

ke o F 0
D—u-&+5-%, (589)
a kde predpokladame bezrozmérny maly parametr € < 1, kde si ale musime
uvédomit, ze tento parametr byl zaveden pro korektné definovany rozvoj s
tim, ze by mél byt polozen jedné na zavér této analyzy.
Ve druhém kroku Champman-Enskogové rozvoji provedeme nésledujici
roZvOj

F=F0+efV+ @y (590)
Normalizujeme funkci f takovym zpusobem, aby spliovala
n(x,t) = /d3uf, n(x,t)v(x,t) = /d3uuf,

S baTGt) = [ duliu—v)2f

(591)

V Chapman-Eskogové rozvoji predpokladédme, ze (n,v,T) jsou veli¢iny 0(1)
fadu v expansi podle parametru e a tedy jsou dany f©, zatim co éleny v
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rozvoji vyssich fadu, f®,i > 0 odpovidaji vy$sim momentim v Q° a v P¥
n(x,t) = /d3uf(0) , n(x,t)v(x,t) = /d3uuf(0) :

gn(x, kT (x,t) = /d3u%(u—v)2f(o) ,

/dguf(i) :/d?’uf(i)C: /d3uf(i)02 =0,

Qi = Z GZQEI) = %;el /d3um(u —v);(u—v)2fO

l

Py = R =3¢ [ o=,
l

l

(592)
Jako dalsi krok pristoupime k rozvoji D a kolizniho integralu J
Df =DfO +eDf® 4 (593)
a pro srazkovy integral
JU1) = TQ 01y e ™) = IO
=0 n=0 =0 n=0
(594)
Ukazuje se, ze je vhodné zavést tzv. usporadany operator
JOGO Oy =30 Y JUOT) (595)
n ln+l=s
Pomoci této veli¢iny muzeme piepsat (594) do tvaru
T ) = T+ eJOFOI ) +
+ JOFO SO )+
(596)
Napriklad R X A
JOO,FO) = TEOUW) + T (597)
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3.11.2 Rozvoj casové derivace

Dalsi krok v Chapman-Enskogové rozvoji se tyka casové derivace, ktera vy-
stupuje v Boltzmanové rovnici. Budeme predpoklddat, ze casovéa zavislost
rozdélovaci funkce zdvisi pouze diky hydrodynamickych rovnic n(x, t), v(x, T)
a T(x,t), tak ze

of 9ofon Of ov OfoT

o “onor "ov or TaT ot (59)
Jako dalsi krok provedeme ¢asovou derivaci
Jd O 0 0

— =D pet 424, (599)

ot ot ot ot

ktera ma nasledujici fyzikalni vyznam. Vyjdeme z momentovych rovnic

dp O(pv') _

ot + oxi 0,

o' Ly A

ot U ow poxri  m’

0 d , 4 0Q in
a(e)+ 8:ci(6v>+ o + PN =0.

(600)

Na pravé strané téchto rovnic vystupuji makroskopické proménné, které jsou
ziskany stredovanim pies distribu¢ni funkci. Protoze tato distribuéni funkce
je také déna rozvojem distribucni funkce, dostavame obecné vztahy

2_7; = O,(n,v,T) = zl:e%?(f)(n,v,T) :
v _ By (n,v,T)=> @ (n,v,T)

at ) 7 l v 7 ) Y
or !

Frll Op(n,v,T) = Zelégp)(n,v,T) :

| (601)
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Pak dostavame

of ofon Of ov 0foT

ot emw7;m+ﬁaz
af 15 (1 f 0

9 P 9
_ O 0 _ _q)(l) 9 0, 9 an
Z o 875 e Ty BV Tar®r

(602)

Jestlize pouzijeme tyto rozvoje pro f, %, DfalJ (f|f) do Boltzmanovy rov-
nice a dostaneme

(5+2) 7 =31 =

Kg(ﬁ %+ )(f(0)+ef(”+...)+(f7f(°)+€75f(1)+---) +

+ [TOGOFO) + IO D) +

(603)
Porovnanim koeficientu stejného radu parametru e dostavame
0 = JOGOIO)
(30 +p) FO) Z j () )

ot

D p) pm 1 Apo Z jopo g pe)

ot ot Y ’
(604)

Vidime, ze rovnice nultého fadu ma formu

J(fOlfO)=0. (605)

Jak jsme jiz uvedli v predchozich kapitolach, fesenim této rovnice je lokalni
Maxwellovské rozdélovaci funkce, ktera muze byt definovana pomoci nasledujicich
momentu

1
n= /d3uf(0) , V= —/d3uuf(0) , T = m Bul O . (606)
n 3nkg

119



Explicitné, tato funkce ma tvar

m 3/2 miua— vix 2
fOx, t) = n(x,t) (m) exp {— (2k:BT (2(7’;;)) . (607)

Pomoci této rozdélovaci funkce muZeme vypocitat teplotni kondukci Q° a
tensor P¥, které jsou definovany jako

Q' = T/d?’uczcif 7
2
P9 = m/d3ucicjf
(608)
a tedy pro f(© dostaneme
(@) =0,
(POYI = nkpTs" = po' |
(609)

Vlozenim téchto vyrazu do momentovych rovnic dostaneme Eulerovy rovnice

%%—V(nu):(),
0 1 1
— +v-Vv+-Vp=—F,
ot p m

(§e ) ()
(610)

Resenfm téchto rovnic dostaneme explicitn{ veliciny n = n(x,t),v = v(x, t)
a T = T(x,t) které, po vlozeni do (607) kompletné urcuji f©.

Kazda nasledujici iterace v Chapman-Enskogové rozvoji vede k vice po-
drobnéjsi skupiné hydrodynamickych rovnic, které vice a vice zapocitavaji
prostorové fluktuace v tektutiné. Iterace nultého radu déavaji Eulerovy rov-
nice. Rovnice, které vzniknou pomoci iteraci prvniho fadu, vedou k Navier-
Stokesovym rovnicim. Iterace druhého radu davaji Burnettovy rovnice.
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3.11.3 ResSeni prvniho fadu

Toto Feseni odpovidd druhé rovnici v (604)

d

(5+2) 70 = J0(0, 1) (611)

Zavedeme funkci ® nasledujicim zpusobem
fO=af0 (612)
Pak dostavame
JOO,FO) = TGO + I 010 =
= /dul/an|u— u1|(®’f’(0)f{(0) _ f(o)fl(o)@) +
*/m“/“”W—qu@%f@—¢ﬂ%$U=

:/ﬁn/“ww—wv@ﬁ%@+@&@n—®
(613)

kde jsme pouzili f/© [ = £O £{9 jako disledek statistické rovnovahy. Pak
muzeme definovat operator [1 jako

- 1 -
= __ JWr0) £O0)gp) —
= /dul/dQ(ﬂu—u1|f(0)(u1)[®'1+<I>'—<I>1 —CD]
(614)
Poté rovnice (611) muze byt pfepsana do tvaru
1 [(dy .- .
— =2 0) —
7o (6’t +D> FO =00 (615)

Vidime, ze [J je linearni operdtor, jak vyplyva z jeho definice. Dale diky
explicitni formé lokalnitho Maxwellovského rozdéleni dostdavame nasledujici
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vyrazy, které vystupuji na levé strané rovnice (615)

1 9of©  [18pn JOv s 3\ 10T
9 o lnor " Ea\& T2 Tar ]
1 ofO 10n JOv' , 3\ 10T
o Tox —“[ﬁa—x”f ax+<5 —5)2&} !
(616)
kde
Q_m(u—v)2

Poté s pouzitim rovnic, které vyjadiuji ¢asové derivace n a T dostavame
nasledujici rovnici pro ¢

2kgT
m

(52 — g) £0,InT + 2 <§’§J — %fQCSij) Orv; =0 (618)

coz je linearni nehomogenni integralni rovnice pro distribuci ®. Jestlize bu-
deme tuto rovnici fesit vzhledem k ®, dostaneme

f=f91+a). (619)

Obecné teseni rovnice (618) je linedrni kombinaci homogenni &, a nehomo-
genniho @, feseni, kde R
Od, =0 (620)

a kde ®; je partikularni feseni (618).
Kdyz budeme blize zkoumat strukturu operatoru [ vidime, Ze jeho fesenim
muze byt dano jako linedrni kombinaci srazkovych integralu

By, = a + Bim(ul — o) + %fym(ui (s — ) - (621)

kde a, 3,7 jsou libovolné konstanty. Abychom nasli partikularni feseni rov-
nice (618) uvazme, ze jeji leva strana mé tvar

2kgT
m

1/2
X&) ( ) OInT + Y (£)ow; . (622)
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Protoze O je linedrni operdtor a @ je skaldrn{ funkee, piedchozi vyraz indu-
kuje, ze bychom méli hledat partikuldrni feseni ve formé

2 . ..
®; =4/ 7:‘53 TAD;InT + 2B (£)0;v; . (623)

Jinymi slovy, abychom nasli nehomogenni feseni, musime najit vektorovou
funkei A® a tensorovou funkci B¥. Pak, vloZenim predpoklddané fesen{ (623) a
porovnanim ruznych koeficientt, které se vyskytujiu VInT a d,v; dostavame
nasledujici rovnice pro A® a pro BY

VAT et _§
ay| —5(52 2>,

OBY = (gigﬂ'—%g%ﬁ) :

(624)

Vime, 7ze jediné proménné, které vystupuji v A’ jsou £, n a T. Pak je jasné,
ze jediny vektor, ktery muze byt vytvoren z téchto proménnych, je samotny
vektor £. Pak tedy budeme predpokladat, ze

A= AE)E (625)
Stejnym zptisobem muzZeme argumentovat, Ze tensor BY m4a tvar
ij o (pigi Liijeo
B = B(&?) (5 5]—55]5) (626)
Pak jasné dostaneme, ze tyto funkce spliuji integralné diferencialni rovnice
A (i ifp2 O
gy = ¢ (-2,

o (e (e - 300¢) ) = (¢ -3¢0) .

Kdyz se nyni vratime k homogennimu feseni vidime, ze konstanty o, 5 a v
jsou urceny podminkami (592). Jinymi slovy, jestlize vlozime

(627)

O =@, + @) (628)
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do téchto podminek, dostaneme
1
/d?’uf(o)(oz + 75m62) =0,
/ BufOTAE)O; InT + mp)mc? =0 ,

. 1 1
/dduf(o)(a + —mc*y)=mc? =0 .

2 2
(629)
Pak je zfejmé, ze prvni rovnice v (629) dava
a=7=0 (630)

zatim co druhé rovnice iiké, ze 5 je imérné 9; In T a tedy muize byt zahrnuto
do ¢lenu 0;InT.

Pak je mozné ukazat, ze celkové feseni Boltzmanovy rovnice do prvniho
fadu ma tvar

Fo= O 2 o mt 1 2m0,) =
m
£ + Qifbe AE)E2 T +2B(€) (fzfj - %525’”) O] -

(631)

kde A(§), B(§) jsou fesenim rovnic (627).

3.11.4 Termalni kondukce a tensor napéti

S pomoci feSeni Boltzmanovy rovnice do prvniho fadu je mozné urcit od-
povidajici nenulové piispévky ve vektoru teplotni kondukce Q° a P¥. Tyto
prispévky dostaneme, kdyz vlozime feseni Boltzmanovy rovnice do jejich de-
finice a uvazime, ze lokalni Maxwellovo rozdéleni dava nulovy prispévek

- 1 2k . A
Q' = -m —BT/d3uc2c’f =0+ ¢V,
2 m

P9 = 2kgT / Pugiel f = oilp — pi) g =

= kT

(u—v)" .

(632)
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S pouzitim feseni Boltzmanovy rovnice do prvniho fadu dostavame

i 2]{72 &
Q_<3m/d3f§AA>VT (633)

a tedy dostdavame nésledujici vysledek pro koeficient termalni konduktivity
2k2T ,
K=—=—2— / dPufOet ATA; . (634)
3 m
Stejnym zpusobem postupujeme v piripadé tensoru napéti, kde dostavame

- 4k . ) A
P = 53 (A” waﬂﬂ) / PufOBIOB,; | (635)

Kdyz tedy definujeme koeficient napéti nasledujicim zptusobem

P = —2y (Aiﬂ' —~ éaijaivi) (636)
pak porovnanim s (782) dostaneme

n = —%kBT / d*uf'B7B;; . (637)

Vidime, ze transportni koeficienty zaviseji na integralelch pred vazebny operator
[1. Tyto vypocty jsou ve své podstaté velmi komplikované a pozaduji dalsi
matematické znalosti. Napiiklad, pro castice, které nemaji zadnou vnitini

strukturu, dostavame
75 k% Tn?

K=——

8 mA11
kde Aj; zavisi na detailnim popisu interakei mezi ¢asticemi. Na druhou stranu
se ukazuje, ze explicitni tvar tohoto parametru muze byt napsan ve formé
integrace pres rozptylové parametry, kde pak dostavame

All = —4n2Q2’2 (639)

kde v pripadé jednokomponentového plynu

» \/m / / Y231 — cos! B)sdsdy . (640)

Stejnym zpusobem budeme postupovat v ptipadé koeficientu napéti a dostavame
5k BTTL
2 Bll ’

(638)

n= (641)

kde se da ukazat, ze
By = —4n*Q®?) (642)
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3.11.5 Srazkovy integral v prvnim priblizeni-Alternativni postup

Zacneme s nasledujicim zobecnénim rozdélovaci funkce

fxout) = fOxy.t) + g(x,y.t) (643)

kde g je mala porucha. Nyni uvazuje srazkovy integral

f]= / dhuy / 40— w|o () (Ff, — 1F) (644)

Protoze vime, Ze g je mald porucha, je ptirozené predpokladat, ze srazkovy
integral zavisi na této poruse pouze linearné. Budeme tedy predpokladat,
ze distribuéni funkce, ptes které provadime integraci (f’, fi, fi) mohou byt
reprezentovany lokalnim Maxwellovskym rozdélenim f©" | fl(o)/, fl(o). Déle
vyuzijeme vlastnosti, ze pro Maxwellovské rozdéleni plati f(© fl(o)/ = O fl(o)
ktera vyplyva z exponencialni formy Maxwellovské rozdélovaci funkce a ze
zakona zachovani energie, ktery plati v dvou ¢asticovych srazkach. Pak dostavame

/d?’ul/dQ]u—ul\a Q)(f© ff1 )—

(fO — /d3u1/dQ|u—u 0(Q) £

= —g(X, u,t)/dQO’(Q)/dgul‘urel’f (X’ u17t> =

= —OtotN <urel> g(X, u, t) )

Q

Clf]

(645)

kde (u,¢) (Jul,T') je sttedni relativni rychlost mezi srazejicimi se Casticemi a
tedy (|uye|) nowr udava stredni srazkovou zménu ¢astic o rychlosti |ul.
Vysledkem dostavame

Clf] = —otan (Urer) (f — f(o)) . (646)

Tento vysledek vedl (Bhatnagara,Grosse a Krooka) v roce 1954 k formulovéni
tzv. BGK rovnice, ktera popisuje systém, jenz neni piilis daleko od lokaln{ ter-
modynamické rovnovahy reprezentované lokalni Maxwellovskou rozdélovaci
funkci f© a srazky zptsobuji jeho navrat do této rovnovahy. Tato rovnice

ma tvar 0
— 4+u- Vf—i—E 8—f=——f_f ) (647)



kde 7 je tzv. relaxaéni doba. Abychom nasli fyzikalni vyznam f, uvazujme
distribuéni funkei f, kterd zavisi pouze na case. Pak (647) dava

df f=f
J__L S 648
dt T (648)
Je jednoduché najit feSeni této rovnice a dostavame
f—fO=FKer (649)

kde K je integra¢ni konstanta. Vidime, ze distribu¢ni funkce se blizi Ma-
xwellovské distribucni funkci v limité ¢ — oo. Z této rovnice je také jasny
vyznam relaxacni doby 7, kterd muze byt interpretovana jako parametr dané
teorie.

Ukazeme, ze transportni jevy mohou byt kvalitativné popsany pomoci
BKG rovnice, ale s omezenim, ze hodnoty transportnich koeficientu nejsou
exatni. Duvod, pro¢ tomu tak je, je ten, ze Boltzmannuv srazkovy integral ve
skutecnosti zavisi na 1/7 o (Ju,¢l), coz je funkei u a tudiz neni konstantni.
Na druhou stranu, i kdyz hodnoty transportnich koeficientu nejsou zcela
presné, tento model poskytuje jasné schéma a postup, jak mohou byt tyto
transportni koeficienty urceny.

3.11.6 Odklon od Maxwellovského rozdéleni

Jako prvni krok urcime jak velky je odklon daného rozdéleni od Maxwellovského.
Pak KGB rovnice dava

F=fO  u|f@ gl
= ~ =
T L T

A
f(O) ~ Zf(O) :

u-Vf=-—

=

9] ~ 107
9=

(650)

kde L je charakteristickd skéla, na které se méni dany systém, a kde A je
stredni draha mezi srazkami. Vidime, ze modifikace Maxwellovského rozdélent
bude malé za predpokladu, kdyz stfedni volnd draha mezi srazkami je mno-
hem mensi nez skala zmény daného systému. Kdyz zavedeme parametr o
jako

o =

A
z (651)
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muzeme psat rozdélovaci funkci f ve formé Taylorovy fady podle parametru
o

fF=fO4af®4a?f@ 4 . (652)

kde £ jsou veli¢iny, které nezavisi na parametru o a tedy stejného fadu.
Jestlize vlozime tento rozvoj do BKG rovnice dostaneme rekurzivni relaci
pro kazdy piispévek f@. Napifklad v prvnim fadu dostavame

gEozf(l)=—T(2+u-v+%-i)f(o)- (653)

Poznamenejme, ze rozdélovaci funkce f(© m4 tvar

3/2 2
0 _ _m _mlu—v)”
/ n(x’t)<27rk:BT(x,t)) eXp( 2T (x, 1) (654)
a tedy
af(O) B %af(o) +8_T(9f(0) ot af(O)
ot ot on Ot OT 8t ovt
DfO_ omof® T of0 0w 9f©)
Cow T “owon T Yar or TV on ow
(655)
a s pouzitim (654) dostavame
of© 10n 3 m oT  0v' me
= [ == T i (0)
ot <n ot +( METVER ) at ot kBT>f ’
L0f© 1 ,0n 3 m or | ;0v' mei\ L
Yo T (n Ox? +u <__T+ 2kBT2 ) ox! T 8263 kBT) /
(656)

Dosadime tyto pomocné vypocty do rovnice (653) dostaneme explicitni formu
poruchy rozdélovaci funkce ve tvaru

10T . m 5, D m A
- “2) o By (e = 25t )| FO (657
g {Taxz (Qk;BTC 2) T T (C 3¢ )1 S (657)
kde ' . '
d=u—v. (658)
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3.11.7 Teplotni tok

Nasim cilem je vypoéitat momenty pomoci funkce f = f(© + g, kde
n = /d?’uf, nv = /d3uvf, 3nkTT:m/d3uu2f , (659)
a také ¢*, P;;. V pripadé ¢ dostdvdme

. m )
qz — _/d3uczc2g:

(660)

Protoze tento integral ma stejnou hodnotu pro vSechna i = 1,2, 3, muzeme
ho nahradit jednou tfetinou sumy ptes ¢. Pak dostaneme

¢ =—-KoT, (661)
kde -
™m m
= — [ d*uc 2o o 2
o | “ U <2l<;BTC 2) / (662)
Tento integral muze byt explicitné zintegrovan a dostavame
5 KkiT
K =g 5} : (663)

coz je koeficinet termalni kondukce. Jinymi slovy odvodili jsme pomoci mik-
roskopické fyziky Fourieruv zakon teplodni kondukce.

3.11.8 P tensor
Uvazujme tensor P¥, ktery je definovan jako
P = m/d?’ucicjf = nkpT§" + 77 (664)
kde
T = m/d?’cicjg:

m2 . 1
= —TkB—TA“/d“uc’d(ckcl - §5k102)f(0) :

(665)
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Vidime, Ze 7% = 0, jez vyplyva ze skutecnosti, Ze integrand je lichy pro i # 7,
zatim co pro k = j integrand vyrazu v zavorce je roven nule. Protoze je tento

tensor linearni funkef A;;, muzeme psat

1 1 vt
mij = —2p(Ay — gTrA) = —2p <Aij - 5@) : (666)
Vidime, ze tedy plati m;;07" = —2u(A;;07 — Ay;07") = 0. Koeficient —2pu
muzeme vypocitat napiiklad z tohoto vyrazu
2 1
Tia = —2phip = —m/\“/d?’uclcz et — ~0uc® ) fO =
RBT 3
2
= —;;nT (A12 + A21) /dSU.Cicg © = —2A127nk3T
(667)
coz dava
pu=TnkgT . (668)

3.11.9 Momemtové rovnice prvniho fadu

Kdyz nyn{ vyjadifme Pj; a ¢* jako funkce n,T and v muzeme napsat mo-
mentové rovnice, které zahrnuji transportni jevy. Jestlize vezmeme g jako
konstantu, dostavame

0P, dp 0 1 ;

B 5g7 ~ 2Hggi Ay — 50y0n") =
op o (0 Ot 2i 0 ok
001 Mor (8$i * 8mj) 3 00 O

3 Oxd Oxk
2,7
_ 8_p_ﬂ<av +1 aawk)

0xi0x; 30
(669)

a tedy dostavame pohybovou rovnici
2 i

o' Ca g 0 -1 pF
J ) .qy? — . g —0: k -
p( : + v @v) @p%—,u{ v mkv + 281(8;@71 )} + — (670)

Podobnym zpusobem dostaneme

PijAiy = poiihij + mighij = pdiv’ — 2ul; Aij + g(aﬂ)if (671)
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a tedy nasledujici pohybovou rovnici

P <% + Uiazf) = —p@wi + 8Z(K81T) + 2/~L[AijAz‘j _ %(aﬂ]z)Q] (672)

spolu s rovnici zachovani

dp i _
T + 0;(pv') = 0. (673)

Rovnice (670) a (672) tvoii uzavieny systeém rovnic a tudi§ ndm definuji
dynamickou teorii tekutin.
3.11.10 Hydrodynamické rovnice

Ptedchozi momentové rovnice jsou parcidlnimi differencidlnimi rovnicemi,
které maji slozitou strukturu. Proto typicky uvazujeme jejich zjednoduseni,které
maji nasledujici formu

e Zanedbame prostorové variace p, coz uz jsme samoziejme implicitné
provedli, kdyz jsme odvozovali rovnici (670).

e Zanedbame efekt stlacitelnosti (9;0") ve viskozni sily v rovnici (670).

e Zanedbame efekt viskozni produkce tepla v rovnici vyjadiujici zdkon
zachovani energie (672).

e Kone¢né, budeme psét F* — F*/m. Jinymi slovy budeme psat intenzity
pole misto sily pole.

Poté dostavame nasledujici hydrodynamické rovnice

dp iy
a + &(pv ) =0 )
it — — 29, Fi Foiga
5 +v70;v p&er +p8 o',
Oe A , ,
p (a + v’@ie> = —poyv' + 0;(KI'T)

(674)

kde druh& rovnice je slavnd Navier-Stokesova rovnice.
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Zavérem shrneme postup, jakym zpusobem jsme odvodili tyto rovnice.
Nasgim zakladnim predpokladem bylo to, ze distribu¢ni funkce ma byt chapana
jako mala porucha od Maxwellovského rozdéleni. Jinymi slovy predpokladali
jsme maly odklon od lokalni statistické rovnovahy, kde je mozné pouzit BGK
rovnici. Ukazali jsme, Ze tento predpoklad plati, jestlize sttedni volna draha je
mnohem mensi nez skéla, na které se méni makroskopické vlastnosti systému.
Pak je také jasné, ze hydrodynamické rovnice prestanou platit v okamziku,
kdy tato podminka nebude splnéna. Samoziejmeé, ze je mozné psat dale mo-
mentové rovnice, kdyz budeme vychazet z obecného Chapman-Enskogova
rozvoje, ale obecné vSechny ¢leny v daném rozvoji budou stejného radu a
tudiz neni mozné provést zanedbani ¢lenu vyssich radu.

3.12 Dalsi poznamky k nevratnosti
V této kapitole se vratime opét k nevratnosti systému, zavedeme pojmy jako
ergodicnost a také michéni.

3.12.1 Ergoticky tok

My vime, ze objemy ve fazovém prostoru jsou invariantni vici kanonickym
transformacim, kterymi je i pfirozeny casovy vyvoj systému. V ptipadé izo-
lovaného systému je jasné, ze se jeho energie zachovava a ma smysl uvazovat
pohyb po energetické plose ve fazovém prostoru I', na které zavedeme invari-
antni miru vzhledem ke kanonickym transformacim d>. Pak invariantni mira
mnoziny A, kterd je podmozina energetické plochy, je dana integralem

M@4)::/£6Edz. (675)

Pak invariantni mira bodu na energetické plose je dana integralem
u(E) = / ax . (676)
E

Necht pfirozeny pohyb mnozZiny A je ddn operdtorem T, ktery definuje ¢asovy
vyvoj systému. Pak za casovy interval ¢t dostaneme

A— A =T{H)A . (677)

Protoze mira d¥ je invariantni vici kanonickym transformacim a protoze
¢asovy vyvoj je kanonicka transformace, dostaneme

p(A) = u(A) . (678)
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3.12.2 Ergodicka hypotéza

Ergodicka hypotéza rika, ze témér vSechny orbity na energetické plose prochéazeji
kazdou oblasti koneéné miry a zustavaji v této oblasti po casovy interval
rovny podilu jejich miry k mite energetické nadplochy E. Stejné tvrzeni se
tyka prumérné hodnoty dynamické proménné g. Je ziejmé, ze ergodicka hy-
potéza tikd, ze vSechny oblasti stejné miry na energetické plose jsou stejné
pravdépodobné. Odpovidajici distribucni funkce je tedy

1

f(z):@,prozeH:E (679)

ktera spliuje normaliza¢ni podminku
(z)dx=1. (680)
H=E

Stejné muzeme definovat stredni hodnotu dynamické velic¢iny g(z) pres fazovy
prostor

1
< g >p= —/ g(z)dx . (681)
(E) Ju-p
V rovnovazném piipadé muzeme definovat ¢asovou sttedni hodnotu jako
to+T1
< g>;= lim —/ glz(t)]dt (682)
T—00 T to

Ergodicky teorém se snazi dokazat rovnost < g >p s < g >,. Je zfejmé, ze
nutnou podminkou pro platnost této rovnosti je to, ze < g >, nezavisi na
pocatecnim case ty a pocatecni hodnoté z(0). Tento teorém se nazyva Bir-
khoffitv teorém. Tento teorém je zaloZen na predpokladu, ze T (t) je met-
ricky transitivni, coz znamena, ze mnozina, ktera je invariantni vici pusobeni
T (t) na energetické plose, je bud ced mnozina nebo mnozina miry 0. Al-
ternativné feceno rikame, ze energeticky povrch je metricky nerozdélitelny,
jestlize nemuze byt rozdélen do dvou invariantnich ¢asti pozitivni miry. Inva-
riantni ¢asti fazového je takova cast, kde vsechny body v tomto prostoru zde
zustavaji béhem ¢asové evoluce systému. S témito predpoklady Birkhoffuv
teorém tika, ze limita < g >, existuje v kazdém bodé na energetické plose a
ze tato limita je nezavisla na pocatecnim case a pocatecnim bodé zy. Tento
teorém také implikuje

{g)e)r = (9)r - (683)



Protoze (g). nezavisi na z, a tedy je konstantni na energetické plose, dosta-
neme

(g9), = A = konst (684)
a tedy
{9))r=A=(9)- - (685)
Pak ale z (683) dostaneme
{9, ={9)r - (636)

Je podstatné, ze tento vysledek plati pro rovnovazny stav systému. Dale,
kazdy ohraniceny systém, kde jedinou zachovavajici se veli¢inou je energie,
je ergodicky, coz muzeme dokazat nasledujicim zpusobem. Predpokladejme,
ze je zde dalsi zachovavajici se velicina, kterou oznac¢ime jako B. Pak se
systém pohybuje na podprostoru, ktery je prunikem plochy B = konst a
H = FE. Tento prunik je podprostorem energetické nadplochy, na které se
dany systém pohybuje a tedy dany pohyb neni ergodicky.

Tedy vidime, ze ergodicky systém pfi pohybu na energetické nadplose
prochézi oblastmi stejné miry se stejnou frekvenci a zadné oblast neni privi-
legovana.

Typicky priklad ergodického systému muze byt posuv na kruznici. Tento
posuv muze byt dan zobrazenim T

TT(@l) = @1 =+ wT (687)

kde uhel ©1 se vlivem transformace T, zméni na thel ©; 4w, kde 7 muzeme
povazovat za Casovy usek. Stejnym zpusobem muzeme uvazovat translaci
elementu oblouku, ktery si oznacime jako Acy. Tento element prochéazi vsemi
¢astmi kruhu, ktery definuje nas ohraniceny fazovy objem a kde neexistuji
¢asti krivky [, kam by transformace T nedosahla.

Smeésovaci tok Smésovaci tok vede k tomu, ze pocatecni distribuce je
rozprostiena na celé energetické nadplose. Obecné, smésovaci tok je vzdy er-
godicky ale opac¢né to neplati, ergodicky tok neni vzdy smésovaci. Podrobnéji,
fekneme, ze systém je smésovaci, jestlize pro libovolné dvé funkce na fazovém
prostoru f(z), h(z) a definované na nadplose H = E plati

. 1 B

tlgfinoo m /HE h(z)f(z(t))dx =

_ Ju—p(2)dS [y [ (2)dS
[1(E)]?

(688)
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Uvazujme nasledujici disledek této hypotézy. Necht jednou z funkci, kters
vystupuje v této definici, je nerovnovazna distribuéni funkce f(x) normali-
zovana jako

(z)d¥ =1. (689)
H=E
Pak z nasledujici definice dostavame
1
<h>:/ hzfztd2—>—/ h(z)dy . 690
[ h@seme = [ (690)

Jinymi slovy, v ptipadé smésovaciho toku, stfedni hodnota veli¢iny h se blizi
v limité ¢ — oo stfedni hodnoté pocitané pomoci rovnovazné distribucni

funkce f = ﬁ

4 Relativisticka kineticka teorie

V této kapitole budeme studovat zakladni principy relativistické kinetické
teorie, které ma dulezité uplatnéni v astrofyzice ¢i pro popis jistych aspektu
kontrolované termonuklearni fuze. Nas vyklad zacneme se strué¢nym shrnutim
zékladnich poznatku tykajicich se teorie relativity.

4.1 Postulaty teorie relativity

Zakladnimi postulaty jsou princip kovariance, ktery tika, ze ve vSech sou-
stavach maji fyzikalni zakony stejny tvar, a princip konstantni rychlosti
svetla. Vsechny uddlosti jsou reprezentovany body v prostorocase, kterymi
je Ctyfrozmérnd varieta s metrickym tensorem g, tak, Ze délkovy element
mezi dvéma blizkymi body prostorocasu ma tvar

ds* = g, datdz” . (691)

Princip relativity nam tika, ze velikost délkového elementu je stejnd pro
vSechny pozorovatele. Matematicky toto znamend, ze pri zméné souradnic

't = o (x®) (692)
mame

ox 0s?
ox'v Ox'v

ds® = g, (2")da"dz" = gop(x)dz*da’ = gas() dx'"dz"

(693)
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a porovnanim téchto dvou rovnic dostaneme transformacni vztah pro met-
ricky tensor

0z Ox”
g:w(x/) = gop() B (694)
Poznamenejme, Ze inverzni g, je tensor g”7, pro ktery plati
Guwg”’ =0, . (695)

Uvazujme nyni akci pro bodovou ¢éstici

S =— /mc\/—guui’%’”d)\ , (696)

kde A\ parameterizuje ktivku

zt = zt(N) (697)
a kde L

o 4

T TN (698)

Z této akce dostaneme nasledujici hybnosti

5L i
| — (699)

b= i = g
Z predchoziho vysledku dostaneme nasledujici podminku

g

PG p, = mPF—_ — —m?c
H v
— G THT

(700)

Coz je znama podminka pro hybnosti. Na druhou stranu z definice Hamilto-
nianu dostaneme, zZe je identicky roven nule

H=i"p,—L=0. (701)

Na druhou stranu se da ukéazat, ze dand akce odpovida systému s vazbami,
ktery vyzaduje specialni diskuzi, proto nyni opustime problematiku Hamil-
tonidnu pro relativistickou ¢éstici s tim, ze budeme mit v paméti podminku
(700). Poznamenejme, ze v piipadé, kdy A = er, kde 7 je vlastni ¢as defino-
vany vztahem

—ctdr? = g, datdx” (702)
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m v
dostaneme gu,,%dé = —c2

Tak, jako v nerelativistickém ptipadé, bude zédkladni veli¢inou lokalni hus-
tota cdstic n(x, t), kde n(x, t) A3z uddva prumeérné ¢islo ¢astic v prostorovém
objemu A%z v okoli bodu x v ¢ase t. Podobnym zptisobem definujeme tok
castic j(x,t). V teorii relativity tyto veliciny tvoii komponenty ctyivektoru

NH(J;> = (CTL(X, t),j(X, t)) ) (703>

kde p=0,1,2,3 a kde z = x* = (ct, x) je prostorocasovy bod. Konetné, ¢ je
rychlost svétla.

Nyni uvazujeme systém relativistickych ¢ast o hmoté m, kde z predchozi
diskuze vime, ze pro né plati

Pug"py = —m’c* . (704)

V rovném prostoroc¢ase mame g,, = 7, = diag(—1,1,1,1) a ¢ = n =
(—1,1,1,1). Pak predchozi podminka dava
p’ = /m2c2 +p? ,p*=pip' . (705)

Pro velky pocet ¢astic ma smysl zavést funkei f(z,p), kterd udava rozdélent
¢tythybnosti p = p, = (po,P) v kazdém prostoroc¢asovém bodé x. Jeji defi-
nice je takova, ze f(x,p)A3xA3p udava pocet ¢éstic, které jsou umistény v
objemovém elementu A3z v okoli bodu x a které maji hybnost v intervalu
(p,p + Ap) v case t. Tato definice opét predpoklddd, ze pocet ¢éstic v ob-
jemu A3z je velké, na druhou stranu predpokladd, ze A3x je maly vzhledem
k makroskopickym rozmérum.

Stejnym zpusobem jako v nerelativistickém piipadé definujeme s pomoci
distribu¢ni funkce hustotu a tok ¢astic

n(x,t) = /dSpf(x,p) :
(1) = / dpuf(.p) |
(706)

kde
u=—. (707)



je rychlost relativistické castice s hybnosti p. Toto vyplyva ze skutecnosti,

ze ctytvektor hybnosti v Minkowskem prostorocase je definovan jako

Ny dzt dx* dt m  dx¥
=m

X N
c2

kde jsme pouzili
—cdr? = —cAdt* + da'dx; = dr? = dt*(1 — —)
c

Pak z (708) dostaneme

0 me ; mu
p = D= =
v2 v2
2 2
)
i_ Pc¢
p__

Pak je mozné napsat psat
o
Na) = enxt) =c [ Bl f(ep)
p

NZ(IE> - ji(x7t>:/d3p%f(x7p)

a tedy v kovariantnim zapisu

d’p
Nt = C/Fp“f(xap) .

(708)

(709)

(710)

(711)

(712)

Poznamenejme, ze p® = \/p + m2c2. Pak zavedeme integraci pfes nezavislou

proménnou p® s pomoci zavedeni delta funkce 6(p° — \/p? + m2c?)

NF = C/@ 1o(p° — /PP +m2c2) f(x,p) .

pO
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Toto neni plné kovariantni forma toku. Abychom ho nasli, zacneme s nasledujici
vlastnosti Dirakovy delta funkce

&mm—}:%%g%, (714)

%

2

kde x; jsou kofeny rovnice g(x) = 0. Napriklad pro g(z) = 2% — a? dostaneme

522 — a?) = ——[5(z + ) + 3(z — )] . (715)

" 2o
V nasem piipadé ale musime vzit pouze kladny koten pg = /p? + m?c?, coz
zajistime pomoci funce 0(p®), kterd je rovna jedné pro p° > 0 a 0 pro p° < 0.
Pak tedy dostavame kone¢ny vztah

1
O(p°)o(p> + m?c?) = ————— §5(p° — 2 4 m?2c? 716
(p")o(p ) SN CENTEE (" —Vp ) (716)

a tedy
N%w:%/#wwwW+m%mwuy (717)

Protoze N* se musi transformovat jako ¢tyivektor,vidime, ze f(x) je skalarni
funkce vzhledem k Lorentzovym transformacim, protoze d*p je invariantni
objemovy element, 6(p® + m?c?) je také invariantni a to samé plati pro 6
funkci.

Nyni muzeme pristoupit k formulaci relativistické kinetické rovnice

4.1.1 Relativisticka kineticka rovnice

Jak vime, kinetickd rovnice je uzaviend rovnice pro prostorocasovy vyvoj
jednocésticové distribuéni funkce, jejiz forma je zalozena na mnoha podminkéch.
Ptedné, jak vime, srdzkovy clen v kinetické rovnici je zalozen na binarnich
srazkach. Déle, abychom mohli mit makroskopicky popis, musime predpokladat,
ze rozdélovaci funkce se neméni na mikroskopickych skalach. Dalsim predpokladem
je tzv molekularni chaos, coz je absence korelaci pted kazdou individualni
kolizi. Nyni se pokusime pomoci téchto predpokladu odvodit relativistickou
formu kinetické rovnice.

Piedpoklady

Zakladni predpoklad je existence relativistické distribucéni funkce f(z, p),
ktera je skaldrni funkei soufadnic x* = (ct,x) a vektoru ¢tyrhybnosti p =
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(p°, p), kde samoziejmé mame ¢dstice na hmotové slupce p° = y/m2c? + p2.
Abychom odvodili pohybovou rovnici pro tuto rozdélovaci funkci, zavedeme
stejné predpoklady jako v piipadé nerelativistické rozdélovaci funkce kde
navic pozadujeme, ze dana pohybova rovnice je kovariantni. Explicitné

e Uvazujeme pouze dvoucasticové interakce.

e Predpokladame hypotézu molekuldrniho chaosu, coz je statisticky predpoklad

tykajici se poc¢tu dvoucasticovych srazek, kdy predpokladame, ze tento
pocet je umeérny soucinu distribucni funkce srazejicich se ¢astic a ic¢inného
prufezu.

e Distribuéni funkce se pomalu méni v prostoru a case, kde jeji zmény
na charakteristickych interakcnich délkach a béhem charakteristického
interakéniho casu jsou zanedbatelné malé.

Bezsrarkova rovnice
Uvazujme ctytvektor toku

m &p ,
N¥(z) = ¢ FP f(z.p) (718)
kde N° je rovno nc a kde N reprezentuji tok ¢dstic méfeny vzhledem k

~ Ve Id ~ . Id 3 - I '
souradnicové soustavé spojené s pozorovatelem. Zde f(z,p) a C;—Op jsou skalarni
funkce. Uvazujme nyni skaldrni hustotu

AN(z) = ¢! / o, N () (719)

A3o

kde d*c,, je plosny element povrchu ¢ s normdlnim ¢asupodobnym vektorem
0., povrch Ao je maly element lokalizovany v bodé z. Pak tedy mdme

3
AN(z) = /AB /dgau%p“f(x,p) . (720)

V soufadnicové soustavé, kde vektor d’c,, méd pouze casovou komponentu,
méme d’o, = (d°x,0,0,0), kde pak dostaneme

N = [ [ dpran). (721)
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Je ziejmé, Ze tento vyraz uddva pocet ¢dstic v objemovém elementu A3x.

Tomuto vysledku muzeme dat relativistickou interpretaci nasledujicim
zpusobem. Zavedeme pocet svétocar, které protinaji element A3c a maji
smér odpovidajici hybnostem z intervalu A3p v okoli bodu p

d3p
AN (z,p) = / / d*o,—p" f(2,p) . (722)
N3o J N3p p

Pro kontrolu, jestlize uvazujeme tradiéni situaci, kdy Ao je ¢isté prostorovy
objem, pak normélovy vektor mé pouze ¢asovou komponentu a tedy d*c,p* =
p’d®*x a tedy

AN(z,p) = /A 3 /A  dadpf(ep) (723)

Nyni je jasné, Ze tyto stejné ¢éstice protnou prostorovy element A35 za
néjaky casovy okamzik t a tedy muzeme psat

d3p d3p
/ / d30#—0p“f(x,p) — / / d30#—0p“f(x,p) =0 (724)
A36 J A3p p N3o J A3p p

Uvazujme nyni element Minkowskeho prostorocasu Az, ktery je vymezen
povrchovymi elementy Ao, A36 a obalem svétocar uvazovanych éastic. Protoze
uvazujeme idealizovany piipad bezkoliznitho vyvoje, pak zadna svétocara
¢astic nemuze prochdzet obalem dané trubice. Jinymi slovy rovnice (724)
vyjadiuje tu skutecnost, ze celkovy tok pfes plochu vymezuji objem Atz je

roven nule
3 d3p 1
d Ou—o P f(z,p)=0. (725)
Ntz J A3p p

S pomoci Gaussovy véty muzeme tento vysledek prepsat do tvaru

d*p
[ ] aa"Prasen-o. (726)
Nz J A3p p

Protoze A*z a A3p jsou libovolné,dostaneme koneény vysledek

P'Ouf(x,p)=0. (727)
V piipadé, kdyz pouzijeme 0, = % = (c71d, 0;), muzeme piepsat predchozi
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rovnici do tvaru

c Ot oxt ==
i i sz’

(728)

Samoziejmeé, redlna situace je popsana kolizni kinetickou rovnici.

Srazkova relativisticka kineticka rovnice

Tak, jako v piipadé nerelativistické kinetické rovnice se musime zaobirat
srazkovym integralem. Oznacime si pocet ¢astic, které se zméni v intervalu
Az /A\3p v disledku srdzek jako

A3
A%p—opC(x, p) (729)

kde C(x,p) je skalarni funkce,jejiz tvar musime nalést pomoci predpokladu,
které byly uvedeny v predchozi diskuzi. Uvazujme srazku mezi dvémi ¢asticemi,
které maji pocatecni ¢tythybnosti p#, p/ a konecné étythybnosti p, p'. Piedpoklad
molekularniho chaosu nam ik, ze prumérny pocet téchto srazek v elementu

A*z v okoli bodu z, t.j. v asovém intervalu At v okoli bodu ¢ a v objemovém
elementu A3z v okoli bodu x je timérny nésledujicim velicindm

e Hustoté poctu ¢dstic s hybnostmi v intervalu (p, p+Ap), tedy A®pf(x, p).

e Hustoté poctu ¢astic s hybnostmi v intervalu (pi,p1 + Api), tedy
A3P1f(xvpl)~

e Velikosti elementu A3p', A3p| a Atx.

Oznacime si faktor imeérnosti jako

1
W(p7p1|p/7p/1) 0 (730>

PP Pl
kde W (p,p1|p’,p}) je funkel pouze ¢tyrhybnosti pred a po srazce a ke tato
veli¢ina je skalarni funkci vzhledem k Lorentzovym transformacim.

Jestlize budeme predpokladat, ze rozdélovaci funkce se pomalu méni na
vzdalenostech odpovidajici charakteristické délce interakei a odpovidajicich

142



casovych §kal, pak rozdélovaci funkce pro ¢éstice pred a po srazce je defi-
novana ve stejném prostorocasovém bodé. Jinymi slovy mame, ze rozdélovaci
funkce zavisi na a* jako f(z,p), f(x,p1), zatim co predpokladdme, ze W
nezavisi na x* W(p, p1|p’, p})-

Hypotéza molekularniho chaosu nam ftiké, ze pocet castic v elementu
Minkowského prostorocasu Az a s hybnostmi v intervalu (p, p+ Ap), které
odchézeji z tohoto intervalu v dusledku srazek, je ziskana integraci pres pocet
srazek s ¢asticemi s hybnostmi p;. Zavedeme také faktor 1/2 jako dusledek
faktu, ze koncovy stav s hybnostmi (p’, p}) je nerozligitelny od stavu (p}, p’).
Pak pocet castic, které odejdou z daného intervalu, je roven

1A4x A?’p / d3p1 d3p/ d3p/1
2 P° P Py
< f (. p)f (@, p)W (p, pilp’, pY) -

(731)

Stejnym zpusobem uréime prirustek ¢astic do daného intervalu jako dusledek
srazek ¢éastic s pocatecnimi hybnostmi (p’, p}) a kone¢nymi hybnostmi (p, p1)
1A4$ A?’p / d3p1 d?’p, d3p/1
27 ) op o
X f(a, ') f (2, )W (', pilp, p1) -

(732)

Poté, stejné jako v nerelativistickém pripadée, dostavame pro celkovou zménu
poctu ¢astic v intervalu A*z a A3p rovnu

1 d3p d3p/d3p/
Cla) = 5 [ SRR ) )W ) -
1 1

—f(x,p) f(z,p)W(p,p1lp, p1)] -

(733)

S pomoci tohoto vyrazu muzeme napsat explicitni tvar kinetické rovnice se
srazkovym clenem

/N /A d4x_pua”f (z.p) = m—C(x p) - (734)

Protoze intervaly A*z a A3p jsou libovolné, dostaneme pro dostateéné hlad-
kou distribuc¢ni funkci

PrOuf(z,p) = C(z,p) , (735)
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kterou muzeme prepsat do tvaru podobném nerelativistické kinetické rovnici
(at + Ui@z‘) flz,p) =
= % /d3p1d3p’d3p’1 [f' fiw(p’, pilp. p1) — ffiw(p, pip PY)] .
(736)
kde f = f(z,p), fr = f(x,p1), [' = f(a,0), fi(z,p}) & kde

W (p,p1lp, p})
04,0,-70,,70 ' (737)
PP °p]

w(p, p1|p’, p}) =

Nyn{ mtzeme interpretovat velicinu w(p, p1|p’, p})d>p'd®p, jako hustotu pravdépodobnosti

prechodu ze stavu, kdy dvé pocatecni ¢actice maji hybnosti p, p; a prechazeji

do stavu s koneénymi hybnostmi v intervalech (p’, p’+Ap’) a (p), p| +Ap)).
Diferencidlni ucinny prufez Velicina W (p, p1|p/, p}) byla definovana

jako skalarni funkce, ktera je funkei deseti skaldrnich invariantu, které mohou

byt vytvoreny z ctyihybnosti p#, pf, p'* a p}'. Zjevné ctyii z téchto skaldri

jsou dané parametry diky normalizaci p? = —m?2c?. Ddle mame ¢tyfi rovnice

vyjadiujici zdkon zachovani ¢tyrhybnosti

P+l ="+l (738)

které redukuji pocet volnych parametri na dva. Zavedeme dva zname inva-
rianty

s = (p +p1)2 ’
t=(p-p).
(739)

Je zjevné, ze tyto velic¢iny jsou invariantni vuci Lorentzovym transformacim.
Poté s pouzitim zdkona zachovani muzeme predpokladat, ze W (p,p1|p’, p})
ma tvar

W(p.pilp',p) = s0(5,0)8D (p+p1 —p' —1l) (740)

2

kde o (s, ©) je funkce energie a rozptylového thlu. M4 rozmér m? a ve skutecnosti

odpovida diferencialnimu aéinnému prufrezu.
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4.2 Relativisticka kineticka teorie v kifivém prostorocase

V této kapitole budeme studovat relativistickou teorii v kiivém prostorocase.
Jako prvni krok zavedeme jednocasticovou rozdélovaci funkci pomoci alter-
nativniho popisu.

Zacneme s nerelativistickou definici jednoc¢asticové rozdélovaci funkee f,,. (¢, x, p),
kde z definice f,,(t,x, p)A3x/A3p uddvd prumérny pocet céstic, které na-
jdeme v objemovém elementu A3z v okoli bodu x s hybnostmi v malém,
ale konecném elementu A3p v okoli bodu p. Opét pozadujeme, aby prosto-
rovy objem A3z byl dostateéné velky, aby obsahoval velké mnozstvi mole-
kul, na druhou stranu musi byt dostatecné maly, abychom mohli uvazovat
rozdélovaci funkci v daném elementu konstantni.

Uvazujme velky makroskopicky systém s ¢asticemi r = 1,2,3,..., kde
x.(t) popisuje trajektorii r—té ¢astice. Déle, necht p,.(t) je hybnost r—té
¢astice v case t. Uvazujme nyni nasledujici vyraz

Y d(x—x,(1))d(p — pr(t)) .

3

(741)

Jestlize nyni provedeme integraci pfes prostorové a objemové elementy A3z, A3p,
pak dany vyraz udava pocet castic v case t, které se nachdzeji v elementu
A3z v okoli bodu x s hybnostmi v elementu A3p v okoli bodu p.

Rikdme, ze dvé tekutiny jsou makroskopicky ekvivalentni, jestlize jejich
makroskopické veli¢iny jsou stejné. Samoziejmé, dvé makroskopické tekutiny
se mohou lisit na mikroskopické tirovni. Uvazujme nyni velky pocet makrosko-
picky ekvivalentnich nerovnovaznych systému, které nazyvame ansamblem
nerovnovaznych systému. Pak muzeme s kazdym takovym systémem spo-
jit vyraz (741). Jestlize nyni provedeme sumaci pies vSechny tyto vyrazy
a nasledné je vydélime c¢islem udavajici pocet systému v ansamblu, dosta-
neme prumérnou hustotu ¢astic (prumeér provedeny pres ansambl). Oznaéme
tuto stfedni hodnotu jako <>,,. Pak definujeme jednocasticovou distribu¢ni
funkci nasledujicim vyrazem

Fur(%, D) = <Z 5(x — x,(£))5(p — pr<t>>> . (742)
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Tento vyraz nazveme matematickou definici nerelativistické distribu¢ni funkce
for(t,x, p), kterda bude také urcujici definici relativistické distribuéni funkce
f* (tv xi7pi)'

Necht M je prostorocasovd varieta s metrikou g,,(z), kde g = detg
je detrminant metriky v bodé x. Uvazujme tekutinu tvorenou identickymi
¢dsticemi 1,2, ... v okoli bodu x. Necht z(t) a p;.(t) jsou souradnice a hyb-
nosti r—té ¢éastice v case t. Nyni definujeme f, (¢, 2", p;) stejnym zptsobem
jako v nerelativistickém pripadé

folt, 2t pi) <Z5 ot -, pir(t))> : (743)
Abychom ukazali, ze dany vyraz je skalar, zavedeme funkci

L(x,p) = 20(po)d(p* — m*c*) f.(t, 2", p;) (744)

where p® = ¢g"p,p,.Protoze je zjevné, ze 0(py) a d(p* + m?c?) jsou skaldrni
funkce, tak kdyz dokazeme, ze I, je skalarni funkei, pak i f.(z,p) je skaldrni
funkci. Abychom dokazali, ze I, je skalar, pouzijeme identitu

znzg;ﬁﬁzﬁ@—%u (745)

kde suma je provedena pies kofeny rovnice H(z) = 0. V naSem piipadé
H(po) = g™ pup, — m?c* a tedy
dH .
—— =0 = 29"p0 + 29"p: = 2" (746)
a kofen rovnice H(z) m& tvar
915 + 29" popi + ¢V pip; +m’c® = 0 =
* 1 ; : -
pol@,pi) = g% () (—g" (x)pi + \/(QOlPi)Q — ¢%(x)(g" (z)pip; + m?c?)
(747)
a tedy
ad . Oigy )2 _ 400 ] 2.2
) = 2/ (") — (@) (g7 (@)pips + m2e?)
(748)
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Pak je ztejmé, ze
1

20 S(p* +m??) = ———
(o)o(p ) POz, ps)

d(po — polx,t)) . (749)

Pak dostaneme

pri(t))

l(z,p) = <Z ]9(](;5(332' — ()8 (p — p*r(t))> (750)

av

kde

Pr(pri(t)) = pO(t, 23.(8), prs(t)) s Pro(Pri(t)) = polt 23 (), prs(t)) , (751)

kde funkce pg je ddna rovnici (747).Jako dalsi krok zavedeme dalsi Diracovu
distribuéni funkei 6(t —t,) a soucasné zavedeme integraci vzhledem k ¢,., ¢imz
dostaneme

L(x,p) = < / > po(ltw — 1,)5(a — i (t,))5 (p - pr<tr>>dtr> (752)

av

Z definice 4— hybnosti vime, ze

dz? , dzt dx?
Pur = MGuy dr = p/rL = gﬂ Puvr = de = pqq = m? (753>

kde 7, je vlastni cas podél trajektorie r—té castice. Pak tedy dostavame

mc
dr, = ——
()

Poté, kdyz nahradime integra¢ni proménnou v (752) dt, dostaneme

TatT_

(754)

O|ﬁo

@) = / <Z 0 (@ = (t:(7))0 (- pT<tT<TT)))> dr,  (755)

T

Je mozné ukézat, ze 0 (x — x,)//— det g a v/— det gd(p — p,) jsou skalarni
funkce. Pak (755) je skaldrni funkce a tedy i f.(x, p;) je skaldrni funkce. Pak je
tedy mozné definovat f,(z,p;) jako jednocédsticova distribuéni funkce v sedmi
dimensionalnim prostoru (z, p;). Poté je mozné najit stejny tvar Boltzmanovy
rovnice jako v predchozi kapitole a z tohoto duvodu nebudeme dané vypocty
ukazovat.
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5 Idealni tekutina

Matemacky popis dynamické kapaliny je dan funkci, ktera popisuje rychlost
tekutiny v* = v'(a’,t) kde 2,7 = 1,...,d kde 2" jsou soufadnice prostoru
R? a kde t odpovida ¢asové soufadnici. Tato funkce v* = vi(2% t) popisuje
rozlozeni rychlosti v celém prostoru v urcitém casovém okamziku ¢ vsak jeste
ne zcela dostatecné popisuje kapalinu. Pro jeji dalsi charakteristiku zavadime
jednu z nésledujicich termodynamickych velicin, naptiklad tlak p = p(a?,t)
a hustota p = p(z',t).VSechny termodynamické veli¢iny jsou poté urCeny
témito veli¢inami dohromady se stavovou rovnici. Jinymi slovy feceno, kdyz
zndme rozloZeni rychlosti popsané d funkcemi v?, ddle tlak p a hustota p, pak
stav tekutiny je plné urcen.

Pred tim, nez pristoupime k podrobnéjsimu vykladu, uvedeme dva ruzné
druhy ¢asovych derivaci.

e Fulerovska ¢asova derivace: Jedna se o ¢astecnou ¢asovou derivaci
% pocitanou v daném pevném bodé v prostoru, kdy bereme x jako
konstantu.

e Lagrangeovska ¢asova derivace: Jedna se o totdlni ¢asovou derivaci
%, kterou provedeme v bodé, ktera sleduje element kapaliny pohybujici
se rychlosti v.

Uvazujme veli¢inu Q(x,t) definovanou pro danou tekutinu, napiiklad
teplotu, hustotu a komponentu rychlosti. Za velmi maly ¢asovy okamzik
0t element tekutiny, ktery v case t se nachazi v bodé x, se posune do

bodu x + vdt. Tedy

dQ . Qx4 vit, t+dt) — Q(x,t)
— = lim =
dt 5t—0 ot
oy, QG0 + G (x, )0t + 52 (x, )v'dt + O(6t%) — Q(x, 1) _
5t—0 ot
0Q ;
(756)

5.1 Rovnice spojitosti

Nyni odvodime zakladni rovnice mechaniky tekutin. Pro jednoduchost zacneme
s rovnici, ktera vyjadiuje zakon zachovani hmoty. Uvazujme libovolny objem
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Vo. Hmota latky obsazené v tomto objemu je ddna integralem fVo pdV  kde p
je hustota tekutiny. Hmota tekutiny, tekouci za jednotku casu skrz element
dS; povrchu, ktery ohranicuje objemovy element V; je rovna pv'dS;, kde ve-
likost vektoru d.S; je rovna plose tohoto povrchového elementu a jeho smér
je dan normalou k danému elementu. Zavedeme konvenci, ze tato normaéla
sméfuje ven z daného elementu. Nésledné dostdvame, Ze pv'dS; > 0 pro tok
kapaliny vytékajici z dané oblasti, zatim co je negativni v ptipadé, kdyz ka-
palina vtéka do daného objemu. Poté dostavame, ze celkova hmota kapaliny
vytékajici z daného objemu je dana nasledujicim integralem

% pv'dsS; (757)
So

kde Sy oznacuje oblast, ktera ohranicuje objem Vj. Dale, ibytek hmoty v
daném objemu za jednotku ¢asu je roven

0

= [ pav . 758
p Vop (758)

Je jasné, ze (757) a (758) se musi rovnat

0 4
—/ pdV = —]{ pv'dS; (759)
ot Jy, S
Jestlize pouzijeme Greenovu vétu
i 0 i
pv'dS; = - (pv")dV (760)
So Vo 61’2

dostavame z rovnice (759)

/VO [% + aii (pvi)} dV =0. (761)

Protoze tato rovnice plati pro libovolny objem dostavame, ze samotny inte-
grant musi byt roven nule, a tedy dostavame rovnici spojitosti

dp 0
ot * oz’

Je také uzitecné zavést vektor toku hustoty definovany jako

(pv') =0 . (762)

g =pot. (763)
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Poznamenejme, ze rovnici spojitosti (762) muze byt zapsana také ve formeé

dp

~ H P =0 (764)

% + 1)281,0 + p(?wi =
Je intuitivné jasné, ze muzeme definovat nestlacielnou tekutinu jako tekutinu,
pro kterou plati
dp
=
Vidime, Ze nestlacitelna kapalina je také charakterizovana podminkou

0. (765)

o' =0 . (766)

5.2 Eulerova rovnice

V této kapitole odvodime Eulerovu rovnici. Zac¢neme s definici s hustotou
hybnosti kterd je definovana jako

p=p (767)

a tedy celkova hybnost obsazena v urcitém objemu V je dana integralem
P:/ﬁw (768)
Vo

Nyni uréime zménu celkového impulsu v daném objemu. Prvni pri¢inou
zmény impulsu je dan tokem impulsu pfes hranici daného objemu, ktery
je dan vyrazem

- / pv'vin;dS (769)
So

Dalsi zména celkového impulsu je vyvolana pusobenim tlaku z vnéjsiho ob-
jemu v kazdém bodé plochy ohranicujici dany objem. Tato sila je rovna
integralu

— / pn'dS (770)
So

kde - znaménko je dano konvenci, kde normalni vektor smétuje ven z dané
plochy. Shrnutim vSechny tyto skute¢nosti dohromady dostavame

2/ pv'dV = —/ pv'v'n;dS — | pn'dS (771)
at Vo So So
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Aplikace Gaussovy véty pro pfedchozi integral neni mozny, nebot pn’ neni
vhodny vyraz. Abychom toto vytesili, zavedeme Kroneckerovo-delta

67 60 =1 ,proi=1, & =0,proi#j. (772)

1

Poté mizeme psat pn’ = pdin; a tedy

2/ pv'dV = —/ [pv'v/n;dS + p6ingldS =
ot Jy, So
9 . o 3
—/ pv'dV = — [ 0;[pv'v? + pd¥]

(773)

Protoze tato rovnice plati pro libivolny objem, musi nutné platit také pro
integrand a tedy dostavame nésledujici parcialni diferencialni rovnici

Aulpv’) + (v’ + 577p) = 0 (774)

Je jasné, ze dany problém se da zobecnit, kdyz zahrneme objemovou silu
pusobici na kapalinu. Pro gravitaci je dana sila dand gradientem skalarniho
potencialu, a tedy zobecnéni rovnice (774) mé tvar

O (pv") + 8;(pv'v’ + 67p) = —pd'e . (775)
Poznamenejme, ze muzeme piepsat predchozi rovnici jako
(Orp + 0;(pv?))v* + p(Opv* + 00" + ;(5”(9]-]9 +0'¢) =0,
(776)
ktera, s pomoci rovnice spojitosti, vede ke slavnym Eulerovym rovnicim
) o 1 ... )
o' + 00" = —;(5”8]-10 -0 .
(777)

5.2.1 Alternativni odvozeni pohybovych rovnic

Uvazujme element kapaliny o objemu 6V a hmotnosti pdV. Urychleni tohoto
elementu kapaliny ‘fi—‘t’, tak dostaneme, ze Newtonuv druhy pohybovy zdkon
aplikovany na tento element kapaliny ma tvar

d
d—j = 0F = 0F oy + 0F pour - (778)

Vidime, ze sila je rozdélena na dvé casti.

poV
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e Objemova sila: Tuto silu je mozné vyjadrit jako
0Fie; = poVF

a jedna se o silu, ktera pusobi na vSechny molekuly v daném objemovém
elementu. V piipadé neutralniho plynu se jedna o vnéjsi silu.

e Plodna sila: Jednd se o silu dF},, = —P"dS}, ktera pusobi na element
tekutiny pres povrchovy element d.S daného malého objemu V. Pak
celkova povrchova sila je dana integralem ptes hranici elementu 6V

, g opP4 OP;;
(6-Fpom">Z - _/ PZ]de = — - d3V = ——j5V . (779)
a8V sv Oxd O’
Poté dostavame pohybové rovnice ve tvaru
dv’ oPY ,
= — . . 780
P OxJ Tp (780)

5.2.2 Povrchové sily pro statické kapaliny. Eulerova rovnice

Je experimentalné dokazano, ze pro kapalinu ve statické rovnovaze plati, ze
dF ,opr || = dF 0y = —pndS (781)

kde p je tlak, coz je skalarni veli¢ina. V tomto piipadé muzeme psat
P;; = poij . (782)

Je dulezité tici, ze tento jednoduchy zakon plati pouze v pripadé, ze kapaliny
jsou v klidu a nebo v pripadé, ze rychlost kapaliny v je konstantni veli¢ina v
celé kapaliné.

Na druhou stranu je uzitecné uvazovat tekutinu, kde (782) plati bez
ohledu na dynamiku tekutiny. V tomto pripadé pohybova rovnice ma tvar

o'
ot

+ 700" = - ip+ F" (783)

coz neni nic jiného nez slavnd Fulerova rovnice a rovnice, které ji splnuji,
jsou znamy jako idealni tekutiny.
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5.3 Neéco malo termodynamiky

Abychom plné pochopili termodynamické vztahy, které jsou nutné pro plné
pochopeni hydrodynamickych rovnic, budeme se vénovat v této kapitole
zakladnim termodynamickym pojmum.

Uvazujme jednocéasticovy systém, kde kombinace prvniho a druhého zdkonu
termodynamiky dava rovnici

dE = TdS — pdV + udN | (784)

kde U je vnitini energie, T" je teplota, S je entropie a i je chemicky potencidl,
vyznam ostatnich veli¢in je zfejmy. Predpokladejme, ze mame stavovou rov-

nici, kterd nam tikd £ = FE(S,V,N) kde

_OE OF

B OE
T aS|,y P T av

T -
ON

Il (785)

, .
S,N A%

Celkova energie F, entropie S, objem V a pocet castic N jsou extensivni
veli¢iny, tj. kdyz zdvojime entropii, objem a pocet castic, zdvojime také
vnitini energii. Na druhou stranu teplota 7', tlak p a chemicky potencidl
1 jsou intensivni velic¢iny, které nezméni své hodnoty, jestlize objem, pocet
¢astic a entropie jsou zdvojnasobeny. Podivame se nyni na danou problema-
tiku z matematického hlediska.
Oznacme velic¢iny s vlnovkou, jestlize jsou zménény stejnou hodnotou, to
jest
S=XS, V=AMV, N=AN. (786)

Nyni tvrzeni, Ze vnitini energie je extensivni velicina, mé ndasledujici mate-
matické vyjadieni o
E(S,V,N)=AE(S,V,N) . (787)

zatim co pro intensivni veli¢iny plati
T=T, p=p, pL=4u (788)
Pak tedy dostavme

dE = ME + Ed\ = TdS — pdV + judN =
= NTdS — pdV + pdN) + (T'S — pV + puN)dA
(789)
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Porovnanim veli¢in u diferencidlu d)\ dostavame Eulerovu relaci
E=TS—pV 4+ uN (790)
Necht’ nyni definujeme nésledujici hustoty:

E S N
e—v, S—V, n—v (791)

Zavedenim téchto veli¢in muzeme prepsat Euleruv vztah do tvaru
e+p="Ts+ un (792)

Zajimavou vlastnosti extensivniho systému je fakt, ze pocet parametru nutnych
pro kompletni specifikaci termodynamického stavu muze byt redukovan o je-
den parametr takovym zpusobem, Ze pouze dostaneme intensivni parametry.
Abychom toto ukazali, necht” mame

A=1/V=S8=s, V=1, N=n. (793)
Poté E = E/V = e a také e = e(s,n) protoze
e=E(S,V,N)=E(S/V,1,N/V) = E(s,n) . (794)

Poté prvni zdkon termodynamiky ma tvar

dE = TdS — pdV + pdN =

de = T'ds + pdn .
(795)
Protoze e = e(s,n) dostavame z predchoziho vztahu nasledujici relace:
Oe Oe
ds|, ' = on . (796)

Pomoci Eulerovy rovnice muzeme poté vyjadiit tlak jako funkce hustoty
entropie a castic

(5,n) + Oe N Oe

= —e(s,n)+s — n—

P ds on

Muzeme brat vztah e = e(s, n) jako stavovou rovnici, ktera muze byt brana v
kazdém bodé prostoru. Obecné, v pripadé termodynamickych tivah v kiivém

(797)

n S
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prostorocasu, muzeme hovorit o termodynamickych relacich v malé oblasti,
kde zmény gravita¢niho pole jsou zanedbatelné, na druhou stranu dostatecné
velké, aby obsahoval dostatecny pocet céstic, tak ze hydrodynamické tvahy
mohou byt uplatnény. Poté predchozi termodynamické vztahy jsou nutné pro
pochopeni hydrodynamiky tekutin.

Ackoliv tekutina neni obecné v termodynamické rovnovaze, prvni zékon
termodynamiky muze byt pouzit pro maly element tekutiny o hmotnosti
om. Pak je mozné definovat extensivni proménné pomoci proménnych defi-
novanych na jednotku hmoty vynédsobené om

dQ) = dmdq , dU = dmde ,

dV = dmd (1) = —5md—§ ,
P P

(798)

kde je dobré si uvédomit, ze p je hustota hmoty, tedy hodnota hmoty v
jednotce objemu. Jinymi slovy

m dVm — Vdm 1
_—— = =4
p=T = S 3o (799)
coz pro m = dm,dém = 0 dava dV = —5m/%dp. Alternativné, vime, ze

objem vztahnuty k jednotce hmoty je v = %. Pak je jasné, ze element dv je
roven dv = —#dp. S pouzitim téchto veli¢in dostavame prvni terodynamicky

zdkon ve tvru
dq = de — Ldp (800)
p

Kdyz podélime tento vyraz dt dostaneme

de dq pdp

— ==+ =—. 801
it e (801)
S pouzitim rovnice spojitosti
dp ,
= ot
at — P
dostaneme
& o — (802)
pdt - p 7 I



kde £ = —p% je teplotni ztrata na jednotku objemu (Podrobnéji, % je ztrata
tepla na jednotku hmotnosti, coz vynasobeno p dava ztratu tepla na jednotku
objemu).

Vime, ze teplo tece od teplejsich k chladnéjsim castem systému timérné
rozdilu teplot. Tedy, teplotni tok je ddn vyrazem

kde K je koeficient thermalni kondukce a kde ¢; je teplotni tok na jednotku
objemu. Poté zména tepla zpusobena kondukci v objemovém elementu 6V
pres jeho povrch je rovna

]{ qidS’ = / Oiq'd’x . (804)
lsl)% oV

Vidime tedy, ze teplotni ibytek na jednotku objemu je dén vyrazem

L =204 =—0;(K0T) . (805)

Pouzitim vsech téchto vysledku dostavame zédkon zachovani vnitini energie
0 4 . ,

p (8_Z + vzaie) = —pov' 4+ 0;(KJ'T) (806)

5.4  Zakon zachovani energie-Konservativni forma

Energie existuje v mnoha forméach. V piipadé hydrodynamiky se hlavné
zabyvame dvéma formami energie: specificka termalni energie, kterou oznac¢ime
jako € a kterda odpovida makroskopickému popisu ptrispévku od mikroskopické
struktury latky, a dale kineticka energie elementu kapaliny e;, = % pv?. Nyni
vypocitame casovou derivaci celkové hustoty energie

1
Etot = PE + §p112 ) (807)
S pouzitim pohybovych rovnic dostaneme
Beys ‘ ‘ . .
ng L= —0i(pv')e — p(v'dse) — pdv' + 0;(KO'T) —

1 , . 1 _
—éﬁi(pvl)zﬁ — p(v!Oov" + I;&-p)vZ =
1

=0, p(§122 +w)v' — KO'T

(308)
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kde jsme definovali specifickou enthalipii na jednotku hmoty

w=e+2 (809)
p

Jinymi slovy, necht definujme tok energie jako

. 1 ) .
T = p(§v2 +w)v' — KO'T . (810)

Pak dostaneme nasledujici zékon zachovani energie

aetot

Y +0,J., =0. (811)

Nyni uvazujme celkovou energii systému danou jako objemovy integral hus-
toty celkové energie €44

/ ddxpftot . (812)
Vo

Pak je jasné, ze k ubytku celkové energie v daném objemu ptispiva nasledujici
tok energie pres plochu ohranicujici dany objem

AT (813)

2/ deEtot = — &ﬂndV = —

Sd

Vidime, ze ubytek energie v daném objemu je roven toku energie ptes plochu,
ohranicujici dany objem.

Shrnuti makroskopického odvozeni Hydrodynamickych rovnic

Makroskopické odvozeni hydrodynamickych rovnice vychazi ze zédkladni
hypotézy, ze hmota spojité vyplnuje prostor. Tato tekutina muze byt rozdélena
na malé myslené elementy, kde kazdy element ma rychlost v a je nositelem
fyzikalnich veli¢in jako napiiklad hustoty p a teploty T'. Poté zédkon zachovani
hmoty okamzité vede k rovnici

ap -
— 4+ 0i(pv') =0 814
L o) (814)
Newtonuv druhy pohybovy zakon pouzity na element tekutiny dava rovnici

dv’

o = —0; P + pF" (815)
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kde P% je tensor druhého Fadu, ktery reprezentuje povrchovou silu na jed-
notku plochy daného elementu tekutiny, ktera je vyvolana tekutinou obklo-
pujici dany element. V pripadé lokalni termodynamické rovnovahy nam nase
empirickd zkusenost iikd, ze PY = pd¥. Déle, kdyz budeme opét predpokladat
lokalni termodynamickou rovnovahu a budeme uvazovat prvni termodyna-
micky zdkon, dostaneme energetickou rovnici pro tekutinu ve formé

de

B S L I 1
pdt paﬂ} azq ; (8 6)

kde € je vnitin{ energie na jednotku hmotnosti a kde ¢* je teplotni tok na
jednotku hmotnosti.

Vidime, Ze mame 14 promeénnych p, v;, P;j, €, ¢;. Na druhou stranu méme
pét rovnic, tudiz je nutno vyjadrit téchto 14 proménnych pomoci péti nezavislych
proménnych. Pii makroskopickém popisu tekutiny P;;, € a g; musi byt vyjadreny
pomoci v a dvou termodynamickych proménnych s pomoci zékladnich rov-
nic, které v makroskopickém popisu jsou urcéeny empirickymi relacemi. Relace
P;; = poi; a q; = —K ;T jsou piiklady takovych to vztahi, které samoziejme
zavisi na materidlnich vlastnostech tekutiny.

5.4.1 Vitrivost

Uvazujme Eulerovu rovnici pro systém, kde vnéjsi sila je konservativni, t.j.

F; = —0;¢ a tedy Eulerova rovnice ma tvar
ov 1
_ . = —— — . 817
BT +v-Vv pr V¢ (817)

Protoze pro libovolné pole plati nésledujici identita

1
A-VA = §V(A -A) — A X (rotA) (818)
Pak Eulerova rovnice ma tvar
ov 1 1,
E—VX(IO‘? V)—;Vp—V(gb—l—iv ). (819)

Nyni provedeme operaci rotace na obou strandch této rovnice a s pouzitim
vztahu
rot grad =0 (820)
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dostaneme

0 VpxV
G_L: =rot(v X w) + % , (821)
kde jsme zadefinovali vitivost tekutiny jako
w = rotv . (822)

Vidime, ze pro tekutinu o konstantni hustoté (nestlacitelnou tekutinu), rov-
nice pro vitivost velmi zjednodussi do tvaru

Oow

i rot(v x w) . (823)

Je jasné, ze podminku nestlacitelnosti je mozné pouzit pouze pro nékteré
tekutiny, jako naptiklad pro vodu. Daéle, jak jsme jiz diive uvedli, pro ne-
stlacitelné tekutiny plati

divv =0 . (824)

Je znamo, ze je mozné najit lobovolny vektor, jestlize zname jeho rotaci a
divergenci. Protoze mame nasledujici definici vitivosti w

w =rot v (825)

vidime, ze pro nestlacitelnou tekutinu v je urceno jeho vitivosti. Pak je
mozné formulovat dynamickou teorii pro nestlacitelné tekutiny pomoci rovnic
(823),(824) a (825)

Je také zajimavé poznamenat, ze v pripadé nestlacitelné jak idealni, nebo
realné tekutiny, odpovidajici Euler , nebo Navier-Stokesova rovnice spolu s
podminkou V-v = 0 a p = const tvori uzavieny systém rovnic. To vyplyva z
faktu, ze mame 4 proménné v, p a 4 rovnice. Vidime tedy, ze pro nestlacitelné
tekutiny, je energeticka rovnice prebytecna.

Na druhou stranu se ukazuje, ze v mnoha astrofyzikdlnich aplikacich je
predpoklad nestlacitelnosti prilis restriktivni, naptiklad:

e Mnoho takovych systému ma velkou variacii hustoty diky velké velikosti
systému a diky silnym gravitacnim polim.

e Mnoho takovych systému se pohybuje rychlostmi, které jsou srovna-
telné s rychlosti zvuku v daném médiu.
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Ukazuje se, ze v téchto pripadech musime tesit energetickou rovnici spolu s
momentovou rovnici a rovnici zdkona zachovani. Studium takového systému
je zndmé pod pojmem dynamika plynu.

Na druhou stranu v urcitych situacich je mozné predpokladat, ze tlak
zavisi na hustoté

p=plp) . (826)

Tato rovnice je znama jako barotropni rovnice a tekutina, pro kterou tato
relace plati, je znama jako barotropni tekutina. Také pro této tekutiny je
energeticka rovnice prebytecnd, kde pak dynamickd teorie je tvorena rovnici
spojitosti a Eulerovou nebo (Navier-Stokesovou) rovnici. Protoze pro barot-
ropni tekutinu plati rovnice (826) dostavéame, ze

_dp

Vp dp

Vp (827)
a tedy dostavame Vp x Vp = 0. Pak je jasné, ze pohybova rovnice vitivosti
pro barotropni tekutinu méa tvar

Oow

Fri rot(v x w) . (828)

5.4.2 Hydrostatika

Hydrostatika studuje statické rovnovazné feSeni hydrodynamickych rovnic.
Tyto rovnice odpovidaji situaci, kdy v. = 0 a kdy % = 0. Poté rovnice
spojitosti je automaticky splnéna, zatim co momentova rovnice a energeticka
rovnice maji tvar

0 = Vp+pF,
= V- (KVT).
(829)

Vidime, ze pro obecnou tekutinu mame t¥i nezndme (p,p,7T’), zatim co zde
mame 4 hydrostatické rovnice, coz znamend, ze momentové rovnice nemaji
feseni pro libovolné silové pole F(x).

Naprtiklad, pro nestlacitelné (p = const) nebo barotropni tekutiny pro
které plati p = p(p) muzeme pouzit p~'Vp = VP kde

dp
p:/_‘ 830
p (830)
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Pak dostavame, ze podminka rovnovahy sil dava
VP =F. (831)

Vidime, ze tato rovnice ma feseni pouze za predpokladu, kdy sila F je kon-
servativni, t.j.

VP=F=-V¢=P=P—¢ (832)

kde Py je konstanta. Napiiklad, pro nestlacitelné tekutiny dostavame

Po—(x) =P = /

= p(x) = po — pp(x
(833)

V pripadé homogenniho gravitacniho pole F = (0,0, —g) mame ¢ = gz a
tedy
p(z) =po — gpz . (834)

Vidime, ze v pripadé nestlacitelné tekutiny hydrostaticky tlak je linearni
funkef rostouci hloupky (—=z).

Isothermalni idedlni plyn kde plati p = “2pT', kde T je konstantni. Pak
dostavame

d
Po—o(x) = B [ L EBppy, (835)
P m
a tedy
me(x)
= — ) 836
p(x) = poexp ( T ) (836)
Pro specialni pripad ¢ = gz dostaneme
T
p(z) = poexp <—%) , H= —/:g : (837)

5.4.3 Archimediv princip

Uvazujme nestlacitelnou tekutinu ve statistické rovnovaze v homogennim
gravitacnim poli F = (0,0, —g). Pak méme

p(2) = po — gpz . (838)
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Predpokladédme, ze pevné téleso o oblemu V' a hmotnosti M je vnotfeno do
tekutiny a ze toto téleso je v klidu vzhledem k této tekutiné. Otazka je, jaka
je vysledna sila, ktera ptisobi na téleso?

Sila, kterou kapalina pusobi na povrch télesa, ktera je dusledkem tlaku v

tekutiné je rovna
S P
ov ov

= —/ V- (pD)d*x = —/ dP*xVp = —ez/ @d?’x =
14 Vv v aZ

- ez/ gpdgx =gpVe, = e, Mickurg
v
(839)

kde pti transformaci povrchového integralu na objemovy integral, jsme pole
tlaku prodlouzili i do oblasti, kterou zaujima dané pevné téleso. Dale jsme
pouzili vektorovou terminologii, kde I = §% a kde e, je jednotkovy vektor ve
Smeru osy z.

Interpretace rovnice (839) je znamy Archiméduv princip: Téleso, které
je vnoreno do kapaliny, je nadndseno silou,rovnajici se tize kapaliny stejného
objemu jako je ponorend cast télesa.

Déle na téleso pusobi gravitaéni sila o velikosti Mg, a tedy vysledna sila
pusobici na téleso je rovna

FUZ/S = _(M - Mtekut)gez . (840)

5.5 Lagrangeovska forma hydrodynamickych rovnic

Ptedchozi rovnice byly napsdny jako rovnice pole, tedy vyjadruii zménu
veli¢in, jako rychlost kapaliny, hustota a tlak v zavislosti na jejich poloze a
na casovém vyvoji. Na druhou stranu je mozné formulovat hydrodynamické
rovnice, které maji podobnou structuru jako klasické pohybové rovnice pro
jednotlivé ¢astice. Tyto pohybové rovnice jsou znamy jako Lagrangeovskd for-
mulace rovnic hydrodynamiky. Abychom odvodili tuto formulaci pohybovych
rovnic zavedeme tzv. unasenou ¢asovou derivaci

D, =0, +1'0; . (841)
Pomoci této derivace dostavame, Ze rovnice spojitosti ma tvar

Dip = —pViv' . (842)
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Tato rovnice mé nasledujici fyzikalni interpretaci, jenz nam tika, ze maly
element kapaliny méni svou hustotu za ptredpokladu, ze pohyb kapaliny je
konvergentni. Jinymi slovy, komprese elementu kapaliny je dana vyrazem
—&-vi.

Podobnym zpusobem muzeme postupovat v ptipadé Eulerovych rovnic:

o' + Vu'v! = —;(ijp - 00,
(843)

kterd s pouzitim unasivé ¢asové derivace je rovna

Dt’UZ = —;ijjp - al(b .
(844)

Opét tato rovnice ma fyzikalni interpretaci, ktera iikd, ze element kapaliny
je urychlovan silou, ktera je ddna gradientem tlaku a také gradientem po-
tencidlu objemové sily.

6 Lagrangeovsky a Eulerovsky popis tekutiny
a jejich vzajemny vztah

Lagrangeovsky popis tekutiny je zalozen na popisu dynamiky a soutradnic in-
dividudlnich ¢astic kapaliny. Tyto ¢astice splinuji Newtonovy pohybové rov-
nice, alespon v jejich nerelativistickém piipadé. Na druhou stranu Eulerova
formulace je zalozena na popisu, kdy tekutina je popsana hustotou p, rych-
losti v, které jsou vzdjemné svézany rovnici spojitosti, zatim co Eulerovy
rovnice popisuji jejich dynamiku. Eulerova metoda je zalozena na pojmu
pole, které ma fundamentalni vyznam v moderni teoretické fyzice.

Je velice uzitecné studovat vztah mezi témito dvéma popisy. Pro jed-
noduchost uvazujme castici, kterd méa hmotnost m a je popsana pomoci
soufadnicové funkce X*(t), jejiz casova zdvislost je ddna rovnici

Xi(t) = “F(X(1)) . (845)

m

Toto je Lagrangeovsky popis dynamiky ¢astice, nyni napsany v jeji Newto-
novské formeé. Jako dalsi krok zavedeme Eulerovu jedno-casticovou hustotu
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(poznamenejme, Ze se nyni jednd o soutradnici teorie pole)
p(t,x) = mé(X(t) — x) (846)

kde delta funkce znamenad, ze tato hustota je nenulova pouze v misté lokali-
zace castice. Kdyz provedeme ¢asovou derivaci této funkce, dostavame

0 S(X(t) —x)X' =

Ouplt x) = m——
(R ma() —x0)) = o [t )plt. )]
(847)
kde Eulerova rychlost je definovana jako
vi(t,x) = X'(t), prox = X(t) . (848)

Vidime, ze Eulerova rychlost je definovana pouze v bodé, kde je dana céstice
lokalizovana (x = X(t)). Pak je jasné, Ze rovnice spojitosti m4 tvar
Qup(t,x) + 0" (t,x) =0,
Ji(t ) = 't x)p(t, x) = X (Hmd(X(1) —x) -
(849)
Abychom obdrzeli Eulerovy rovnice, provedeme derivaci j¢ vzhledem k ¢asu
atji(t7 X) - atvi<ta X),O(t, X) + 8tp(t7 X)Ui(t7 X) =
= X'"(t)mé(X(t) — x) + X'm—=—=0(X(t) — x) X’ (t)

0X7
(850)

Nyni pouzijeme na levé strané rovnici spojitosti, zatim co na pravé strané
pohybovou rovnici, ¢imz dostaneme

0" (t, x)p(t,x) — v'(t,7)0;(p(x, )0’ (x, 1)) =

= X{(t)ymé(X(t) — x) + Xi(t)m%é(X(t) —x)X(t)

= FUX(1)8(X(t) — x) — % (Xi(t)Xﬂ‘ (Hymd(X(t) — x

~—
N—

(851)
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S pouzitim (846) dostdvame, ze tato rovnice ma tvar Eulerovy rovnice (pro
jednocasticovou kapalinu)

o' (t,x) + v'(t,x)0;07 (t,x) = %Fi(t,x) . (852)

Presnéji feceno, tato rovnice plati pouze v bodé x = X. Na druhou stranu je
mozné provést vhodné prodlouzeni dané funkce z bodu x = X tak, ze tato
rovnice plati v celém prostoru.

Dany pfristup je mozné také provést v pripadé N céstic, kde pohybova
rovnice pro n—tou ¢astici ma tvar

X, (t) = ——F (Xy(t), ..., X, (1)) . (853)
mn

Protoze predpokladame, ze vSechny céastice jsou identické, hmotnost ¢astice
m nenese index n. Dale, sila F,, ma funkcionalni zavislost na X,, nezavislou
na n a je symetrickou funkci vzhledem k zbyvajicim N — 1 funkcim

X, (1) = R (X (0 {Xal0) h #)) (854)

Eulerovska hustota hmoty, rychlost a tok jsou definovany jako

p(t,x) =m Y 6(Xn(t) —x)
j(tx) = v(t,x)p(t,x) =m Y _ X, (£)6(Xn(t) — x) .

(855)

Je jasné, ze funkce v(t,x) je definovéana pouze v bodech x = X(t). Je jasné,
ze odvozeni rovnice spojitosti a Eulerovych rovnic je stejné, jako v pripadeé
jednocasticové situace studovane vyse.

Pro skutecnou formulaci tekutiny musime ptejit od diskrétniho popisu ke
spojitému. Toho dostaneme tim, ze prejdeme od diskrétniho symbolu n ke
spojitému symbolu x a tedy Lagrangeovské soufadnice X,,(t) se stane funkei
X(t,x). Bézneé se setkavame s formulaci, kdy x je specifikovana podminkou,
Ze popisuje souradnici tekutiny X v poc¢atecnim case t = 0

X(0,x) =x . (856)
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Je také uzitecné nahlizet na funkci X(x,t) z rozdilného dhlu pohledu. Je
jasné, ze oborem hodnot X tak x je prostor R3. TudiZ muZeme interpre-
tovat X(x,t) jako zobrazeni z R® — R3. Jestlize budeme piedpoklddat, ze
uvazujeme konservativni systémy, kdy se trajektorie ¢astic nepiekryvaji, pak
dostavame, ze toto zobrazeni je diffeomorfismus s tim, ze existuje jeho in-
verzni zobrazeni x = x(X, t) tak, ze

X(X7 t)‘x:x(X,t) = X ,X(X, t)lX:X(x,t) =X . (857)

Dynamika ¢éastice je opét popsédna pomoci Newtonovy pohybové rovnice

X(t,x) = %F(X(t, x)) . (858)

Hustota a rychlost jsou definovany jako
ptx) = o [P¥oX(ty) = x)

it x) = v(t,x)pt,x) = po/dDyX(t,y)fs(X(t,y) —X) .
(859)

Hustota py je konstatni hustota hmoty, tak ze objemovy integral funkce
p(t,x) je celkovd hmotnost kapaliny. Samoziejmé predpoklddame, ze funkce
v(t,x) je hladkou spojitou funkei, ¢oz je fundamentéalni predpoklad v teorii
kapalin.

Nyni odvodime rovnici spojitosti a Eulerovu rovnici pro tyto hustoty a
tok. Casové derivace hustoty dané (859) je rovna

L 90(X(t,y) —
dyp(t,x) = po / Py xi (wf) ) _

o [y 2L =)

= | [ X Iy 30| = -0 (00
(860)
€0z je rovnice spojitosti ve tvaru
Op(t,x) +divj(t,x) =0 . (861)
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Co se tyka Eulerovych rovnic, postupujeme néasledovné

atj<t’ X) = atv(ta X)p(t, X) + V<t’ X)atp(tv X) -

[ am(X.3)503) ) + X130 %000, ) P TV

(862)

Nyni opét pouzijeme rovnici spojitosti na levé strané, zatim co na pravé
strané pouzijeme pohybovou rocnici, ¢imz dostavame

Ov(t,x)p(t,x) — v(t,x)div(v(t,x)p(t,x)) =

[ 5K 315X 0.3) =)+ K13 Xo(1,) 2L =),

— [ Pyp(PEyaXy) %) - 5 [ dPymXE )X y)X Ey) )

(863)
Nyni definujeme silu jako
1
Rt = [ PYEEIXEy) <% (00

tak, ze prava strana ma tvar

LR x)plt ) 2 V(X ()0l %)) =

%F(t,x)p(t,x) (%)=L [t x)p(t, x)] — B ()0 X)p(E, x)

D
(865)
Porovnanim levé a pravé strany dostavame Eulerovy rovnice ve tvaru
, 1
Ov(t,x) +v'(t,x)0;v(t,x) = —F(t,x) . (866)
m

~ e~/

je znama sila, ktera je funkei pouze x. Na druhou stranu, jestlize vezmeme do
uvahy moznost, ze tato sila také zavisi na vnitini strukture kapaliny, pak tato
sila muze byt nelokélni sila zavisla na distribuci ¢astic kapaliny. Budeme tedy
postulovat, ze mezi ¢asticové sily jsou kratko dosahové a tudiz zavisi pouze
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na distribuci ¢astic bezprostiedné sousedicich s danou ¢astici. Pro takové sily,
F zavisi pouze na hustoté c¢astic a jejich derivaci v bodé x. Poté je jasné, ze
tato sila je dana gradientem tlaku v bodé x, takze nahradime pravou stranu
vyrazem —/%Vp, kde p je tlak. Poté, je-li dana stavova rovnice mezi tlakem

a hustotou p = p(p), dostdvame néasledujici uzavieny systém rovnic
Orp(r,x) + V(v(t,x)p(r,x)) = 0,
ov(t, %) + (V(L,X) - V)V(t, x) = —%Vp(p) |
(867)

Jak jiz vime z predchozich kapitol, tyto rovnice popisuji idealni tekutinu.

6.1 Lagrangian a Hamiltonian pro mechaniku tekutin

Jak jiz vime, pro popis tekutiny méame dva druhy popistu: Prvni, znamy jako
Eulerovsky, pouziva prostorové zavislé pole rychlosti, hustoty a nékterych
termodynamickych proménnych. Na druhou stranu Lagrangeovsky popis pouziva
soufadnice ¢dstice X*(£%,t), kde & oznacuje soufadnice ¢dstice v case t = 0.
Tyto pocdtecni soutadnice, stejné, jako soutadnice X*(£%,t) vyplauji stejnou
oblast D C R®. Jestlize uvazujeme pouze konservativni systémy, kde trajek-
torie riznych ¢éstic se neprotinaji, pak je jesné, ze funkce X* = (£, t) definuji
diffeomorphismus z D C R? a také, Ze existuje inverznf funkce £(X?, t), kterd
splnuje nasledujici podminky:

X' ) |emeipxny =X, E(X )| xexen =&
(868)

Prostorova hustota ¢astic v ¢ase t je rovna

plx.t) = [ deon()5(x ~ X(t.6)) (569)
kde po(§) je pocatecni hustota v ¢ase t = 0. Pole rychlosti v, jako funkce x, ¢
v(x,t) = X(€'(x,1),1) (870)

kde &' je inverznf funkce ddna v (868). Tuto funkci miuzeme také prepsat do

tvaru .
v(x,t) = [ d%po(£)X(&,)0(x — X(&,1))
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nebo ekvivalentné
b tivixt) = [ demOXE0sx-X€n) . 67

Abychom vidéli ekvivalenci mezi (870) a (871) provedeme integraci pres £ v
(871)dostaneme & = £(x,1), jak vyplyvé z definice zobrazeni (868).

Je opét jednoduché najit rovnici kontinuity v tomto popisu. Kdyz vez-
meme ¢asovou derivaci hustoty definované v (869) podle ¢asu dostaneme

Ouplx.t) = [ a'ep(€) 500~ X(6.0) =

—— [ atemleXie. 50~ X(6.0) -
=2 ([ #em(©xiEnitx - X(6.0) = - 2 (o DvO. 1)
(873)

Nyni prejdeme k Lagrangeovské formulaci hydrodynamiky. S pouzitim soutadnic
X (&, ) jako konfiguracnich proménnych muzeme uvazovat nejjednodussi moznost
jak popsat pohyb tekutiny pomoci Lagrangianu

L= / di¢ (%X%g,t) . V(X)> , (874)

kde V(X) je potencidl, jehoz specificky tvar odvodime nize. Pak s pomoci
tohoto Lagrangianu muzeme lehce najit pohybové rovnice pro kapalinu v
Lagrangeovské formulaci, kdyz provedeme variaci vzhledem k X

oV

mX(€) = g = FXE@) . FX(@) = -VV(X(©) . (875)

Je také ziejmé, ze je mozné jednoduse prejit k Hamiltonovské formulaci te-
kutiny. Zavedeme-li zdruzené impulsy

P(¢) = mX(¢) (876)
pak muzeme jednoduse najit odpovidajici Hamiltonian
H— [ (Pox-1) = [ at (%PQ(&) ¥ V<X<£>>> e
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Fundamentélnim objektem v kanonickém formalismu jsou nésledujici Poiss-
novy zavorky

{X(©). P(&)} =1 - ¢) . (878)
Vidime, ze fazovy prostor tekutiny je dan proménnymi
XU(& 1), Pi(&,t) . (879)

Nyni pfejdeme k detailnimu popisu potencialu V. Jak vime, funkce X(&, t)
definuji diffeomorfismus na prostoru R®. Pak je jasné, Ze matice
A (6, 1) = ok (880)
je negenerativni pro libovolné &' a t. Necht nyni uvazujeme ndsledujici po-
tencial

V(X) = f(det AGE(X, 1),1)) . (s51)
Variace tohoto potencialu je rovna
oV ddet A SAF
d o _ de gl OA7  p—1yl _
/d £2% = (et A) IS = /d £ (det A) T2 (A1), det A
= —/ddga% ((A71)F det Af'(det A))
(882)

Pak je jasné, ze pohybové rovnice v Lagrangovské formulaci maji tvar

. P
mX;(&,t) — o6, ((A™HF(E t) f'(det A)det A) =0 . (883)
k
Abychom nasli pohybové rovnice v Eulerovské formulaci uvazujme ¢asovou
derivaci nasledujicitho vyrazu

2 xtivi 1) = [ atem(R (€ nitx - X(e0) +

+ [ diepeX(e 0 506 X(60)

(884)
S pouzitim nasledujictho vyrazu
0 O OX(&,t) 0
5006 = X (€ 1) = =T ok - X (1) (885)
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a dale s pouzitim pohybové rovnice (883) dostavame
0 ; 0
a—(p(X7t)U (Xa t)) + @( (X t) (X t) (Xv t)) =
0

t
— [ e T (A ) et A) et 4) - X6 1)

(386)

Nyni pouzijeme nésledujici upravu

/ ddngT(f)a% ((A™DYE(E, £) £/ (det A) det A) 6(x — X(€,1)) =

:__/ dgagk po(€)d(x — X(&,1))) (A& 1) £/ (det A) det A =

aig 0 perPod(x = X(, H)(AEE 1) f/(det A) det A +

m
l
— / d%p 0‘;); “DE90(x — X) f'(det A) det A =
(887)

Necht nyni pfedpoklddejme, Ze mame pocatecni homogenni rozlozeni hustoty
¢astic po(§) = const. Budeme také normalizovat tuto hustotu tak, ze je rovna
po(&) = 1, coz odpovidé efektivné jedné ¢dstici v elementdrnim objemu. Pak
prvni integral dany v (887) je roven nule. Konecné kdyz pouzijeme

AT = Ay = (855)

dostaneme
l
—/ d{po?;gk Hr06(x — X) f'(det A) det A =
0
_ d . o / —
-2 / A%€py (% — X) ' (det A) det A

= %ai / d?€pod(x — X(&,1)) f/(det A) det A = %al f'(det A)

Ei :gi (Ivt)
(889)

kde faktor det A se vyrusi z faktorem
funkce.

L vystupujici pii vipoctu delta
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Kombinaci téchto vysledku dostaneme pohybovou rovnici

0 0 0
mp(x,t) (@ +oM(x, t)@) vi(x,t) — O (f'(det A&, 1)) lgr=¢i (@) =0

(890)
Je ztejmé, ze kdyz identifikujeme —%f’(det A& 1)) |eizui(wp s tlakem p(x,t)
rovnice (890) mé tvar Eulerovy rovnice

p(x,1t) (% +0F(x, t)%) vi(x,t) = —% (x,1) . (891)

Je dobré zduraznit, ze tlak p(x,t), ktery vystupuje v této rovnici, neni vy-
volan vnéjsi silou ale je dusledkem interakei mezi ¢asticemi. Dulezité je ale
zduraznit nasledujici fakt, Navier-Stokesova rovnice nemuze byt urcena z va-
ria¢niho principu, jinymi slovy neni mozné najit odpovidajici Lagrangian.
Toto vyplyva ze skutecnosti, ze Navier-Stokesova rovnice obsahuje disipa-
tivni ¢ast, ktera neni casové symetrickd. Poznamenejme, ze je také nemozné
najit Lagrangeovskou formulaci pro disipativni sily v klasické fyzice.

7 Viskozni kapalina

V kapitole tykajici se mikroskopické formulaci teorite tekutin jsem odvodili
nasledujici formu tensoru tlaku

P = poi; + mij (892)

kde 7;; je tensor s nulovou stopou, ktery linearné zavisi na A;; = %(@-Uj +0,v;).
V piipadé idedlni tekutiny mame, Ze m;; = 0. Na druhou stranu vime, ze tento
predpoklad vede k nefyzikalnim vysledkim. Pokusime se nyni urcit fyzikalni
vyznam tohoto tensoru ¢isté pomoci makroskopickych tvah.

Ze zkusenosti vime, ze v redlné tekutiné existuje vnitini treni. Toto tfeni je
znamé jako Viskozita kapaliny pusobi proti relativnimu pohybu sousedicich
vrstev tekutiny. Uvazujme tekutinu, kde jeji vrstvy v zx roviné se pohybuji
ve sméru osy x. Pro pole rychlosti se smykem je znamo, ze vrstvy, které se
pohybuji mensi rychlosti v, a které jsou polozeny nize pod danou vrstvou
xz, budou pusobit proti pohybu této vrstvy xz, kterd je polozena vyse. Na
druhou stranu toto plati i naopak, ze tedy vrstva s polozena vyse a ktera
se pohybuje vyssi rychlosti urychluje nize polozenou vrstvu. Vidime tedy, ze
tato sila musi pusobit ve sméru osy x aby zpusobovala zménu rychlosti. Na
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druhou stranu je jasné, ze musi pusobit podél celé roviny xz. Vime, ze sila
podél elementu plochy s normalou n* je rovna

(deovrch)i = —R-jnde = —pdSZ — Widej . (893)

Protoze tato sila musi pusobit podél rovniny zz, normala je dana vektorem
nY a protoze tato sila ma komponentu ve sméru osy x je ziejmé, ze tato sila
je zpusobena komponentou tensoru m,,. Tato sila je rostouci funkei gradientu
rychlosti, to znamena musi byt imérna %L;. Tento predpoklad vedl Newtona

k formulaci smykové sily ve tvaru

Tay = —H o (894)

kde p je koeficient viskozity. Tekutiny, pro které plati tento vztah mezi tenso-
rem smyku a gradientem rychlosti jsou znamy jako Newtonovské tekutiny.

Jak bude vyplyvat z nasledujici ivahy, tensor smyku musi mit kompliko-
vanéjsi tvar nez ten, ktery je uveden vise. Toto muzeme nazorné demonstro-
vat na pripadu rotaci tekutiny jako pevného télesa. Uvazme téleso rotujici

s uhlovou rychlosti 2 = (0,0,), coz vede k nasledujicim komponentim
rychlosti
v=0Qxx=(—y2,z20,0) . (895)
Pak jasné dostaneme
v,
Moy = ~H g, = pe2 (896)

které je nenulovy ackoliv muzeme predpokadat, ze zde neexistuje smyk v
pripadé rotace tekutiny jako rotace tuhého télesa. Na druhou stranu dostavame,
ze p(0yv, + 0yvy) = 0. Obecné muzeme psét

ov' 1 ot Ov? 1, 0vt  OvI 1

07~ 290 T g T 3lgm T ap) T Mt gl (897)

kde wy, = €x,50,v5 je vifivost. Vidime, ze A;; vyjadiuje deformaci, zatim co
druhy clen odpovida rotaci. Z tohoto duvodu tensor smyku pro Newtonovské
kapaliny by mél radéji zaviset na symetrické ¢asti gradientu rychlosti, coz je
A;j, nez na samotném gradientu rychlosti. Necht tedy uvazujme nejobecnéjsi
formu tensoru druhého Fadu, ktery je linearni funkei symetrické kombinaci
gradientu rychlosti

81;1' 8’Uj 8vk . .. .
(- iJ kk Sij
a ( e + a;&) + b_axk5 2aAY + ATV (898)
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Poté muzeme tedy napsat nejobecnéjsi formu tensoru tlaku ve tvaru

1 ov dv;  0v;

Bij = pdij—2p (Aij - g%’/\kk) —CApidi; = (P - Ca—ml?ij) —H ((‘91:- + 81}3» -
7 7

(899)

coz muzeme napsat v ekvivalentnim tvaru
1
Zde m;; je bezestopy tensor viskozniho napéti zptisobeny rychlostnim smy-

kem. Koeficient p je koeficient dynamické viskozity. Na druhou stranu prvni
¢len je roven

1 ’ 1dp
D — —P = — 67/ ¢ — — 5 901
p=gblw=p o' =p+¢ o di (901)
kde jsme pouzili rovnici spojitosti
dp ot . 0p o' 1dp
— . =0 == ———. 902
ot + Powi 7Y oui ox? pdt (902)

Koeficient ¢ je znam jako koeficient objemové viskozity, ktery je zpusoben
viskoznimi silami odpovédné za objemové deformace. Ukazuje se, ze obje-
mova viskozita je dulezitda pouze v pripadé, kdy stlacitelnost tekutiny je
dulezita, naptiklad v pripadé razovych vin.

Nyni bychom radi ukazali alternativni postup, které vede k formulaci dy-
namiky viskozni tekutiny. Tento postup je zalozen na efektu disipace energie
béhem pohybu tekutiny na samotny pohyb dané tekutiny. Tento proces je
vysledkem termodynamické nevratnosti, ktery vzdy existuje v readlné tekutine
a je vysledkem vnitiniho tieni a teplotni kondukce.

Abychom formulovaci pohyb viskozni tekutiny, je nutné dodat dalsi cleny
do pohybové rovnice pro idealni tekutinu. Je jasné, ze rovnice spojitosti musi
platit pro libovolnou tekutinu, bud’ viskozni, nebo idealni. Na druhou stranu
Eulerova rovnice musi byt modifikovana.

Poznamenejme, ze Eulerova rovnice muze byt zapsidna ve tvaru (bez
vnéjsich sil) ) 5

L
(v = =5 (903)

kde II;; je hustotat toku hybnosti, kterd ma tvar
IL = pdix + pvivy - (904)
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Abychom dokazali, ze (903) vede k Eulerovym rovnicim, dosadime (904) do
(903), tak dostaneme

0 8vi
a_fvi +p o ip — Opvivgp — v;O0k(pur) =
8%
— O (pug)vi + PE = —0;p — Ovivrp — VO (puy) =
(%Z-

+0 = 1
VUL = ——0;
ot Wk p P

(905)

kde jsme v prvnim kroku pouzili rovnici spojitosti.

Pohybové rovnice pro viskozni tekutinu mohou byt tedy urceny z rov-
nice (903), kde provedeme modifikaci jeji pravé strany. Jinymi slovy musime
zavést dodatecné cleny do II;;, které vezmou do tvahy efekt viskozniho
prenosu hybnosti v tekutiné. Budeme tedy psat

Hz’j = p§ij + pUv; — O'll-j = —0yj + puY; . (906)

Formu tensoru o;; je mozné urcit pomocf ndsledujicich ivah. Proces vnitinfho
tfeni vznika za predpokladu, kdyz rozdilné ¢éastice tekutiny se pohybuji rozdilnymi
rychlostmi. Pak je zfejmé, ze oj; muze byt funkef pouze prostorovych de-
rivaci rychlosti. Jestlize také jsou tyto derivace malé, muze predpokladat,
ze viskozni transfer hybnosti zavisi pouze na prvnich derivacich rychlosti.
Vidime, Ze o}; nemuZze obsahovat cleny, které nezaviseji na d;v;, nebot ol
musi byt roven nule pro v = const. V piipadé rovnomérného rotac¢niho po-
hybu muzeme pouzit stejné argumenty, jako jsme pouzili v predchozi diskuzi.
Pak je jasné, ze o}, ma tvar

;L ov;  Ov; 2 Oug oy,
% = H ((%j + ox; 3(SZJ axk) 00 Oz (507)

kde koeficienty u, £ nezavisi na rychlosti, ale mohou zaviset na soutadnicich,
pripadné jinych termodynamickych veli¢in.
Je mozné ukézat, ze koeficienty p a ¢ musi byt kladné

w>0, ¢>0. (908)

Nyni, kdyz jsme odvodili tvar tensoru toku hybnosti, muzeme jednoduse urcit
pohybové rovnice pro viskozni tekutinu, kdyz dosadime (906) spolu s (907)
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do (903), coz nam dava

an 8% o r
g ( o " axkv‘“) = 0w+ 005 =

B 0 Ov;  Ov; 2. Oug 0 vy,
= “opt 0z, <8$]~ * ox; 35” 8$k> * Ox; (Cé?:zrk)

(909)

Toto je nejobecnéjsi forma viskozni tekutiny. Koeficienty u, ¢ jsou funkcemi
tlaku a teploty, které obecné nejsou konstantni, a tudis tyto veli¢iny nemohou
byt vyneseny mimo parcialni derivace. Na druhou stranu v mnoho piipadech
koeficienty viskozity mohou byt brény jako konstanty. Poté rovnice (909) ma
tvar

P\ot T oz k) T TP T e\ o 31 5z \ 9k

Toto je slavna, Navier-Stokesova rovnice. Ukazuje se také, ze v mnoha piipadech
je mozné uvazovat tekutinu jako nestlacitelnou 9;v° = 0, a tedy posledni ¢len
na pravé strané (910) je roven nule. Pak rovnice (910) se zjednodusi do tvaru

(910)

ov; : 1 g ([ 0v;
‘ el ;= ——U; a— Z. 11
BT + v’ 0;v pap—l—uax] (8x3) : (911)
kde v je koeficient kinematické viskozity
v="1 (912)

p

7.0.1 Porovnani Navier-Stokes a Eulerovy rovnice

Je uzitetné provnat Navier-Stokesovu rovnici (Budeme uvazovat jeji zjed-
nodusenou formu danou rovnici (911)) s Eulerovou rovnici. Vidime, ze tyto
rovnice se odlisuji pouze dodateénym clenem v Navier-Stokesové rovnici

V% (g;’;;), ktery ovSsem kompletné zméni fyzikalni podstatu teorie. Tento
dodatec¢ny c¢len obsahuje prostorové derivace druhého radu, zatim co Eule-
rova rovnice obsahuje derivace prvniho fadu. Vidime tedy, Ze potiebujeme
vice hrani¢nich podminek, abychom nalezli feseni N-S rovnice, nez v pripadé

Eulerovy rovnice. V piipadé Eulerovy rovnice, bézna hrani¢ni podminka k4,
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ze komponenta rychlosti, kolma na zafixovanou pevné danou hranic¢ni plochu,
je rovna nule. Tato podminka pak vede k jednozna¢nému feseni.

Na druhou stranu N-S rovnice, ktera obsahuje prostorové derivace druhého
radu, dovoluje ulozit podminku v = 0 na pevnych hranicich, coz je cha-
rakteristickd podminka pro viskozni tekutinu. Tato podminka ma hluboky
fyzikalni vyznam, protoze dovoluje studovat efekt tfeni tekutiny na télesa
vnorend do ni.

Otazka je pro¢ hrani¢ni podminka v = 0 na hranicich je ta spravna.
Muzeme podat nasledujici fyzikalni vysvétleni. Vime, ze jisté exituji pritazlivé
sily, mezi molekulami tekutiny a molekulami, které tvori povrch ohranicujici
danou tekutinu. Tyto sily maji za néasledek, ze vrstva tekutiny, kterd priléha
k danému povrchu se nemuze pohybovat a tedy je v klidu. Tudiz je ptirozené
polozit hrani¢ni podminku v = 0 na hranici.

7.0.2 Rovnice pro vitivost pro viskozni tekutiny

V piipadé, ze provedeme rotaci N-S rovnice, dostaneme rovnici pro virivost
ve tvaru

%—C::VX(VX(U)—FVVQW, (913)

kde 9 8
2= = 14
o' 0x* (914)

Jako dalsi krok zavedeme Cirkulaci definovanou jako

r(e) = fv ds | (915)

kde C je uzaviena materidlni kiivka, t.j. ktivka protinajici sousedni elementy
tekutiny a ktera sleduje jejich pohyb. Pomoci Stokesova véty muzeme napsat

r<0):jfv-ds:/s(va)-dsz/sw-dsznsu),t), (916)

kde S je libovony povrch, ktery je ohranicen C. Tedy, cirkulace je rovna toku
vitivosti.
S pojmem cirkulace je spojen nasleduji teorém, znamy jako Kelvinav
teorém:. Tento teorém v pripadé idealni tekutiny iiké, ze
dr . T(S1,t1) = T(S,1)

at oo - (917)
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Nyni vysvétlime vyznam jednotlivych pojmu. Vyznam S je zfejmy a neni
to nic jiného nez libovolny povrch v kapaliné, ktery je ohranicen kfivkou
C. Pak povrch S; je tvoren body tekutiny, které se vyvijeji pomoci svych
dynamickych rovnic z bodu na plose S.

Nyni provedeme ditkaz tohoto teorému. Nechf méme vektorové pole Q,
které splniuje rovnici

divQ=0. (918)
Necht toto pole spliiuje pohybovou rovnici
a—Q:Vx(va). (919)

ot
A konecné definujme I' = |, ¢ Q- dS a pocitejme

dr . T(Si,t1) —T'(S,t) B
= = (Sltlgt = 5 =1+t . (920)
Pak mame
0Q
['(S1,t1) = Q(x,t+dt)-dS = [ [Q(x,t) + 5155()(, t)]-dS =
5'1 Sl
0Q 2
= Q(x,t)-dS +dt | —(x,t)-dS+ O(6t") .
S S at
(921)
Pak mame
[(S1,t+6t) —T'(S,t)
St B
1
= — Q(x,t) -dS+/Q(x,t)(—dS) +/@(X,t) -dS
ot /s, S ot
[ ] = Q-dS — Q-dS=
oV cc
= / d*x(div Q — Q(x,t)-dS = — Q(x,t)-dS
Vv cCq CCt
(922)
kde V' je objem, jehoz hranice 9V je dana nasledujicim sjednocenim
oV =S1usSucc (923)
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Jinymi slovy povrch C'Cy je vytvoren body na kfivce, ktera se pohybuje ze své
pocatecni konfigurace C' do konfigurace C', pricemz body sleduji své pohy-
bové rovnice. Poznamenejme také, ze pii prechodu z druhého na treti radek
v (922) jsme nejdiive pouzili Gaussovu vétu a pak jsme vyuzili predpokladu
(918). Pro dalsi postup je dulezité si uvédomit, ze normalni vektor k plose
CC} je dan

dS = —otv(x,t) x dl , (924)

kde dl je drahovy element definovany na kiivce S. Pak dostaneme

Q- -dS = Q- (—dtv(x,t) x dl) =
cCy cCy

:(stf(va).dlzatj{[vX(va)]-ds
: ’ (925)
kde jsme také vyuzili vlastnosti vektorového soucinu
A-BxC)=B:-(CxA)=C-(AxB),AxB=-BxA (926)

pro libovolné vektory A, B, C. S pouzitim (925) pak dostaneme

dr 0Q
Y e .dS . 2
= /S[(‘?t V x(vxQ) (927)
Koneéné s pouzitim (919) ndm predchozi rovnice fika, ze
dl’
—=0. 928

Rozvétveni Kelvinova theorému-Helmholyovy theorémy

Tyto theorémy piimo vyplyvaji z Kelvinova theorému. Pted tim, nez pro-
vedeme jejich formulaci, musime zadefinovat pojem virové trubice, coz jsou
trubice tvoreny ze svazku kiivek, jejichz tecny jsou vektory w. Pak z predchozi
diskuse je jasné, ze tok vitivosti pfes plochu trubice je konstantni a roven cir-
kulaci podél uzaviené kiivky, ktera ohranicuje danou trubici. Helmholzovy
theorémy pak tikaji

e Cirkulace se zachovava s ¢asem.

e Virové cary se pohybuji v tekutiné, aniz by dochézelo k jejich vzniku a
zaniku.
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e Diky identité divw = 0 plati, ze kiivky vifivosti a trubice musi mit tvar
uzavienych ktivek nebo byt nekonec¢né dlouhé ¢i zacinaji nebo konéi na
pevnych hranicich, které vymezuji tekutinu.

Nyni se vratime k problematice viskozni tekutiny, presnéji feceno ke stu-
diu chovani vitivosti. V tomto piipadé ¢asova zavislost cirulace je rovna

%Sf):/s{g—i—Vx(vxw)}dS:

:u/S(VQw)-dS:u]{C(V%)-dI
(929)

kde posledni rovnost plati pro nestlacitelnou tekutinu. Vidime tedy, ze koneéna
viskozita vede ke vzniku a také k moznému zaniku viru. Napriklad, pii po-
hybu tyce ve vodé vidime, zZe se za ni tvoii viry. Z predchozi diskuze je ztejmé,
Ze toto je pouze mozné za predpokladu nenulové viskozity kapaliny.

Poznamenejme také, ze i v piipadé nestlacitelné viskozni tekutiny je ener-
getickd rovnice prebytecna.

7.0.3 Disipace energie v pripadé nestlacitelné tekutiny

Existence viskozity ma za néasledek disipaci energie, ktera se pfeménuje na
teplo. Pro jednoduchost se omezime na piipad nestlacitelné tekutiny kde

P = Po-
Uvazujme kinetickou energii pro nestlacitelnou tekutinu

Frin = % dBxv? . (930)

Nyni vezmeme casovou derivaci této kinetické energie

dFEin ,
d—]; = po/d?’xvﬁtv’)
(931)
Vyjdeme z N-S rovnice pro nestlacitelnou tekutinu ve tvaru
ov; ov; 10 1 0o’
T gt 2P - Tk (932)
ot Ox,  poOx;  po Oxy,
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Pak podyv;v° je rovno ndsledujicimu vyrazu

1 9 , 0
— =V —V* — —
p02 e oxk oxk

1 D ov;
= —ak[POUk(§U2 + ,0_0) — Vo) — Uz{ka_xk

!
ol .
k+ zkvz:

poOvv’ =

(933)

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze v pifpadé nestlacitelné tekutiny plati 9,v* =
0.

Vidime, ze vyraz v zavorce je tok hustoty energie, kde ,OV(%UQ + %) je tok
energie zprostiedkovany skuteénym transportem hmoty a je stejny jako tok
energie v ptipadé idealni nestlacitelné tekutiny. Druhy ¢len, dany jako viagj
je tok energie zprostiedkovany vnitinim tfenim.

Nyni, kdyz provedeme integraci (933) pres objem, dostaneme

9, 1 1 D ;
— | d*x= 22—% —v? + =) — v0, de—/d?’ ;
v X5 P ; povk(Qv 0) ViT | M X0, o

(934)

Prvni ¢len na pravé strané udava zménu energie diky toku energie pies po-
vrch, ktery ohranicuje V. Na druhou stranu druhy ¢len udava tubytek kine-
tické energie za jednotku casu diky disipativnim silam.

Jestlize predpokladame, Ze je mozné rozsitit integraci na cely objem teku-
tiny, pak povrchovy integrél je roven nule, bud z divodu, Ze uvazujeme ne-
konecné velkou integracni oblast a pak predpokladame, ze rychlost je nulova
na nekonecné vzdalené plose, nebo uvazujeme tekutinu ohrani¢enou pevnym
povrchem, kde ale povrchovy integral je roven nule diky hrani¢nim podmince
v = (. Pak dostaneme vyraz pro disipaci energie za jednotku ¢asu v celém

objemu
. ov; 1 ov;  Ovy,
Epin = — | d&®x0ly— = —= [ d’x0] : 935
b / X oxy, 2 / X (8xk. + 8xi> (935)
diky faktu, Ze tensor oj; je symetricky. V piipadé nestlacitelné kapaliny do-
staneme )
. 1 ov;  Ouy
Epin = —=p | d° : : 936
g 2#/ X(@xk—{—({)xi) (936)

Protoze disipace vede k ubytku mechanické energie, vidime z ptredchoziho
vyrazu, ze p musi byt kladné ¢islo.
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7.0.4 Couettuv tok

Uvazujme nestlacitelnou tekutinu mezi dvémi rovnobéznymi deskami loka-
lizované v bodé x = 0 a x = h. Predpokladejme, ze horni deska se pohy-
buje rychlosti V' podél z osy, zatim co dolni deska je v klidu. Poté muzeme
predpokladat, ze tok mezi deskami probiha pouze podél osy z a nezavislé na
soutadnicich y a z. Tedy, v = (0,0,v(x)). Protoze také predpokladdme, ze
tento pohyb je ustaleny, a ze rychlost se neméni podél osy z, pak dostaneme

({;;Z + 00w, =0+ 000, =0 .
(937)
Poté N-S rovnice se redukuje do nasledujiciho jednoduchého tvaru
8 81)2‘
Explicitné dostavame
dp d*v
Oup=0yp =0, %—M%- (939)

Protoze leva strana této rovnice zavisi pouze na z, zatim co prava strana
zavisi pouze na x dostaneme, ze obé strany se musi rovnat konstanté. Tedy

d*v dv 1 1
u%:cméazﬁcmx—l—q,évzﬂcmxz—kclx—l—co. (940)
kde J
p
L= — . 941
¢ dz (941)

Abychom urcili integraéni konstanty, pouzijeme podminky, ze pro z = 0,v =
0 a ze pro x = h,v = V. Prvni podminka dava

Co = 0 (942)
zatim co druhd vede k rovnici
1 1 dp
V=—ch+ch=he=V—_——h. 943
QMC +c 1 2 da (943)
Vysledkem dostanemé nasledujici profil rychlosti
1dp, , Vax
= —L(@®—ah)+— . 044
v 21 d (x* —xh) + . (944)
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7.0.5 Skéalovani a Reynoldsovo &islo

Je zajimavé, ze pti studiu dynamiky viskozni tekutiny je mozné ziskat mnozstvi
dulezitych vlastnosti pomoci jednoduchych argumentt tykajicich se dimenze
ruznych fyzikdlnich velicin. Uvazujme naptiklad pohyb télesa urcitého tvaru
v dané tekutiné. V piipadé, ze dané téleso neni koule, je nutné také speci-
fikovat smér pohybu. Pak fikame, ze télesa stejného tvaru jsou geometricky
podobné, jestlize mohou byt ziskany jedno z druhého diky jednoduché zméné
jeho linedrnich rozmeéru ve stejném poméru. Jinymi slovy feceno, jestlize je
dan tvar télesa, pak je dostacujici specifikovat libovolny z jejich linearnich
rozmeéru, napiiklad polomér sféry ¢i valcové trubice, abychom kompletné
urcili jeji dimenze.

Budeme také uvazovat ustaleny tok, napriklad, kdyz budeme uvazovat tok
okolo pevného télesa, rychlost musi byt konstantni. Dale budeme predpokladat,
Ze tekutina je nestlacitelna.

Vime, ze parametr, ktery charakterizuje nestlacitelnou tekutinu, je kine-
maticka viskozita v = %. Pohybové rovnice musi byt feSeny pro neznamé v
a p/p kde p je konstantni. Déle, tok zavisi, diky hrani¢énim podminkdm, na
tvaru a rozmeérech télesa, které se pohybuje v tekutiné a na jeho rychlosti.
Protoze predpokladame, ze tvar télesa je predem dan, jeho geometrické vlast-
nosti jsou urc¢eny jednim linearnim rozmeérem, ktery oznacime jako L, ktery
muze byt také interpretovan jako charakteristicky rozmeér télesa. Oznacme
také rychlosti hlavniho toku jako V', kterou muzeme interpretovat jako ty-
pickou rychlost tekutiny. Pak libovolny tok je speficikovan tfemi parametry,
v,V a L a také charakteristickou ¢asovou skélou L/V. Poznamenejme, ze
tyto parametry maji fyzikalni rozmeér

V] =m?s™! [[L]=m ,[V]=ms". (945)

Necht nyni pfedpoklddejme, Ze budeme méfit vzdalenosti jako ndsobky L,
rychlosti jako ndsobky V' a konecné ¢asu jako L/V. Jinymi slovy, mame

x=xL, v=v'V t=tL/V w=4uV/L, (946)

kde nyni vSechny c¢arkované proménné jsou bezrozmérné. Vidime tedy, ze

rovnice pro vifivost muze byt napsdna pomoci bezrozmérnych velicin jako
oW’
ot

1
— t/ / / 2,7 947
rot'(v xw)+—Rve, (947)
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kde V' = ix = La% = LV a kde jsme definovali bezrozmérnou veli¢inu

L
Re = LV : (948)

v

ktera je znama jako Reynoldsovo ¢islo. Pro dva geometricky podobné toky,
bezrozmérna struktura jejich toku je podobnd, coz muze byt splnéno za
predpokladu, kdyz jejich Reynoldsova ¢isla jsou stejna. Alternativné, protoze
vidime, ze jedinou bezrozmeérnou velicinou v teorii je Reynoldsovo cislo,
dostaneme, ze feSenim pohybové rovnice nestlacitelné tekutiny musi mit
nasledujici tvar

v=Lf (% Re) . (949)

Z tohoto vysledku je ziejmé, Ze ve dvou rozdilnich tocich toho samého typu,jako
napfiiklad tok okolo dvou kouli o dvou rozdilnich polomérech tekutinami o
ruznych viskozitach, rychlosti v/ jsou stejnymi funkcemi x’, jestlize Reynold-
sova ¢isla pro tyto dva rozdilné toky souhlasi. Toky, které mohou byt ziskany
pomoci jinych toku diky jednoduché zméné jednotek souradnich a rychlosti,
se nazyvaji podobnymi. Tedy toky toho samého typu s témi samymi Rey-
noldsovymi ¢isly jsou podobné. Tomuto vysledku se tikd Zdkon podobnosti,
formulovany O. Reynoldsem v roce 1883.

Je také dobré diskutovat pripad nestacionarniho pohybu. Tyto toky nejsou
charakterizovany pouze v, V, L ale také charakteristickou casovou skalou 7,
ktera je charakteristickym casovym intervalem, za které se zméni vlastnosti
toku. Napiiklad v pripadé oscilacniho pohybu je pfirozenou ¢asovou Skalou
perioda pohybu. Ze ¢tyft veli¢in v, L, V, 7 muzeme konstruovat dvé bezrozmérné
veliciny, kterym muze byt Reynoldsovo ¢islo a také Strouhalovo c¢islo

S=Vr/L. (950)

7.0.6 Tok v pripadé malého Reynoldsova cisla

Ukazali jsme, ze pro nestlacitelnou tekutinu, pohybova rovnice pro bez-
rozmeérné veliciny ma tvar

ow' 1

=V x (v xu)+ —

ot’ ( ) Re

Vidime, ze v ptipadé Re < 1 rovnice pro ustéleny pohyb (0yw’ = 0 dostava
jednoduchou tvar

Vi (951)

V% =0. (952)
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Od této chvile uz nebudeme pouzivat ¢arkované proménné. V pripadé ne-
stlacitelné kapaliny V - v = 0 muzeme psat

v=Vx1, (953)

kde 1) je vektorovy potencial toku. Ve dvou dimensich mame

o O

0= (0.0, v(p) v = (<5 5.0) (954
Dale pouzijeme relaci w = V x (V x ¢) = V(V - 9) — V% kde prvni ¢len je

roven nule ve dvou dimensich. Tedy dostaneme, Ze 1 splihuje rovnici
Vi =0 (955)

v pripadé viskozni tekutiny.

7.0.7 Tok v pripadé velkého Reynoldsova cisla

Mohli bychom ocekavat, ze v piipadé velkého Reynoldsova cisla, viskozni
¢leny mohou byt zanedbany a tok okolo pevného télesa, by mél byt stejny
jako v pripadé idedlni tekutiny. Ukazuje se, ze redlna situace, ovérena ex-
perimentalné, je zdela odlisnd. Uvazujme na piiklad pohybu vélce v redlné
kapaliné. Kdyz je Re > 20 dostaneme, Ze se objevi dva viry za valcem, na
druhou stranu v ptipadé idedlni tekutiny neni mozné objeveni vira z duvodu
zachovani virovych prstencu v idedlni tekutiné. Kdyz budeme poté zvysovat
Reynoldsovo ¢islo, viry se budou stiidavé objevovat na obou dvou stranach
za vélcem. Konecné, pro Re = 10 dostavame turbulentni pohyb kapaliny.

7.1 Turbulence
7.1.1 Co je turbulence

Turbulence je stav tekutiny, ktery je charakterizovan ndhodnou a chaotickou
tT1 dimenzionalni vitivosti. Turbulence je také charakteristicka velkou disipaci
energie, miSenim, prenosem tepla.

Je ziejmé, ze turbulence vykazuje velké mnozstvi ndhodnosti, otazkou ale
je, co je jejim puvodem. Zakladni fyzikalni principy nam tikaji, ze toky okolo
nas jsou fesenim pohybovych rovnic. Na druhou stranu z podstaty turbulence
neni zfejmé, zda-li tyto rovnice sami o sobé nemaji néjaky skryty ¢len, ktery
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generuje ndhodnost, napiiklad Sum. Druha moznost je, ze pohybové rovnice
samy o sobé jsou Cisté deterministické, ale pouze jejich feseni muze vykazovat
prvky nahodnosti.

Ukazuje se, ze teprve moderni piistup ke studiu silné nelinearnich dyna-
mickych systémi ndm ddva odpovéd na tyto otézky. Dokonce i v piipadé jed-
noduché nelinearni rovnice s deterministickymi feSenimi a danymi pocatecnimi
podminkami je mozné najit chaotické a nahodné chovani. Naptiklad, ve
strukture turbulentniho toku vidime prostorovou a casovou neurcitost, di-
sipaci, zavislost na okamzitém pohybu a dokonce témér fraktalni distribuci
skal.

7.2 Popis turbulence

Ukazuje se, ze pro popis turbulentnich jevu je nutné opustit ¢isty ramec
hydrodynamického popisu. Uvazujme trajektorie dynamického systému ve
fazovém prostoru okolo nestabilniho rovnovazného bodu P. Klasicky, jestlize
systém bude v case t = 0 v tomto bodé, pak zde zustane stale.Na druhou
stranu, jakakoliv mald porucha mé za néasledek, ze systém se bude expo-
nencialné vzdalovat od tohoto bodu a za kone¢ény casovy okamzik je systém
lezi v velmi vzdaleném bodu fazového prostoru. Pak je prakticky nemozné
deterministicky predpovédét stav systému za konecny casovy interval. Jinak
feceno, ocekavame, ze v pripadé nestabilniho stavu tekutiny, rostouci fluktu-
ace mohou vést ke ztraté nasi schopnosti predpovédét dalsi vyvoj systému.

Ptesnéji feceno, pro libovolny viskozni tok, dany hrani¢nimi podminkami,
zde existuje presné stabilni feseni pohybovych rovnic viskozni tekutiny. Tyto
feSeni formalné existuje pro vSechna Reynoldsovo c¢isla. Presto ne kazdé
feSeni, dokonce i kdyz je presné, se ve skute¢nosti objevuje. Aby tomu skutec¢né
tak bylo, tak jakakoliv malé porucha, kterd se objevi v systému, se musi s
casem zmensovat. Naopak, kdyz néjakd mala porucha, kterd se nevyhnutelné
musi objevit v toku, s ¢asem roste, tok je nestabilni a neni mozné, aby ve
skutecnosti existoval.

Matematicky popis stability daného toku vzhledem k nekonec¢né malym
porucham se provadi nasledujicim zpusobem. Libovolné feseni odpovidajici
stabilnimu toku vy (x) porusime ¢asové a prostorové zavislou poruchou vy (x, t),
ktera musi byt takova, ze vysledna rychlost v = vy + vy spliuje pohybové
rovnice. Pohybovou rovnici pro v; obdrzime, kdyz vlozime

V=Vvo+Vvi, p=po+p (956)
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do N-S rovnice pro nestlacitelnou tekutinu

1
%: (V)Y == VprViv, divy =0, (957)

kde v, p spliuji ¢asové nezavislou N-S rovnici
1
(vo-V)vg=—=Vpo +vV3vy, divvg=0. (958)
p

Jakmile se omezime na ¢leny linearni v v, dostaneme nasledujici rovnici pro
Vi1

1
— + (vo-V)vi+ (vi - V)vy = —;Vpl + Vv, divvy =0
(959)

s hranié¢nimi podminkami, Ze v; je rovno nule na hranici systému.

Vidime tedy, Ze vy spliiuje systém homogennich linearnich diferencialnich
rovnic, kde koeficienty zaviseji pouze na prostorovych soutadnicich. Obecné
feSeni téchto rovnic muze byt representovano jako suma partikularniho resent,
kde vy zavisi na na case jako

e—iwt

kde w neni samoziejmé libovolné, ale jsou urceny tresenim rovnice (959) s
vhodnymi hraniénimi podminkami. Obecné, tyto frekvence mohou byt kom-
plexni. Jestlize pak najdeme takové w, jehoz imaginarni casti jsou kladné, pak
e~ bude neomezené rust s ¢asem. Jinymi slovy, tyto poruchy budou rust
a tok bude nestabilni vzhledem k témto poruchdm. Pak je jasné, ze nutna
podminka stabilniho toku je ta, ze imaginarni ¢ast jakékoliv mozné frekvence
je zaporna.

Ukazuje se, ze tento matematicky popis podminek stability je extrémné
komplikovany a ve skutecnosti plné vyvinuty aparat pro teoreticky popis
covan. Je jasné, ze ustaleny tok je stabilni pro dostatecné mala Reynold-
sova cisla. Dale je experimentalné ovéteno, ze kdyz Re bude rust, muze
dosdhnout své kritické hodnoty Rey,, za kterou je tok nestabilni vzhledem
k nekonecné malym porucham. Jinymi slovy feceno, pro dostatecné velka
Reynoldsova ¢isla Re > Rey, neni mozné mit ustaleny tok okolo pevného
télesa. Je jasné, ze kritické Reynoldsovo ¢islo neni univerzalni konstanta, ale

187



ma rozdilné hodnoty v zavislosti na druhu toku. Tyto kritické hodnoty lezi
v intervalu 10 < Reg, < 100. Naptiklad, v ptipadé toku v trubici se ukazuje,
7e Rey, = %i = 30, kde d je prumér trubice.

Necht nyni diskutujme podstatu nestabilnfho toku podrobnéji. Budeme
analyzovat vlastnosti toku pro Reynoldsova ¢isla, kterd nejsou o moc vyssi
nez Rey,. Pro Re < Rey, imaginarni ¢asti komplexni frekvence w = wy + iy
jsou zaporné, pro vsechny mozné poruchy v; < 0. Pro Re = Rey, zde existuje
jedna frekvence s nulovou imaginarni ¢asti. Pro Re > Rey, imaginarni ¢ast
frekvence je kladnad, ale protoze Re je blizko Rey, muzeme predpokladat, ze v,
je malé vzhledem k redlné ¢asti w,. Na tomto misté je vhodné poznamenat, ze
mnozina vSech moznych poruchovych frekvenci pro dany typ toku obsahuje
jak separované izolované body , tzv. diskrétni spektrum, tak celé intervaly
frekvenci, tzv. spojité spektrum. Ukazuje se ale, ze tok okolo téles o kone¢nych
rozmeérech, frekvence, pro které plati v; > 0, se vyskytuje pouze v diskrétnim
spektru. Funkéni zavislost vi odpovidajici této frekvenci ma tvar

vi = A(t)f(x) (960)
kde f je obecné komplexni funkce a A(t) ma tvar
A(t) = Centeint (961)

Je jasné, ze tento vztah je platny pouze pro kratky c¢asovy interval po poruseni
ustdleného toku, protoze exponent e rychle roste s ¢asem a tudiz je za
kratky okamzik porovnatelny s neporusenym fesSenim vy a tedy predpoklady,
pomoci kterych jsme odvodili rovnici pro v;. Je také jasné, ze ve skutecnosti
modulus |A| neroste neomezené, ale dosdhne uré¢ité koneéné hodnoty. Pro Re
blizko Rey, tato koneéna hodnota je mald a muzeme ji urcit nasledujicim
zpusobem.

Zactneme s urCenim casové derivace veliciny |AJ%. Pro velmi malé ¢, kdy
plati (961)dostaneme ,

% =27 |AP (962)
kde samoziejmé muzeme interpretovat pravou stranu jako prvni ¢len v moc-
ninné radé A a A*. Je jasné, ze jakmile |A| roste (ale stale uvazujeme, ze je
maly), tak dalsf cleny v rozvoji by mély byt uvazovany. Dalsi ¢leny tedy bu-
dou ¢leny tretiho fadu v A. Na druhou stranu nés nezajima presné feseni této
rovnice, ale pouze jeji casova stfedni hodnota, kterou budeme pocitat pres
casovy interval mnohem vétsi nez perioda 27 /w;. Poznamenejme, Ze tato
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perioda je mald vzhledem k ¢asu 1/7;, za kterou se projevi ¢asova zména
modulusu. To vyplyvéa z pfedpokladu w; > 7. Protoze ale tyto mocniny
tiettho fddu musi obsahovat exponencidlni faktor e~ které davaji nu-
lovy prispévek, kdyz pocitame ¢asové sttedni hodnoty. Pak ¢len ¢tvrthého
fddu dava A2A*2 = |A|*, ktery bude ddvat nenulovy pifspévek, kdyz budeme
pocitat casovou stfedni hodnotu. Pak tedy dostavame

d|A|?
AL — 2 14P — ol (963)
dt
kde « je tzv. Landauova konstanta, kde budeme predpokladat, ze o > 0. Déle
¢ara nad levou stranou této rovnice znamena casové stiredovani pres intervaly,
které jsou kratké vzhledem k hodnoté 1/v;, a tudiz na téchto intervalech
se casové zmény velicin |A|?,|A|* dostatecné neprojevi. Ze stejného duvodu
muzeme vypustit symbol ¢asového sttedovani nad levou stranou této rovnice
a muzeme pristoupit k jejimu feseni, které ma tvar
1 o

_ —2v1t
W—z—%—f—oe m . (964)

Vidime tedy, Ze asymptoticky |A|*> dosahuje kone¢né hodnoty
|A|3mz:c = 271/05 . (965)

kde 7, je funkei Reynoldsova ¢isla. Blizko Rey, muzeme vyjadrit tuto zavislost
jako mocnnou fadu v parametru Re— Rey,.. Na druhou stranu z definice mame
v(Reg,) = 0, coz ndm dava vyjadieni pro v, do prvntho féadu

71 = K(Re — Rey,) . (966)

Kdyz vlozime tuto zéavislost do rovnice (965) dostaneme, ze maximalni am-
plituda zavisi na Re néasledujicim zpusobem

| Amaz| ~ / Re — Rey, . (967)

Tento vysledek ma nasledujici fyzikalni interpretaci v ptipadé nestacionarniho
toku, ktery se objevi v pripadé Re > Re,,. Vime, ze tento stav je dusledek
nestability systému vzhledem k malym porucham. Pro Re blizko Rey,, tento
tok muze byt reprezentovan jako suporpozice stacionarniho feseni vo(x) a
periodického toku vy(x,t), s malou ale koneénou amplitudou, ktera ale
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roste s rostoucim Reynoldsovym c¢islem. Rozlozeni rychlosti v tomto toku
ma tvar '
vi(x,t) = f(x)e iit+h) (968)

kde (3; je pocatecni faze. Ukazuje se, ze pro velké Re— Rey,. rozdéleni rychlosti
na stacionarni vy a na fluktuacni ¢ast v, uz neni prilis smysluplné. Jednoduse
dostavame periodicky tok s frekvenci w,. Kdyz zavedeme fazi ¢y = wit + 51
jako nezavislou proménnou misto ¢asu, tak dostdvame, ze v(x, ¢1) je perio-
dickou funkei s periodou 27. Tato funkce ale neni jednoduchou trigometrickou
funkci, ale mé komplikovanéjsi formu danou Fourierovym rozvojem

v = Z Ay (x)e™ 0w (969)

kde scitame pres vSechny hodnoty p, kde tato suma obsahuje ¢leny s frek-
vencemi, které jsou nasobky fundamentalni frekvence w.

Poznamenejme také, ze rovnice (963) urcuje pouze modulus casového fak-
toru A(t) a ne jeho fazi ¢y, kterd zustdva v podstaté neurcitelnd a zavisi
na pocatecnich podminkach. Pocatecni faze 5, muze mit libovolné hodnoty
pravé v zavislosti na pocatecnich podminkédch. Tedy periodicky tok neni
jednoznaéné urcen svymi statickymi vnéjsimi podminkami a jedna veli¢ina,
pocatecni faze rychlosti, zustava libovolna. Muzeme toto interpretovat také
tak, ze tento tok ma jeden stupen volnosti, zatim co stabilni tok nema zadné
stupné volnosti.

7.2.1 Stabilita toku v trubuci

Uvazujme trubuci, jejiz osa sméfuje ve sméru osy x, kde predpokladame,
ze dand trubice je nekonecné dlouha. Pak dostavame, Ze tok nezavisi na
soufadnici x a tedy rychlost vq je nezavisla na soutadnici x. Poznamenejme,
Ze pohybova rovnice pro poruchy mé tvar

% + (vo- V)vi+ (vi - V)vy = —%Vpl + Vv, divv; =0
(970)
a budeme hledat jeji feseni ve tvaru
vy = ey 2 (971)
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Ukazuje se, ze pro tento konkrétni piipad opét existuje Reg,, pro které v =
Imw je rovné nule pro urcitou hodnotu k, zatim co redlnd ¢ast funkce w(k)
je nenulova.

Jakmile Re lehce previsi Rey,, interval hodnot k pro které (k) > 0 je
maly a lezi blizko bodu, kde (k) je maximélni, tedy kde % = (. Predstavme
si, ze se objevila mala porucha v toku, jeji vlnové klupko ma tvar superpo-
zice komponent (971). Za urcity casovy okamzik komponenty s v(k) > 0
jsou zesileny, zatim co ostatni jsou tlumeny. Zesilené amplitudy tvoii vl-
nové klubko o grupové rychlosti Z—“,;, které je neseno po proudu toku. Protoze
uvazujeme vlny, jejiz vlnova ¢isla lezi v malém intervalu okolo bodu Z—Z =0,
pak rychlost

dw _ d(rew
dk — dk
je redlna a tedy skutecné odpovida aktualni rychlosti vlnového klubka.

Skutecnost, ze kladné w implikuje zesileni poruch, které jsou neseny po
proudu toku, vede ke dvou moznostem. V prvnim piipadé, bez ohledu na
pohyb vinového klubka, poruchy rostou bez omezeni béhem casového vyvoje
v libovolném pevné zafixovaném prostorovém misté. Tento druh nestability
vzhledem k malym porucham, se nazyva jako absolutni nestabilita. V druhém
pripadé, vinovy balik je tak rychle unésen, ze v libovolném pevném bodé v
prostoru porucha se blizi k nule v limité ¢ — oco. Tento druh nestability se
nazyva proudovou nestabilitou.

Rozdil mezi témito dvémi pripade je relativni ve smyslu, ze zavisi na
souradnicové soustavé, ve které danou nestabilitu sledujeme. Nestabilita,
ktera se jevi jako proudova v jedné souradnicové soustavé, se jevi jako ab-
solutni nestabilita v druhé soustave, ktera se pohubuje s danym klubkem.
Na druhou stranu absolutni nestabilita se bude jevit jako proudova nestabi-
lita v soustavé, ktera se pohubuje dostatecné rychle od daného klubka. Na
druhou stranu v ptipadé proudéni tekutiny v trubici existuje preferovana
soutradnicové soustava, coz je soustava, ve které trubice je v klidu.

Zéavérem bych rad zduraznil, ze kompletni teoreticky popis dané nestabi-
lity je velmi komplikovany a zatim nebyl zcela vytesen.

~—

(972)

7.3 Pohybové rovnice pro stfredni hodnoty

Uvazujme rovnici pro nestlacitelnou viskozni tekutinu

ov; Lo ov; 1 0p N 9%v;
vVe—=—= Ve,
ot oxd p Ox; 0?7

(973)
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kde v = £. Poznamenejme, zZe tuto rovnici muzeme piepsat do tvaru

P
v - O; op  O0T;;
vu j iy _ ij 4
TR i e el (974)
kde 1
Tij = 2plAij — g Amdy] (975)

Tato druhé forma pohybové rovnice ma tu vyhodu, ze muzeme piresné sledo-
vat vliv viskozniho smyku.

Nyni budeme studovat tuto rovnici podrobnéji s ohledem na turbulentni
chovéni. Jak vime, turbulentni tok odpovida chaotickému stavu, ktery je
feSenim ptedchozi rovnice pro vysoka Reynoldsova ¢isla. Ackoliv je znamo,
ze laminarni feSeni predchozi rovnice, které jsou konsistentni s hrani¢nimi
podminkami, existuji, poruchy, jakkoliv malé, vedou k jejich preméné na
turbulentni proudéni. Abychom tomuto lépe porozumnéli, je vhodné studovat
tok ve dvou c¢éstech, sttedni komponentu rychlosti a fluktuaéni ¢ast. Jinymi
slovy zavedeme nasledujici notaci

v =Vit+u,

p=P+p,

Tij =Ty +7ij »
(976)

kde V;, P, T;; reprezentuji stiedni hodnoty a wu;, p, 7;; odpovidaji fluktujicim
hodnotam. Poznamenejme, ze tato technika rozdéleni veli¢in se nazyva Rey-
noldsovo rozdéleni. Poznamenejme, ze kdyz definujeme stfedni hodnoty jako
sttedni hodnoty v ansamblu, pak jsou obecné casové zavislé. Déle predpokladame,
ze hustota je konstantni a tedy jeji fluktuace jsou nulové.

Nyni tedy vlozime predchozi rozdéleni veli¢in do pohybové rovnice a do-
staneme

OV + w)
ot

3OVt w)| 0P +p) | 0T+ i)

Nyni muzeme provést stiedovani dané rovnice, abychom dostali rovnici pro
sttedni hodnoty. Z definice je zfejmé, ze operace stredovani a diferencovani
komutuji, to jest stfedni hodnota derivace je stejnd jako derivace stiedni
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hodnoty. Také stfedni hodnota fluktuujici veliciny je nula, jak vyplyva z
definice

Wy =(WVy+(u)y=V=V+4+(u) = (u)=0. (978)
Pak tedy dostaneme pohybovou rovnici pro stfedni pohyb
oV, oV, oP 0T Ou;

2y 2l = Yo ). 979

p{at i faxa] oz, | o, p<“ﬂaxj> (979)

kde jsme pfesunuji stfedni hodnotu fluktuaéniho ¢lenu na pravou stranu,
abychom vyjadrili jeho vliv na dynamiku stfedni hodnoty. Samoziejmé, je
otézkou, zda-li tento ¢len je rovne nule a odpovéd zavisi na korelaci ¢lent,
které vystupuji v souc¢inu. Obecné tyto korelace jsou nenulové.

Stejnym zpusobem muzeme postupovat v pripadé zdkonu zachovani

—an - 0, (980)
Jestlize vezmeme jeji stiedni hodnotu, tak dostaneme
oV
- =0 . 1
i 0 (981)

Poznamenejme, ze diky témto dvéma rovnicim dostaneme zachovavajici se
rovnici pro fluktuaéni rychlost

8ui
- =0 . 982
o (982)
Jestlize nyni vynédsobime tuto rivnici u; a provedeme jeji stiedovani, tak
dostaneme 3
u.
uj— ) =0, 983
(i) (953)
coz tedy muzeme pridat do vyrazu <uj gz§> a tedy dostaneme
Ui— Y+ {u—2 ) = — (uu;) . 984
(2 + (w52 ) = o tu (954)

kde jsme opét pouzili fakt, ze operace stredovani a derivace komutuji. Poté
rovnice pro stfedni rychlost ma tvar

v, vl P -
P {E + j%} R + %[Tm P<Uzuj>] . (985)

193



Cleny na prévé strané maji dimensi napéti. Prvni ¢len je napéfovy clen.
Druhy ¢len vyjadiuje ptispévek fluktuaci k nelinearnim ¢lentim na levé strané.
Teno tvar ukazuje, ze alespon co se tyka stfedniho pohybu, stiedni hod-
nota vystupuju tak, jako by se jednalo o napéti, proto se nékdy nazyva jako
Reynoldsovo napéti. Ve skutecnosti Reynoldsovo napéti je duvod, proc je
problém turbulence tak obtizny. Ackoliv je nazyvano napétim, jeho puvod je
velmi rozdilny od viskozniho napéti. Vime, ze smykové napéti je piimo spo-
jeno s vlastnostmi tekutiny a je definovan primo z mikroskopické kinetické
teorie. Na druhou stranu Reynoldsovo napéti je dusledkem samotného po-
hybu tekutiny. Dale, skdly fluktua¢niho pohybu, které vedou k jeho vzniku,
jsou prave skaly, které nas zajimaji. Jinymi slovy dostavame se k problému
turbulence:

e Pohybové rovnice pro stredni hodnoty nejsou uzaviené.

e Jednoduché hypotézy, jak dodat dalsi rovnice obecné nefunguji. Jinymi
slovy, kdyz budeme schopni néjakym zpusobem dodat rovnice pro konkrétni
tok, napiiklad tok v trubici, nebudeme schopni predpovédét stav v tro-
chu rozdilné konfiguraci.

Jak vime, turbulentni tok se objevi z laminarniho toku pfi zvySovani Rey-
noldsova ¢isla. Tuto skutecnost je mozné popsat pomoci rovnic, které jsme
odvodili vyse, kdy ale budeme ptfedpokladat nésledujici rozdéleni rychlosti,
kdy provedeme rozdéleni na zakladni tok-laminarni a poruchovy tok, ktery
reprezentuje fluktuaéni ¢ast nad zakladni ¢ast. Toto je postup, ktery jsme
provadéli v predchozich odstaveich. Na druhou stranu, aby laminarni tok byl
skutecné laminarnim tokem, pak rovnice pro stfedni hodnoty musi vytvaret
ten samy laminarni tok, ktery byl soucasti puvodniho predpokladu. Toto je
ale mozné pouze za predpokladu, kdy Reynoldsovo napéti je identicky rovno
nule. Toto je samoziejmé pouze mozné, kdyz poruchy jsou velmi malé a tedy
tyto extra ¢leny mohou byt zanedbany, to jest tyto poruchy nemohou rust.
Jinymi slovy tyto poruchy mohou rist pouze do koneéné velikosti.

Abychom toto uréili, musime najit rovnice pro tyto poruchy. Tyto rovnice
muzeme urcit, kdyz z rovnice pro okamzitou rychlost ode¢teme rovnice pro
zakladni pohyb. Jestlize toto provedeme, dostaneme rovnici

8“i+vjaui __op +aTij_ W%]_ w2 [, O
1ot 001 | = 0w oz, Mow, P\ "or, " \"“or;/)

(986)
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Nyni musime peclivé vysvétlit ¢leny v této rovnicic. Na levé strané je derivace
fluktuacni rychlosti, ktera sleduje stfedni rychlost. Prvni dva cleny na pravé
strané maji stejnou formu jako v ptipadé stfedniho pohybu a representuji
gradient fluktuacniho tlaku a fluktuacniho viskozniho nameéti. Tteti ¢len na
pravé strané je novy a jeho dusledkem je to, ze fluktuace extrahuji energii ze
sttedniho pohybu. Posledni ¢len je kvadraticky ve fluktuacnich rychlostech.
Poznamenejme, zZe tato rovnice je identicky rovna nule, kdyz provedeme jeji
sttedovani.

Otazka je, kdyz poruchy jsou malé. V tomto piipadé muzeme zanedbat
posledni ¢len v pfedchozi rovnici, ktery je kvadraticky ve fluktuacich a do-
staneme linearni rovnici pro poruchy. Tyto rovnice jsou analyzovany v teorii
linearni stability dynamiky tekutin. Je zfejmé, ze tyto rovnice jsou uzavieny,
protoze zde neexistuje zadné Reynoldsovo napéti. Je také ziejmé, ze tyto rov-
nice popisuji pouze velmi kratké okamziky od pocatku, kdy poruchy zac¢nou
rust, protoze pak jiz nelze zanedbat Reynoldsovo napéti. Pak dostavame, ze
rovnice pro stfedni rychlost jsou modifikovany a je zjevné, ze dané teSeni uz
neni mozné identifikovat s laminarnim proudénim. Jinymi slovy, teorie sta-
bility muze predpoveédét, kdy tok se stane nestabilnim, ale mnoho nefika o
prechodu k turbulenci, protoze tento proces je vysoce nelinearni.

7.3.1 Plné vyvinuta turbulence

Turbulentni tok v pripadé velkého Reynoldsova ¢isla je charakterizovan extrémné
nepravidelnou zmeénou rychlosti v kazdém bodé béhem casového vyvoje.
Tento stav tekutiny je znam jako Plné vyvinutd turbulence. Rychlost spojité
fluktuuje okolo néjaké stredni hodnoty rychlosti. Podobna ndhodné variace
rychlosti existuje mezi body v toku a daném okamziku, jinymi slovy kdyz
se podivame na tekutinu v ur¢itém casovém bodé jako celek, pak rozlozeni
rychlosti v prostoru je naprosto nepravidelné. Ukazuje se, ze plna teorie tur-
bulence jesté neni formulovana, na druhou stranu je mozné ziskat mnozstvi
dulezitych kvalitativnich vysledku. Jinymi slovy v praxi se ¢asto setkavame s
tekutinami, kde se zda, ze rozlozeni rychlosti v prostoru a v case je ndhodné.
Takovy stav systému je znam jako turbulence.

Zavedeme koncept stiedni rychlosti, coz je veli¢ina ziskana stiedovanim
pres urcity dlouhy c¢asovy interval rychlosti v daném bodé. Diky tomuto
vystfedovani jsou vSechny nepravidelnosti vyhlazeny a rychlost se méni spo-
jité v prostoru. V nésledujicim budeme oznacovat stifedni rychlost jako v.
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Pak rozdil
vVi=v-—v (987)

coz je definovéano jako rozdil mezi skutecnou rychlosti a stfedni rychlosti.
Tato rychlost se méni nahodné v zavislosti na charakteru turbulence.

Ze své podstaty neni mozné najit deterministickou teorii turbulence, a
proto je nutné najit statisticky popis tekutiny zalozeny na stfednich hod-
notéch. V principu méme dva druhy stiednich hodnot. Casové stiedni hod-
nota, kdy studujeme jeden systém a urcujeme stfedni hodnoty jako hodnoty
pres urcity casovy interval. Nebo mame ansambl systému a stfedovani se
provadi v tomto ansdmblu. V piipadé ergodickych systému tyto dva statis-
tické popisy jsou ekvivalentni. Budeme déle predpokladat, ze se zabyvame er-
godickymi systémy a oznacime statistické sttedni hodnoty vodorovnou ¢arou
na dané proménné.

Studujme nyni detailnéji vlastnosti tohoto nepravidelného pohybu, ktery
je superponovan nad stfednim tokem. Ukazuje se, ze tento pohyb miuze byt
chépan jako souhr turbulentnich virt o riuzné velikosti, velikosti viru myslime
vzdalenost, na kterou se dostate¢né zmeéni rychlost. Pfi rustu Reynoldsova
¢isla nejdiive se objevuji velké viry, pozdéji viry o mensi charakteristické
velikosti. Pro velmi velkd Reynoldsova ¢isla se objevuji viry vSech velikosti.
Dulezitou roli pfi turbulentnim proudéni hraji viry o nejvétsi velikosti, je-
jichz velikost (zdkladni nebo také vnéjsi skdla turbulence je fddové rovna
velikosti oblasti, v které probiha dany turbulentni tok. Oznac¢me tuto skalu
jako L. Rychlosti ve viru jsou porovnatelné se zménou stiedni rychlosti na
vzdélenost charakteristické délky L. Oznac¢ime si hodnotu této zmény rych-
losti jako Av, kde nyni uvazujeme tad dané velikosti, nemluvime o stredni
hodnoté rychlosti, ale o jeji zméné Av, coz je veli¢ina, ktera charakterizuje
rychlost turbulentniho toku. Samoziejmeé, stiedni hodnota muze mit libo-
volné volikosti v zavislosti na souradnicové soustavé. Frekvence odpovidajici
témto virum jsou fadu v/ L. Poznamenejme, Ze tyto frekvence jsou definovény
pomoci stredni rychlosti, ne jeji zmény Av. Frekvence nam urcuji periodu, za
kterou se opakuje struktura toku v dané souradnicové soustave. Samoziejme,
v zéavislosti na dané souradnicové soustaveé, cela struktura je undsena tokem
o stfedni rychlosti v. Kdyz budeme uvazovat také malé viry, ukazuje se, ze
maji daleko vétsi frekvenci a mohou byt chapany jako jemné detaily struk-
tury, kterd doplnuje fundamentalni velké viry. Je podstatné, ze pouze mala
cast kinetické energie je ulozena v malych virech.

Pomoci obrazku turbulence, jak byla nastinéna v piredchozich tadcich, si
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muzejem udélat zavér tykajici se variace fluktuaéni rychlosti od bodu k bodu
v ur¢itém, pévném casovém okamziku. Na velké vzdalenosti, porovnatelné s
L, zména fluktuacni rychlosti je ddna zménou rychlosti velkych viru a tudis
je porovnatelnd s Av. Na malé vzdalenosti(kdyz porovndvame vzhledem k
L), je uréena malymi viry a je tedy mald, kdyz ji porovnadvame s Av. Ten
samy obrazek dostaneme, kdyz pozorujeme zménu rychlosti s casem v daném
pevném bodé. Pres kratké casové okamziky, malé vzhledem k T ~ L/ se
rychlost znatelné neméni. Na druhou stranu pro vétsi ¢asové intervaly jeji
zména je priblizné Av.

Délka L je charakteristicka délkova skéla, ktera se objevuje v Reynoldsoveé
¢isle, které urcuje vlastnosti daného toku. Kromé Reynoldsova ¢isla muzeme
také zavést kvalitativni koncept Reynoldsovych ¢isel pro turbulentni viry
ruznych velikosti. Jestlize A je fadové velikost daného viru a vy velikost rych-
losti, pak odpovidajici Reynoldsovo ¢islo je

-

v
Vidime, ze toto ¢islo klesa s velikosti viru. Pro velké Reynoldsovo ¢islo jsou
Reynoldsova ¢isla Rey velkych viru také velkd. Na druhou stranu velké Rey-
noldsovo ¢islo je ekvivalentni malé viskozité. Vidime tedy, Ze pro velké viry,
které jsou zédkladem turbulentniho proudéni, viskozita nehraje velkou roli.
Jinymi slovy, neexistuje zde vyznamna disipace energie v ptipadé velkych
viru.

Situace se samoziejmé zmeéni v piipadé nejmensich viru jejichz Reynold-
sova Cisla jsou fadové rovna jedné. Oznacime velikost téchto viru jako Ag.
Je zajimavé, ze pravé v téchto nejmensich virech, které nejsou dulezité z
hlediska obecné struktury turbulentniho toku, dochazi k disipaci energie.

Nyni muzeme pristoupit k nasledujicimu popisu disipace energie v turbu-
lentnim toku. Energie je pfendsena od nejvétsich vira k nejmensim, prakticky
bez disipace energie béhem tohoto procesu. Muzeme tedy Tici, ze zde je spo-
jity tok energie od velkych viru k malym, kde kineticka energie se preménuje
na teplo. Abychom zachovali stabilni stav, musime nutné zavést vnéjsi zdroje
energie, ktefi spojité dodavaji energii velkym virum.

Protoze viskozita je dilezitd pouze pro nejmensi viry, muzeme ftici, ze
zadnd z velicin, které prisluseji virum o velikostech A > Ay nemuze zaviset na
v. Tato okolnost redukuje pocet veli¢in, které urcuji vlastnosti turbulentniho
toku, a vysledkem je to, ze argumenty zalozené na podobnostnich tivahach,
jsou velmi dulezité, kdyz studujeme vlastnosti turbulence.

197



Pouzijeme tyto argumenty, kdyz se budeme snazit urcit fadovou hodnotu
disipace energie v turbulentnim toku. Necht € je stfedni hodnota disipace
energie za jednotku casu na jednotku hmotnosti tekutiny, kde nyni € odpovida
disipativni energii, né jeji vnitini energii. Tato energie je ziskana z velkych
viri a pak je spojité prenasena na mensi viry dokud neni disipovéana ve
virech o velikosti ~ \g. Protoze tedy nedochazi ke ztraté energie od viru
nejvetsi velikosti k nejmensim, muzeme odhadnout energii € z velicin, které
charakterizuji nejvétsi viry, ackoliv k disipaci energie dochézi na nejmensich
skalach. Tyto veliciny jsou hustota tekutiny p, délka L a rychlost Av. Z téchto
tr1 velicin muzeme vytvorit veli¢inu, kterda ma dimensi € jako

e~ (AD)/L . (988)

Tato veli¢ina urcuje velikost disipace energie v turbulentnim toku.

Z urcitého pohledu muzeme charakterizovat turbulentni tekutinu pomoci
tzv turbulentni viskozity v4,.4, ktera se lisi od kinematické viskozity v. Protoze
Virp charakterizuje vlastnosti turbulentniho toku, jeho velikost musi byt
urcena p, Av a L. Jedind velic¢ina, kterd muze byt vytvorena z téchto veli¢in
a ktera ma dimensi kinematické viskozity, je LAV a tedy dostavame

Viry, ~ LAV . (989)
Vidime tedy, ze podil v, k v je roven

V’LL”"
Zu . Re (990)
v
a roste se zvétsujicim se Reynoldsovym ¢islem. Pak energie disipace muze
byt vyjadiena pomoci vy, jako

€ ~ V(T L) (991)

coz je v souladu s béznou definici viskozity. Zatim co, v urcuje disipaci energie
diky clenum, které zaviseji na prostorovych derivacich skutecné rychlosti,
Viury e vztahuje ke gradientu (~ Ao /L stiedni rychlosti.

Podobnymi arguemty muzeme urcit velikost zmény tlaku v prostoru vy-
plnéném turbulentnim tokem. Jedina veli¢ina, kterd ma rozmér tlaku a ktera
muze byt vytvorena z p, L a Av je p(A0)% Tedy

Ap ~ p(AD)? . (992)
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Nyni uvazujme vlastnosti vira o velikosti A, které jsou malé vzhledem k fun-
damentdlni skdle L. Tyto vlastnosti se nazyvaji lokalnimi vlastnostmi turbu-
lence. Budeme dale predpokladat, ze tyto viry jsou daleko od pevnych hranic,
které vymezuji tekutinu. Pak je mozné predpokladat, ze takova mala turbu-
lence je homogenni a isotropni, coz znamena, Ze na vzdalenostech, které jsou
malé vzhledem k L, nejsou vlastnosti turbulence zavislé na sméru. Konkrétneé,
nezavisejl na smeéru stiedni rychlosti. Je dulezité zduraznit, ze kdyz mluvime
o vlastnostech turbulence v malé oblasti toku, tak mame na mysli relativni
pohyb ¢astic tekutiny v této oblasti a nemyslime absolutni pohyb této oblasti
jako celek, ktery je zpusoben velkymi viry.

Necht nyni studujme lokdlni vlastnosti turbulence , které byly poprvé
ziskany Kolmogorovem v roce 1941. Pro plné porozumnéni tohoto problému
musime najit veli¢iny, které nam déavaji informace o oblastech, které jsou
malé vzhledem k L, ale na druhou stranu jsou velké vzhledem k \q, kde
efekt viskozity je vyznamny. Parametry, které mame k dispozici, je hustota
tekutiny p a ddle energie €, coz je energie disipovana za jednotku casu na jed-
notku hmoty tekutiny. Pfednesli jsme argumenty, ze tento tok energie spojité
prechazi od vétsich viru k mensim. Jinymi slovy, ackoliv disipace energie je
zpusobena vyhradné disipaci energie a probihd na urovni nejmensich viru,
energie € urcuje vlastnosti vétsich viru. Pak je pfirozené predpokladat, ze
pro dané p a e lokalni vlastnosti turbulence jsou nezavislé na rozméru L a
rychlsti Av. Jinymi slovy viskozita tekutiny nemuze vystupovat v libovolné
z téchto veli¢in, nebot se zajimame o jevy na délkovych skaldch A > ).

Urceme nyni velikost rychlosti vy, coz je turbulentni rychlost na délkové
skale A. Je jasné, ze muze zaviset pouze na € a na \. Z téchto veli¢in muzeme
vytvofit pouze jednu veli¢inu, kterd ma rozmér rychlosti, a to (eX)'/3. To
vyplyva ze skutecnosti, ze rozmeér € je

[(] = m?s™3 . (993)

nebot € je definovdna jako hustota energie na jednotku hmoty za jednotku
casu. pak je jasné, ze

vy = KeP N = [uy\] = [K] + ple] + q[\] =
=1

m]:1=2p+¢q, [s =-3p =
_1 _1
p_37 q_3

(994)
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kde K je bez rozmérnd veli¢ina [K] = 0. Poté dostavame
vy ~ (eN)V3 (995)

Tato zavislost je znama jako Kolmogoruv zakon. Muzeme také interpretovat
vy jako rychlost turbulentnich viru, jejichz velikost je fadové rovna A. To
vyplyva z faktu, ze variace stfedni rychlosti na malych vzdélenostech je mala
vzhledem ke zméné fluktuacni rychllsti na tyto vzdédlenosti, a tedy muze byt
zanedbéna.

Podivejme se nyni na dany problem z druhého hlediska a ur¢ime velikost
v, zmény rychlosti v daném bodé za ¢asovy interval 7, ktery je maly vzhledem
k casové skdle T' ~ L /v, kteréd charakterizuje tok jako celek. Uvazme, ze diky
existenci stredniho toku, libovolny kousek tekutiny je posunut za casovy in-
terval 7 do vzdalenosti 7o, kde v je stfedni rychlost. Tedy ¢ast tekutiny, ktera
je v .daném bodé v case 7, byla ve vzdédlenosti 70 v pocateénim okamziku.
Poté dostaneme v, tim, Ze vlozime A = 70 do Kolmogorova zakona

vy ~ (er)Y/? . (996)
Konecné, s pouzitim € ~ (Av)?/L, dostaneme
vy ~ AB(N/L)Y?
vy ~ ANT(T/T)Y? .
(997)
Polozme si nyni otazku, pro jaké vzdalenosti zacné viskozita tekutiny hrat
dulezitou roli. Tyto délkové skdly Ay také urcuji velikost nejmensich vira
v turbulentnim toku a proto jsou také nazyvany jako vnitini skaly turbu-

lence. Poznamenejme, ze vnéjsi skala turbulence je charakteristicka délka L.
Abychom urcili Ay, zavedeme lokalni Reynoldsovo ¢islo Ry

Ry ~ 0y\/v ~ AGAY3 JuLM? ~ R(A/L)*3 (998)
kde jsme zavedli Reynoldsovo ¢islo
R~ LAG/v (999)

pro tok jako celek. Definujme skalu )y jako vzdalenost, kde Ry, ~ 1. Z této
podminky dostaneme

L

1
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Ten samy vyraz muzeme vytvorit z € a v. Jedind kombinace, kterou muzeme
vytvorit y téchto veli¢in a kterd mé rozmeér délky, je

Ao ~ (P/e)V/* (1001)

Vidime tedy, ze vnitini skala turbulence se rychle snizuje se zvétsujicim se
Reynoldsovym ¢islem.

Rozsah délkovych skal, kde A ~ L se nazyva energeticky interval, kde
vétsina kinetické energie toku je koncentrovana praveé na téchto skalach. Hod-
noty, kdy A > \¢ tvoii disipativni interval. Toto je interval, kdy dochézi k
disipaci kinetické energie. Pro velmi velkd Reynoldsova ¢isla, tyto dva in-
tervaly jsou od sebe velmi vzdaleny. Interval, ktery lezi mezi témito dvéma
intervaly, se nazyva vnitini interval.

Kolmogoruv zédkon muze byt také formulovan v ekvivalentni spektralni
formé. Nahradime skalu A odpovidajicim vlnovym ¢islem k& ~ % daného
viru. Necht poté definujme F(k)dk jako kinetickd energie na jednotku hmoty
tekutiny ve virech s hodnotami vlnového vektoru k v intervalu (k, k + dk).

Funkce E(k) mé rozmér
[E(k)] = m3s™2 (1002)

a tedy jedind veli¢ina, kterd muze byt zformulovana z € a £ ma formu
E = Kk'=
m :3=2p—q,
s 1 —2=-3p=

2 5
p - 3 q = 3
(1003)
a tedy
E(k) ~ ¥3E75/3 (1004)
Tento vztah je v souladu s Kolmogorovym zakonem vy ~ (e\)/3) nebot v?

radove udava velikost celkové energie ve virech o velikosti A nebo mensich.
Tento samy vysledek ale dostaneme, kdyz provedeme nasledjici integraci

/ B ~ —e/3 k=23 = 2325 _ (e — 2 (1005)
k

1

kde jsme uzili vztah k ~ 5.
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7.3.2 Korela¢éni délka

Rychlost v kazdém bodé x muze byt napsana jako
v=v+V (1006)

kde v je statisticka stfedni hodnota a kde v’ je fluktuacéni ¢ast. Z této definice
je zfejmé, ze

v =0. (1007)
Vidime tedy, ze je nutné pouzit komplikovanéjsi objekt na popis fluktuaci,
abychom popsali jejich statistické vlastnosti. Ukazuje se, ze jednou z nejjed-
nodussich modifikaci je nésledujici stfedni hodnota fluktuaci

v/(x,t) - v (x+1,t) . (1008)

Pro r = 0 tento vyraz je roven v'?(x,t) coz je timérné hustoté prumérné
kinetické energie fluktuaci. Pro r — oo fluktua¢nimi rychlostmi jsou nezko-
relovany a tedy

lim v/(x,t) - v/(x +r,t) =V (x,t) - V(x+71,t) =0 . (1009)

=00

Vidime tedy, ze v/(x,t) - v/(x + r,t) nabyva podstatnych hodnot pouze v in-
tervalu r > konecna hodnota. Tato vzdalenost se nazyva Korela¢ni délka
turbulence. Vidime tedy, Ze tato stfedni hodnota v’(x,t) - v/(x + r,t) obsa-
huje informace o sile turbulence a zaroven o korela¢ni délce turbulence a tudiz
ji muzeme povazovat za vhodnou miru vlastnosti turbulence. Vime také,
ze variace rychlosti na malych vzdalenostech je zpusobena malymi viry. Na
druhou stranu vlastnosti lokdlni turbulence nezaviseji na prumérném toku.
Muzeme tedy predpokladat zidealizovany piipad, kdy isotropie a homogenita
neni pouze na malych Skalach, ale na velkych skalach, kde prumérna rychlost
je pak nula.

Korela¢ni tensor
Korelacni tensor rychlosti pro turbulentni tok je definovan nésledujicim zptsobem

R;j(rr,x,t) = vi(x, t)v}(x +r,t). (1010)

Obecné tento tensor mé devét nezavislych komponent, ale diky symetriim je
mozné velmi redukovat pocet nezavislych komponent.
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V predchozi ¢asti jsme argumentovali, ze v ptipadé nestabilni rovnovahy
je nemozné presné urcit okamzité hodnoty fluktuucich poli. Na druhou stranu
je mozné se ptét, zda-li neni mozné urcit alespon hodnoty korelatoru R;;(r, x)
nebo korela¢nich funkei vyssich fadu v;(x1), vj(x2)vk(x3), jestlize zndme pocatecni
a hrani¢ni podminky na stfedni hodnoty a statistiku fluktuaci. Ukazuje se
ale bohuzel, ze takova teorie nebyla dosud formulovana.

V nésledujicim budeme uvazovat piipad nestlacitelné, homogenni a iso-
tropni turbulence. Druhy predpoklad znamenad, ze korela¢ni tensor nezavisi
na x. Tteti predpoklad znamend, ze medium nema zadny preferovany smér,
t.j. jediny vektor, na kterém korelaéni tensor muze zaviset, je vektor r. Toto
implikuje také to, ze

v=0. (1011)
Predpoklady homogenity a isotropie implikuji

Rij(r) = Ri(r,x) = Ry(r,x — 1) = vi(x — r)v;(x) = v;(x)vi(x — 1) = Rji(-1) ,

8Rij . ‘ an(X—i-I') _ . 8R] .
o, v;(x) o, =u;(x)(V-v)(x+1r)=0= o, 0,

(1012)

kde jsme vyuzili predpoklad nestlacitelnosti tekutiny.

Formu korela¢niho tensoru pro ptipad isotropni turbulence muzeme urcit
néasledujicim zptsobem. Uvazujme kartezsky systém souradnic K, kde jeden z
bazovych vektoru, feknéme e, souhlasi s vektorem korelace r = re. Oznacime
korela¢ni funkei jako

. 1

Ryg = () 0s(x + reg) = 302/ (1) | (1013)
s podminkou f(0) = 1. Diky symetrii, korela¢ni funkce komponent rychlosti
kolmé k r musi souhlasit,

st=j=12as g(0) =1 Mimo diagondlni komponenty R;; musi byt
rovné nule v dané souradnicové soustavé, protoze muzeme predpokladat, ze
fluktuace komponent rychlosti jsou na sobé nezavislé

gz f9tr) O 0
2\ 0 0
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Pti transformaci do jiné souradnicové soustavy danou bazi e;, ktera je vstahnuta
k prvni bézi pomoci relace &; = M;e; dostaneme pro libovolny vektor v

v =1'e; = T)jéj = TJ]']\/[;“e;€ , Mo My = 6y (1016)
coz dava . o )
vt =0"M:, R = My MRy (1017)
Pak dostaneme
2
Ry = %[(Milel + MiaMj2)g(r) + MM f(r)] =

_ %E[Miijkg(r) + MisMjs(f(r) = g(r))] =

— Ls900) + Madta(1 () — )
(1018)

Uvazme, ze M;; = e;-¢€;, pak dostaneme M;3 = e;-e3 = e; - (f) = T; Pomoci
tohoto vypoctu dostaneme

7”1'7”3'

Ry = 572 [G5000) + 52 (7(r) = 9()] - (1019)

Abychom nasli vztah mezi f(r) a g(r) pouzijeme podminku nestlacitelnosti
ve tvaru

8Rij
(‘37“1-

Pomoci explicitni formy (1019) dostaneme

=0. (1020)

_ORy; 1=y [df | 2[f(r) — g(r)]
B S i — (1021)
coz nam dava if
r
= —— 1022
gr) = 1) + 55 (1022)
a konecné korela¢ni tensor ma tvar
1— r df rir; df
N B MR R
Ry = 37 o) + 50 - ) (1023)

Vidime tedy, ze korelacni tensor pro nestlacitelnou, homogenni a isotropni
turbulenci je plné urcen longitudlni funkei f(r).
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7.3.3 Energetické spektrum turbulentnich fluktuaci

V této kapitole budeme uvazovat Fourierovu transformaci tensoru fluktuaci

D,;(k) = (2—;)3 / Ryj(r)e™ d*r (1024)
a inverszni transformaci
Rij(r) = / d(k)e ™k . (1025)
Podminka nestlac¢itelnosti %iri_j = 0 implikuje
ki®;; = —uk; . (1026)

Jestlize budeme opét uvazovat symetrickou situaci jako v piipade tensoru R;;
dostaneme nésledujici formu ®;;

(k) = C(k)kik; + D(k)oyj . (1027)
Poté s uzitim podminky nestlacitelnosti dostaneme
k*C(k) = —D(k) . (1028)
Pak dostaneme
b= DG — Sy = 20 (5, - B0) o

kde jsme zadefinovali novou funkci E(k). Nyni uvazujme kinetickou energii
turbulence

1

1
202 —
2U

1 B 3 B
SRu(0) = 3 / kb (k) =

1 5, E(k) kik; B

_§/dk47rk2 (5“ k:2>_

B) 1— [
_ 3 e
= /d Ko = 50 /0 E(k)dk
(1030)

Vidime tedy, ze E(k) je energetické spektrum turbulence a F(k)dk udéva
mnozstvi turbulentni kinetické energie v intervalu [k, k + dk| vinovévho vek-
toru. Je také jasné, ze kdyz urcime FE(k), pak dostavdme kompletni popis
tensoru R;; pro piipad isotropni a homogenni turbulence.

Nyni struéné nastinime znamou Kologorovovu universalni teorii isotropni
a homogenni turbulence, kde pomoci rozmérové analyzy je dédna forma E(k).
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7.3.4 Rovnovazny turbulentni tok

Nasgim tikolem je najit vyraz pro distribuci kinetické energie F(k) odpovidajici
dynamické rovnovaze pohybovych rovnic tekutiny.

Budeme predpokladat, ze jsme v ustaleném stavu, kdy turbulentni te-
kutina je spojité buzena, t.j. kineticka energie turbulentnich fluktuaci je
konstanté sycena v systému. Protoze kineticka energie je spojité disipovana
viskoznimi silami, coz implikuje, ze ve stabilnim stavu podily vlozené a di-
sipativni energie jsou stejné. Budeme predpoklddat, ze tento stav nastal a
tedy mame turbulentni stav, ktery je homogenni a isotropni. V roce 1941
Kolmogorov jako prvni navrhl teorii takového turbulentniho stavu.

Muzeme si predstavit, ze turbulentni pole rychlosti je tvoren viry o ruzné
velikosti. Déle, vklddana energie je typicky indukovana do systému na nejvétsich
skalach. Kolgomorovuv pristup je zalozen na predpokladu, ze nejvétsi viry
preddvaji energi mesim virum a tyto jesté mensim atd, coz produkuje kaskadu
energetického transportu od nejvétsich po nejmensi skély, kde dochazi k di-
sipaci energie.

Turbulentni kaskada Je prirozené predpokladat, ze viry o velikosti
[ maji ur¢itou rychlost, kterd je s nimi spojena. Odpovidajici Reynoldsovo
¢islo je Re; = %l a je ocekavano, ze bude velké pro velké viry. Pak miuzeme
predpokladat, ze energie kterd je dodavana do systému v rozsahu e za jed-
notku hmoty a za jednotku ¢asu v rozsahu nejvétsitho viru velikosti L a
rychlosti V', tak dostaneme

VL
Re=—2>1. (1031)
v
Energie je poté se prenasi kaskadovym zpusobem na mensi a mensi skaly.
Pro viry o dostatecné malé velikosti, l4, ocekavame, ze Re ~ 1 a tedy

ldvd ~ V. (1032)

Poté energie obsazend v téchto virech je disipaovana v mnozstvi € na jed-
notku hmoty za jednotku ¢asu takovym zpusobem, aby se ustanovila rov-
novaha. Viry na prechodnych skalach slouzi k transféru energie od skély L
ke skale d. Tyto prechodné virz jsou charakterizovany jejich rychlosti v. Diky
dimensionalni analyze je jasné, ze jedind moznost, jak vyjdiit € pomoci v a [

e
3

€~ UT = v = ()3 (1033)
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Tento predpoklad muzeme pouzit i na mensi skély, coz dava

vy vl v\ v vl

ld lé Vd lé v

3\ /4
=g~ (—) = Vg ~ (ld€>1/3 ~ 1/1/461/4 .

€
(1034)
Konecné, s pouzitim predpokladu, ze € ~ V3 /L dostaneme
1/4 1/4
L (D _ (PN
lg V3 V3 ’
AN 1/4 1/4
Vi (V2N O (YENT L pas
Va (9% 14
(1035)

Diky témto relacim muzeme nyni urcit pribliznou formu energetického spek-
tra E(k). Z predpokladu mame, Ze nejvetsi viry maji charakteristicky rozmeér
L, coz muzeme interpretovat jako maximalni délkovou skalu. Pak je jasné,
diky vztahu mezi maximélni délkovou skalou a minimalnim impulsem, do-
staneme, ze minimalni impuls je roven
1

kp ~ I (1036)

Na druhou stranu, nejmensi viry maji velikost d, coz nam dava maximalni

impuls roven

1
kg ~ —

. (1037)
La

Interval impulsu

1
— <k <k = Re*ky (1038)
L

(kde jsme vyuzili skutecnosti, ze i ~ Re¥ 4%) se nazyva vnitini rozsah.
Ocekavame, ze v tomto intervalu energetické spektrum zavisi pouze na € a
k, coz nam dava

E(k) = CePEP hy < k < ky | (1039)

jako jedinou moznou formu spektralni funkce. Konstanta C' je bezrozmeérné
¢islo znamé jako Kolmogorova konstanta.

Je dobré tici, ze toto Kolmogorovo spektrum nebylo ur¢eno pomoci rigo-
rozni analyzy. Na druhou stranu bylo ovéfeno mnohymi experimenty.
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8 Relativista hydrodynamika

Hmotné medium je popsano v relativistické fyzice pomoci tensoru energie
hybnosti, ktery vystupuje na pravé strané Einsteinovych rovic

871G
G = —2T,, | (1040)

A
kde G je gravita¢ni konstanta a ¢ je rychlost svétla.
Formulace relativistické hydrodynamiky musi splnovat zakladni predpoklad,

Ze rovnice jsou kovariantni. Jinymi slovy fe¢eno, maji stejny tvar ve vSech
soutadnicovych soustavach. Z toho divodu musi byt formulovana pomoci
(D+1)— vektoru rychlosti. Také je velmi dobte zndmo, ze kovariantni veli¢ina,
ktera popisuje dynamiku pole, je Tensor energie impulsu T}, ktery vystupuje
na pravé strané rovnice (1040). Nyni odvodime dulezitou rovnici, ktery musi
tento tensor spliovat. Uvazujme Bianchiho identitu pro Riemannuv tensor

VR, + VR, + VR, =0. (1041)

ouy

Nyni provedeme kontrakei indexti A and p a z definice R¥, ,, = R,, dostaneme
identitu

VoRow = VuRpe + ViR, =0 . (1042)
Nasledné provedeme kontrakci této rovnice s pomoci ¢g”° a dostaneme
1
0=V,R', —V,R+V*Ry, = 2V*(R,, — 5g,WR) =0. (1043)

Jinymi slovy, Ze kovariantni derivace tensoru G, = R, — % 9w R je identicky
rovna nule. Pak z rovnice (1040) dostaneme

V. T" =0 . (1044)

Poznamenejme, ze toto musi platit bez ohledu, zda-li jsou splnény pohybové
rovnice pro tekutinu.

Je také mozné uvazovat obecnéjsi formu kapaliny, kterd je charakteri-
zovana nejen tensorem energie hybnosti, ale take jinymi zachovavajicimi se
naboji, které v relativistické hydrodynamice jsou definovany 4-vektory toku

Vb T =(1,2,...), (1045)

kde index I oznacuje vSechny konservativni naboje, které charakterizuji dany
system.
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8.1 Konstrukce tensoru energie-hybnosti

V této kapitole nastinime postup, jak zformulovat tensor energie hybnosti pro
idealni tekutinu. Vime, ze v nerelativistickém ptipadé mame jasné definovany
¢asovy vyvoj, ¢as ma rozdilnou roli nez prostorové souradnice. Samoziejme,
toto je vhodné pro studium casového vyvoje systému, na druhou stranu je
ziejmé, ze dany popis neni kovariantni, kde princip kovariance je zédkladnim
principem vsech relativistickych teorii. Na druhou stranu je mozné ukazat, ze
i v pripadé kovariantnich teorii je mozné studovat ¢asovy vyvoj systému, kdy
zavedeme tzv 3+ 1 formalismus, ktery spociva v rozdéleni variaty na systém
tii rozmérnych prostorovych podprostoru, kazdy parametrizovany skalarni
funkci, ktera také parametrizuje casovy vyvoj systému.

Nyni pristoupime podrobnéji ke konstrukei tensoru energie hybnosti. Uvazujme
pozorovatele, ktery se pohybuje s ¢asupodobnou ¢tyirychlosti U* (pro pozo-
rovatele v klidu vzhledem k dané soustavé mame U° = ¢

Projekce do prostorupodobného sméru kolmého na ¢asupodobny vektor
U* je definovana projektorem

1
Lr, =4, + 50", , (1046)
c
pro ktery plati
1rr =" 2U“U 1U”U u'u, = 1U“U
e T T @t T G e = T U

1AUY =0 .
(1047)

Vidime tedy, Ze muzeme provést projekci ve sméru pozorovatele, kterd je dana
kontrakei prislusné veli¢iny s vektorem U*, nebo projekci ve sméru kolmém.
Pak definujeme hustotu energie, jak je vnimana pozorovatelem, dana vyrazem

€= C%TWU“U” , (1048)
zatim co prostorocasova hustota hybnosti je ddna kovariantnim vyrazem
P, = — LU, | (1049)
Nakonec definujeme prostorupodobny smyk
S =1L1T, . (1050)

209



Je ziejmé, Ze tento tensor ma pouze prostorupodobné komponenty, protoze
jeho kontrakce s ¢asupodobnym vektorem U* je rovno nule. Je ziejmé, ze
muzeme psat tensor energie hybnosti v nasledujicim tvaru

1 1
T = 0,00, The = (L, — C_QUALUP)(J-VU - C—2U1,UU)TPU =

1 1
= Suw— g(J—,fUuUU + U U L) T, + C—4UMU,,U”U"TPU =

1 1
= gUque + S, + E(U”P” +P.U,) .
(1051)

Poznamenejme, ze nyni p znamend hustotu energii, zatim co nerelativistickém
popisu vyhradili symbol p pro hustotu hmoty.

Nyni strucné nastinime, jak z mikroskopického modelu najdeme stavo-
vou rovnici tekutiny. Ve fyzice mnoha ¢astic je mozné konstruovat kvantove
mechanicky operator poctu ¢astic ngas, tensor energie hybnosti T/?VM a také
operator toku castic, kdyz vyjdeme z fundamentalniho Lagrangianu. Poté,
co jsme dany operator Tlff,M nasli, muzeme provést stfedni hodnotu této
veli¢iny, jak kvantové mechanickou tak i statistickou, a pak zadefinujeme

hustotu energie jako
1 14
€=3 utu’ (TEM) (1052)

kde ]
ut = - (nhar) » n=(nou) - (1053)

Vidime, ze je zde rozdil mezi T’ ,?VM a T,,. Prvni popisuje stav systému vzhle-
dem k element tekutiny, zatim co druhy popisuje stav elementu tekutiny
vzhledem k systému. Podrobnéji, muzeme uvazovat soustavu definovanou
vektorem wu#, vzhledem ke které je pozorovatel v klidu, a je tedy mozné
ztotoznit u* = U*. Je také jasné, ze vzhledem k této soustavé spojené s
tekutinou neexistuje tok hybnosti a tedy P, = 0.

Prostorovy smyk je symetricky tensor, ktery muze byt vytvoren z u* a
guv- Protoze také musi platit, ze u#S,, = 0 a tedy najdeme

1 1
SNV = gS(QW, + C—zuuuy) . (1054)
Jestlize identifikujeme p = §/3, dostaneme
1
T, = 0—2(6 + p)uyty + PG (1055)

210



coz je konecny tvar tensoru energie hybnosti idealni tekutiny.

Diky stavové rovnici p = p(e), dostavame, ze mame 4 nezavislé proménné
pro idedln{ tekutinu, protoze také plati utu, = —c*. Je ziejmé, ze ve své
lokaln{ klidové soustavé, kdy u' = 0, g;; = d;;, dostaneme

Jinymi slovy plati lokalni Planckuv zakon. Dale, protoze relativistickou teku-
tinu popisujeme pomoci tensoru energie hybnosti dostaneme, ze jeji pohybové
rovnice jsou dany zdkonem zachovani energie

v, T =0 (1057)

Shrime tedy zakladni principy pro formulovani relativistické hydrodyna-
miky. Specifikujeme dany systém pomoci tensoru energie hybnosti a moznych
danych toku pomoci vektoru u* a potencilné pomoci dalsich velic¢in. Protoze
hydrodynamicky popis ma pouze smysl, kdyz dana mikroskopicka teorie je ve
stavu lokalni termodynamické rovnovahy, je jasné, ze abychom plné charak-
terizovali dany systém, musime pouzit lokalni termodynamické veli¢iny. Déle
musime popsat, jak ruzné ¢asti tekutiny, které jsou v lokdlni termodynamické
interakce, spolu vzajemné interaguji. Abychom toho dosahli, uvazujme ele-
ment tekutiny, ktery je v lokalni termodynamické rovnovaze a tudis je popsan
lokalnimi termodynamickymi velicinami. Protoze si tento element vyménuje
zakladni termodynamické veli¢iny se svym okolim, je zfejmé, ze bychom méli
s nim spojit vektor u*, ktery popisuje tok tekutiny a tudiz i transport ruznych
termodynamickych veli¢in. Ukazuje se, ze lokalni termodynamické proménné
spolu s rychlosti u* plné popisuji tekutinu.

Podrobnéji, uvazujme tok hybnosti pres plosny element df, coz neni nic
jiného nez sila pusobici na tento element. Jinymi slovy T%df; je i— t& kom-
ponenta sily pusobici na povrchovy element. Uvazujme objemovy element v
soufradnicové soustave, kde je v klidu, kterd je znama jako lokélni klidova sou-
stava. V této soustave plati Pascaluv zdkon, ktery nam tika ze tlak v daném
elementu tekutiny je stejny ve vSech smérech a sila je kolméa na plochu, na
kterou pusobi. Pak muzeme napsat

Tdf; = pdf' | (1058)

a tedy
TV = ps . (1059)
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Je také jasné, ze v lokaln{ klidové soustavé jsou komponenty 7% jsou rovny
nule, nebot v této soustavé je hustota hybnosti nulova. Komponenta T je
vnitini hustota energie, kterou oznacime jako e.Jinymi slovy, v lokélni klidové
soustave dostavame tensor energie hybnosti v piipadé idedlni tekutiny ve
tvaru

T = (1060)

oo oOn
oo o©
o o o
kN o oo

(oW

Pak je zfejmé, ze v libovolné soustavé dostaneme

1
TH = g(e + p)uru” + pg"” . (1061)

Komponenty tohoto tensoru v tfirozmérné formé maji tvar

. 1 vid .
T — — 5
02(6+p)1_02/62 +p )
1 V;

) 1
TOz:_<6+p) TOOZ

c 1—v2/c’ 1—02/02(6+p)_p'

(1062)

Nerelativisticky piipad odpovida situaci, kdy v < ¢ a malé rychlosti mikro-
skopického pohybu céstic tekutiny. Poznamenejme, ze relativisticka vnitini
energie e zahrnuje také klidovou energii nmc?, kde m je klidova hmotnost
jedné castice. Dale, hustota c¢astic odpovida hustoté castic v lokalni klidové
soustavé. Na druhou stranu v nerelativistickém popisu pouzivame hustotu
energie v laboratorni soustavé, tedy mame mn — py/1 — v2/c2pv?/2kde p je
nerelativistkd hustota hmoty. Pak tedy dostaneme Tog — pc? + pe + 3pv?.

8.2 Relativisticka supertekutina

Uvazujme relativistickou teorii pole se zachovdvajicim se U(1) nédbojem s
odpovidajicim se tokem J* a déle s tensorem energie hybnosti T"". Tyto
veli¢iny splniuji rovnice

B =0, 9,7 =0. (1063)

Déle budeme predpokladat, ze tento system je studovan pti konecné teploté
T a chemickym potencialem pu.
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9 Relativisticka viskozni hydrodynamika

9.1 Relativisticka Navier-Stokesova rovnice

Idedlni tekutina je definovana jako tekutina, kde je vliv viskozity zanedban.
Jestlize chceme vzit do uvahy efekt viskozity, musime modifikovat tensor
energie hybnosti nasledujicim zpusobem

™ = T(’ég + 11, (1064)
kde T'uv g je tensor energie impulsu, ktery md tvar tensoru pro idedlni te-
kutinu. Tvar tohoto tensoru muzeme odvodit nésledujicim zpisobem. Tento
tensor musi byt funkei hydrodynamickych stupnu volnosti, jmenovité loren-
tzovskych skalaru e, p, dale c¢tytvektoru rychlosti u* definovany jako

drt
wt = (1065)
dr
kde 7 je vlastni cas, ktery je definovan z definice invariance ¢arového elementu
, 1 dz* dx; v?
272 239 ig. 2 i1 _ 2
—cdr" = —c°dt” + dx'dx; = —dt [l—g o dt]_ —dt [1_0_2] . (1066)

Pak dostaneme
dt dz* 1 c c
P= — = ) = 4 . 1067
Uu dT dt 1 B ﬁ ( ,UZ > 7(U) ( ,UZ ) ( )
02

V nerelativistické limité v/c < 1 dostaneme v ~ 1 + % a tedy u* = (c,v").
Tensor energie impulsu predpokladédme ve tvaru

T(%I)j = e(cog"” + crufu”) + p(ceg"” + cgutu”) . (1068)

V klidové soufadnicové soustave pozadujeme, aby T(%(; odpovidala hustoté
energie en. Dale pozadujeme, aby v klidové soustavé byla hybnost nulova
T (%') = 0 a aby prostorové komponenty tensoru 7| (Zg) mély nésledujici tvar
T (lg) = pd¥.
Jestlize pouzijeme tyto podminky v piipadé tensoru (1068) dostaneme
(u" = (c,0), gt = — 1, gres = 0)
T(%%(rest) = e=—ecy+ci1ce—pey +pcies=e

T

(o (rest) = ecod” + peyd = pdt .

(1069)
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Tyto rovnice maji feseni

1 1
00:0,0125,02:1,0325. (1070)
Jinymi slovy dostavame
14 1 14 14 1 14
T(‘(‘)) = 6—26u“u + pg" + gpu“u : (1071)
Je uzitecné zavest tensor
14 v 1 14
AP = g + gu“u , (1072)
AVF —(W—I—l“”) =u l"(” )=0 (1073)
Uy, = (9 02uu Uy, = U +62u uu,) =0.
u, A" =0 . (1074)

v « v 1 14 o 1 o
AN = (g™ + CEU“U )Gup(g”" + Cjupu )=

1 1
=g + 2—C2 utug + —C4u“ua(upup) = AP
(1075)

Pak dostaneme nasledujici tvar tensoru energie hybnosti pro idedlni relati-
vistickou tekutinu

17 1 v 17
Tipy = geu“u + pAH. (1076)

V pripadé, ze neexistuji externi zdroje, pak tensor energie hybnosti se za-

chovéva a tedy dostaneme

0T =0 . (1077)

Je uzitecné provést projekci této rovnice ve sméru rovnobézném a kolmém
na rychlost tekutiny. Prvni je definovana pomoci nasledujici rovnice

174 1 14 v
w0, TG = C—Zuyc‘?u(eu“u ) + w0, (pAM) =

1 1
= C—2ul,u”8uu“e + gul,u”u“ﬁue + guyu“auu”e +
+u, A" 0,p 4 1, 0, A""'p =
= —0,ul'e —u'de — 0, ul'p =0 =
utoue+ (p+e)out =0,
(1078)
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kde jsme pouzili u,u* = —c?, coz nam dava
“w )

1
du’u, = §3ﬂ(u”uy) =0 (1079)
Také musime ukazat, ze
0, ANy, = 0, (A uy,) — A0 u, =
= —0,u" — Jyu v = =0, ut . (1080)
Pro nasledujici projekci dostaneme
AC“V@#T(‘(‘;)’ =
1
= g(Aayﬁueu“u” + A% w0, ut'e + A% e 0,u”) +
+A%0,pA" + A° pd, AF =
1
- g(e +p)ut O u® + A0, p =
(e+pu'ou®+ A*"0,p =0,
(1081)
kde jsme pouzili

« 174 « 1 « 1 v v 1 «
AN°,0,AM" = (0, + 2 uy)g(auu“u + w0, u") = gu“auu ,

A% utOu” = (07 + uu, ) uto,u” = uto,u” .

(1082)
Déle zavedeme nasledujici notaci
D =v"0, ,V* = A9, (1083)
a tedy pohybové rovnice maji tvar
De+ (e+p)o,u” =0,
(e +p)Du*+ A% =0,
(1084)

coz jsou fundamentdalni rovnice relativistické idealni tekutiny. Abychom jim
lépe porozumnéli, uvazujme nerelativistickou limity v/c < 1 a tedy v prvnim
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fiblizeni u° ~ ¢, u* ~ v* kdy dostaneme
)

D:uM8M:C%+Ui%:8t+Uiai,
1 .
A%:AW%NE@+w@%

(1085)

Déle uvazujeme nerelativistickou limitu, kdy p < e a kdy vnitini energie je
dominovéana hustotu e ~ p pak prvni rovnice dava

Oup +v'0p + poiv' = Oyp + 0;(v'p) = 0
(1086)

coz je zjevné rovnice spojitosti. Stejnym zpusobem dostaneme ze druhé rov-
nice
p(O" + 7 0;0") + Op = 0 = (9" + ' O") = ) iD
(1087)

coz je Eulerova rovnice.

Po shrnuti zakladnich pojmu tykajici se relativistické formulace idedlni
tekutiny prejdeme k problému formulace relativistické viskozni hydrodyna-
miky:.

9.2 Relativisticka viskozni tekutina

V ptipadé, kdy nebudeme zanedbavat efekt viskozity, musime uvazovat obecnéjsi
tvar tensoru energie hybnosti. Uvazujme tedy tensor ve tvaru

TV =T+ T (1088)

kde T(‘(‘)l)' je tensor energie hybnosti idedlni tekutiny a IT* je viskozni ¢dst,
ktera zahrnuje efekt disipace.
Déle je nutné uvazovat obecnéjsi tvar ¢tyivektoru toku

nt = nu* + v | (1089)
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kde T* a n* splnuji rovnice
9,T"" =0, 9gn'=0. (1090)

Nyni je dulezité diskutovat vyznam ctyfrychlosti u”. V relativistické me-
chanice tok energie nutné zahrnuje také tok hmoty. Na druhou stranu v
piipadé, ze existuje tok tepla, pak definice rychlosti pomoci hustoty toku
hmoty neni presny vyznam. Radéji definuje rychlost podminkou, ze v lokalni
klidové soustave libovolného elementu tekutiny, je hybnost elementu nulova a
energie, vyjadfena pomoci ostatnich termodynamickych velic¢in, je vyjadiena
stejnym zpusobem, jako kdyz disipativni procesy nejsou piitomny. Jinymi
slovy, v lokdln{ klidové soustavé komponenty tensoru I1°° a II% jsou rovny
nule. ProtoZe v této soustavé plati, ze u* = 0, dostavame v lilbovolné soustavée
tensorovou rovnici

w, 1" =0 . (1091)

Podobna podminka musi platit v piipadé vektoru v#
vt =0, (1092)

protoze n’ komponenta vektoru n* musi v lokdlni klidové soutavé byt rovna
hustoté ¢astic n. Pomoci téchto argumentu dostaneme

u, " = —eu” . (1093)

Poznamenejme, ze podminku (1091) je mozné chépat jako vybér soustavy
pro definici 4— rychlosti tekutiny. Nékdy se tato podminka nazyva Landau-
Lifsic soustavou. Tomuto muzeme lépe porozumét, kdyz si uvédomime, ze
pro systém se zachovavajicim se nabojem zde existuje odpovidajici tok n*,
ktery muze byt pouzit alternativné k definici rychlosti tekutiny, coz je tzv.
Eckertuv systém kdy u,n* = n. Tyto moznosti odrazeji nasi volnost v de-
finovani lokdlni klidové soustavy bud jako soustavy, kde bud’ hustota ener-
gie (Landau-Lifsic) ¢i hustota nédboje (Eckart) jsou v klidu. Protoze fyzika
nesmi zaviset na vybéru soustavy, je mozné ukazat, ze difuse naboje v jedné
soutradnicové soustavé odpovida toku tepla v druhé soustave.

Formu tensoru II*” a vektoru v* je mozné urcit z pozadavku, ze kazda
hydrodynamicka teorie musi odrazet zakon rustu entropie, ktery musi byt
obsazen v pohybovych rovnicich. Vyjdeme z projekei rovnice 9,7"" defino-
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vanych v predchozim vykladu
u,0,T" = —9,u"(e + p) — u"O e + u,d,I1" =0 ,
1
AS9,T == = (e + pudu® + A™9up + A%, =0
(1094)

Tuto rovnice je mozné dale zjednodusit s pomoci nasledujictho vyrazu

1
w, O, = 9w, 1) = 1" Ou, = =3 (10,0, + T Dyu,) = ~I1" D)
(1095)

a také s pouzitim identity
Oy =u,D+V, (1096)

Pak tedy dostavame konecny tvar pohybovych rovnic pro relativistickou
viskozni tekutinu

ouu'(e + p) + De + 11" 0, = 0,
1
c_2<€ + p)utd,u® + A0,p+ A0, =0 .

(1097)

V tomto okamziku je viskozni tensor energie hybnosti jesté neurcen. Ukazuje
se, ze obecné tento tensor muze mit ruzny tvar a tim dostdvame ruzné teorie
viskozni hydrodynamiky.

Nasim cilem je najit formu tensoru II*”. Vyjdeme z druhého termody-
namického zakona, ktery rika, ze entropie musi lokalné rust. Z predchoziho
vykladu zname zakladni vstahy mezi hustotami vnitini energie, tlaku v pripadeé
absence zachovéavajicich se ndboju (nulovy chemicky potenciél)

e+p="Ts,Tds=de . (1098)
Druhy termodynamicky zakon muzeme napsat v kovariantnim tvaru
st >0, (1099)

kde jsme zavedli 4—vektor etropie, ktery ve stavu lokalni teromodynamické
rovnovahy ma tvar
st = sut . (1100)
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Pomoci termodynamickych relaci muzeme prepsat druhy termodynamicky
zdkon do tvaru

oys' = ul'0ys+ sout =
e+p
= Ds+ TGMU“ =

1 e+ 1
= TDG + Tpauuu - _T].—qua(uulj) 2 O

(1101)

Je vhodné rozdélit 11" na dvé ¢édsti, 7#¥, kterd ma nulovou stopu 7, 7* = 0
a zbytek s nenulovou stopou

1
" =7 4 §AWH I = n,, 1T (1102)
protoze mame
v 1 14 1
NI = gnm,A I = (44 guuu’“‘)ﬂ =1I. (1103)
Zavedeme novy vyraz pro bezestopou ¢ast d,u,,)
2
Aty = 20(,u,) — gﬁlwﬁaua (1104)

ktera skutecné splinuje

A cuys = 20, — 20,0t =0 .

(1105)
Poznamenejme také, ze plati
1
", = 7 u, + gA‘“’uyH = "u, (1106)
a tedy z podminky I1*u, = 0 dostaneme, ze
™, =0 . (1107)
Pak konecné dostaneme
1 1
st = —ﬁﬂ’wﬁwuw — gﬂaauo‘ >0.
(1108)
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Vidime, ze tato podminka je splnéna, jestlize plati
T = -Vt 1l = —C0u® ,n>0,(>0, (1109)

protoze pak dostavame
s =n+(>0. (1110)

Je zjevné, ze muzeme stotoznit n a ( s koeficientem smykové a objemové
viskozity. Ze stejnych duvodu muzeme nazyvat systém rovnic (1097),(1102) a
(1109) jako relativistickou Navier-Stokesovou rovnici. A¢koliv je tato rovnice
pritazlivé jednoducha, ukazeme, ze se vyznacuje patologickym chovanim pro

vvvvvv

9.3 Problem akauzalniho chovani v relativistické Navier-
Stokesové rovnici

Uvazujme malé poruchy hustoty energie a rychlosti tekutiny v systému, ktery
byl na poc¢atku v rovnovaze a v klidu

e=eo+de(t,x), u'=(c,0)+0utt,x), (1111)

kde pro jednoduchost budeme piredpokladat, ze porucha zavisi na jedné
soutadnici. Pak relativistickd Navier-Stokesova rovnice urcuje pohybovou
rovnici pro tyto poruchy. Podrobnéji se zajimame o rovnici

1
g(e + p)utdu® + A0,p + A0, =0 .
(1112)

Abychom nasli jeji linearizovanou formu, uvazme, ze tensor II*¥ ma tvar

1

" = —pASHFy"= — ng“”aauo‘ =

(@, ,v) 2 v «a 1 v

= —n(20%u”) — gA“ Oqu®) — §CA“
(1113)

and tedy xy komponenta daného tensoru ma tvar
1
™ = —n(0*uY + 0%u") — g({’ = 2n) A 0u” = —n0ou

(1114)
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kde jsme zanedbali ¢leny vyssich fadu v du a kde 79 je hodnota n v zakladnim
stavu. Pak dostavame

1

g(e + p)utou® + A0,p + AL I =0 =
1

g(eo + po)ﬁtéuy + 8331'1“’ =

2
gout — —1C 9250y =0 .
€0 + Po

(1115)
Abychom zkoumali individualni mody, uvazujme fluktuaéni pole ve tvaru
Su¥(t,z) = e Wrtke g (1116)

Vlozenim tohoto predpokladaného feseni do linearizované rovnice dostaneme

2
w= 1% 2 (1117)
€o + Po

Pomoci této rovnice najdeme grupovou rychlost

dw 210>
dk e+ po

vr (k) k, (1118)

a my vidime, ze linearné zavisi na vinovém cisle a tedy pro vétsi a vétsi vinova
¢isla grupova rychlost bez omezeni roste. Jinymi slovy, pro dostatecné velka
k tato grupova rychlost piekroci rychlost svétla a tedy dojde k poruseni
kauzality. Jinymi slovy, relativistickd Navier-Stokesova rovnice neni kauzalni
teorii.

Jinymi slovy, relativisticka Navier-Stokesova rovnice vykazuje nefyzikalni
chovani pro kratké vinové délky a tedy dava platny popis pouze v pripadé
dlouhych vlnovych délek. Samozirejmé, muzeme fici, ze toto neni principialni
problém, protoze kdyz se divame na hydrodynamiku jako na efektivni teorii
pro dlouhé vlnové délky, pak bychom mohli Tici, ze jeji platnost je omezena
néjakou minimalni vinovou délkou. Na druhou stranu teorie s omezenim plat-
nosti se vyznacuje praktickym omezenim pii vypoctech. Na druhou stranu
vime, ze mody s velkym vIinovym c¢islem jsou spojeny s nestabilitami a te-
orie musi byt néjakym zpusobem regulovéana. Dale, uvazujme mod, ktery v
jedné soutradnicové soustaveé se pohybuje rychlosti vyssi nez je rychlost svétla
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v jedné souradnicové soustavé se pohybuje zpét v ¢asu v jiné soutadnicové
soustavé. Jak vime, hydrodynamika je teorie, kterda pozaduje dobfe definova-
nou mnozinu pocatecnich podminek. Na druhou stranu zde jsou médy, které
se pohybuji zpét v case a tedy pocatecni podminky nemohou byt libovolné.
Tento fakt ma za nasledek, ze neni mozné tesit N-S rovnici ani numericky.

9.4 Miller-Israel-Stewart theory

V predchozi ¢asti jsmem odvodili relativistickou NS rovnici z druhého ter-
modynamického zdkona 0,s* > 0, kdy jsme implicitné pouzili formu rov-
novazného toku entropie s* = sut. Na druhou stranu obecné neplati, ze tok
entropie musi mit tvar odpovidajici rovnovaznému tvaru v piipadé disipa-
tivniho toku, ktery je mimo termodynamickou rovnovahu. Jestlize opustime
tento predpoklad, pak muzeme pfipustit, ze nerovnovazny entropicky tok
ma prispévek z viskozniho tensoru. Tento model se také nékdy nazyva jako
rozsitend nevratnd termodynamika. Jestlize tedy budeme predpokladat, ze
odklon od termodynamické rovnovahy neni velky a tedy korekce vyssich radu
mohou byt zanedbéany, pak muzeme psat

st = sul — f—;u“HQ - %uuﬂ'aﬁﬂ'aﬁ : (1119)

kde By, B2 jsou koeficienty. Poté dostaneme

s = 0, su” + s0,ut — 0, (26—%) uHII? — 26—;8MUMH2 — %U“E)“HH —

—f% (&) “Waﬁﬂaﬁ _ éauuuﬂaﬁﬂaﬁ _ @uuauﬂaﬁﬂaﬁ _

2T 2T T
:—LW’“’ Vptys + mogT'D @ + 209 D7,y + BomnOau® | —
2T ny o T % nrPa
I1 1 Bo 1
—— “+ -IITD | = DII + = BpI1o,u“ ) >0 .
T((?au —1—2 (T>—|—ﬂo —|—2ﬁo 8au)_0
(1120)
kde jsme opét pouzili
1
Oysut + sout = —TH/W@(MU,,) . (1121)
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Vidime tedy, Ze tato nerovnost je splnéna, kdyz bude platit

B

T = (V<Muy> +mT'D (T

) + 252D7T;4V + BQWMVaaua) )

= g(a u® + 2HTD (B“> + BoDII + %ﬁonaaua) :
(1122)

kde tyto vztahy souhlasi s Navier-Stokesovou rovnici v limité £y, B — O.
Tyto rovnice definuji tzv. Muller-Israel-Stewart teorii.

Je mozné studovat dynamiku poruch okolo rovnovazného stavu stejné
jako v predchozim ptipadé. Ukazuje se, ze v dané teorii se neobjevuje problém
kauzality, za predpokladu, kdy By, B2 nejsou piilis§ malé. Na druhou stranu
i tento formalismus neni zcela uspokojujici, nebot nezndme ptvod [y, B2 a
také, zda-li predpoklad, ze entropicky tok je kvadratickou funkci hydrody-
namickych stupni volnosti je spravny. Je ziejmé, ze je zadouci mit funda-
mentalnéjsi zpusob, jak obdrzet relativistickou viskozni hydrodynamiku.

9.5 Relativisticka viskozni hydrodynamika z kinetické
teorie

Vime, ze relativisticka rozdélovaci funkce spliuje rovnici
P*Ouf = Clf] ,p'pm = —m?c? (1123)

kde C je srazkovy clen, jenz je funkciondlem f a zdvisi na interakci mezi
casticemi. Pro systém v globalni rovnovaze f(p,x,t) = f)(p) a tedy Bolt-
zmanova rovnice dava

P*0ufo) = 0= Clf0)] (1124)

coz nam opét tika, ze srazkovy ¢len je roven nule v pripadé globalni rov-
novahy. Na druhou stranu rovnice p*d,f = 0 muze platit pro dva rozdilné
oblasti platnosti: Prvni, kdy muzeme ignorovat srazky, kdy je systém typicky
daleko od rovnovazného stavu, a za druhé, kdy jsou srazky tak silné, ze je
systém v rovnovaze a tedy srazkovy clen je roven nule. Prvni piipad se typicky
projevuje v situacich, kdy casova skédla spojend s casovym vyvojem systému
je tak kratka, ze efekt cdsticovych interakei muze byt zanedban. Ovsem,
koneckoncu, srazky ¢astic pozdéji se za¢nou projevovat a jejich efekt vede
k tomu, ze se systém zacne blizit termalni rovnovaze. Pravé tento piipad,
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ktery je také nékdy definovan jako limita velkych vinovych délek a malych
frekvenci, ktery odpovida hydrodynamickému popisu.

Pomoci jednocasticové distribuéni funkce definujeme tensor energie hyb-
nosti jako

4
/ %pup”é(p“pu +m*c*)20(p°) f(p, ) = T . (1125)

9.6 Relativisticka idealni tekutina z kinetické teorie

Pro jednoduchost budeme uvazovat ultrarelativisticky pripad, kdy muzeme
zanedbat klidovou hmotnost ¢astice. Pak z predchozi rovnice dostaneme

/%pzé(ﬁ)%@o)ﬂp, r)=0= T[j =0. (1126)

Pro dalsi ucely zavedeme konvenci

g =

5(p"'pu)20(p°) - (1127)

Jestlize nyni vezmeme prvni moment Boltzmanovy rovnice, dostaneme

/ dép”p" 0, f (p, ) = — / dép”Clf] = 0y / dsp”p" f(p,z) = 0,T" . (1128)

Jak vime, pro interakce, pti kterych se zachovava energie a hybnost, integral
pres srazkovy clen je roven nule

/dngC[f] ~0. (1129)

Pak tedy dostavame, ze prvni moment Boltzmanovy rovnice vede k zédkladni
rovnici relativistické hydrodynamiky ve tvaru 0,7"* = 0.
Uvazujme rovnovaznou distribucni funkei

feq(xvpa t) = feq (%) ) (113())

kde u* je 4—vektor, ktery se redukuje do tvaru u* — (¢, 0) v klidové soustave
teplotniho rezervoaru o teploté 7. Pak dostaneme

v v p,uu v v
T{:)) = /dé—p'up feq (K]ﬁ) = a20u“u + ag AH 7 (1131>
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kde koeficienty asg a as zavisi pouze na teploté a jejich hodnotu ziskame,
kdyz provedeme kontrakci predchozi rovnice s u*u” a A*

Plu

/dﬁ(p“uu)zfeq (kBT#) = ctay |
Hu

/ AEDPD" A (p “) 30y =

kgT

21 = %/df(p“pu + 0_12<p#uu>(pyuu))feq (%) )
(1132)

V pripadé, kdy u* souhlasi s vektorem ¢tytrychlosti tekutiny, pak dostavame,
Ze T(’g; ma tvar tensoru energie hybnosti idealni tekutiny, kde asg = 5 a ag; =

1

p. Poznamenejme, Ze v pripadé nehmotnych cdstic, dostaneme as; = 3asg,

coz dava p = %e.
Abychom vypocitali koeficienty asg, as;, musime konkrétné specifikovat
rovnovaznou distribuénf funkei f,. Uvazujme piipad Boltzmanovy rozdélovaci

funkce, kdy
pHuy, (p“uu)
/i M 11
fW(k;BT) eXp{ ks T (1133)

V tomto piipadé muzeme agy vypocitat v soustave, kdy u* = (c,0), kdy
dostaneme

20 = / oy (po)zé(pip-—(p°)2)29(p°)6_’% - /°° dpp®e P/keT = 3K
20 (2m)3 ’ 272 Jo A2

(1134)

9.7 Nerovnovazny stav

Z predchozi diskuze je ziejmé, ze v piipadé, kdy distribucni funkce zavisi
pouze na kombinaci p*u,, pak tensor energie hybnosti definovaném pomoci
kinetické teorie je stejny, jako v pripadé idealni relativistické tekutiny.Jestlize
systém je lokdlné v termodynamické rovnovaze, pak f., je kompletné cha-
rakterizovana vektorovou funkci, kterd specifikuje lokalni klidovou soustavu
termalniho rezervoaru u(z) a lokalni teplotou. Jinymi slovy, systém, ktery
je v lokalni termodynamické rovnovéze, je popsan s pomoci relativistické
idealni tekutiny. Odklon od termodynamické rovnovahy vede k odklonu od
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idealni relativistické tekutiny a tedy se dostavame k viskozni relativistické
teorii. Uvazujme tedy nasledujici tvar rozdélovaci funkce

F0.2) = fun (%) 14 67(p. )] . (1135)

kde 0 f(p, x) < 1. Pak dostaneme
T T / AP D fuab f = THY + 7 (1136)

kde uvazujeme ultrarelativisticky limit. Korekéni clen muzeme vzit jako Ta-
yloruv rozvoj
0f(p,x) = c+ pley + p"p e (1137)

Kdyz bychom nyni pouzili tento rozvoj ve vyrazu

o = [ dertt 1o (1138)

dostali bychom vyrazy pro koeficienty c, c,, cop. Na druhou stranu vime, ze ¢ f
musi byt algebraickou funkei hydrodynamickych stupnu volnosti e, p, u*, g"", 7.
Poté pozadavek, ze df musi byt roven nule pro rovnovaznou konfiguraci
davd, ze ¢ = 0,c, = 0, nebot jediné v tomto pifpadé je ¢len linedrni p®
nulovy pro rovnovaznou konfiguraci. V pripadé kvadratického ¢lenu muzeme
piedpokladat, Ze c,p ma tvar c,s = camag, protoze m,p je roven nule pro
rovnovaznou konfiguraci a kde ¢y je funkci hydrodynamickych proménnych

e, p. Pak tedy dostavame

T = magca [P (1139)

kde "% odpovidd pifpadu n = 4 integralni definice
JH#2tn — /dxp‘“p“2 D feg (1140)

Jestlize nyni provedeme kontrakei rovnice (1139) dostaneme ¢y = ﬁ, kde
koeficient a4 muze byt pocitan stejnym zpusobem jako koeficienty asg, asy v
pfedchozi kapitole za pfedpokladu znalosti funkce f.,. Napiiklad v piipade

Boltzmanova plynu dostaneme

asgp = (e +p)T? . (1141)
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S pouzitim téchto vyrazu dostavame konecny tvar slabé nerovnovazné dis-
tribucni funkce

P00 = o (P32 ) 4 7] (142)

Na druhou stranu je nutné zduraznit, ze stale neni zfejmy vstah mezi Bolt-
zmanovou rovnici a viskozni hydrodynamikou, nebot jsme jesté nespecifiko-
vali srazkovy ¢len, ktery ma samoziejmé komplikovanou formu zavislou na
konkrétni formeé interakce mezi ¢asticemi. Na druhou stranu forma tohoto
srazkového ¢lenu muze byt zjednodusena pomoci predpokladu malého od-
klonu od termodynamické rovnovahy. Toho muzeme dosahnout nasledujicim
zpusobem. Budeme predpokladat, ze velikost  f souvisi s gradientem hyd-

s

ze vlozime f = f,[1 + 6 f] do Boltzmanovy rovnice
Clf] = POl fea(L+ 6 )] = 'O feq + O(?) (1143)

kde zanedbame ¢leny druhého tadu, které vyplyvaji z toho, ze samotna funkce
0 f je ¢lenem prvniho fadu v opravé, zatim co derivace dodava dalsi fad v §.
Naprtiklad v pfipadé Boltzmanovy distribu¢ni funkce f., = e™* dostaneme

p'u v Uy
p“aufeq(T”) = PP Ou() feq =

Y 1 Uy
= _p,up (V - guuD)Tfeq =
Y 1 0, 1

= feq(v Uy — V T+ uuuyu'DT — C—’U,Mu ) uy) =
p“p 1 1 . )
= ———fee(V,u, + (uuV,, In7T -V, InT) + " —uu, Vou®) + 0(6%)
(1144)
s pouzitim identity
v L 1
Op = 0,0, = (A0, — Ul 0y) =0, — CQU“D (1145)

a s pouzitim zakladnich hydrodynamickych rovnic. Nyni vyuzijeme faktu, ze
pHp” je symetricky vyraz a dale kontrakce p*p” s g, ddva nulu pro nehmotny
piipad. Pak tedy dostaneme

Py’
2T

p"p

C[f] == v<,u V>feq 7T;wfeq (1146)
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s pouzitim toho, ze Navier-Stokesova rovnice je platnad v prvnim ptiblizeni.
Jinymi slovy ptfedchozi vyraz dava vztah mezi srazkovym clenem a viskozni
hydrodynamikou do prvniho pfiblizeni.

S pomoci takto formulované kinetické teorie se muzeme podivat na Muller-
[srael-Stewart teorii z nového pohledu. Jako prvni krok poznamenejme, ze v
pifpade zachovdvajicich se srdzek mdme [dxC = 0 a tedy nulovy moment
Boltzmanovy rovnice dava

/dxp“aﬂf = 3ﬂ/dxp“f =0,n" =0, (1147)

coz je zakon zachovani toku. Stejnym zpusobem prvni moment Boltzmanovy
rovnice dava zakon zachovani tensoru energie hybnosti, jak vyplava ze vstahu
[ dxp*C = 0. Kone¢né druhy moment Boltzmanovy rovnice ddvéd informaci
ohledné nerovnovazné hydrodynamiky systému. Tyto komplikované vypocty
vedou k rovnici

T
7TW+%[AZAEDWM+P:§7rpﬁvpuo‘+7r””8au°‘+7r””Dln T) = nVHu"~ |
12
(1148)
kde 5
PUS = BN + DG = S8 B (1149)

Vidime tedy, ze 7 spliiuje komplikovanou rovnici obsahujici gradienty ¢tyirychlosti.
Obecné mame nasledujici pohled na relativistickou hydrodynamiku jako te-
orii v mocninach gradientu. Podrobnéji, tensor energie hybnosti ma tvar

TR =T T (1150)

kde v piipadé idealni tekutiny 7 neobsahuje zddné gradienty (nulovy rad)
a tedy
T =0, (1151)

Navier-Stokesova rovnice obsahuje gradienty prvniho radu
T = nV=ru> . (1152)
Koneéné Muller-Israel-Steward teorie obsahuje gradienty druhého radu

T = nV<Fu"” + TW[AZAEDﬂ'aﬁ +...] (1153)
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10 Relativistkd hydrodynamika, kvark gluo-
nov plazma a AdS

Relativistické srazky tézkych iontu, t.j. nukleont, jejichz atomovéa vaha je
veétsi nez uhlik. Parametr, ktery charakterizuje srazky tézkych iontu, je srazkova
energie v soustave spojené s hmotnym stiedem na kazdy nukleonovy pér /s
a geometrie srazejicich se jader, protoze napiiklad jadra zlata jsou typicky
vétal nez jadra medi. Rikdme, Ze srazky jsou relativistické, jestlize v/s/2 je
veétsi nez hmotnost jadra. Pro Lorentzuv faktor tedy dostavame

my 02 Ecelk: \/g

~ 1154
mc? m 2GeV ' ( )

")/:

a tedy typicky plati v > 1. Experimenty v Narodni laboratofi v Brookha-
venu(AGS,RHIC) a v CERNu(SPS) poskytly mnozstvi dat pro Au + Au
srazky (AGS,RHIC) a Pb+ Pb sraiky (SPS), které probihaly na intervalech
energii /s ~ 2.5 — 4.3GeV v AGS a /s ~ 8 — 17.5GeV v SPS a konecné
Vs ~ 130 —200GeV v RHIC. Bylo zjisténo, ze hustota ¢dstic, které jsou pro-
dukovany v téchto srazkach, roste vyznamné s /s, coz dale vede k vysSsim
hustotam energie, coz nam dovoluje studovat atomovou hmotu za mezi de-
confimentu.

Pro Au+Au srazky v RHIC, dva svazky jader zlata byly urychleny v
opacnych smeérech a pak dojde k jejich srazkam, jakmile kazdy svazek dosahne
predepsané energie. Poté tésné po srazce vyvoj ve sméru kolmém na pocatecni
smér paprsku (transversdlni sméry) mohou byt povazovén jako staticky,
zatim co dynamika je dominovana lingitualni expansi systému.

Podrobnéji, muzeme rozdélit vyvoj do ¢tyr fazi vlastniho casu. Ve fazi
I, ktera nésleduje tésné po srazce, je pired rovnovazna faze charakterizovana
silnymi gradienty a velkymi kalibra¢nimi poli, kdy hydrodynamicky popis
nenf mozny. Doba trvani tohoto procesu je neznamd, nebotf nerozumime
procesu, kdy se kvantova hydrodynamika pro kone¢né hodnoty vazebné kon-
stanty blizi rovnovaznému stavu. Faze 11 je faze blizko rovnovaznému stavu,
ktery je charakterizovan malymi gradienty, kdy je mozny hydrodynamicky
popis, jestlize lokalni teplota je nad teplotou deconfinementu. Tato faze trva
asi 5 — 10fm/c,5 — 10((5 — 10) x 107m/(3 x 10®ms~1)), dokud systém
nebude natolik zfedény, kdy vstoupi do faze Faze III | kterd se nazyva fazi
hadronového plynu. Hadronovy plyn je charakterizovan velkym koeficientem
viskozity, coz vede k tomu, ze hydrodynamicky popis neni mozny, na druhou
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stranu je dobfe popsatelny kinetickou teorii. Tato faze skonéi, jakmile ucinny
prufez rozptylu hadront bude tak maly, ze ¢astice prestanou vzajemné inter-
agovat. Konecné ve Fazi I'V hadrony se pohybuji po rovnych carach, dokud
nedoputuji do detektoru.

Jestlize tedy budeme prepokladat, ze systém, ktery je vytvoren relativis-
tickymi srazkami dvou inotu dosdhne témér rovnovazného stavu v ¢asovém
okamziku 7 = 19 méreném ve vlastnim case, pak odpovidajici dynamika ve
fazi I1 by meéla byt popsatelnd pomoci hydrodynamickych rovnic. Abychom
tohoto byli schopni, je nutné specifikovat hodnoty hydrodynamickych stupnu
volnosti e, p, u, T v ¢ase T = 79, stavovou rovnici p = p(e), transportni koe-
ficienty a soucasné také proceduru, kdy faze II prechazi do faze III. Bohuzel
zadny z téchto idaju neni zndm z prvnich principu, proto je nutné se omezit
na nekteré modely.

10.1 Bjorkentuv tok

Fyzika relativistickych srazek tézkych iontu je zalozena na Bjorkenové predpokladku,
ze v longitudlni vzdélenosti z od bodu (a po case t) od srazky, hmota by se
méla pohybovat s rychlosti v, = 2. Jako prvni krok zanedbame dynamiku
ve smérech kolmych na srazky v, = v, = 0. Uvazujeme velmi energetické
nukleony, které se k sobé blizi blizko hranic svételného kuzelu smétujiciho do
minulosti, a které se srazi v ¢ase t = 0 v bodé z = 0. Definujme vlastni cas

jako
T=Vt2— 22 (1155)

Oblast prostorocasu, pro ktery 72 = ¢ — 22 > 0 je nazyvéana casupodobnd
oblast, zatim co 72 = t? — 22 < 0 se nazyva prostorupodobné oblast. Prosto-
rupodobnd oblast neni dostupna pro fyzikalni ¢astici, zatim co pro hmotnou
castici je dostupna pouze casupodobnd oblast.

Uvazujme nyni Lorentzovu transformaci do soustavy soufadnic pohybujici
se rychlosti V. Tato trasnformace ma tvar

(-5 7))

kde v = \/11_? je Lorentzuv faktor.

Uvazujme nyni proménnou y, znamou jako uhlovou rychlost, definovanou
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1 c¢'E+p, 1. 1+cep,/E e _
= —1] —Z:—l - e = tanh < Z>:t hl )
Y73 nc_lE—pZ 2 nl—cpz/E & E anh " e
(1157)
kde .
c
Dz \/1-62 v
1-32

Uhlové rychlost ma vyhodu, ze je aditivni pii longitudlnim boostu. Jinymi
slovy céstice, které uhlovou rychlost y v jedné soutradnicové soustave, ma
uhlovou rychlost y 4+ dy v druhé souradnicové soustavé, kterd se pohybuje
relativné k prvni souradnicové soustavé s rychlosti —dy ve sméru osy z. Toto
je mozné lehce vidét z vyrazu pro relativistické skladani rychlosti

P e (1159)

- v1v )
1+ =52

kde vy, vy jsou rychlosti ve sméru osy z. Alternativné muzeme psat

e N S (1160)

1+ BB c

Uvazujme nyni vstah pro hyperbolicky tangens

B

tanh(a +7) = 1tin$st)1(2)t?;$zy)) ' (1161)

Pak je ztejmé, ze aditivni zakon ma tvar zakona pro skladani hyperbolickych
tangensu, jestlize zavedeme rychlost y jako

y = tanh™'(33) . (1162)

Jinymi slovy, pii Lorentzovych transformacich dostavame, ze uhly rychlosti
se jednoduse scitaji. Alternativné, je mozné ukazat, ze Lorentzova trans-
formace odpovida hyperbolické rotaci v Minkowském prostoro¢asu. Pomoci
thlu rychlosti muzeme psat

B =tanhy ,v=+/1—-p2= L (1163)

coshy
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a tedy rovnice pro transformaci souradnic muze byt napsana jako

'\ coshy —sinhy t
< 4 ) B < —sinhy  coshy ) ( P ) . (1164)

Je také dobré védét, ze uhlova rychlost je analogie nerelativistické rychlosty.
Podrobnéji, v nerelativistické limité, kdy p < me dostavame

—l VPP +mPe +p.

2+ m2c2 — p,
1 z 1 Z z 4
:—IHM —In( )zp _ %
2 mc—p, 2 mc mc c

(1165)

Jako posledni zadefinujeme tz pseudo-tihel rychlosti. Uvazujme ¢astice, ktera
je emitovana pod thlem 6 vzhledem k ose dané nalétavajicim svazkém castic.
Pak thlova rychlost této castice ma tvar

1. ¢ 'E+p,
y = —ln— et
2 ¢ 'E—p,

“1y/m2c2 + p? + pcosf
—1/m2c® + p? — pcosb

(1166)

Pro velmi velké energie p > mc muzeme zanedbat hmotnost m a pak
dostavame

1 n? + pcos
— n—

0
= —Intan—- = 1167
2 p—pcosh nrany =1 ( )

y =
kde n se nazyva pseudouhel rychlosti. Toto je vhodny paremetr pro expe-
rimenty, kdy detaily céstice, jako hmotnost, hybnost, jsou neznamé, pouze
zname tuhel rozptylu.

Za velice kratky okamzik po srazce, excitované stupné volnosti slabé inter-
aguji, ale jejich distribuce neni termalni, a tedy se pohybuji volné s rychlosti
v, od centra srazky, coz se oznacuje jako pred rovnovazna faze. Tyto trajekto-
rie odpovidaji rovnym ¢ardm s rychlostmi z/t. Poté, za ¢as 19 ~ 3.3 x 10724
interakce budou dostatecné silné, aby dokazaly obnovit lokalni termodyna-
mickou rovnovahu a kdy hmota v ¢ase 7 je ve formé termalni smésy kvarku,
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antikvarku a gluonu. Praveé tato faze muze byt popsana v jazyku hydrody-
namiky, kde mame pét zachovavajicich se rovnic
OuN" =0,
0,T" =0
(1168)

Jestlize tedy zname pocatecni stav tekutiny a stavovou rovnici p = p(e),
muzeme v principu fesit tyto rovnice numericky a tim obdrzet prostoroc¢asovou
evoluci tekutiny.

V hydrodynamickém popisu srazek tézkych iontt je vhodné pouzit souradnice
(1,2,y,n) misto (t,z,y, 2)

= (ct,z,y,2) = ™ = (1,2,9,7) ,

t = tcoshn, 7 =Vc?t? — 22,

) 1, ct+ =2
z=7sinhn ,n=-In
2 ct—z
(1169)
V téchto soutadnicich (7, z,y,n) dostaneme metriku
ds? = —2dt* + dx® + dy* + d2* =
= —dr? +da® + dy? + Tdn? .
(1170)

Nyni ma tedy metrika tvar diag(—1, 1,1, T%) Poznamenejme, ze nyni mame
nenulové Christoffelovy symboly

ri — Lgim (agmj 1 9 agj’“) (1171)

ik 9 oxk ozl Qzm

kde v soufadnicich (7, z,y,n) mame tyto nenulové symboly

- 1
FnT:T7FZn:; .
(1172)
Poznamenejme, ze kovariantni derivace maji tvar
VA = ;A +Fj.kAk ,
QAR = FF T TR TR T
(1173)
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Pak dostavame nasledjici rovnice
1
OuN" =0;N" 4+ 0, N* + OyNY + 9, N"+ —NT |
T

1
9, = 0. T + 9,T™ + 0,T™ + 8,T"" + 7T + =T ,
T

1
9,1 = 0, T™ + 0, T™ + 9, T% + 9,T"" + -T"" |
n
1
0, T + 0. T™ + 0, T" + 0,7 + 0,T"" + =T,
n
3
0,T"" = 0, T™ + 0, T"" + 0, T" + 9,T" + =T"" .
T

(1174)

V principu je mozné teSit tyto rovnice numericky. My se ale omezime na
jednodimensionalni Bjorkenuv tok, kdy ¢tyirychlost ma tvar u* = (1,0,0,0)
a odpovidajici komponenty tensoru energie hybnosti maji tvar

T —e T =p ,TW=p, T =2 (1175)
T
Kde jsme pouzili
1
T = g(e + p)utu” + pg"” (1176)
a tedy
TT 1 2
T :?(e—l—p)c —p=e,
1
™ =pg™" = =p,
T
(1177)
Pak tedy dostavame
1
VT = 0. T + 7T + =T"" =
T
Ode e+p
= — =0.
or + T
(1178)

Jestlize nyni budeme konstantni rychloszt zvuku c,, kdy p = cse, pak dosta-
neme analyticky vysledek

de  (1+cP)e
- + - 27
or

T0

:oz>e@):e@w(;)L”§. (1179)
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Vidime tedy, ze hustota energie klesé od své pocatecni hodnoty s exponentem,
ktery zavisi na hodnoté rychlosti zvuku. Pro idedlni plyn relativistickych
céstic mame ¢2 = %, coz ndm pak davd

e~ T3 (1180)

Ke stejnému zdavéru muzeme dospét, kdyz vezmeme do uvahy, ze kvark glu-
onové plazma muze mit nulovou stopu tensoru energie hybnosti, a coz ndm
dava )

T g = (e +p)(u'u,) +4p=—e+3p=0 (1181)

a tedy mame stavovou rovnici ve tvaru p = %e a opét dostavame Bjorkenuv

zakon
const

e~ s (1182)
Je ztejmé, ze dalsiho zpresnéni daného vysledku muze byt dosazeno zahr-
nutim efektt viskozity, kdy obecné dostaneme e = e(7). Je zjevné, ze hydro-
dynamicky popis je velmi uziteény i v této, na prvni pohled velmi vzdalené
oblasti teoretické fyziky. Daleko pozoruhodnéjsi je skutecnost, ze tento hyd-
rodynamicky popis muze mit dudlni podobu pomoci slavné AdS/CFT kore-

spondence.

11 Nelinearni dynamika tekutin z gravitace

D4 se ukazat, ze kazda hydrodynamickd teorie je charakterizovana konetnym
poctem transportnich koeficientu, které mohou byt urceny pomoci mikrosko-
pické teorie, alespon z principu. Na druhou stranu, jestlize mame systémy,
které z principu jsou silné interagujici, je velmi obtizné ziskat tyto hodnoty
pomoci mikroskopické teorie a proto hledame jiné metody, jak tyto koefici-
enty urcit. Jednou z téchto moznosti je hypoteticky vstah mezi strunovou
teorii na Anti-deSitterové prostoru a konformni teorii na jeho hranici.

Uvazujme d-dimensionélni teorii pole na variaté By, kterd je holograficky
dudlni strunové teorii na pozadi, jenz asymptoticky se blizi AdSy.;. Kla-
sickym piikladem je dualita mezi Type IIB strunovou teorif na AdSs x S° a
dynamickou N =4 SYM na hranici.

N =4 SYM ma dva bezrozmérné parametry, 'tHooft vazebni konstantu
A = ¢2,/N adimensi kalibra¢ni grupy N. Predpokldd4 se, Ze v limité velkého
N a velkého )\ je dynamika této teorie popsana klasickou gravitaci na AdSs,
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protoze dualni teorie mé slabou vazebnou konstantu a dale mame makro-
skopicky velky AdSs. Jinymi slovy mame popis pomoci gravitace vazané na
hmotna pole na asymptoticky AdSs pozadi. Pro jednoduchost se omezime
na dynamiku gravita¢niho pole, coz mé za nasledek, ze v dudlni teorii pole
budeme studovat pouze dynamiku tensoru energie hybnosti.

Zacneme tedy se strunovym pozadim ve formé AdSy;.; x X, kde X je
kompaktni vnitini varieta, kterd zajistuje, Ze mame konsistentni strunovy
zakladni stava. Zajimame se tedy o dynamiku Einteinovy gravitace se zapornou
kosmologickou konstantou

1

Sbulk = 167T—G§lv+l

/ d e/ —G(R - 2A) (1183)
kde pouzivame konvenci, kde (M, N, ...) oznacuji vnitini soufadnice, zatim
co (u,v,...) odpovidaji soufadnicim v teorii pole ¢i na hranici. Konecné,
(4,7, ...) oznacuje prostorové souradnice na hranici. Nyni z akce (1183) do-
staneme Einsteinovy rovnice

1
Ryn — §GMNR +AGyn=0. (1184)
Provedeme-li kontrakci této rovnice s ¢™? dostaneme
2(d+1)
R=——2A 1185
71 (1185)
d(d—1)

a tedy kdyz zvolime A = —=; 5+ dostaneme, Ze fesenim Einsteinovy rovnice
je Anti-deSitteruv prostor s kiivosti

d(d+1)

a2

R=— . (1186)

Jinymi slovy AdSg, 4 je feSenim Einsteinovych rovnice a je interpretovan jako
zdkladni stav v dudlni teorii pole. Poznamenejme, ze globalni AdS;.; ma
hranici Einsteintiv staticky vesmir R x S%~!. Na druhou strunu rozdilné hra-
nice dostaneme, kdyz budeme uvazovat ruzné souradnice popisujici AdS,, .
Napriklad, pii pouziti Poincarého suradnic, které samoziejmé nepokryvaji
AdSgy1 kompletné, dostaneme hranici ve formé Minkowského prostorocasu
RI11 a tedy muzeme uvazovat dudlni teorii definovanou na tomto pro-
storocase. Uvazujme tedy, ze mame mentriku g na hranici B;. Pak vnitini
geometrie ma metriku (v nultém priblizeni Fefferman-Grahamové rozvojé)

1
ds* = ;(sz + gudatdz”) . (1187)
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Prostorocasy, s touto metrikou, se oznacuji jako asymptotické AdSy.; pro-
storocasy.

Zajimé nés popis teorie pole, kdy je dand teorie popsana pomoci kano-
nického ansamblu, pfesnéji, kdy je dana teorie pole v lokalni termodyna-
mické rovnovaze. Na druhou stranu se ukazuje, ze fazova struktura teorie
pole na hrani¢ni varieté je B, je velmi zajimava, coz muze byt vysvétleno
pomoci skutecnosti, ze je mozné mit bezrozmérné podily, které charakteri-
zuji netrividlni geometrii pozadi. Klasickym ptikladem je hrani¢ni varieta
B; = R x S% !, kde nizko teplotni faze je popsana jako vazebnd fize s volnou
energii fadu O(1), zatim co vysoce teplotni faze odpovidd bezvazebné situace,
kdy volné energie je fddovée O(N?). Prvni faze je dudlni termalnimu plynu
v AdSy.1, zatim co druhd ma geometricky popis pomoci Schwarzschildovy
cerné diry v AdSgy1.

Hydrodynamicky popis je mozny v pripadé velkych vinovych délek, coz
je mozné pouze v odvéazané fazi, ktera muze nastat pouze za vysokych tep-
lot. Toto je mozné vidét ze skutecnosti, ze fazova struktura konformni teorie
pole je ur¢ena bezrozmérnym podilem nésledujicich délkovych skal: Jestlize
B; ma kiivost R, a zajimé nas situace v kanonickém ansamblu o teploté T,
pak fazova struktura zavisi na R.T. Na druhou stranu stfedni volnd draha
systému je l,,,s, ~ 1/T vidime, ze Tayloruv rozvoj v gradientu bude dobfe de-
finovan, kdyz R.T > 1, coz muze byt ekvivalentné vyjadieno jako pozadavek,
aby variace v kiivosti pozadi byly malé v jednotkach lokalni teploty, coz nam
také tika, ze muzeme aproximovat hranicni metriku metrikou, ktera je lokalné
rovné. Tato analyza je v souladu se skutec¢nosti, ze pro CFT na Minkowského
prostorocace, kde neexistuje zadné délkova charakteristicka skala, dostavame
trividlni fazovou strukturu. Teorie je vzdy odvazand na R b1,

Jinymi slovy, abychom konstruovali teorii dualni hydrodynamice na hraniéni
varieté B, muzeme uvazovat jako pocatecni bod hranici s rovnou metrikou a
zahrnou cleny obsahujici kiivost, kdyz provedeme expanzi v gradientech. Uka-
zuje se, ze viskozni hydrodynamika v prvnim priblizeni nezavisi na kfivosti
hranice, kterd se objevi az v druhém prtiblizeni.

11.1 Schwarzschildova ¢erna dira v AdS;;

Uvazujme geometrii, ktera je dudlni termalni teorii pole na Minkowského pro-
storocase. Tato teorie je Schwarzschildova-AdSy, 1 ¢erna dira , jejiz délkovy
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element ma tvar

o 1
+ rPydatda? | f(r)=1— = . (1188)

dr
ds®> = —r?f(br)dt* + ——
s rf(br)dt” + r2f(br) r

Toto je jednoparametrické feSeni, jehoz horizont udalosti mé velikost 7.,
ktery také urcuje teplotu cerné diry
d
4mh
Nyni muzeme generovat d— parametrickou skupinu feseni tim, ze provedeme
Lorentzovu transformaci podél transla¢né invariantnich souradnic x*, ¢imz
dostaneme feseni
2
2 _ dr
r2f(br)

(1189)

+ r2(—f(b7’)uuu,, + P,,)dz"dz” | (1190)

kde . 5
0 i i
u N U S (1191)
kde teplota T" a rychlosti 3; jsou konstanty s 5% = 3;3° a P* = ulu” + nHv.
Tyto TeSeni jsou generovany souradnicovou transformaci s nasledujici fy-
zikdln{ interpretaci. Grupa isometrii AdSyy; prostoru je SO(d,2), kde Poin-
carre algebra spolu s dilataci tvori vyznac¢nou podalegbru této grupy. Rotace
SO(d) a translace RV¥~!, které patii do této podalgebry, jasné zachovavaji
formu metriky danou v rovnici (1188). Na druou stranu, dalsi symetrie této
grupy, kterymi jsou Lorentzovy rotace a dilatace, pusobi netrivialné na dané
feSeni a generuji d parametrickou mnozinu feseni. Tyto parametry, které cha-
rakterizuji feseni uvniti AdS, jsou presné hydrodynamické stupné volnosti,
to jest teplota a rychlost.

Regeni (1190) je asymptoticky AdSq.1, které mé holograficky tensor ener-
gie hybnosti na hranici. Protoze feseni (1190) obsahuje konstantni parametry,
odpovida situaci, kdy na hranici mame teorii v globalnim termalni rovnovaze.
Abychom dostali plny hydrodynamicky popis, musime porusit teorii z dané
globalni rovnovahy, coz se da provést, kdyz budeme predpokladat, ze ter-
modynamické proménné zavisi na souradnicich z#, které parametrizuji hra-
nici, kdy muzeme pedpokladat, ze i metrika na hranici je funkci soutradnic,
abychom vzali do uvahy vazby s kiivosti. Jestlize budeme ptredpokladat, ze
tyto zmény jsou velmi pomalé, mzeme konstruovat feseni jako poruchovy
rozvoj v derivacich vzhledem k soutadnicim, které parametrizuji hranici.
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Nyni je nutné zduraznit jeden dulezity bod. Zatim co je zjevné, ze je cel-
kem jednoduché provést zobecnéni, kdy b a 3; jsou funkcemi ¢, 2%, je zde ale
problém s regularitou Schwarzschildovych soufadnic, které nejdou reguldrni
na horizontu uddlosti. Je zjevné, Zze daleko vhodnéjsi by bylo pracovat se
souradnicemi, které jsou regularni kdekoliv mimo bod r = 0. Ve skutecnosti
se da ukazat, ze tensor energie hybnosti tekutiny generuji regularni pro-
storocasy odpovidajici cerné dife v asymptotickém AdSy. ;.

Podrobnéji, uvazujme opét Fefferman-Grahamovu pdobou AdSy.; met-
riky

ds?® = é(sz + gud2tdz") . (1192)

Abychom nasli asymptoticky AdSy.1 prostorocas s danou hranici By, je nutné
predepsat jak metriku g,, na hranici B, tak i hrani¢ni tensor energie hybnosti
T,,,. Pomoci téchto veli¢in muzeme konstruovat vnitini feSeni jako poruchovy
rozvoj v Feffermann-Graham radidlni proménné z. ReSen{ v prvnim pfiblizen{

ma tvar )

22

ds? (d2* + (g + az"T),)datdz”) . (1193)

Toto schéma pro konstrukci vnitiniho prostorocasu s pomoci dat na hranici
je velmi dobfe vyvinuto ve fomalismu znamém jako holograficka renorma-
lizace. Na druhou stranu tento postup né vzdy generuje regularni vnitini
prostorocasy. Abychom tomu porozumnéli, uvazujme jednotlivé stupné vol-
nosti. Bezestopy, symetricky tensor na By ma @ — 1 stupnu volnosti.
Na druhou stranu dynamické pohybové rovnice jsou V,T"" = 0, kterych
je d, z cehoz vyplyva ze méame neurceny systém pro d > 2, jak vyplyva z

jednoduchych poctiu

d(d+1) ) d_(d+1)
2 T2

Na druhou stranu tensor energie hybnosti pro tekutinu je popsan d stupni
volnosti, teplotou a rychlosti.

Abychom dostali reguldarni feseni, ukazeme, jak konstruovat gravitac¢ni
feSeni dudlni libovolnému toku tekutiny pomoci soufadnic, které jsou re-
gularni na horizontu udalosti. Uvazujme tedy Lorentzovsky transformované
Schwarzschild-Ad Sy, feSeni

(d—2) (1194)

ds* = —2u,dxtdr — r* f (br)u,u,dzdz” + r* P, datdx” (1195)

kde jsme pouzili Eddington-Finkelstein soutadnice.
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12 Konformni hydrodynamika

V této kapitole se zamérime na jednu z modernich oblasti soucasné hydro-
dynamiky, kterou je studium konformni tekutiny. Jako prvni krok zacneme
s Weylovymi transformacemi ruznych veli¢in, které definuji tekutinu. Pozna-
menejme, ze Weylova transformace je transformace metriky ve tvaru

() = 2°@G,,(x) g (x) = DG (a) (1196)

kde g,, je puvodni metrika, zatim co g,, je nova metrika. Zacneme s Chris-
toferrovym szmbolem

1
I, = 59“"(@90,) + 0pGor — OsGup) (1197)
Pak mdme nésledujici vstah mezi I}, a f’,jp

1 oy ) )
Fﬁp = 56 2¢gﬂ (au(62¢90p) + ap(€2¢gm/) - aa(€2¢gup)) =
= Fﬁp + 5gal/¢ + 5fjaﬂ¢ - g,ucr U¢§Vp

(1198)
Necht u* je 4— rychlost popisujici pohyb tekutiny. Protoze plati
guut'n” = -1 = guu'u” = -1 (1199)
dostavame
ut = e Pt (1200)
Pak dostaneme, ze projektor P* jak
P = g 4yt = e 2 (GM + ati”) = e 2P (1201)
Transformace kovariantni derivace ma tvar
Vo’ =0,u” + T u” =
e—qﬁ[vuﬂu + 55@”80¢ - gu)\aAgyaaagb]
(1202)
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S pomoci této rovnice dostaneme transformacni vstahy pro dalsi dulezité
hydrodynamické veli¢iny
0=Vt = e )+ di’ 0,6 — 1°0,0] ,
a’ = u'Vu” = e P[a + W0 0y — U Gunt G 0,0 =

— e 4 P70,
u, = A, + 0,0 .

Av=ay =57

(1203)

Definujem Weylovu kovariantni derivaci D nésledujicim zptsobem. Necht
Q" je tensorova veli¢ina, kterd se pii Weylové transformaci chové jako

QU =eTQy (1204)

Poté
DAQL = e "DA\Ql (1205)
kde
DyQy: = VaQy +wAQy +
+[gra A" — KAy — SFAQY ...
—[garAY = 03 A, — Sy AN QR — ..
(1206)

Da se ukédzat, Ze tato kovariantni derivace je kompatibilni s metrikou Dyg,,, =
0. S pomoci této kovariantni derivace muzeme piepsat konformni hydrody-
namiku do konformné invariantniho tvaru. Explicitné, mame

DHUV = VMUV + A,uul/ - [guwAy - 5ZAa - 5;./4“]’&& =

Y -
= V“U/V + U”all — mpﬁ = O'qu + (.UMV = ei(z)’D#ﬁy
(1207)
kde jsme zadefinovali
1 1 1 )
ot = §(P“)‘V,\’LLV + PV)‘V,\’LL“) — o1 11913“” = E(D“u” + DY) = e3P
1 1
Wt = §(P’“V,\u” - P”)‘V,\u“) = §(DMUV —D"u!) = e 3o
(1208)
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Konformni tekutina je charakterizovana c¢tyirychlosti u* a teplotou 7 a
ruznymi chemickymi potencidly p;, které odpovidaji riznym zachovavajicim
se velicinam. Tyto veli¢iny se transformuji pii Weylové transformaci jako

T=eT, w=e"h. (1209)

Dale definujeme v; = £ = ;. Pak dostaneme

i

T
,Dﬂl/i == V#VZ' = ﬁ“i)@ s

DT =(Vu+ AT =0,(eT) + (A, +0,0)T = e D, T .

(1210)

Dale dostaneme

D)\Dayi - D)\(vayi> = v)xvayi - g)xUAavoni + Aav)\yi + A)\Vayi - ﬁAﬁaﬁi
(1211)

a také o
DD, T = e *D\D,T . (1212)

Je dilezité poznamenat, ze nyni vSechny pozorovatelné veliciny v konformni
hydrodynamice je mozné formulovat pomoci nasledujicich veli¢in

vi T ut, g €7

Duw; , D, T ,0u,wuw ,

D\D,v; ,D\D,T ,Fu =V, A =V, A, . Droy , Drwp
Ruu)\a )

(1213)

where R, je tensor krivosti asociovany s Weylovou kovariantni derivaci
D,. Muzeme definovat tento tensor jako komutdtor dvou kovariantnich de-
rivel D. Pro kovariantni vektorové pole V,, = e~ V,, dostaneme

Dy DV = wF Vi — Ry Vi |
Fuw =V, A -V, A, ,
RW/\O‘ = RW)\O‘ + VgAY — 05 A, — 0) Ay — Via[gr, AY — 65 A, — 5544,\] +
HgaA? = A, = AN 95, A” — 05.AL — 65 Ag] —
—[gruA” — 0] A, — 50 AN [gp A — 65A, — 65 AB]
(1214)
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kde jsme zavedli dva nové Weyl-invariantni tensory

‘F}U/:fuu7 R a:/]é e (1215)

(122N (02N

Jako dalsi velicinu zavedeme konformni tensory, coz jsou Weyl-kovariantni
tensory, které nezaviseji na rychlosti tekutiny, kde poznamenejme rychlost
tekutiny je obsazena v definici A,. Napiiklad definujeme Weylovu kiivost
C’,uzz)\a

C,uzzz\a = R,u,u)\o' + 5&91/][)\55]8045 = C,ul/)\cr - F/,u/g)\a = €2¢C~,uu)\o ) (1216>

kde Schoutentuv tensor je definovan nasledujicim zpusobem

1 Rgw \ _ A? Fuw &
Sw = T3 (R“” 2(d — 1)> = S = (VA b A A =5 0) =75 = S

(1217)
Nyni pfejdeme k vlastni formulaci konformni hydrodynamikz. Poznamenejme,
ze zakladni hydrodynamické rovnice maji tvar

V" =0, V,J"=0. (1218)

nejsou kovariantni vzhledem k Weylové transformaci. Poznamenejme, zev
vzhledem k Weylovym transformacim tensor energie a hybnosti a tok trans-
formuji nasledujicim zpusobem

TH = e~ o R = oW R (1219)

kde ... znamend prispévek odpovidajici Weylové anomalii 7%, = W. Prvni
klasicky prispévek v transormac¢nim pfedpisu pro tensor energie hybnosti
plyne piimo z definice

2 oS 2 08 ~
T — — — 6_(d+2)¢_~ ~ — 6—(d+2)¢T,uy . 1220
vV detg(sgw, \/569“1/ ( )

Konformni anomalie znamend, Ze teorie, kterd je klasicky invariantni vuci
Weyloveé transformaci, nemusi byt invariantni na kvantoveé mechanické irovni.
Poznamenejme, ze pro 7" a J* mame nésledujici kovariantni derivace

D17 =V, T + (d+2)A,T" +
+Gua A’ — 08 An — 0 AT +
+[GuaA” = 6, Ao — 65 AT =
D, T" =V, T" + (d + 2)A,T" — dA,T" —2A,T" + A°T! =
=V, 1" + A°T)
(1221)
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Jestlize ale vezmeme do ivahu Weylovou anomalii, je ptirozené ji zahrnout
do predchozi kovariantni derivace a tedy dostaneme kovariantni tvar zakona
zachovani

D" + A" (T, — W) =0. (1222)

ktera obsahuje jak zdkon zachovani tak i anomalni piispévek. V piipadé toku
J* muzeme postupovat stejnym zpusobem a dostaneme

D, J" =V, J" + (w—d)A,J" =0, (1223)

ktera nam iika, ze konformni vaha w zachovavajiciho se toku musi byt rovna
poctu prostorocasovych dimensi. Piikladem takového toku muze byt tok en-
tropie J¥, ktery ma konformni vdhu rovnou poctu prostorocasovych dimensi.
Pak muzeme napsat druhy termodynamicky zakon konformné invariantnim
zpusobem

D,J§=V,J5§>0. (1224)
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