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1 LOGIKA

Reseni priklada

1 Logika

Reseni 1.1. V prvni ¢asti si sta¢i uvédomit, ze dvé formule jsou ekvivalentni,
jestlize maji stejnou tabulku pravdivostnich hodnot, coz je relace, ktera je re-
flexivni, symetricka a tranzitivni. Diky tomu je nésledna definice relace — ko-
rektni. Relace — je navic reflexivni a tranzitivni, protoze tuto vlastnost ma i
,»obyCejna* implikace. Antisymetrie plyne z toho, Ze pokud se dva vyroky na-
vzéajem implikuji, pak jsou ekvivalentni, tudiz lezi ve stejné tfidé rozkladu (coz
je pfesné duvod, pro¢ jsme tento rozklad viibec vytvorili — ,,obycejna® implikace
totiz antisymetrickd neni).

Reseni 1.2.

a) A : Vrah byl maly, kulhajici muz a vrazednou zbrani byla opotfebovana,
Zelezna motyka. B : Vrah byl maly muz. D : Vrah kulhal. C' : Vrazednou
zbrani byla opotfebované, zelezna motyka. FE : Motyka byla opotiebovana.
F : Motyka byla zelezna. G : Motyka byla Zelezna nebo opot¥ebovana.

b) Atx=2,B:2=3,C:2z|12,D:2 |18, E: x| 36.

c) A : Je to zelené jablko. B : Je to jablko. D : Roste to na stromé. C : Je to
zelené. E : Neni to modré. F' : Roste to na stromé nebo to neni modré.

Reseni 1.3. K zapisu TeSeni{ jsme vyuzili Hasseova diagramu, tedy napf. vyrok
G implikuje i vyrok C, prestoze tato skutefnost neni naznafena samostatnou
Sipkou.

|
C D
Y
a
H G F

Reseni 1.4. Plati tyto Ctyfi ze vSech osmi moznych:
o Vk>2Vn 3Ir: k" € [n,k-n
o Vk>23n3Ir: k" €n,k-n
o Jk>2VYn 3Ir: k" € [n,k-n
e Jk>23nIr: k" €[n,k-n



1 LOGIKA

Reseni 1.5.
a) 19 plati, stadi volit 1 = x3 = 1, pak 1 -1 < zaxy pro viechna x4, 24 € N.

b) w9 plati, stacéi volit z; libovolné a poloZit x3 = z1xe, pak x1z9 < T1T2x4
pro vSechna x4 € N.

¢) 19 neplati, sta¢i na konci zvolit x4 € N spliiujici x4 > I;:z (takové x4
z¥ejmé vzdy existuje).
d) 1, plati pro kazdé n € N, stadf volit 1 = 23 = -+ = x9,-1 = 1, pak

1-1-...-1<x9x4...2%2, pro viechna s, x4,...,Ts, € N.

e) 1, neplati pro zadné n € N, stadi na konci zvolit x9, € N spliwjici zo, >
_m @ Ty 4 OUTTNN g
> mtn— (takové g, zfejmé vzdy existuje).
f) 4, plati pro kazdé n € N, stadi volit z1, 3, ..., Za,—3 libovolné a poloZit
Top—1 = T1T2 - Tp, pak
T1X2 Tp < Tpp1Tny2 - Tan—2T1T2 - Tnlan

pro vS8echna zo,x4,..., 2z, € N.

g) ¥, neplati pro zadné n € N, sta¢i na konci zvolit xq,, € N spliwjici zo,, >

@i Ty : i v g
P eT— (takové xo, zfejmé vzdy existuje).

Reseni 1.6.
a) 9 plati, staci na konci zvolit x4 € N spliwjici x4 > 28 (takové x4 ziejmé
vzdy existuje).

b) 9 plati, sta¢i na konci zvolit x4 € N splitujici 24 > “";—fz (takoveé x4 ziejmé
vzdy existuje).

c) 2 neplati, je-li totiz zvoleno xz3 € N tak, Ze z122 < x3 (coZ se vidy mize
stat), jiz nelze zvolit x4 € N tak, aby z122 > z324.

d) ¢, plati pro kazdé n € N, sta¢i na konci zvolit 3, € N spliiujici o, >
> Sl (takové Toy, ziejmeé vzdy existuje).

e) ¢n plati pro kazdé n € N, stadi zvolit z9 = x4 = -+- = a9, = 1, pak
T1T3...Top_1 > 1-1-...-1 pro v8echna x1,23,...,22,-1 € N.

f) o, plati pro kazdé n € N, sta¢i na konci zvolit xq,, € N spliwujici za, >
> ——fif2tn (takové o, zfejmé vidy existuje).
nt1Tn+42...T2n—1

g) n neplati, pro zadné n € N je-li totiz zvoleno xzo,_; € N tak, Ze

L1x2...Tp

< T2p—1
Tn41Tn+2 - - - L2n—2

(coz se vzdy miZe stat), jiz nelze zvolit zq, € N tak, aby z1z9...2, >
> Tn41Tn42 .- L2n-



1 LOGIKA

Rese

a
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Rese

Napiiklad pro valuaci v, ktera spliiuje v(X) = 1,v(Y)

ni 1.7. Reeni se nejsnaze ovéfi pomoci tabulek pravdivostnich hodnot.

Hledané4 spojka je jednoznaéné uréena hodnotami valuaci v, w, kde v(X) =
=0Y) =0,w(X) = 0,w(Y) = 1, pficemz tyto volby jsou na sobé ne-
zavislé (hodnoty ostatnich valuaci jsou totiZz urceny symetri{ vaéi trans-
formaci (X,Y) — (=X, —Y)). Proto je moznych hledanych spojek celkem
22 = 4.

Hledan4 spojka je jednoznafné uréena hodnotami valuaci v, w, kde v(X) =
=v(Y) = 0,w(X) = 0,w(Y) = 1, pficemZ tyto volby jsou na sobé& ne-
zévislé (hodnoty ostatnich valuaci totiz plynou z antisymetrie vii¢i trans-
formaci (X,Y) — (=X,Y)). Proto je moZznych hledanych spojek celkem
22 = 4.

Zadana ekvivalence musi platit pro v8echny valuace v, w. Nejprve predpo-
kladejme v(X) = 1,v(Y) =0. Plati-lio(X OY) =1, pak (X O -X) =1
a tedy v((X O -X) OY) = 1, ale pfitom v(Y) = 0. Proto musi pla-
tit v(X O Y) = 0. Diky tomu pro w(X) = 0,w(Y) = 0 dostavame
w(X O0-X)=0atedy w((X O-X)OY) =1, coz odpovida rovnosti
w(Y) = 1. ProtoZe uZ vime, 7e vyraz X 00 —X miZe pii vhodné valuaci
nabyt libovolné z hodnot 0,1, musime nyni polozit w(X O Y) = u(Y)
pro vSechny valuace u, coz je v souladu s dosavadnimi volbami. Hledana
spojka tedy existuje jedina. (VSimnéme si, Ze se vlastné jedné o ,,projekci®
na druhy argument.)

n? 1.9. Ptikladem hledané spojky je tfeba spojka O(X,Y) = (X — Y).
= 0,v

0,v(Z) = 1 plati

(X OY)OZ)=0,alev(XO(Y O2)) =1



2 MNOZINY

2 Mnoziny

Reseni 2.1. Pro spor predpokladejme, ze M je nekone¢na. Uvazujme posloup-
nost {m;}°, prvki mnoziny M tak, Ze mg je nejmensi prvek mnoziny M, my
je nejmensi prvek mnoziny M \ {m}, obecné pro kazdé i € Ny

m; = min {M \ {m;,j <i}}.

Protoze je M nekoneéna, tak pro zadné j € Ny nebude mnozina M\ {m;, j < i}
prazdna. Posloupnost jsme tedy definovali korektné, protoZze kazda neprazdna
podmnozina M mé nejmensi prvek. Je ziejme, ze {m;}$2, je rostouci posloup-
nost. Mnozina vSech jejich prvkia je podmnozina M, ktera vSak nemé nejvétsi
prvek. To je spor s predpokladem.

ppoh = g, pak pro v8echna ¢ € C musi platit p4(h(c)) = f(c) app(h(c)) = g(c),
tedy h(c) = (f(c¢),g(c)). Na druhou stranu takto definované zobrazeni h obé&
podminky spliiuje, takze je jednoznaéné uréené.

Resent 2.2. Pokud néjaké zobrazeni h : C — A x B spliluje paoh = f a
(
o)

o
ih
f Ax B g
py YB
A B

Obr. 1: Diagram kategorialniho souéinu.

Reseni 2.3. Sjednoceni pfes systém mnozin je definovano jako mnozina vSech
prvki, které lezi v nékteré z mnozin tohoto systému. Je-li tento systém prazdny,
neobsahuje zddné mnoziny, ve kterych by prvky mohly lezet, proto je toto sjed-
noceni prazdné.

Reseni 2.4. Prinik systému mnozin je definovan jako mmnoZina vSech prvkia,
které lezi v kazdé mnoziné daného systému. Je-li vSak tento systém prazdny,
kazda jeho mnoZina splni naprosto cokoliv (nebot Zadna takova neexistuje),
zejména obsahuje v8echny prvky mnoZiny A. Proto je prinik prazdného sys-
tému roven A. V8imnéme si, Ze je zde podstatny fakt, Ze uvazujeme podmnoziny
libovolné, ale fixni mnoziny A. Pokud bychom se ptali pouze na pranik préazd-
ného systému bez jakéhokoli kontextu, nebyl by vysledek definovan, protoze
neexistuje nic jako ,,mnozina vSech prvkua“.

Reseni 2.5. Pokud néjaké zobrazeni h : AJIB — C spliuje hoig = f a
hoip = g, pak pro vSechna a € A musi platit h(ia(a)) = f(a) a pro vSechna
b € B musi platit h(ig(b)) = g(b), tedy h((1,a)) = f(a) a h((2,b)) = g(b)
pro viechna a € A,b € B, coz korektné definuje zobrazeni h. Na druhou stranu
takto definované zobrazeni h obé podminky spliiuje, takZe je jednoznac¢né uréené.
(Vsimnéte si, Ze tato uloha je ,,dualni“ k tloze 2.2 — diagramy vypadaji téméf
stejné, jen se zménil smér Sipek).
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A B
PN
A AUE
\vh
C

Obr. 2: Diagram kategoridlniho souctu.

Regent 2.6.
a) Neplati.
b) Plati. Prazdn& mnoZina je podmnozinou kazdé mnoziny.
c¢) Neplati.
d) Neplati.
e) Neplati.
f) Plati.
g) Neplati. Uvazme A = {2}, B = {{2}},C = {{{2}}}.
h) Neplati. Uvazme A #0,BC A, B #0,C = 0.

i) Neplati. ,,Ode¢tenim* prazdné mnoziny se danad mnozina nikdy neméni.

)

j) Plati.
k) Plati.
)
)

1) Neplati.

m) Plati.

Regent 2.7. Plati P(0) = {0} a P({0}) = {0, {0}}. Proto musi v pravé jedné z
inkluzi ze zadani nastat rovnost. ProtoZe navic pozadujeme {0} ¢ A, dostavame
A= {0}.
Resent 2.8.

a) {p € N| p je prvocislo},

b) {22" |n € NU{0}},

)

)
¢) {2 —1|neN},
d) {n-S7010% [ne{1,2,...,9}},
)

e) {n-Y7-510% | n € N}.
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3 Zobrazeni a mohutnost mnozin
ée§em’ 3.1.

a) Kazdé zobrazeni f : X — Y miZeme napsat jako sloZeni surjekce na
jeho obraz a inkluze tohoto obrazu do Y. Forméalné, definujme zobrazeni
h:X = f(X)ag: f(X) =Y predpisy h(z) = f(z) a g(y) = y, potom
plati f =goh.

v,
1/a a
5 b
3 ¢ ¢
i d d

Obr. 3: Piiklad zobrazeni f jako sloZeni surjekce a injekce.

b) Nejdiive zkusme uvazit h jako identitu na mnoziné X (ta je urcité in-
jektivni) a polozit ¢ = f. Pokud je f surjektivni, jsme hotovi. V opac-
ném piipadé miZzeme uvazit mnozinu Y\ f(X) (tedy mnozinu slozenou z
prvki Y, na které se nic nezobrazilo). ProtoZe mnozina Y\ f(X) nemusi
byt obecné disjunktni s X, uvazme jeji ,kopii“ W (tj. existuje bijekce
kE:W =Y\ f(X)), ktera je disjunktni s X. Polozime-li nyni{ Z = X UW,
mizeme definovat h : X — Z predpisem h(z) =z a g : Z — Y definujme
pomoci dvou zuzeni g|x = f a g|lw = k.

X X Y X
h g

o —> 0 o
1 1 a
o ———0 [ [
2 2 b \ b
o —e [ ]
’ ’ ) \ /
o — e [ ]
4 4 d \ /

Je-li f surjektivni. Neni-li f surjektivni, W = {b'}.

Obr. 4: Piiklad zobrazeni f jako slozeni injekce a surjekce.
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Reseni 3.2.

a) Diagram nedefinuje funkci, nebot existuje prvek z mnoziny X, ktery se na
nic nezobrazuje.

b) Diagram definuje funkci f : X — Y (kaZdy prvek z mnoziny X se zobrazi
na pravé jeden prvek z mnoziny Y) . Navic f je surjektivni, ale neni
injektivni.

c¢) Diagram nedefinuje funkci, nebot existuje prvek z mnoziny X, ktery se
zobraz{ na dva rizné prvky z mnoziny Y.

d) Diagram definuje funkci f : X — Y (analogicky jako v bodé EZ[) Funkce
f je injektivni, ale neni surjektivni.

Resent 3.3.

a) R neni zobrazenim, protoze student muZe studovat na vice univerzitéch
soucasné.

b) R je zobrazenim, studentiiv v&k je uréen jednoznac¢né.

¢) R je zobrazeni, pravé kdyZz v8ichni studenti maji pravé jednoho partnera
¢i partnerku.

Reseni 3.4.

a) Plati
f_1<mAi> = {xeX | f(x) € ﬂAz}
i€l =
={zeX|Viel: f(x)e A}
={zeX|Viel:ze f'(A4)}
= mfil(Al)
iel
b) Plati

f1<UA¢> {x€X|f(x)€UAl}

i€l el
={zeX|Fiecl: flx)ec A}
={zeX|Jiel:xzef (A}
— U fﬁl(Al)
i€l
Mohutnost mnozin
Resent 3.5.

a) Prvky A, B € P spolu lezi v jadfe, pravé kdyz |A| = |B|, tj. mnoZiny A a
B maji stejnou mohutnost.
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b) Tridy rozkladu P/J; jsou tvofeny pravé mnozinami se stejnou mohutnost,
tim rovnou dostavame pozadovanou bijekci g : P/Jy — N, ktera kazdé
tiidé prifadi podet prvki n&jaké jeji mnoziny (diky konstrukei rozkladu
P/J; je toto zobrazeni definovano korektné).

Resent 3.6. Uvazme zobrazeni f, které kazdému nezapornému celému ¢islu pii-
fadi jeho zapis v binarni soustavé. Snadno lze ovérit, Ze se jedna o bijekci, takze
mnozina vrcholt nekone¢ného bindrniho stromu je spocetné.

Jiné feSenf je zobrazeno na obrazku [5

SN LN,
00/ \01 10/ \11 3/ \4 5/ \6

Obr. 5: Zobrazeni binarnfho stromu na mnozinu N U {0}.

Regent 3.7. Hledejme zobrazeni f : (a,b) — (c,d) ve tvaru f(z) = kx + I,
kde k,l € R. Toto zobrazeni mizeme geometricky interpretovat jako pfimku v
roving (viz obrazek) prochézejici body [a, ] a [b, d], pFitom je jasné, Ze se jedna
o bijekci. Diky tomu dostavame soustavu rovnic

c=ka+lI,
d=kb+1I.

Odtud dopocitame, 7e k = 9=¢ a | = ¢ — ka, celkem tedy f(z) = g:z (x—a)+ec.

b—a

Obr. 6: Piimka zadavajici bijektivni zobrazeni mezi intervaly (a,b) a (¢, d).

Resent 3.8. Diky predchozimu piikladu a faktu, Ze relace ,mit stejnou mo-
hutnost® je tranzitivni (nebot sloZeni dvou bijekei je opét bijekece), staci na-
jit bijekci mezi néjakym konkrétnim otevienym intervalem a R. Zvolme napf.
f:(=%,%) — R, pficemz definujme f(x) = arctanz (viz obrazek).

Dalsim piikladem miZze byt funkce g : (0,1) — R, kde

g(m):{“’_Q’ xE(O,g],

2-1, ze[31).

x

Bijektivitu f i g lze snadno ovérit.

10
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y] arctan(z)

x
Obr. 7: Graf funkce arctan zadavajici bijekci mezi (-5, %) a R.

Regeni 3.9. Pro viechny podbody plati
A+B=(AUB)\ (ANB).

a) MnoZina A musi byt spocetna. Vime totiz, ze prinik A N B je kone¢ny.
Pokud by nyni A byla koneéna, byla by kone¢na i mnozina (A U B) \
\ (AN B). Podobn& pokud by A byla nespocetna, byla by nespocetna i
(AUB)\ (AN B).

b) Mnozina A musi byt kone¢na nebo spocetna. V opa¢ném piipadé by pranik
AN B byl nejvyse spocetny, a tedy mnozina (AU B) \ (AN B) by musela
byt nespocetna.

¢) Mnozina A musi byt nespocetnd. V opa¢ném piipadé by pranik A N B
byl nejvyse spocetny, a tedy mnoZina (AU B) \ (AN B) by musela byt
nespocetna.

11
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4 Relace

Resent 4.1. Uvsdomme si, %e kazda relace na mnoziné A je jednoznacné urcena
vybérem uspoiadanych dvojic prvkia z A a naopak kazdy takovy vybér jedno-
zna¢né urcuje relaci. Protoze prvky v dané dvojici vybirame nezavisle na sobé,
je pocet takovych dvojic |A|?, a tedy pocet viech relaci na mnoziné A je 2lAI”

Reseni 4.2.

a) Protoze pocet r vSech relaci na koneéné mnozing A je kone¢ny (konkrétné
2lAl* , jak vime z pfedchoziho piikladu), miZeme uvazit postupné relace

RY.R% ... Rt

7 Dirichletova principu nyni vyplyvé, ze alespon dvé z téchto relaci jsou
stejné.

Naopak je-li A nekonecna, uvedeme protipiiklad. Bud A = N a relace
R = {(k,k +1) | k € N}. Pak pro libovolné n € N plati R” = {(k,k +
+n) | k € N}, tedy pro libovolna n,m € N,n # m plati R" # R™.

b) Necht napiiklad A = {a,b} a R = {(a,b), (b,a)}, potom
R* = {(a,a), (b,)},

ale R?**1 = R pro viechna k € N, nebot R pouze oba prvky permutuje.
be . . .
Obr. 8: Priklad relace R, R = R? # R?.

Resent 4.3.

a) R je reflexivni, pravé kdyz pro kazdé a € A plati (a,a) € R, coZ je pFesné
to, ze As C R.

b) R je symetricka, pravé kdyz pro v8echny dvojice (a,b) € R plati (b,a) € R,
co? nastane pravé kdyz R = R~

¢) Pro (a,b) € RN R~ plati (b,a) € RN R, inkluze RN R~ C A, pak
znamend, ze a = b, coz nastane, pravé kdyz R je antisymetrické relace.

d) Z vlastnosti skladani zobrazeni plyne néasledujici ekvivalence:
R*=RoRCR <= Va,b,ce A:(((a,b),(b,c) € R) = (a,c) €R),
pri¢emz napravo je podminka ekvivalentni tranzitivnosti R.

e) Zafneme implikaci zleva doprava. Pfedpokladejme, Ze R je reflexivni a
antisymetricka. Potom zfejmé i R~! je reflexivni a antisymetricka a tak i
jejich priinik musi byt reflexivni. Tedy RN R~! D A 4. Predpokladejme,

12
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7e aR N R™1b, tedy soucasné aRb a aR™'b, coz je ekvivalentni s aRb a
bRa, z ¢ehoZ pro antisymetrii R plyne a = b. A tedy RN R~ = A 4.

Nyni ptjdeme naopak. Predpokladame, ze R N R~! = A4. Je ziejme,
7¢ Ri R™! jsou reflexivni. Sta¢i ukazat, ze R je antisymetricka, z Geho
plyne rovnéz antisymetri¢nost R~'. Pro tyto potieby necht a,b € A jsou
libovolné takoveé, Ze aRb a bRa. Proto také aR~'b a bR~ 'a. Tedy aRNR™'b
a bR N R~ 'a. Z antisymetriénosti diagonaly dostavame ihned a = b, coz
jsme chtéli ukazat.

Resent 4.4. VSimnéme si, ze antisymetri¢nost je specialni pfipad acykli¢nosti
pro n = 2. Uvazme nyni relaci Ry = RU Ay, kde Ay = {(a,a) | a € A}.
Vidime, Ze R; je reflexivni a antisymetri¢nost se ziejmé zachovava (acykli¢nost
ovSem z trividlnich divodi nikoli). Dale uvazme tranzitivni obal T relace R;
(je definovén prepisem T' = J,cy R} a jedné se o nejmensi tranzitivni relaci
obsahujici Ry vzhledem k inkluzi). Ten je opét reflexivni, zbyva ukazat, Ze se
neporusila ani antisymetri¢nost. Pfedpokladejme tedy, ze aTb a zaroven bTa
pro néjaka a,b € A. Pak podle definice T existuji prvky a = a1,as,...,a = b=
= b1,ba,...,b; = a takové, Ze aiRas,...,ar_1Rag, b1 Rba, ..., bj_1Rb;. Odtud
oviem plyne a = b, jinak bychom dostali spor s acykli¢nosti R.

Resent 4.5.
a) aR™'b znamena, Ze a je ditétem b.

Sl=8

=)

¢) a(R o S)c znamend, Ze a je stryc nebo teta osoby c.

d

a(S o R)c znamen4, Ze a je rodi¢em né&jakého sourozence osoby c.

aR?b znamena, Ze a je prarodicem b.

@

)
)
)
)
)
)

f) aS2b znamena, ze a = b nebo jsou to sourozenci. V obou piipadech ale

musi mit spoleéného sourozence.
Resent 4.6.

a) sym.

=)

ref., sym., tranz., jde tedy o relaci ekvivalence

c) antisym., tranz.

d

ref., antisym., tranz.

@

Lz}

ref., sym.

o]

)
)
)
)
) ref., sym., tranz., jde tedy o relaci ekvivalence
)
) sym.
)

h) Bud R =0 = sym., antisym., tranz. A nebo: R = R> = ref., sym.,

tranz.

Reseni 4.7. Pi S jsou reflexivni, symetrické a tranzitivni. Obé jsou tedy ekvi-
valence.
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4 RELACE

Resent 4.8. Relace R je reflexivni, nebot kazdy stat ma sam se sebou spolec¢nou
hranici. Je zFejmé symetrickd. Tato relace neni tranzitivni, nebot napt. Ceska
republika a Francie nesdili Zaddnou ¢ast hranice, i kdyz obé sousedi s Némeckem.

Reseni 4.9. Nejprve si uvédomme, ze poloha hodinové ruc¢icky jednoznacné pii-
fazuje polohu ruc¢icky minutové. Proto je p skute¢né zobrazeni. Neni ale prosté,
protoze dané poloze dlouhé rucicky odpovida hned 12 rinych poloh malé ru-
¢icky. Proto p~! neni zobrazeni. Je to relace na [0,27)?, uréena (3,a) € p=—*
tehdy, kdyz existuje denni ¢as, kdy thel mezi spojnici stfedu hodin s dvanactkou
a malou rucickou je a a tthel mezi spojnici stfedu hodin s dvanéactkou a velkou
rucickou je S.

Regeni 4.10. Na prvky p se mitzeme divat jako na matice typu 2x 2 nad realnymi
¢isly. chapeme-li prvek ((a,b)(c,d)) € p jako matici (2%), potom vyraz ad —
— bc odpovida determinantu této matice. Mtizeme tak vyuzit znalosti z linearni
algebry.

a) Matice slozena ze dvou stejnych Fadkd ma nulovy determinant, takze p
neni reflexivni. Prohozeni dvou fadkt matice méni pouze znaménko de-
terminantu, ale jeho absolutni hodnota se neméni, tedy p je symetricka.
Tranzitivni relace p neni, napft.

1 1 0 1
det(O 1)_1—det(1 1),
1 1
det<1 1>—0.

Relace p neni ani antisymetricka, protoze napf.

1 0 0 1
ey |-t )

b) Relace p je reflexivni, protoZe matice sloZené ze dvou stejnych rfadkd ma
nulovy determinant. Déle je p symetrické, nebot zaména fadka pouze méni
znaménko nulového determinantu. Tranzitivita p plyne ze znamého faktu,
7e matice ma nulovy determinant, pravé kdyz jsou jeji fadky linedrné
zévislé, coz v pripadé matic typu 2 X 2 znamend, ze jeden je nenulovym
skalarnim nésobkem druhého, a toho Ze relace byt nenulovym skaldrnim
nésobkem je tranzitivni. Antisymetrickd neni, nebot napf.

1 0 0 0
det (0 O)—det (1 O)'

Reseni 4.11. Relace p neni reflexivni, nebot zadny clovék neni o rok starsi nez
on sam. Také neni symetricka, protoze urcité existuji dva lidé, z nichz jeden je
o rok starsi nez druhy, ale ne naopak. Dale neni tranzitivni, nebot je-li B o rok
starSi nez A a zaroven C o rok starsi nez B, je C o dva roky starsi nez A, nikoli
o jeden. Antisymetrickd ovSem je, nebot neexistuji zadni dva lidé, z nichZ by
kazdy byl o rok starsi nez druhy, takze z tohoto predpokladu vyplyva libovolné
tvrzeni, zejména pak, Ze tito lidé jsou totozni.

ale
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4 RELACE

Resent 4.12. Relace p neni reflexivni, nebot urc¢ité existuje alespon jeden ¢lo-
vék, ktery sam sebe neobdivuje. Také neni symetricka, protoze urcité existuji
dva lidé, z nichZ jeden obdivuje druhého, ale ne naopak. Dale nenf tranzitivni,
nebot ur¢ité existuji t¥i lidé, z nichZ jeden obdivuje druhého a druhy tietiho,
ale nikoliv prvni tfettho. Antisymetrické také neni, protoZe ur¢ité existuji dva
rizni lidé, kteff se vzajemné obdivuji. (Pro konkrétni pfipady vyse uvedenych
tvrzeni proved'te dikladny rozbor rodin autori této sbirky.)

Reseni 4.13. Relace p je reflexivni, pravé kdyz n = 1. Symetricka je pro viechna
n € N. Tranzitivni je pravé pron = 1 (uz kvili tomu, Ze je symetricka a sou¢asné
pro n # 1 neni reflexivni). Antisymetricka je pravé pro n = 1, nebot pron > 1
sta¢i uvazit libovolné dva sousedy.

Regeni 4.14. Z4dn4 z relaci R, S neni reflexivni, nebot zadny ze studenti nehral
sam se sebou péku, tedy nad sebou zejména nevyhral. Relace R je symetricka,
zatimco S ne. Relace R je tranzitivni, nebot kazdy student hrél s kazdym. O
tranzitivité S neumime rozhodnout, nebot zalezi na vysledcich utkéni. Relace

R neni antisymetricka, avSak relace S ano, nebot Zadni dva rizni studenti se
nemohli navzijem porazit.

Reseni 4.15.

a) Zadani vyhovuje napf (a,a)} (viz obrazek).

{
{(a,b), (b,a)} (viz obrazek).
{ b

.V
b) Zadani vyhovuje napt. V b
.V ={(a,b),(b,a),(c,d)} (viz obrazek).

¢) Zadani vyhovuje napf

SO OO

AN AN

Obr. 9: Priklady relaci.

Reseni 4.16.
a) Zadani vyhovuje napt. V = {(a,b)} (viz obrazek).
b) Zadani vyhovuje napt. V = {(a,b), (¢,a)} (viz obrazek).

L s

Obr. 10: Piiklady relaci.
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4 RELACE

Regent 4.17. Zadani vyhovuji napf. relace U = {(a,b)},V = {(a,a), (b,b)} a
W = {(a,a)} (viz obrazek).

\4 U
ae . .
be .\l

w U

Obr. 11: Priklad relaci U, V.

Reseni 4.18.
a) Neplati, uvazme napt. V = {(a,a), (b,0)},U = {(a,a), (b,b), (a,b)}.

b) Necht (a,b) € V, pak také (a,b) € U oV, nebot z reflexivity U plyne
(b,b) e U. Proto plati V.C U o V.

Resent 4.19. Zadani vyhovuje napf. mnozina A = {1,2,...,n} arelace
R={(k,k+1)|ke{l,...,n=1}}U{(n,n)}

aplati R*¥ # R prol < k < n, ale R* = R pron —1 < k < [ (viz obrazek).
Pro n = 4 dostavame

Obr. 12: Priklad relace R pro n = 4.

Resend 4.20.
a) Je reflexivn{ a tranzitivni, neni symetrickd ani antisymetricka.
b) Je nutné piidat sipky ¢ — b, ¢ — a, coZz zaroven stadi.
¢) Je nutné smazat jednu ze Sipek a — b nebo b — a, coz zarovei stadi.

Reseni 4.21. Vsechny hledané relace musi byt reflexivni, tudiz kazda obsahuje
v8echny dvojice tvaru (z, z), z € N. Kdyby déle nékteré z nich obsahovala dvojici
(y,2),y,2 € Ny # z, pak by kvili podmince symetrie obsahovala také dvojici
(z,y), takZe z antisymetrie by plynulo y = z, coZ je spor. Proto zadani vyhovuje
pouze jediné relace {(z,z) | z € N}. (Uvedomme si, ze stejnou tvahu bychom
mohli provést nejen pro mnozinu N, ale pro libovolnou mnozinu.)
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5 USPORADANE MNOZINY

5 Usporadané mnoziny

Reseni 5.1.

a) Predpokladejme, Ze existuje supremum mnoZiny v8ech prvoéisel a oznac¢me
jej p. Tedy p je délitelné kazdym prvocislem, tedy je vétsi rovno kazdému
prvocislu. To je spor s tim, Ze je prvocisel nekoneéné mnoho, protoze exis-
tuje pouze kone¢né mnoho prvocisel nepresahujicich p. Sporem jsme uka-
zali, Ze tvrzeni neplati.

b) Supremem prazdné mnoziny je zde nejmensi prvek 1. Supremum kazdé
konec¢né neprazdné podmnoziny N je zase nejmensi spoleény nasobek jejich
prvki. Tvrzeni plati.

¢) Ozna¢me s nejmensi pfirozené &islo (v obvyklém usporfadani) dané ne-
prazdné podmnoziny A pfirozenych ¢isel. Kazda dolni zavora mnoziny A
v usporadani délitelnosti musi zejména délit ¢islo s. Jisté je ¢islo jedna
dolni zdvorou mnoziny A v usporadani délitelnost (1 déli kazdé ¢islo z A).
Je proto mnozina v8ech dolnich zavor mnoziny A neprézdna a konecna.
Ma tedy nejvétsi prvek a ten je infimem A.

d) Plyne z pfedeslych dvou ¢asti - kazda dvouprvkova podmnoZina ma supre-
mum i infimum.

Regeni 5.2. Uvazme rozklad na prvoéinitele &isla k = pItps? ... p%n n € Ny, kde

ai,- -+ ,an € N. Bezprostfedné pod ¢islem k se v naSem diagramu nalézaji pravé
<., a1—1_as an a1, as—1 An ai, az a,—1 . :
Cisla tvaru p{' ™ pg® ... pin pitpg? T L phr DU DS L T kterych je n.

4 6 9 10 14 15 21 25 35 49 ---

1
Obr. 13: Hasseiiv diagram pro pfirozena ¢isla usporadana délitelnosti.

Reseni 5.3.

a) Ano, existuje. Napiiklad uvazme standardni usporadani na mnoziné N a
uspofadani tvaru 1,3,5,...,2,4,6,... (tedy nejdfive v8echna licha ¢isla,
poté v8echna suda ¢&isla usporadana podle velikosti viz obrazek . Druhé
uspofadani lze formalné popsat takto

rCy <= 2lz—yAz<y)V(2tzA2]|y)

b) Ano, existuje. Op&t vyuZijeme délitelnosti. Pro kazdé n € N, definujeme
usporadani

rChy <= (n|z—yAz<y)V(r(x) <r(y)),

17



5 USPORADANE MNOZINY

N — oy —— e

—_ e L) Ut — e e

Obr. 14: Hassetv diagram mnoziny prirozenych ¢isel usporadanych podle C.

kde r(z) znadi zbytek &isla  po déleni &islem n. (Jde o zobecnéni principu
pouzitého v predchozim bods.)

¢) Tvrzeni vyplyva z faktu, Ze linearni usporadani N odpovidaji spofetnym
ordinalnim ¢islim, kterych je nespocetné mnoho. Je také mozné explicitné
zkonstruovat nespocCetné mnoho vzajemné neizomorfnich uspofadani N,

Resent 5.4. Vime, Ze kazdd podmnozina mnoziny (A, <) mé supremum. Vi-
dime, Ze A ma nejvétsi prvek - je jim supremum celé mnoziny A. Nejvétsi prvek
mnoziny A je pak infimem prazdné mnoZiny. Bud B C A neprazdnid mnoZina.
Chceme ukazat, ze ma v A infimum. Bud U mnoZzina vSech dolnich zévor mno-
ziny B, tj.

U={ue A:Vbe Bu<b}.

Mnozina U jisté obsahuje nejmensi prvek mnoziny A a je tak nepréazdna.
Jeji supremum oznac¢ime m. Pokud ukazeme, ze m € U, bude m nejvétsi dolni
zavorou mnoziny B, tedy jejim infimem. Pro libovolné b € B plati x < b pro
kazdé z € U. Proto b je horni zavora mnoziny U. Ale m je jejim supremem,
takze m < b (m je nejmensi horni zavora U). To ale plati pro viechna b € B a
proto m € U.

Reseni 5.5.

a) Zvolme zobrazeni f : (X, <X) = (P(X),C) definované pfedpisem f(Z) =
= {z € X|z < z}. Toto zobrazeni je zfejmé prosté a ma pozadovanou
vlastnost 1 <X x9 & f(z1) C f(x2).

b) Nakreslime si Hassetiv diagram dané konefné uspofadané mnoziny X. Ta
ma& kone¢né mnoho minimalnich prvki a ty zobrazime na libovolné rizna
prvoéisla. V kazdém dalsim kroku Skrtneme minimalni prvky v nasem
diagramu a zaméfime se na minimalni prvky takto vzniklého diagramu.
Takovy prvek z zobrazime na nejmensi spoleé¢ny nésobek jeho predchiidci
(tj. pravé skrtnutych minimélnich prvkd, které jsou pod z). ProtoZe je
X kone¢na mnozina, je konecny i tento algoritmus. Snadno nahlédneme,
ze s ohledem na jednozna¢nost rozkladu na prvodcinitele je toto zobrazeni
prosté.

18



5 USPORADANE MNOZINY

c)

Ey
RN
Eq FEs FEs

Myslenka mozného feSeni spoc¢iva ve vyuziti nasledujici vlastnosti racional-
nich ¢isel: mezi kazdymi dvéma racionalnimi ¢isly existuje spocetné mnoho
dalsich racionélnich ¢isel (kterd jsou samoziejmé opét linearné uspora-
dan4) - stac¢i pulit intervaly. ProtoZe i mezi libovolnymi dvéma prvky li-
bovolné nejvyse spocetné usporadané mnoziny existuje nejvyse konecné
mnoho prvki (v daném usporadéani), je mozno hledané vnoreni sestrojit.

Reseni 5.6.

a)

b)

Ozna¢me X = {1,2,3}. Z podminky reflexivity obsahuje kazd4 ekvivalence
E € Eq(X) nutné v8echny prvky tvaru (z,x) pro z € X. Pri¢emz symetrie
i tranzitivita jsou splnény, dostavame tak rovnou jednu ekvivalenci Fy =

={(1,1),(2,2),(3,3)}.

Pokud pfidame prvek (z,y), kde  # y musime kvuli zachovani symetrie
pridat i (y, z), tranzitivita je pfitom splnéna. Déle tedy ziskavame E; =
= EoU{(1,2),(2,1)}, B2 = EoU{(2,3),(3,2)} a E5 = ExU{(1,3),(3,1)}.
Pfidéani libovolné dalsi dvojice (u,v), kde u # v, kterou jsme zatim nepo-
uzili, vynuti pfidani jiz vSech dvojic. Tedy E4 = X x X. Se znalosti vSech
ekvivalenci na X jiz neni tézké nakreslit Hasseiv diagram pro (E¢(X), Q).

Diikaz 1 Sta¢i ukazat, Ze kazda dvojprvkova podmnoZina P = {o,p} uspo-

fadané mnoziny E¢(X), ma supremum a infimum. UvaZme pranik
relaci oM p. Ukdzeme-li, Ze je to ekvivalence, bude jasné, ze je to také
infimum P.

Reflexivni je, nebot obé relace p a o jsou reflexivni a obsahuji tedy
diagonalu {(z, ),z € X}, ktera tak lezi i v jejich priniku.

Symetrie je také jednoducha: Necht (z,y) € o N p, pak

(z,y) € A(z,y) € p.

Ze symetrie obou relaci dostavame (y,z) € o A (y,x) € p. Proto
(y,z) € o Np.

Zbyva ukazat, Ze je o N p tranzitivni. Necht tedy (z,y), (y,z) € oNp.
Potom z tranzitivity obou relaci o a p plyne (x,z) € o N p.

Nyni najdeme supremum mnoZiny {o, p}. Kazda horni zavora {o, p}
musi obsahovat vSechny prvky ¢ a p. Tedy i naSe supremum musi byt
minimélné o U p. V8imnéme si, Ze ¢ U p podobné jako prinik ,,dédi“
vlastnosti symetrii a reflexivitu. Bohuzel vSak nemusi byt tranzitivni.
UvaZme tranzitivni obal (o U p)T. Ten je definovan jako prinik sys-
tému T vSech tranzitivnich relaci, které obsahuji o U p jako svoji
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5 USPORADANE MNOZINY

podmnozinu. Systém T je vzdy neprazdny, jelikoz v ném lezi cela
2X. Z¥ejmé je (0 U p)™ nejmensi tranzitivni relace obsahujici (o U p).
Jeji reflexivita je zfejma. Zbyva ukazat, Ze je také symetricka. Systém
T je uzavieny na inverzni relace (inverze tranzitivni relace je tranzi-
tivni a o U p je symetrickd). Proto je prinik jeho prvki invariantni
vici inverzi a tedy symetricky.

Diikaz 2 UkaZeme néco jesté silngjsiho, totiz, Ze se jedna o uplny svaz. Staci

ukéazat, Ze libovolnad podmnozina P uspofadané mnoziny Fq(X), ma
infimum. To bude prinikem v8ech prvka P, ktery si zachova symetrii,
reflexivitu i tranzitivitu, coz nechéavame jako cviceni. Na téchto dvou
dtkazech je hezky vidét, ze nékdy muze byt snazsi dokazovat néco
silnéjsiho, nez se po nas ve skutecnosti zada - je jen potieba si toho
v§imnout.

Resent 5.7.

a)

Ano, existuje. Podminky spliuje:

Kazdy z prvki je maximélni a museji byt minimalné dva, coz zaroven
staci.

Ano, existuje. Podminky spliuje:

VAN

Pokud bychom odebrali prvek z ,,dolniho patra“ nebude uspotradéani spl-
novat podminku existence mnoziny bez infima. Naopak odebrani prvku z
»horniho patra“ porusi podminku existence suprema. Odebranim libovol-
nych dvou prvku zistane pouze jeden prvek, opét se ale porusi podminka
existence mnoziny bez infima.

Neexistuje. Postupujme sporem. Pfedpoklddejme existenci dvou nejvétsich
prvki ni,ns, priCemz ny # ns. Protoze jsou oba nejvétsi, plati n; <
< ny < nq, a protoZe jde o usporadani (zejména plati antisymetrie), pak
N1 = Ng, COZ je Spor.

Ano, existuje. Podminky splije (kde levy Fetézec je nekone¢ny):

Zacnéme jednim prvkem. Ten je urc¢ité minimalni, zaroven vSak nejmensi.
Abychom porusili druhou vlastnost je tfeba pfidat jiny, nesrovnatelny
prvek. Nyni se ale nachazime v situaci z bodu 1., musime proto pfidat
cely nekone¢ny fetézec, abychom zaruéili neexistenci druhého minimalniho
prvku.
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5 USPORADANE MNOZINY

Resenit 5.8. Na obrazku vidite v8echny Sestiprvkové svazy.

¥ &0

Obr. 15: VSechny Sestiprvkové svazy.

Reseni 5.9. Kazdé takové izotonni zobrazeni jednoznac¢né odpovida m-prvkové

kombinaci s opakovanim vybrané z n prvkové mnoziny. Téch je pfitom ("Jr:;”*l).

Resent 5.10. Izomorfismus je bijekce zachovavajici usporadani ob&ma sméry.
Predpokladejme pro spor, Ze existuje izomorfismus z iplného svazu vSech pod-
mnozin dvouprvkové mnoziny do ¢tyfprvkového fetézce. Nejvétsi prvek musi jit
na nejveétsi prvek, nejmensi na nejmensi a zbylé dva musime zobrazit vedle sebe.
A mame tu kyZeny spor, protoZe dva porovnatelné prvky se nam zobrazily na
dva prvky nesrovnatelné.

———{a,b}

» (b}

b——0

Obr. 16: Neexistence izomorfismu mezi danymi uspofadanimi.

Reseni 5.11.

a) Ukazeme, Ze se skutecné jedna o aplny svaz. Prazdna mnozina ma ziejmé
supremum, co# je nejmensi prvek mnoziny I7, tj. konstantni zobrazeni na
nulu. Kazda neprazdnd mnozina A ma supremum, které zobrazi « € I na
sup{f(z), f € A}, pritemz sup{f(z), f € A} existuje, nebot realna ¢isla
jsou uplnym svazem.

b) Mnozina H := {f : I — I, f(x) = 2™|n € N} v8ech mocninnych funkci
nem4 supremum. Nejde tedy o aplny svaz, ale svaz to je.
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5 USPORADANE MNOZINY

¢) Ozna¢me f,g:1 — I, f(x) = x,g9(x) =1 — z. Mnozina {f, g} pak nema
supremum a nejde tedy o svaz, natoz uplny svaz.

d) Nejde o uplny svaz. Mnozina H z bodu@ zde totiz opét neméa supremum.

e) Dokazme, Ze se jedna o tplny svaz. Prazdna mnozina mé ziejmé supre-
mum konstantni zobrazeni na nulu, které je neklesajici. Kazda neprazdna
mnozina A neklesajicich funkci I — I ma supremum, které zobrazi z € I
na sup{f(x), f € A}, pricemz sup{f(x), f € A} existuje, nebot reilna
¢isla jsou tplnym svazem, a je neklesajici.

Resent 5.12. Abychom ukazali, Ze relace < ze zadéani je skutecné relaci uspoié-
dani potfebujeme ovérit, Ze je < reflexivni, tranzitivni a antisymetricki. Kazdou
Fimskou ¢islici vytvoirime z ni samotné piilozenim nula sirek, tedy < je reflexivni.
Necht déale y vznikne z x piiloZzenim k > 0 sirek a z vznikne z y p¥iloZzenim [ > 0
sirek (tedy x < y a zaroven y < z), potom z vznikne z x pfiloZzenim k + [ sirek
(tj. = < 2), plicemz zfejmé k + [ > 0, a proto plati tranzitivita <. Antisymetrii
dokazme sporem, necht tedy = < y a zaroven y < x, tedy y vznikne z x pFida-
nim k > 0 sirek, a nasledné pfidanim ! > 0 dostaneme opét x. Dohromady =
vznikne z x pridanim k + [ > 0 sirek, kdyby z # y, pak alespon jedno z ¢&isel
k,l je kladné. A to je spor, protoze zadné fimské ¢islo nevznikne samo ze sebe
pridanim kladného poctu sirek.

VIII

III VII

II IV VI XI

N/

I A% X

Obr. 17: Hassetiv diagram usporadani sirek.

Reseni 5.13.

a) Izotonni zobrazeni existuje — stadi zvolit vnofeni f: Z\ N — Z definované
f(2) = z. Izomorfismus ale neexistuje, nebot by musel zobrazit nejvétsi
prvek 0 mnoziny Z \ N na nejvétsi prvek. Zédny takovy ale mnozina Z
neobsahuje.

b) Izotonni zobrazeni existuje — sta¢i zvolit trivialni zobrazent f: N — Z\ {0}
definované f(z) = 1. Izomorfismus opét neexistuje, protoze by zobrazeni
7! muselo zobrazit nejvétsi prvek 1 mnoziny Z \ {0} na nejvétsi prvek.
Zadny takovy, ale v (N, <) neexistuje.

Uvédomme si, ze mezi libovolnymi dvéma uspofddanymi mnozina existuje
takovéto trivialni izotonni zobrazeni vzdy. V tomto piipadé vSak neexistuje
zadné vnofeni.
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6 EKVIVALENCE

6 Ekvivalence

Resent 6.1. U nékterych piikladi navic udavidme pro lepsi pfedstavu piiklad
mnoziny, se kterou je dany rozklad Dom(f)/J v bijekei.

a) Kazdy den si ozna¢me jeho pofadim v pfestupném roce. Hledanym roz-
kladem je mnozina tiid lidi, ktefi maji narozeniny ve stejny den v roce.

b) Hledanym rozkladem je mnozina {{kruh}, {trojthelnik}, {¢tverec, obdélnik}},
coz je trojprvkova mnozina.

c) Hledanym rozkladem je mnozina {{—z,z} | x € R}, ktera je v bijekei s
Ry

d) Hledanym rozkladem je mnozina {z + 7Z | z € {0,...,6}}, kde x + 7Z =
= {z 4+ 7k | k € Z}. Tato mnozina se nazyva mnozina zbytkovych t¥id
modulo 7, znaéi se Z7 a je sedmiprvkova.

e) Hledanym rozkladem je mnoZzina t¥id zlomki, které maji stejny zakladni
tvar, coz je v bijekci s mnoZinou {% | p € Z,q € N,ged(p,q) = 1} =
={L|peZ,qgeN}=0Q

f) Uvédomme si, Ze rovnice 22 +y% =12, r € ]Ra' popisuje kruznici v rovinné
se stfedem v pocatku o poloméru r. Dva rizné body (u,v), (z,y) € RxR
jsou tedy ve stejné tifidé rozkladu, pravé kdyz lezi na stejné kruznici se
stfedem v podcatku.

ﬁ
W

Obr. 18: Rozklad R x R podle Jy.

g) Pro dva prvky (u,v),(z,y) € R x R plati (u,v) ~ (x,y), pravé kdyz
|lu — x| € [0,1). Rozkladem je tak mnozina {P; | k¥ € Z}, kde P, =
={(z,y) e RxR |k <z < k+ 1} (viz obrazek).
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6 EKVIVALENCE

Obr. 19: Rozklad R x R podle Jy.

Resent 6.2. Uveédomme si, ze kazdé rymové schéma odpovida vybéru radka,
které se navzajem rymuji (v8imnéme si, Ze ,rymovat se“ je relace ekvivalence).
Tudiz kazdé rymové schéma n-fadkové basné odpovida poctu ekvivalenci na n-
-prvkové mnoziné (tento pocet se nazyva n-té Bellovo ¢islo). Snadno ovéfime,
ze na ¢tyfprvkové mnoziné existuje 15 ekvivalenci, a tedy i rymovych schémat.
Jsou to pravé tyto: AAAA, AAAB, AABA, AABB, AABC, ABAA, ABAB,
ABAC, ABBA, ABBB, ABBC, ABCA, ABCB, ABCC aligned ABCD.

Resent 6.3. To ze jde o ekvivalenci ovéfime snadno ve tfech krocich:

a) Reflexivita: kazdé fimské ¢islo je v relaci p samo se sebou.

b) Symetrie: Pokud se ¢islo A sklada ze stejné sirek jako ¢éislo B, tak se ur¢ité
i ¢islo B sklada ze stejné sirek jako ¢islo A.

¢) Tranzitivita: Pokud se ¢islo A sklad4 ze stejné sirek jako ¢islo B a ¢islo B
sklada ze stejné sirek jako ¢islo C, tak se urcité ¢islo A sklada ze stejné
sirek jako ¢islo C.

Prislusny rozklad mé 5 prvku:
{1}, {1,V X}, {TILIV,VLIX}, {VII}, { VIIT} }.
Regent 6.4.
a) Poslouzi nam zobrazeni f z mnoziny v8ech zaki dané Skoly do mnoziny
vSech t¥id v této Skole, které zaka zobrazi na t¥idu, do niz chodi.

b) Zde uvéazime zobrazeni z mnoziny vSech zvifat do Ny tak, Ze kazdé zvite
zobrazime na pocet jeho nohou (hada na nulu).

Resend 6.5. Nejprve ukazeme, zZe relace ~ je ekvivalence:
a) Reflexivita: Vu € U : u ~ u <= u — u € ker g, coZ plati vzdy, nebot
©(0) = 0.

b) Symetrie: ProtoZe je ker ¢ linedrni podprostor vektorového prostoru U, je
uzavieny na nésobeni —1. Plat{
Vu,v €U :u~v <= u—v € kery
— —l(lu—v)=v—u€kergp
= v~
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6 EKVIVALENCE

¢) Tranzitivita:

Vu,v,w €U :u~vAv~w = u—v,v—w € keryp
— u—v+v—weEkeryp
= u~w.

ProtoZe rovnost ¢(u) = ¢(v) je diky linearité ¢ ekvivalentni rovnosti ¢(u—v) =
= 0, dostévame, Ze J, =~ .
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7 KOMBINATORIKA

7 Kombinatorika

Reseni 7.1. Uvazme osmithelnik jako na obrazku slozeny z 14 ¢tverci o stranach
jeden metr. Snadno nahlédneme, Ze libovolna dvojice bodu tohoto utvaru méa
od sebe vzdalenost nejvyse 5 metri.

Obr. 20: Osmithelnikovy utvar.

Kazdy pés pozemku o rozmérech 7 x 24 jsme schopni rozdélit na 13 dild, z
nichz kazdy se vejde do naSeho osmitihelnika. P¥itom celou zahradu lze pokryt
Sesti takovymi pasy.

1 L1 LJ LJ LJd L

Obr. 21: Pas vyplnény tutvary.

Tak jsme rozdélili dédiiv pozemek na 6-13 = 78 dilkii. Protoze stromi je 80,
musi byt dle Dirichletova principu alespon v jednom z dilkt alespon dva stromy.
Ty jsou pak od sebe nejvyse pét metri daleko.

Reseni 7.2.

a) Kazdy takovy obdélnik lze jednoznaéné popsat vybérem dvojice svislych

¢ar a dvojice horizontalnich ¢ar, které ho ohranic¢i. Téch je ale (m;' 1) . (";1)

b) Ctverce sefadime podle velikosti a se¢teme zvlast. Ctvercii o strand r je
zde ziejmé (m —r + 1)(n —r + 1). Tedy celkem

min{m,n}

Z (m—r+1)n-—r+1).

r=1

Resent 7.3. Pokud bychom koné uméli rozligit, stacilo by seéist pres vSechna
pole pocet vSech ostatnich, ne néz mutze kun tahnout. Na obrazku je v kazdé
poli P Sachovnice pocet okolnich poli, na ktera lze z P sko¢it koném. Soucet
4(4-84+4-6+5-4+2-3+2) =336 ¢isel v polich je dvojnasobkem hledaného
poc¢tu, nebot koné jsou nerozligitelni. Odpovéd zni 168.
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7 KOMBINATORIKA

Reseni 7.4.

a) T =6!=720

b) Sefadime je do fady a postupné posadime. Tedy 7! = 5040.
Resent 7.5.
a) To je pfece polovina vSech sefazeni, tedy %'

b) Jestli ma jit A hned po B, muZeme je sloucit dopfedu, takze vlastné fadime
prvky AB,C, D, E. To jde 4! moznostmi.

Resent 7.6. Vsech moznych inicial je 262 = 676. Kazdy obyvatel tak miize mit
svou vlastn{ inicialu.

Reseni 7.7. Zajimé nas nejvyssi mocniny dvou a péti, které déli 258!. Ziejmé
je exponent u dvojky vyssi nez prislusny exponent u pétky. Péti je délitelny
kazdy paty ¢initel sou¢inu 258! = 1-2-3---258. Tedy je zde L?J = 51 Cinitela
délitelnych péti. Dale je zde |22 | = 10 ¢initelt délitelnych 25. Nakonec jsou zde
L%j = 2 Cinitelé délitelni 125. Celkem je tedy exponent u p&tky v prvoéiselném
rozkladu 258! roven 51 + 10 + 2 = 63. To je také pocet nul v dekadickém zapise

éisla 258!,

5 10 10 9

Reseni 7.8. 1. (2), 2. (3), 3. (2)

Reseni 7.9. Nejprve ukdzeme, Ze pro n > k je ¢islo #'),k, celé. Staci si uvédo-
mit, Ze je to poCet v8ech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny (n! zptisoby
sefadime celou mnozinu a vezmeme si prvnich k£ prvki. Tak dostaneme k-prv-

kovou podmnozinu, ale na poradi prvnich k prvkia a poradi poslednich n — k

prvki nezalezi, protoZe davaji stejnou podmnoZinu.)
n! _ n(n—=1)-(n—k+1)
n—k)-kl k!
stitucim=n—k+1 €N je (m+k71)(z+k72)"m stale celym &islem. Tedy pro
kazdé pfirozené m je soudin k po sobé jdoucich ¢isel m pocinaje délitelny k!. To

jsme chtéli dokazat.

Kdyz uz ted vime, Ze 4 je celé ¢islo, tak po sub-

Resenit 7.10. Dikaz lze jednoduse provést rozepsanim obou stran pomoci vlast-
nosti kombina¢nich ¢isel. Intuitivné tato rovnost znamena, ze obé strany rovnosti
vyjadiuji poc¢et vS8ech moznosti, jak vybrat k-prvkovy a l-prvkovy tym z n lidi
tak, aby nikdo nepatfil do obou tym1.

Resent 7.11. Vlevo je (22"), coz je pocet vSech dvojic, které lze vybrat z 2n—
—prvkové mnozniny. Pokud bychom vybirali dvojice tak, Ze mnozinu rozpilime
na dvé n prvkové mnoziny a rozlisime dva piipady:

a) Dvojici tvofi prvky ze stejné pulky. Téchto dvojic je (Z) za kazdou piilku,
celkem tedy 2 (3).

b) Dvojici tvoii prvky z obou skupin. Téchto dvojic je zFejmé n - n.

Celkem tedy 2 - (g) + n2. Dokézali jsme pozadovanou rovnost.
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7 KOMBINATORIKA

Princip inkluze a exkluze

Regeni 7.12. Oznacme My, ..., My mnoziny zakt v krouzcich. Podminky ze za-
dani jsou ekvivalentni tomu, Ze pro viechna po dvou rtzné i,5, k,1 € {1,...,11}
[MiU...UMp| = 54,
|M;| > 15,
IM; A" M; N M| > 1,

|MiﬂMjﬂMkﬂMl| 0.

Podle principu inkluze a exkluze je

|M1u...UM11\_Z|M|—Z Z |M;NM; |+Z Z Z | M;nM;N My,

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=i+j+1

protoze ostatni ¢leny jsou nulové. Proto

11 11 11
54 >11-15 — ZZ|MOM+< ) 1,

i=1 j=i+1
atedy Yo,1) YL, [M; N M| > 276.
Vlevo je (%)) = 55 s¢itancii a aspoii jeden z nich musi byt vétsi nez 5.
2n—7)!
Reseni 7.13. 2" 31" 0(—1)’"(7)( nor)!

oan—r
Reseni 7.14. (‘Z’g) — (?g)
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8 GRAFY

8 Grafy

Resent 8.1. Piedpokladejme, Ze z grafu G vede homomorfismus f do K, (apl-
ného grafu na k vrcholech). Oznacime-li vrcholy Ky, jako Vi, Va, ..., Vi, dosta-
vame k disjunktnich mnozin f=1(V1), f~1(Va),..., f~1(V&), jejichZ sjednocenim
je mnozina vrchola G. Obarvime-li kazdou z téchto mnozin rtznou barvu, dosta-
neme (vrcholové) k-obarveni G, protoze pokud by nékteré dva sousedni vrcholy
G mély stejnou barvu, musely by se v f zobrazit na stejny vrchol (kvili kon-
strukci obarveni) a zaroven na sousedni vrcholy (kvili definici homomorfismu
— v8imnéte si, ze zde vyuzivame toho, Ze graf nesmi obsahovat smycky, tj. z
7adného vrcholu nevede hrana do néj samého).

Nyni naopak pfedpokladejme, Ze G je (vrcholove) k-obarvitelny. Pak mtZzeme
zkonstruovat zobrazeni f : G — K}, tak, ze v8echny vrcholy ¢-té barvy zobrazi
f na vrchol V; pro 1 < i < k. Pak je f homomorfismus, protoZe pokud libovolné
dva sousedni vrcholy G maji rizné barvy, tak se zobrazi na razné vrcholy Ky,
coz je uplny graf.

Reseni 8.2.

a) Graf je eulerovsky pravé pro suda n (vyuzivime zde parity kombina¢nich
Cisel).

b) Kazda hrana spojuje dvé mnoZiny, z nichz pravé jedna je sudé kardinality
a druhé liché. Sta¢i nam tedy dvé barvy, jednou barvou obarvime vSechny
mnoziny liché kardinality a druhou barvou mnoziny sudé kardinality.

Resent 8.3.

a) Graf G neni eulerovsky, napf. vrcholy {3,5,8,9,10, 11} maji stupei jedna,
tedy lichy.

b) Graf G je rovinny, jak je patrné z obrazku Hranu mezi vrcholy 2 a 10
miizeme urcité vést tak, aby neprotinala zadnou jinou hranu.

® 1

@ ©® (9 (0

OQOROBOE®
O

Obr. 22: Rovinné nakresleni grafu.

¢) Na obrazku [23| je znazornéno ohodnoceni hran, a déle jedna z moZnych
minimalnich koster.
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8 GRAFY

Obr. 23: Ohodnoceni a minimalni kostra grafu.

Resent 8.4.
a) Graf G neni eulerovsky, obsahuje vrchol lichého stupné.
b) Graf G je rovinny, jak je ziejmé z obrazku

¢) Na obrazku je znazornéno ohodnoceni hran, a dale jedna z moznych
minimélnich koster.

Obr. 24: Rovinnost, ohodnoceni a minimalni kostra grafu.

Resent 8.5. Grafy vyhovujici zadan{ jsou &ty¥i, viz obrazek

0\ AN
| 1

Obr. 25: Grafy spliiujici zadéni.
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Resent 8.6. Celkem chceme, aby se hodnota spocitan& pro vrchol v ménila v
kazdém kroku. Proto je potieba ,,uzaviit® vrchol v jako posledni. Uvazme ptiklad
takového grafu i s prislusnym vypoctem nejkratSich cest.

u Ul (5] us Uyg v
0|loo |00 |00 | 0| o0
0] 10| 00| oco| oo | b0
0] 10| 15| 00| co | 40
0110] 15|22 | oo | 30
0|10 |15 | 22| 25 | 27
010 ] 15|22 | 25| 26

Obr. 26: Dijkstriv algoritmus. Nejkratsi cesta se méni v kazdém kroku.

Resent 8.7. Vidime, ze napfiiklad pfi vypoctu nejkratsich cest z vrcholu u vyjde
vzdalenost u, v rovna 6, zatimco pfi vypoctu nejkratsich cest z vrcholu v ziskdme
délku nejkratsi cesty mezi u a v rovnu 7. (Jsou to jediné vrcholy, které mizeme
porovnavat!)

Obr. 27: Graf se zaporné ohodnocenou hranou.

u Ul ug us v v u (751 U us
0] oo |00 | 00| 0] oo | oo | o0 |
0|-3]oc0]| 2 |10 0|10 | oo |00 | b
0]-31| 3 1 |10 0o 7 9 |0 | b
0]-31] 3 1 6 0 7 4 oo | b
0]-31| 3 1 6 0o 7 4 |10 5

Tabulka 1: Vypocet Dijkstrova algoritmu z rtznych pocate¢nich vrcholu.

Regent 8.8. V8echny neizomorfni grafy se ¢tyfmi vrcholy, viz obrazek.

R N N R AR
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XXX XA

Obr. 28: Celkem 11 neizomorfnich grafi.

Resent 8.9. Hledame eulerovské grafy, pficemz postacujici podminkou je, aby
byl graf souvisly a vSechny jeho vrcholy mély sudy stupeii, coZ dava moZnosti
stuptii 0, 2 a 4. Vrchol(y) stupné 0 jsou ve sporu se souvislosti grafu, zustavaji
tedy kombinace stupni 2 a 4. Jednoduchymi tvahami zjistime, Ze moZnosti jsou
nasledujici (aZ na izomorfismus):

2 2
2 2 4y 2
2 2 2 2
4 4
4 2 4 4
2 2 4 4

Obr. 29: Neizomorfni eulerovské grafy s péti vrcholy.

Resent 8.10. Minimaln{ kostru najdeme , hladovym* algoritmem. Postupné pfi-
davame hrany s nejniz$im ohodnocenim tak, aby pfidanim hrany nevznikl cyk-
lus. Jedna z moznych minimélnich koster je na obrazku. Poznamenejme, Ze

3
2
3 1 2
3 1
1
3
2

Obr. 30: Jedna z moznych minimalnich koster.

miniméalnich koster je (g) @) (?) = 12. Pro kontrolu si vSechny minimalni kostry
nakreslete.

Reseni 8.11.

a) Existuje celkem osm koster (bereme-li v avahu izomorfismus dostaneme
vsak pouze dvé).
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Obr. 31: V8echny kostry grafu.

b) Vsimnéme si, Ze minimalni kostry grafu z podbodu b) vziknou pfidanim
Sestého vrcholu a prislusné hrany grafu z podbodu Eﬂ Existuje tedy opét
osm koster, avSak aZ pét riznych (neizomorfnich).

~
~< <y
1
~

Obr. 32: Vsechny kostry grafu.

Reseni 8.12. Poznamenejme, ze kdy? neexistuje vrchol s nejmensi aktualnf vzda-
lenosti od daného vrcholu, tak nezalezi na tom, ktery z vrcholi majicich mi-
nimélni vzdalenost, zvolime. Vypocet je zaznamenan v tabulce na néasledujici
strané.
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Tabulka 2: Dijsktriv algoritmus.

Reseni 8.13.

1) Uvedené grafy jsou izomorfni. Pfi nasledujicim znaceni je jeden z izomor-
fismu déan takto: a — 3,b+— 4,¢+— 5,d— 6,e = 1, f +— 2.

b c

2) VyuZijme pomocného tvrzeni ze zadéani. Zvolme H = {3}, na obrazku
vidime, Ze indukované grafy Py, P, nejsou izomorfni. (Pro piehlednost jsou
na obrazku zaznacené vSechny vrcholy pavodnich graft. Indukované grafy
ov8em obsahuji jen plné vrcholy.)

L mm— ° [e]
o [e] [e] [e] [e]
0

3) V izomorfnich grafech jsou pocty cykli délky n stejné pro kazdé n € N.
V druhém grafu jsou dva cykly délky 3 (viz obrazek), zatimco v prvnim
grafu neni cyklus délky 3 ani jeden. Proto zadané grafy nejsou izomorfni.

.,

Obr. 33: Dva cykly délky 3.
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4) Oznacme si vrcholy obou graft (viz obrazek). Prvni graf je ziejmé rovinny.
Premisténim vrchold 3 a 4 u druhého grafu vidime, Ze i tento graf je ro-
vinny. Z konkrétniho nakresleni je zfejmy izomorfismus grafi dany a — 1,
b—3,c—5,d—2 e— 4.

a b 1 2
4
e c i i
5 3 3 1 5
d 4 5

5) Uvedené grafy nejsou izomorfni, coz ukdZeme vyuZzitim stejného tvrzeni
jako v pfipadu Nyni volime H = {3}. Prvni indukovany podgraf je na-
rozdil od toho druhého souvisly. (Pro prehlednost jsou na obrazku zazna-
¢ené vsechny vrcholy ptivodnich grafi. Indukované grafy ovSem obsahuji
jen plné vrcholy.)

o [e] ° [e]

6) Uvedené grafy nejsou izomorfni, ponévadz prvni graf se sklada z dvou
komponent souvislosti (viz obrazek) a ten druhy je souvisly (existuje cesta
spojujici v8echny vrcholy, viz obrazek).

=EA RN
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