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Tato sbirka vznikla v ramci programu podpory vyuky pfedmétu Diskrétni
matematika M1121.

P1i vytvareni sbirky bylo nasi snahou pomoci studentim predmétu Diskrétni
matematika pochopit zavadéné pojmy a také souvislosti mezi jednotlivymi té-
maty. Proto se miiZe stat, ze nékteré priklady predpokléddaji znalosti nap¥ic¢ jed-
notlivymi kapitolami. Seznam ptikladid, u kterych je tento fakt nejzésadnéjsi,
uvadime na konci toho ivodu (v seznamu ¢islo za dvojteckou odkazuje na ¢islo
kapitoly).

Bylo-li to mozné, snazili jsme se vyjadfovat co nejpiesnéji a formélné spravné,
ale kromé tradic¢nich pfiklada bylo na8im cilem vymyslet i pfiklady motiva¢ni
nebo méné tradi¢ni. V nékterych piikladech jsme si tak dovolili vyjadrovat se
neformélné. Oboje snad pomuze ¢tenaii vypracovat si intuici v danych oblastech
a pritom si zachovat schopnost vyjadfovat se forméalné spravné.

Na tomto misté bychom radi podékovali Mgr. Davidu Krumlovi, Ph.D. za
pomoc s vedenim projektu a Veronice Kutalkové za prec¢teni sbirky a odhaleni
mnoha nedostatki. Za veskeré zbyvajici chyby ovSem nesou zodpovédnost autofi
sami. Pokud né&jaké nedostatky objevite, sdélte je laskavé na adresu:
diskretniprojekt2015@gmail.com

Ke sbirce existuje také feSeni. Oba dokumenty byly vysézeny pomoci baliku
TEX, obrazky pomoci baliku TikZ.
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1 LOGIKA

Zadani prikladia

1 Logika

Priiklad 1.1. Ukaizte, ze ekvivalence formuli je skutecné relaci ekvivalence. Déle
uvazme rozklad mnoziny formuli a symbolem [p] oznaéme tiidu formuli, které
jsou ekvivalentni s formuli ¢, tedy t¥idu tohoto rozkladu reprezentovanou prv-
kem ¢. Nyni definujme relaci — na tomto rozkladu vztahem [p] — [¢)] , pravé
kdyz ¢ implikuje 1. Ukazte, ze — je relaci usporadani.

Piiklad 1.2. Uvedte ptiklad vyroku (resp. ekvivalentnich t¥id vyroki), jejichz
Hasseovsky diagram pfislusny relaci — z predeslého pirikladu mé tento tvar:

G F
E F E D E
B C D C D B c
A A B A

a) b) c)

Obr. 1: Hasseovy diagramy ekvivalentnich t¥id vyroki.

Priiklad 1.3. Necht z je pfirozené ¢islo. Mé&jme nasledujici vyroky:

a) A:x je sudé,

b) B: z je prvodislo,
c) C: z je délitelné 6,
d) D:xz >3,

e) E:z=6 (mod 12),
f)y F:z=5

g) G:a?=-1,

h) H:2? = 2z.

Pro kazdou dvojici téchto vyroki rozhodnéte, zda jeden implikuje druhy.

Priklad 1.4. V nasledujici formuli jsou znakem e zaznacena mista pro kvanti-
fikatory (3,V). Naleznéte vSechny moznosti, jak tyto kvantifikatory doplnit tak,
aby byly tyto formule pravdivé.

ok>2keNencNerecN:k"e[nk-n]



1 LOGIKA

Priklad 1.5. Pro kazdé n € N je dana formule ¢,, s proménnymi z1, ..., xs, € N
predpisem v, = Jx1Vrs...dxo,_ 1Yo, : V, kde V je vyrok o proménnych
T1,...,T2, € N. Rozhodnéte, zda a pripadné pro kterd n plati formule ,,
pokud

a) n=2aV = (zr1x3 < x214),
n=2aV = (r1ze < z374),
n=2aV = (r1z2 > x324),

V= (r123.. . Tan—1 < ToZg...Topn),
V = (2123...Tap—1 > Taky...T2,),
V=(r1x2...¢p < Tpy1...Tapn),

g) V=(x129...%p > Tpt1...Tayn).

Priklad 1.6. Pro kazdé n € N je dana formule ¢,, s proménnymi z1, ..., xs, € N
predpisem ¢, = Vzidzs...Vao,_13z9, : V, kde V je vyrok o proménnych
T1,...,T2n € N. Rozhodnéte, zda a pripadné pro kterd m plati formule ¢,
pokud

a) n=2aV = (r1x3 < x214),

b) n=2aV = (x122 < x374),
c)n=2aV = (r122 > x324),

d) V= (r123...Tap—1 < ToTyg...Tom),
e) V= (z123...Tap—1 > Toly...T2p),
) V=(z129...2y <Tpy1...2Tap),

g) V=(x122...%p > Tpt1 .. Ton).

Priklad 1.7. Necht X,Y jsou vyroky a v néjaki valuace. Cemu odpovidaji
néasledujici vyrazy?

a) min{v(X),v(Y)},

b) max{v(X),v(Y)},

c) v(X)-o(Y),

d) 1= (1 =v(X))- (1 =v(Y)),
e) v(X)+v(Y) (mod 2).
k

lad 1.8. Pro kazdy podbod urcete, kolik existuje binarnich logickych spo-
s prislusnou vlastnosti pro vSechny vyroky X,Y.

O
a) XOY ==X 0-Y,
b)
c)

Pf‘
jek

~(XOY)2-X0O-Y,
(XO-X)Ovyzvy.
Priklad 1.9. Udejte ptiklad binarni logické spojky [ s vlastnosti
(XOv)Ozx0O((xyoz).



2 MNOZINY

2 Mnoziny

Priiklad 2.1. Necht mnoZina M C R ma tu vlastnost, Ze kazda jeji neprazdna
podmnozina mé nejmensi i nejvétsi prvek. Ukazte, Ze M je koneéné.

Priklad 2.2. Ukazte, Ze kartézsky sou¢in mnozin je ,kategorialni soucin“, tj.
pro vSechny mnoziny A, B,C a zobrazeni f: C — A, g: C — B existuje pravé
jedno zobrazeni h: C' — Ax B spliwjici ppoh = f,ppoh =g, kdepa: AxB — A
a pp: A X B — B jsou piislusné projekce dané piedpisem pa((a,b)) = a a
ps((a,b)) = b

C
ih
f Ax B g
py \123
A B

Obr. 2: Diagram kategorialniho soué¢inu.

Priklad 2.3. Co je sjednocenim prazdného systému mnozin?

Priklad 2.4. Je dana mnozina A. Bud U prazdny systém podmnozin mnoziny
A. Uréete prinik (N U.

Piiklad 2.5. Disjunktni sjednoceni muzeme definovat naptiklad jako
AT B={(1,a) |ac A}U{(2,b)|be B}.

Ukazte, ze disjunktni sjednoceni mnozin je ,kategorialni soucet, tj. pro vSechny
mnoziny A, B,C a zobrazeni f: A — C,g: B — C existuje pravé jedno zob-
razeni h: A[[B — C spliyjici hoiy = fihoig = g, kde ig: A — A][B
aig: B — A]]B jsou piislusna vnofeni definovana vztahy is(a) = (1,a) a
ip(b) = (2,0).

A B
N
f A]TIB p
ih
C

Obr. 3: Diagram kategorialniho souctu.

Priklad 2.6. Necht z,y,z € N a A, B,C jsou mnoziny. Rozhodnéte o pravdi-
vosti nésledujicich tvrzeni:

a) {0} € {z,y,0},
b) 0 < {z,y,0},
c) {{0}} € {{03}},



2 MNOZINY

d) {0} < {{0}},

e) {z} € {z,y,{}},

f) Be P(A) «— BCA,
g
h

)

)

)

) (Ae BIN(Be(C) = AeC,
) AUB=AUC = B=C,

i) {9, 00\ 0 = {9},

J) (A\B) x C = (Ax )\ (B xO),
k) Ax (=0,

1) Ax B=BXx A,
m) A, BCC = ANB=AUB,
) (A+B)+C=A+(B+0),

) (A\B)\C =4\ (B\0),

p) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

q) A\(B\C)=(A\B)UC.

o

Priklad 2.7. Urcete vSechny mnozZiny A, pro které plati

P0) € ACP{0}) a{0} & A.

Piiklad 2.8. Nasledujici mnoZiny zadané vyctem prvka popiste formuli:

a) {2,3,5,7,11,13,17,... },
b) {1,4,16,64,256,...},

d) {1,22,333,4444, . ..,999999999},

)
)
¢) {0,1,3,7,15,31,63,...},
)
e) {1,22,333,4444,...}.



3 ZOBRAZENI A MOHUTNOST MNOZIN

3 Zobrazeni a mohutnost mnozin

Priklad 3.1. Necht X,Y jsou neprazdné mnoziny. Rozhodnéte, zda lze kazdé
zobrazeni f: X — Y zapsat jako slozeni f = g o h, kde

a) g je injektivni a h je surjektivni,
b) g je surjektivni a h je injektivni.

Priiklad 3.2. Rozhodnéte, které z diagramu definuji zobrazeni z mnoziny X do
mnoziny Y. Pro tyto funkce urcete jejich vlastnosti.

X Y X Y X Y X Y
a) b) C) d)

Priklad 3.3. Necht M je mnozina studenti. Rozhodnéte, zda je v jednotlivych
bodech relace R C M x X zobrazenim. Relace R je zaddna nésledovné:

a) X je mnoZina univerzit. Kazdy student je v relaci s univerzitou, na které
studuje.

b) X = Ny a kazdy student je v relaci se svym vékem.

¢) X je mnozina lidi. Kazdy student je v relaci se svym partnerem ¢&i part-
nerkou.

Piiklad 3.4. Necht X,Y jsou libovolné neprazdné mnoziny, f: X — Y je
libovolné zobrazeni a {A;}ier je systém podmnozin mnoziny Y. Dokazte, Ze

a) fTHNA) =NFHA),
b) f7HUA) =UF1(4).

Mohutnost mnozZiny

Priklad 3.5. Ozna¢me P mnozinu vSech koneénych podmnozin mnoziny pii-
rozenych ¢isel. Je dano zobrazeni f: P — Ny, které zobrazi kone¢nou mnoZzinu
A na pocet jejich prvku.

a) Popiste J;.
b) Popiste P/Jy a rozhodnéte, zda existuje né&jaka bijekce g : P/Jy — No.

Priklad 3.6. Urcete mohutnost mnoziny v8ech vrcholii nekone¢ného binadrniho
stromu (bindrnim stromem rozumime mnoZinu neprazdnych kone¢nych posloup-
nosti symboli 0 a 1).



3 ZOBRAZENI A MOHUTNOST MNOZIN

Priklad 3.7. Necht a,b, ¢,d jsou realna ¢isla splhwjici a < b, ¢ < d. Ukaite, Ze
libovolné dva oteviené intervaly (a,b), (c,d) maji stejnou mohutnost.

Priklad 3.8. Necht a,b jsou realné ¢isla spliwjici a < b. Ukazte, Ze otevieny
interval (a,b) m4 stejnou mohutnost jako mnozina v8ech realnych &isel.

Priiklad 3.9. Necht A, B jsou mnoZiny s vlastnosti, ze A +~ B je spoCetna
mnoZina. Urfete, jakou kardinalitu (kone¢nd / spocdetna / nespocetnd) mize
mit mnozina A vite-li, Ze mnozina B je

a) konefné,
b) spodetna,

¢) nespocetna.
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4 Relace

Priklad 4.1. Urcete pocet vSech relaci na koneéné mnoziné A.
Priklad 4.2. Pro relaci R na mnoziné A oznaéme R' = R, R" = Ro R"!.

a) Ukazte, Ze je-li mnoZina A kone¢na, pak pro libovolnou relaci R na mnoZziné
A existuji m,n € N,m < n takova, ze R™ = R™. Dale ukazte, Ze pro
nekone¢nou mnozinu A toto platit nemusi.

b) Najdéte takovou kone¢nou mnoZinu A a na nf relaci R tak, ze R" # R"1
pro vSechna n € N.

Piiklad 4.3. Pro relaci R na mno#iné A oznaéme R™! inverzni relaci k R a
A4 ={(a,a) | a € A} diagonalni relaci. UkaZzte, Ze plati nasledujici tvrzeni:

a) R je reflexivni, pravé kdyz A4 C R.
b) R je symetrické, pravé kdyz R = R™L.

c) R je antisymetrickd, pravé kdyz RN R~ C A 4.

d) R je tranzitivni, pravé kdyz R? C R.

e) R je reflexivni a antisymetricka, pravé kdyz RN R~ = A 4.

Priklad 4.4. Necht R je acyklické relace na A, tj. neexistuje konecna posloup-
nost prvki ay, as, ..., a, € A spliwjicich a1 Ras, asRas, . .., a, Rai. DokaZte, Ze
pak na A existuje relace usporadani, ktera obsahuje R.

Priklad 4.5. Na mnoziné A vSech lidi uvazujeme relace R, .S urcené tak, ze
a) aRb, pravé kdyz a je rodi¢em b,
b) aSbh, pravé kdyz a je sourozencem b.

Slovné popiste vyznam relaci R~1, 571, R0 S,5 o R, R?,52%. Relaci S piitom
nepovazujeme za reflexivni.

Priklad 4.6. Na mnoZiné R uvazujeme relaci R uréenou vztahem (z,y) € R,
pravé kdyz
a) r+y=0,

b) [z| = [yl

c) x>y,

d) z >y,
e y je racionalni,
f) xzy >0,

x je iracionalni nasobek y,

)
)
)
)
) @
)
g)
)

h) je tato sbirka piinosna.

10



4 RELACE

Urcete vlasnosti (reflexivitu, symetrii, antisymetrii, tranzitivitu) jednotlivych
relaci.

Priklad 4.7. Necht T' je mnozina vSech trojuhelniki v roviné. Relace P a S na
mnoziné T' jsou urceny tim, Ze t1 Pty, pokud jsou t1,t; podobné a t1.Sts, pokud
jsou t1,ts shodné. Jaké maji tyto dvé relace vlastnosti (reflexivitu, symetrii,
antisymetrii, tranzitivitu)?

Priklad 4.8. Je dana relace R na mnoziné vSech stata svéta, do niz patii
vSechny dvojice statl, které maji spoleCnou ¢ést svych hranic. Je tato relace
reflexivni? Je symetrickd? A je tranzitivni? PopiSte jeji druhou mocninu, tj.
slozenf ji se sebou samou.

Priklad 4.9. Kazdému dennimu ¢asu pfifadime dvojici realnych ¢isel («, ),
a, B € [0,27) takovym zptsobem, Ze ihel mezi spojnici st¥edu hodin s dvanact-
kou a malou rucickou je o a thel mezi spojnici stfedu hodin s dvanéctkou a
velkou rucickou je 8 (viz obrazek). Uvazme relaci p na mnoziné [0,2m) ktera
obsahuje pravé ty dvojice (a, ), pro néz existuje denni ¢as, v némz uhel mezi
spojnici stfedu hodin s dvanactkou a malou ruc¢ickou je a a thel mezi spojnici
stfedu hodin s dvanactkou a velkou rué¢ickou je 8. Je p zobrazeni? Urcete relaci
p~ 1. Je p~! zobrazenim?

Obr. 4: Hodiny s vyznacenymi thly «, 3.

Priklad 4.10. UvaZme relaci p na mnoZiné R?. Rozhodnéte, zda je p reflexivni,
symetricka, tranzitivni, antisymetricka, pokud

a) p= {((a’b)a (Cv d))v |a'd - bcl = 1}7
b) p= {((a’ b), (Cv d))v lad — bC| = 0}'

Piiklad 4.11. Relace p je dana na mnoziné vSech lidi vztahem (A, B) € p,
pravé kdyz je osoba B o rok star§i nez osoba A. Rozhodnéte, zda je p reflexivni,
symetrické, tranzitivni, antisymetricka.

Priklad 4.12. Relace p je ddna na mnozing vech lidi vztahem (A4, B) € p, pravé
kdyz osoba B obdivuje osobu A. Rozhodnéte, zda je p reflexivni, symetricka,
tranzitivni, antisymetricka.

Priiklad 4.13. Mé&jmé pln€ obsazeny kulaty stil s n misty. Relace p je dana na
mnoziné viech lidi sedicich u tohoto stolu vztahem (A, B) € p, pravé kdyz osoba
B sedi vedle osoby A. Rozhodnéte, zda je p reflexivni, symetricka, tranzitivni,
antisymetricka.

11



4 RELACE

Priklad 4.14. Ve tfidé hrali studenti paku (kazdy s kazdym pravé jednou,
kromé sebe sama). Rekneme, Ze student A je v relaci R se studentem B, pokud
se A utkal s B, a student A je v relaci S se studentem B, pokud A vyhral nad
B. Rozhodnéte, zda jsou relace R, S reflexivni, symetrické, tranzitivni, antisy-
metrické.

Priklad 4.15. Necht A = {a,b,c,d}. Udejte pitklad relace V C A? tak, 7e
a) V3=V aV #£0,
b) V3=V aV2Z£V,
c) Vi=V2aV3#£V.

Piiklad 4.16. Necht A = {a,b, c}. Udejte ptiklad relace V C A? tak, Ze
a) V2=0aV #£0,
b) V3=0aV?2#£0.

Priklad 4.17. Bud A = {a,b}. Udejte piiklad relaci U,V,W C A? tak, Ze
UoV=UoWaV #W.

Priklad 4.18. Bud A libovolnd mnozina. Necht jsou dény reflexivni relace
U,V C A2. Rozhodnéte, zda obecné plati nasledujici inkluze:

a) UoV CV,
b) UoV DV,

Priklad 4.19. Necht n je pfirozené ¢islo. Uvedte piiklad mnoziny A a na nf
relace R tak, Ze pro viechna pfirozena k.l plati R* # R!, pokud k <[ < n, a
RF=R! pokudn—1<k<I.

Piiklad 4.20. Nasledujici obrazek zadava relaci na mnoziné {a, b, c,d}.
a b c d

a) Rozhodnéte, zda je tato relace reflexivni, symetrickd, antisymetrickd a
tranzitivni.

b) Pokud se nejedna o ekvivalenci, piikreslete co mozna nejméné sipek, aby
to ekvivalence byla.

c¢) Pokud se nejedna o uspofadani, smazte co mozna nejméné Sipek, aby to
usporadani bylo.

Priklad 4.21. Naleznéte vSechny relace na mnoziné pfirozenych ¢isel, které
jsou zaroven ekvivalencemi i usporadénimi.

12
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5 Usporadané mnoziny
Priklad 5.1. Uvazujme usporadanou mnozinu (N, |). Rozhodnéte, zda
a) kazda podmnozina N mé supremum,
b) kazda kone¢na podmnozina N mé supremum,
¢) kazda neprazdna podmnozina N méa infimum,
d) se jedna o svaz.

Piiklad 5.2. Uvazme Hasseovsky diagram mnoziny pfirozenych ¢isel uspofa-
dané délitelnosti. Urcete pocet hran vedouci ,,zespodu” do ¢&isla k. Jinymi slovy,
urcete, kolik méa ¢islo k predchtdct v usporadani pfirozenych ¢isel podle déli-
telnosti.

Priiklad 5.3. Rozhodnéte, zda existuje
a) dvojice vzajemné neizomorfnich linearnich usporadani mnoziny N,

b) nekonefné mnoho vzajemné neizomorfnich linearnich usporadani mnoZiny

N,

¢) nespofetné mnoho vzajemns neizomorfnich linearnich usporadani mnoziny

N.

Piiklad 5.4. Necht A, =< je uspofadana mnozina, jejiz kazda podmnoZina mé
supremum. DokaZte, ze pak ma kazda jeji podmnozina také infimum.

Ptiklad 5.5. Injektivni zobrazeni f: (A4, X) — (B, <) mezi usporfadanymi mno-
Zinami s vlastnosti a < b <= f(a) < f(b) pro vSechna a,b € A nazyvame
vnoreni.

a) Ukazte, 7e kazdou uspofddanou mnozinu (X, <) lze vnofit do (2%, C).
b) Ukazte, ze kazdou kone¢nou uspofadanou mnozinu lze vnofit do (N, |).

c) UkaZte, Ze kazdou nejvyse spoetnou linearné uspofadanou mnozinu lze
vnofit do (Q, <).

Piiklad 5.6. Ozna¢me Fq(X) mnozinu v8ech ekvivalenci na mnoziné X uspo-
Fadanou inkluzi.

a) Nakreslete Hasseuv diagram pro Eq({1,2,3}).
b) Dokazte, ze Eq(X) je svaz.

Priklad 5.7. Zjistéte, zda existuje, a pokud ano, jaky nejmensi pocet prvka
mize mit usporddand mnozina M s danymi vlastnostmi (pro kazdy bod zv1ast).
Pokud existuje, uvedte ji. Pokud neexistuje, sepiste dikaz.

a) M obsahuje dva maximalni a dva minimalni prvky.

b) M obsahuje suprema vSech svych podmnozin, ale existuje podmnoZina,
ktera nemé infimum.

¢) M obsahuje dva nejvétsi prvky.

13



5 USPORADANE MNOZINY

d) M obsahuje jeden minimalni, ale Zadny nejmensi prvek.
Priklad 5.8. Naleznéte vSechny Sestiprvkové tuplné svazy (aZ na izomorfizmus).

Priklad 5.9. Kolik existuje izotonnich zobrazeni z m-prvkového do n-prvkového
fetézce?

Priiklad 5.10. Dokazte, ze uplny svaz vSech podmnozin dvouprvkové mnoziny
neni izomorfni s étyfprvkovym fetézcem.

Piiklad 5.11. Necht I = [0,1] a uvazme uspofadanou mnozinu (I, <). Roz-
hodnéte, zda je mnozina vSech

a) zobrazeni I — I

b) spojitych funkei I — T

¢) diferencovatelnych funkei I — T
d) rostoucich funkei I — I

e) neklesajicich funkei I — I
aplny svaz.
Piiklad 5.12. Uvazme mnoZinu prvnich deseti fimskych ¢éisel {I,..., X} = R a
na ni relaci <, kde x < y, pravé kdyz y lze vytvorit z x prilozenim nezaporného
poctu sirek (napf. I se sklada z jedné sirky a V i X ze dvou sirek, ¢islo V
nelze pridanim sirky ziskat z I). Ukaizte, ze < je relace uspofadani a nakreslete
prislusny Hassetuv diagram.
Priiklad 5.13. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda mezi danymi dvéma usporida-
nymi mnoZinami A, B existuje zobrazeni f: A — B, které je izotonni, popfipadé
izomorfni. V piipadé, Ze izomorfizmus neexistuje, upravte zadana usporadani
tak, aby izomorfizmus existoval.

a) A=(Z\N,<)a B=(Z,<).
b) A=(N,x)aB=(2\{0},5),

kde a = b, pravé kdyz (2[(a —b) Aa < b)V (2laN21b) aaC b pravé kdyz
(a,b>0Na<b)V(a,b<0Aa>Db)V(a<0Ab>D0).

1
E5 2
3 3
0 1
1 -3
~1 0 :
4 -2
-2 ~1
2 ~1
(Z\N, <) (Z,<) (N, =) (z\{0},C)
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6 EKVIVALENCE

6 Ekvivalence

Piiklad 6.1. Pro dana zobrazeni f popiste rozklad Dom(f)/J:

a) f:{xz| z je clovek} — {z | x je den v pFestupném roce},
f(x) = den v roce, ve kterém se z narodil,

b) f: {kruh, trojihelnik, ¢tverec, obdélnik} — N,
f(z) = poCet vrcholu avaru z,

) iR R, f(z) = |a],

) [:Z = Z, f(x) =z (mod 7),

e) f:Zx(Z\{0}) = Q, f(z,y) = 7,
) fiRXR =R, f(z,y) = 22 + 42,
) f

:RXR = R, f(z,y) = |z], kde | 2| znadi nejvétsi celé &islo nepiesahujici
, napf. |—1,156] = =2, [7] = 3.

Priklad 6.2. Urcete pocet vSech rymovych schémat ¢tyiradkové basné. Pokuste
se vysledek zobecnit pro viceradkové bésné.

Piiklad 6.3. UvaZme mnozinu Fimskych ¢isel {I,...,X} = R, a na ni relaci
p skladat se ze stejného poctu sirek® (napf. I se sklada z jedné sirky a V i
X ze dvou sirek). Ukazte, Ze p je relaci ekvivalence a popiste pfislusny rozklad
mnoziny R.

Priklad 6.4. Najdéte zobrazeni, jehoz jadrem je nasledujici ekvivalence:
a) relace ,chodit do stejné t¥idy* na mnoziné vSech zékt dané skoly,
b) relace ,,mit stejny pocet nohou* na mnozing viech zvitrat.

Piiklad 6.5. Pfipomenme, Ze pro vektorové prostory U,V a linearni zobrazeni
¢: U — V znadime kerp = {u € U | p(u) = 0} jadro zobrazeni ¢ (ve smyslu
linearni algebry). Definujme na U relaci ~ vztahem u ~ v, pravé kdyz u —
—v € ker . Ukazte, Ze ~ je ekvivalence a naleznéte jadro zobrazeni ¢ (ve smyslu
teorie mnozin) definované vztahem J, = {(u,v) € U x U | p(u) = ¢(v)}.
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7 KOMBINATORIKA

7 Kombinatorika

Priklad 7.1. Dédecek koupil pozemek tvaru obdélnika o SiFce 24 a délce 42
metri, ktery chce nechat ndhodné osézet 80 stromy. Jeho vnuk Karlik dostal
novou houpaci sit, ale ma strach, Ze nenajde dva stromy, jejichZ vzdélenost neni
vice nez 5 metru. Ukazte, Ze existuji dva stromy se vzdalenosti nejvyse 5 metri.

Priiklad 7.2. Obdélnik o stranach m,n € N byl étvercovou siti rozdélen na mn
jednotkovych ¢tverci.

a) Kolik vzniklo obdélniki?
b) Kolik vzniklo ¢tverca? (Vysledek sta¢i uvést v podobé sumy.)

Piiklad 7.3. Kolika zptsoby lze na Sachovnici (o rozmérech 8 x 8 &tvercii)
umistit dva koné, aby se vzajemné ohrozovali?

Priiklad 7.4. Kolika zptsoby si muze sednout 7 lidi do kruhu ze 7 stolicek,
pokud

a) jsou stolicky identické,

b) je kazda stolicka jiné barvy.

¢et moznych potadi jejich vystupt, pokud
a) ma A vystoupit po B,
b) mé A vystoupit hned po B.

Piiklad 7.6. Rozhodnéte a zdivodnéte, zda musi mit alespoin dva obyvatelé
vesnice s pravé 500 obyvateli stejné inicidly. Jméno i pfijmeni zac¢ina jednim z
26 pismen anglické abecedy.

Priklad 7.7. Urcete, kolika nulami kon¢i ¢islo 258!

Priiklad 7.8. Je dano deset boda v roving, z nichz zddné tii nelezi na jedné
primce.

a) Kolik riznych tse¢ek muzeme vytvorit spojovanim téchto bodd?

b) Kolik riznych trojuhelniki tvoii tisecky z predchazejici podilohy? (Jako
mozné vrcholy pro tyto trojthelniky uvazujeme pouze vychozi body.)

¢) Oznalme A jeden z deseti vychozich bod. Kolik z predeslych trojuhelniki
mé A za jeden ze svych vrchola?

Priklad 7.9. Dokazte, Ze soucin libovolnych k& po sobé& jdoucich pfirozenych
¢isel je délitelny k!.

Priklad 7.10. Dokazte, Ze pro vSechna p¥irozena ¢isla n, k, [ takova, ze k+1 < n,

(-(79-()-(5)

Priklad 7.11. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n,n > 2, plati
2n n
=2 2,
(3) = ()
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7 KOMBINATORIKA

Princip inkluze a exkluze

Priklad 7.12. Na skole se 54 zakt angazuje v 11 zdjmovych krouzcich. Kazdy
krouzek méa aspon 15 ¢lenti a nikdo nechodi do vice nez tii krouzka. Kazdé
tfi krouzky maji alesponl jednoho spole¢ného ¢lena. Dokazte, Ze existuji dva
krouzky, které maji alespoii 6 spole¢nych ¢lent.

Priklad 7.13. Necht n € N. Kolika zptusoby mtizeme posadit v kiné n manzel-
skych paru do fady s 2n misty tak, aby Zadny manzelsky par nesedél pospolu?

Piiklad 7.14. Alenka dostane kazdy den od maminky korunu. Nékdy si za ni
koupi nanuk, jindy si ji schova. Tatinek ji nabada, aby si polovinu penéz Set-
fila na néco poradného. Obcas dokonce nahlédne do pokladnicky, a neni-li tam
alespont polovina korun, fe¢ni. Kolika zptisoby si mtuze Alenka béhem prvnich
30 dnt kupovat nanuky, aby jich snédla co nejvic a pfitom méla od otce klid?
Maminka ji vice nez jeden nanuk denné nepovoli.
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8 GRAFY

8 Grafy

Priklad 8.1. Necht V, W jsou mnoziny vrcholi a E, F' jim odpovidajici mnoziny
hran. Zobrazeni f : (V,E) — (W, F) mezi grafy se nazyva homomorfismus,
pokud pro vSechna u,v € V plati

(u,v) € E = (f(u), f(v)) € F.

Necht k& € N. Ukazte, ze graf je (vrcholové) k-obarvitelny, pravé kdyz z ngj vede
homomorfismus do uplného grafu na k vrcholech.

Priklad 8.2. Uvazme Hassetiv diagram mnoziny vSech podmnozin n-prvkové
mnoziny uspofadané inkluzi, ktery budeme chéapat jako neorientovany graf G.
Pro kazdé n € N feste nasledujici dlohy:

a) Rozhodnéte, zda je G eulerovsky.
b) Urcete, kolika nejméné barvami je G vrcholové obarvitelny.
(Ndpovéeda. Uvedomme si, Ze graf G odpovida n-rozmérné krychli.)

Priklad 8.3. Uvazme Hassetiv diagram mnoziny ¢isel {1,2,...,12} uspofdda-
nych délitelnosti, ktery budeme chapat jako neorientovany graf GG. Reste nésle-
dujici ulohy:

a) Rozhodnéte, zda je G eulerovsky.
b) Rozhodnéte, zda je G rovinny.

¢) Nyni ohodnotme hrany grafu G nasledovné. Necht a,b jsou vrcholy grafu
G. Pokud a | b a a je spojené hranou s b, potom pfifadme této hrané ¢islo
g. Naleznéte néjakou miniméalni kostru grafu G.

Piiklad 8.4. Uvazme Hassetiv diagram mnoziny digitalnich é&islic 0,1,...9 s
usporadanim <, kde a < b, pravé kdyz digitalni obraz a je podmnozinou digi-
talniho obrazu b (viz obrazek), ktery budeme chapat jako neorientovany graf G.
Reste nasledujici alohy:

a) Rozhodnéte, zda G je eulerovsky.
b) Rozhodnéte, zda G je rovinny.

¢) Nyni ohodnotme hrany grafu G nasledovné: pokud a < b a a je spojené
hranou s b, potom pfifadme této hrané ¢islo |a — b|. Naleznéte néjakou
minimélni kostru grafu G.

Obr. 5: Priklad uspofadani digitalnich ¢&islic, napt. 4 < 8.
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8 GRAFY

Priklad 8.5. Najdéte vSechny vzajemné neizomorfni grafy, které maji pravé 6
vrcholdl, pravé 7 hran a obsahuji pravé 2 kruznice.

Priklad 8.6. Uvedte priklad nezaporné ohodnoceného souvislého grafu s Sesti
vrcholy, z nichz dva vrcholy u, v spliwji, Ze pii vypoctu nejkratsich cest z vrcholu
u pomoci Dijkstrova algoritmu se aktualni hodnota spocitana pro vrchol v méni
v kazdém kroku.

Priklad 8.7. Uvedte priklad ohodnoceného souvislého grafu s péti vrcholy,
ktery obsahuje pravé jednu zaporné ohodnocenou hranu a dva jeho vrcholy u, v
splhuji, ze pfi vypoctu nejkratsich cest z v dava Dijkstriav algoritmus spravny
vysledek, ale pti vypocétu nejkratsich cest z v ne.

Piiklad 8.8. Najdéte vSechny vzajemné neizomorfni grafy se ¢tyfmi vrcholy.

Priiklad 8.9. Najdéte vSechny vzajemné neizomorfni eulerovské grafy s péti
vrcholy.

Priiklad 8.10. Najdéte minimalni kostru néasledujiciho ohodnoceného grafu.
Kolik rtznych minimalnich koster tento graf ma?

3
2
3 1 2
3 1
1
3
2

Priklad 8.11. Kolik koster, az na izomorfismus, maji nasledujici grafy?
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8 GRAFY

Priklad 8.12. Pomoci Dijkstrova algoritmu urcete nejkratsi cesty z vrcholu u
do vSech ostatnich vrcholi v nasledujicim grafu.

Priklad 8.13. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici grafy izomorfni. Pokud ano,
najdéte (né&jaky) izomorfismus. Jako pomucku uvedeme jedno tvrzeni bez di-
kazu. Nejdiive musime ovSem definovat pojem indukovaného podgrafu grafu G.
Necht G = (V, E) je graf. Graf H = (W, F') nazveme indukovangm podgrafem
grafu G, pokud H je podgraf grafu G a pro vSechny vrcholy u,v € H plati

(u,v) € F <— (u,v) € E.

Lemma. Grafy G1,G2 jsou izomorfni prdvé tehdy, kdyZ pro kazZdou podmmno-
Zinu H mnoZiny nezdpornijch celych cisel jsou izomorfni podgrafy Py, Py grafi
G1,Ga, pricemz Py, Py jsou indukované mnoZinami vSech vrcholi prislusniyjch
grafu, jejichZ stupen lezi v H.

Pozndmka. Vsimnéte si, ze ekvivalence z tvrzeni je zajimava pouze v jednom
sméru — implikace zprava doleva plati trivialné volbou H = Ng.

1)
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:
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