Moduldrni svazy - charakterizace ,,zakdzanym" podsvazem

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kaZzdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVvb=cVb = a=c.

Véta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Ddkaz. ,=" Kazdy podsvaz libovolného modularniho svazu je
modularni, coz N5 neni.

<" Dle véty 6.4. existuji a, b, c € G spliujici a > c,
aANb=cAb, aVb=cVb. Pak podmnozina

{a,b,c,aNb,aV b} C G je podsvaz G, ktery neni modularni
podle véty 6.4. Protoze kazdy nejvyse Ctyrprvkovy svaz moduldrni
je, jsou tyto prvky po dvou riizné, proto je b nesrovnatelné s ai c.
Tento podsvaz je tedy izomorfni s Ns.

Dasledek. Dudlni svaz k moduldrnimu svazu je opét modularni.



Distributivni svazy - definice

V libovolném svazu G pro kazdou trojici prvkl a, b, c € G plati
distributivni nerovnosti

(avb)A(aVec)>aV(bAc),
(anb)Vv(anc)<an(bVvec).
Definice. Svaz G se nazyva distributivni, jestlize pro kaZzdou trojici
prvkl a, b, c € G plati distributivni rovnost
(anb)V(anc)=aAn(bVc).
Véta 7.1. Necht G je distributivni svaz. Pak pro kazdou trojici
prvki a, b, c € G plati i ndsledujici distributivni rovnost
(avb)A(aVec)=aV(bAc).
Didkaz. 7 distributivity a absorpéniho zakona dostavame
(avb)A(ave)=((avb)rna)V((avb)Ac)=
=aV((anc)V(bAc))=
=(aV(anc))V(bAc)=aV(bAc).



Distributivni svazy - pfiklady a zakladni vastnosti

Dasledek. Dualni svaz k distributivnimu svazu je opét distributivni.
Priklad. Svaz P(X) vSech podmnozin libovolné mnoziny X je
distributivni. Libovolny fetézec je distributivni.

Véta 7.2. KaZdy distributivni svaz je modularni.

Ddkaz. Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G takové, ze ¢ < a.
Pak plati modularni rovnost

an(bvc)=(anb)V(anc)=(aAb)Vec.

Priklad. Svaz Ns (pétitihelnik) ani svaz Ms (diamant) nejsou
distributivni.

VEéta 7.3. Podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Dikaz. V podsvazu se suprema i infima pocitaji jako v plvodnim
svazu.

VEta 7.4. Soucin distributivnich svazii je distributivni svaz.

Homomorfni obraz distributivniho svazu je distributivni svaz.
Dikaz. Vlastnost ,,byt distributivni” je definovana rovnosti.



Distributivni svazy - ekvivalentni podminka
Pripomenme:
Véta 6.4. Svaz G je modularni, pravé kdyz pro kaZdou trojici prvki
a,b,c € G plati implikace

a>c,aNb=cAb,aVb=cVvbh = a=c. (1)

VEta 7.5. Svaz G je distributivni, pravé kdyz pro kazdou trojici
prvkii a, b, c € G plati implikace

aANb=cAb, aVb=cVb = a=c. (2)

Dikaz. ,,=" Necht G je distributivni svaz, a, b, c € G splniuji
aANb=cAb,aVb=cVb.Z absorpcnich zakonl a distributivity
c=(cAb)Vc=(anb)Vc=(aVc)A(bVc)=
=(avec)A(avb)=aV(cAb)=aV(aAb)=a.



.<=" Z (2) plyne (1), tedy podle véty 6.4 je G moduldrni. Necht
x,y,z € G jsou libovolné. Oznaéme b =y,

a=((yVx)AzZ)V(xAy)=(yVX)A(zV(xAy)),
c=((yvz)Ax)V(zAy)=(yV2)A(xV (zAY)),
tedy pfi zdméné x <> z se zaméni a <> c¢. Protoze x Ay <y, mame
anb = yAN(yVx)A(zV(xAy)) = yA(zV(xAy)) = (yAz)V(xAy) = cAb.
Podobné z y < y V x plyne
avb = ((yVx)Az)V(xAy)Vy = ((yVx)Az)Vy = (yVx)A(zVy) = cVb.
Pomoci implikace (2) dostdvame a =c. Z x Ay < x plyne
xNa=xN(yVx)A(zV(xAy))=xA(zV(xAy)) =
=(xANz)V(xAy),
xNc=xN(yVz)AxV(zAy))=xAN(xV(zAy))AN(yVz)=
=xA(yVz).

Celkem tedy x A(yVz)=xAc=xANa=(xAy)V(xAz).
Protoze x,y,z € G byly libovolné, je G distributivni svaz.



Distributivni svazy - charakterizace ,,zakdzanymi" podsvazy

Pripomenme:

VEta 6.5. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz

izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Véta 7.6. Moduldrni svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje

podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem).

Diisledek. Svaz G je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani

podsvaz izomorfni se svazem Ms (diamantem) ani podsvaz

izomorfni se svazem Ns (pétidhelnikem).

Dikaz véty 7.6. ,=" Kazdy podsvaz libovolného distributivniho

svazu je distributivni, coz Ms neni.

»<" Necht moduldrni svaz G neni distributivni. Podle predchozi

véty 7.5 existuji a,b,c € G tak, Ze a# c,aANb=cA b,

aV b= cVb. Podle véty 6.4 jsou a, c nesrovnatelné. Oznaéme
m=((aVc)Ab)V(anc).

Z modularity (diky aAc < a<aVc) plyne
m=(aVvec)A(bV(anc)).



Mame tedy v moduldrnim svazu G prvky a# ¢, aA b= c A b,
aVb=cVb m=((avc)Ab)V(aAc)=(aVvc)A(bV(aAc)).
Prvky a, ¢ zde vystupuji symetricky, prvek m se nezméni pfi
zaméné a < c.

Pak z modularity

mVa=((avVc)Ab)V(anc)Va= ((aVc)Ab)Va= (aVc)A(bVa),
nebot a < aV c. Protoze bV a je horni zévora b, c, je
bva>aVvc odkud mva=aVc.

Zaménou a < ¢ dostavame, Ze mVc=aV c.

Dualizaci predchoziho vypoltu mAa=aAc=mAc.

Proto {a,c,m,aV c,a A c} je podsvaz svazu G, ktery podle véty
7.5 neni distributivni.

Snadno se ovéfi, ze viechny nejvyse pétiprvkové moduldrni svazy
jsou distributivni s vyjimkou téch, které jsou izomorfni s Ms.

Proto je podsvaz {a,c,m,aV c,a A c} izomorfni s Ms.



VV-nedosazitelnost

Definice. Prvek a svazu G se nazyva V-nedosazitelny, jestlize pro
kazdé b, c € G takové, ze a= bV c, plati a= b nebo a = c.

Pozndmka. Prvek a svazu G je tedy V-nedosazitelny, jestlize
neexistuji b,c € G splnujici b< a, c<a,a=bVec.

Ekvivalentné: prvek a svazu G je V-nedosazitelny, jestlize pro kazdé
b,c € G takové, Ze b < a a soulasné ¢ < a, plati bV ¢ < a.

Odtud indukci: V-nedosazitelny prvek neni supremem ani zadné
neprazdné konecné mnoziny prvk( ostfe mensich nez on.

Oznaceni. Mnozinu vSech V-nedosazitelnych prvki svazu G
oznac¢ime J(G).

VEta 7.7. V konecném svazu G je libovolny prvek a roven supremu
mnoZiny vsech V-nedosazZitelnych prvki, které neostre prevysuje, tj.

a=sup{bec J(G)| b < a} =sup(al NJ(G)).



Véta 7.7. V konecném svazu G je libovolny prvek a roven supremu
mnoZiny vsech V-nedosazitelnych prvkd, které neostre prevysuje, tj.

a=sup{be J(G)| b < a} =sup(al NJ(G)).

Ddkaz. Indukci vzhledem k poc¢tu m prvkl svazu G mensich nez a.
I. krok. Je-li m = 0, je a nejmensi prvek svazu G, ktery je
V-nedosazitelny, proto {a} = a] N J(G), a tedy tvrzeni pro a plati.
Il. krok. Predpokladejme tedy, ze m > 0 a Ze pro vSechny prvky,
které prevysujici v G méné nez m prvkd, byla jiz véta dokazana.
Necht a € G je libovolny. Pokud a € J(G), zfejmé je a nejvétsim
prvkem mnoziny al N J(G), tedy i supremem.

Necht tedy a ¢ J(G), pak existuji b,c € G spliujici b < a, ¢ < a,
a = bV c. Zfejmé oba prvky splnuji indukéni predpoklad, tedy

a=>bVc=sup(blNJ(G))Vsup(clnNJ(G)) =
=sup((bL N J(G)) U (clNJ(G))) =sup((blUcl)NJ(G)) <
< sup(al N J(G)),

protoze (bl Ucl)NJ(G) C alNJ(G). Oviem sup(alNJ(G)) < a,
protoZe a je horni zavora mnoziny al N J(G). Dohromady rovnost.



Konecné distributivni svazy

Definice. Necht (A, <) je usporddand mnozina. Podmnozina B C A
se nazyva dédi¢na (nékdy pro zdiraznéni fikime doli dédi¢nd),
pokud pro kazdy prvek b € B a kazdy a € A, a < b, plati a € B.
Pozndmka. Mnozina B C A je tedy dédi¢na, jestlize s kazdym
svym prvkem obsahuje vSechny prvky mnoZiny A, které jsou jesté
mensi. Pomoci této vlastnosti mGzeme charakterizovat idedly
svazu: jsou to pravé dédi¢né podsvazy.

Oznaceni. Mnozinu vSech neprazdnych dédi¢nych podmnozin
usporadané mnoziny A znac¢ime D(A).

Véta 7.8. Pro konecny distributivni svaz G uvaZme usporadanou
mnozinu (J(G), <), tj. mnozZinu J(G) vsech V-nedosazitelnych
prvki svazu G spolu s uspordddanim <, které na J(G) indukuje
usporddani svazu G. Pak usporddand mnozina (D(J(G)), C) je
izomorfni se svazem G (chdpanym jako uspofadand mnozina).



Dikaz. Je-li G prazdny svaz, je i D(J(G)) prazdnd mnozina a véta
plati. Dale predpoklddejme, ze G je neprazdny.

Definujme zobrazeni n: G — D(J(G)) predpisem

n(a) = al N J(G) pro libovolné a € G.

Ziejmé a|l je dédi¢nd mnozina v G, proto jeji prinik s J(G) je
dédi¢nou mnozinou v J(G). Navic al N J(G) obsahuje nejmensi
prvek svazu G, a tedy je prvkem D(J(G)).

Ukazme, Ze 7 je izotonni zobrazeni: necht a, b € G spliuji a < b,
pak al. C bl, tedy 5(a) = a1 J(G) € bLN J(G) = n(b).

Podle véty 7.7 pro kazdé a € G plati a = supn(a), je tedy n
injektivni: jestlize pro a, b € G plati n(a) = n(b), pak

a =supn(a) =supn(b) = b.



Ukazme, ze je také 7 surjektivni. Zvolme libovolné X € D(J(G)),
tedy X je neprazdna dédi¢nd podmnozina J(G). Pisme

X ={x1,...,xn}. Chceme najit a € G tak, aby n(a) = X.
Polozme a=x3 V---V x, =sup X, pak pro kazdé i =1,...,n
plati a > x;, tedy x; € al. Protoze také x; € J(G), je x; € n(a).
Dokazali jsme X C n(a). Dokazme nyni opa¢nou inkluzi: zvolme
libovolné y € n(a). Pak y € J(G) a y < a. Proto z distributivity

y=yANa=yAxaV---Vx))=WAx1)V--V(yAxp).

Ovsem y je V-nedosazitelny, a tedy nemiiZze byt supremem mensich
prvki. Existuje tedy i € {1...n} tak, Ze y = y A x;, coz znamena,
ze y < x;. OvSem x; € X, kterd je dédicnd, tedy y € X, tedy

n(a) € X. Dohromady n(a) = X.

Je tedy n izotonni bijekce. Zbyvd ukdzat, Ze i inverzni zobrazeni
n~1 je izotonni. Necht a, b € G jsou takové, ze n(a) C n(b). Pak
podle véty 7.7 plati a = supn(a) < supn(b) = b.



Charakterizace kone¢nych distributivnich svazl

VEta 7.8. Pro konecny distributivni svaz G uvaZme uspofadanou
mnozinu (J(G), <), tj. mnoZinu J(G) vsech V-nedosazitelnych
prvki svazu G spolu s uspordddanim <, které na J(G) indukuje
usporddani svazu G. Pak usporddand mnozina (D(J(G)), C) je
izomorfni se svazem G (chdpanym jako uspofddand mnozina).

Ddsledek. Kazdy konelny distributivni svaz je izomorfni s nékterym
podsvazem svazu vsech podmnoZin néjaké konecné mnoZiny.

Dikaz. Ziejmé sjednoceni i prinik neprazdnych dédicnych
podmnozin je opét neprazdna dédi¢nd podmnozina (prinik je
neprazdny, protoze obsahuje nejmensi prvek svazu).

Proto jsou operacemi suprema a infima ve svazu D(J(G)) pravé
mnozinovy prinik a sjednoceni.

Je tedy (D(J(G)), C) podsvazem svazu (P(J(G)), C) vsech
podmnozin mnoziny J(G).



Komplementarni svazy

Definice. Necht G je svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétSim
prvkem 1. Rekneme, Ze prvek b € G je komplementem prvku

a € G ve svazu G, jestlize platiaAb=0,aVv b=1. Svaz G se
nazyva komplementdrni, jestlize ke kazdému prvku existuje aspon
jeden komplement.

Pozndmka. 7 komutativity obou operaci plyne, ze je-li prvek b
komplementem prvku a, pak je prvek a komplementem prvku b.

Priklad. Svazy Ms (diamant) a Ns (pétithelnik) jsou
komplementarni, avSak k nékterym prvkim existuje komplement(
vice nez jeden.

Priklad. Retézec majici aspoi t¥i prvky neni komplementarni.

Poznamka. Podsvaz komplementarniho svazu nemusi byt
komplementarni: komplementarni svaz N5 (pétidhelnik) obsahuje
Ctyrprvkovy fetézec jako podsvaz.



Véta 8.1. Soucin komplementarnich svazi je komplementarni svaz.
Dikaz. Necht G a H jsou komplementarni svazy, uvazme jejich
soucin G x H. Protoze pro kazdé g € G, h € H plati

(g,h) A (0,0) =(gAN0,hA0O)=(0,0), je (0,0) nejmensim prvkem
svazu G x H. Podobné se ovéfi, ze (1,1) je nejvétsim prvkem
svazu G x H. Pak pro libovolny komplement g; prvku g ve svazu
G a pro libovolny komplement h; prvku h ve svazu H plati

(g:h) A (g1, 1) = (g N g1, h A hi) = (0,0),
(g,h) Vv (g1,h)=(gVeghVh)=(11),
a tedy (g1, h1) je komplementem prvku (g, h) ve svazu G x H.

Pozndamka. Dudlni svaz ke komplementarnimu svazu je
komplementarni (komplementy se zachovévaji).

Véta 8.2. V distributivnim svazu je komplement prvku, pokud
existuje, urcen jednoznacné.
Dikaz. Necht a1, ap jsou komplementy prvku b. Pak plati

aaANb=0=aAb, aavVb=1=a Vb

Podle véty 7.5 odtud plyne a; = ay.



Booleovy algebry

Definice. Distributivni komplementarni svaz se nazyva Booleova
algebra.

Priklad. Prazdny svaz neni Booleova algebra.

Poznamka. Nejmensi prvek Booleovy algebry budeme v dal$im
textu vzdy znacit 0 a jeji nejvétsi prvek 1. Komplement prvku
a € G je dle pfedchozi véty uréen jednoznalné, znacime jej a’.
Ptiklad. V libovolné Booleové algebre plati 0’ =1, 1/ = 0.

Poznamka. Dudlni svaz k Booleové algebre je Booleova algebra
(komplementy se zachovavaji, 0 a 1 se v dualité vyméni).

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),U,N) Booleova
algebra (usporadanim je mnozinova inkluze): nejmensi prvek je (),
nejvétsi prvek je X a komplementem prvku A C X je prvek X — A.

VEta 8.3. Soucinem Booleovych algeber je Booleova algebra.
Diikaz. Plyne z vét 7.4 a 8.1.



De Morganovy zakony
Véta 8.4. V libovolné Booleové algebre pro kazdé prvky a, b plati
1. " = a,
2. (avb)y =a AV,
3. (anb)y =4a vPb.
Dikaz. Prvky a” i a jsou komplementy prvku a’, z jednoznaénosti
komplementu a” = a. Druhou rovnost odvodime z distributivity:
(avb)v(@Ab)=((avb)va)r((avb) VD)=
=({(ava)Vb)A((bVb)Va)=
=(1VhA(lva)=1A1=1,
podobné
(avbh)n(@ Ab)=(an(@AD))V(bA (A AD)) =
=((and)Ab)VvV((bAV)NT) =
=(0Ab)V(OAS)=0VO0=0.

Je tedy &’ A b’ komplementem prvku a V b, coZ jsme chtéli ukazat.
Tteti rovnost dostaneme z druhé uzitim duality.



Booleovy podalgebry Booleovy algebry

Definice. Podsvaz L Booleovy algebry G se nazyva Booleova
podalgebra, jestlize 0,1 € L a pro kazdé a € L plati a’ € L.

Priklad. V libovolné Booleové algebte B tvori {0,1} Booleovu
podalgebru. Pro kazdy a € B je {0,1, a, a'} Booleova podalgebra.

Priklad. Je-li X nekone¢nd mnozina, pak

Y = {AC X, A je kone¢na nebo X — A je kone¢na}
je Booleova podalgebra Booleovy algebry (P(X),U,N).
Véta 8.5. Libovolnd Booleova podalgebra je Booleova algebra.
Diikaz. Jakozto podsvaz distributivniho svazu je Booleova
podalgebra distributivni svaz. Protoze nejmensi (resp. nejvétsi)
prvek Booleovy podalgebry je nejmensim (resp. nejvétsim) prvkem
celé Booleovy algebry, z toho, Ze operace V a A se v podsvazu
pocitaji stejné jako v celém svazu, plyne, Zze komplement daného
prvku v Booleové podalgebre je stejny jako komplement tohoto
prvku v celé Booleové algebre. Je tedy Booleova podalgebra
komplementarni svaz, coZ jsme méli dokazat.



Homomorfismy Booleovych algeber

Definice. Méjme Booleovy algebry G a H a zobrazeni f : G — H.
Rekneme, Ze je f homomorfismus Booleovych algeber, je-li f
svazovy homomorfismus, pro ktery plati £(0) =0, f(1) = 1.
Rekneme, Ze f je izomorfismus Booleovych algeber, je-li f
bijektivni homomorfismus Booleovych algeber.

Booleovy algebry G a H nazveme izomorfni, jestliZze existuje
izomorfismus Booleovych algeber f : G — H.

Véta 8.6. Necht' f : G — H je homomorfismus Booleovych
algeber, a € G. Pak plati f(a') = f(a)’.
Diikaz. Jisté plati

f(a)Vvf(a)="f(adVva)=Ff(1)=1,
f(a') A f(a) = f(d Aa)=f(0)=0.

Odtud plyne, Ze f(a) je komplementem prvku f(a’) v Booleové
algebre H.



Konecné Booleovy algebry

Definice. Necht G je Booleova algebra, a € G, a # 0. Rekneme, e
a je atom Booleovy algebry G, jestlize kromé 0 neexistuje zadny
jiny prvek Booleovy algebry G mensi nez a.

Véta 8.7. Necht G je konecna Booleova algebra, A mnoZina vsech
jejich atomi. Pak G je izomorfni s Booleovou algebrou
(P(A),U,N).

Diikaz. UZijeme vétu 7.8. Kazdy atom je V-nedosazitelny, stejné
jako prvek 0. Ukazeme, ze jiné V-nedosazitelné prvky G nema.
Jestlize V-nedosazitelny prvek x € G neni atom ani 0, existuje y € G,
Ze0<y<x.Pakx=xA1l=xA(yVy)=((xAy)V(xAy).
Ze V-nedosazitelnosti x plyne x = x A y/, tj. x < y/, odkud y < y/,
tedy y =y Ay’ =0, spor.

Ukazali jsme, ze J(G) = AU {0}, a protoze libovolné dva rizné
atomy jsou nesrovnatelné, je D(J(G)) = {M C AU {0} | 0 € M}.
Ztejmé zobrazeni f : P(A) — D(J(G)) urcené predpisem

f(M) = MU {0} je izomorfismus usporadanych mnozin, tedy i
svazl, a véta plyne z véty 7.8.



