Domdci dloha z 20. listopadu 2015 (odevzdava se 27. listopadu 2015)

a)

Necht K = Z,(c) je libovolné konecné téleso majici p™ prvku, kde
p je prvocislo. Ozna¢me f minimalni polynom prvku c nad Z,, tedy
st f = m. Necht L je také koneéné téleso majici p™ prvki. Na piednédsce
jsme dokézali, Ze pak K = L, nebot obé télesa maji stejny pocet prvki.
Protoze polynom f ma koten c v télese K, musi mit také néjaky koren d

vtélese L. Vime, ze 1,¢,c2, ..., c™ ! je bazi K jakozto vektorového pro-
storu nad Z,, proto kazdy prvek télesa K 1ze napsat jedinym zpiisobem
ve tvaru ag + aic + asc® + -+ + ap 1™ kde ag, as, ..., a1 € Zy,

tedy ve tvaru r(c), kde r € Z,[z], str < m. Dokazte, ze zobrazeni
¢ : K — L urcené predpisem ¢(r(c)) = r(d) pro kazdy polynom
r € Zylz], str < m, je izomorfismus téles.

Necht p je libovolné prvocislo, a € Z,, a # 0. Dokazte, ze polynom
2P — x + a € Z,[x] je ireducibilni nad Z,.

[Navody:

a) Patrné jediné obtizné misto dikazu se tyka toho, zda zobrazeni ¢ zachovava soucin.
Lze postupovat tak, ze nejprve dokazete, Ze zobrazeni ¢ spliiuje ¢(r(c)) = r(d) pro kazdy
polynom r € Z,[z], tedy i pro polynomy spliujici st r > m.

b) Zvolme libovolny normovany ireducibilni polynom f, ktery je délitelem daného
polynomu 2P —  + a. Sestrojme téleso L = Z,[x]/(f) a oznatme a = = + (f). Pak «a je
kofenem polynomu f, a tedy i polynomu zP — = + a. Opakované uzijte tvahu, ze obraz
korene polynomu f ve Frobeniové automorfismu je opét koten polynomu f, k tomu, abyste
ukdzali, ze polynom f m4 alespoil p ruznych koient, a tedy st f > p. Odtud odvodte
f=aP—z+a.]



