Domaéaci ukol z 5.10. 2015

Priklad 2. Naleznéte matice piechodu od repéru U k repéru V a urcete souradnice bodi
X,Y v téchto repérech, je-li (vSechny souiadnice jsou zaddny v néjakém pevném repéru &€ ):

o U= {U Uz; Ug; ’U,3} - {[ ) 7 ]7(47 072)’(371 ) ( 17470)}7
b V_{V7’U1’1)27v3}_{[ ) > ]’(la 171)7( ) 76);(871375)};
o X[1,2,3];Y[4,5,4].

Reseni. Nasim prvnim tkolem bude najit dvé matice A, B tak, aby platilo

(X)u:A’(X)v"‘B (1)

UkaZzeme pritom dva rizné postupy feseni, nejprve ,maticové“ (tj. tak jako na cviceni),
poté z definice matice prechodu.

1. Misto abychom urcovali pfimo matice A a B, zkusime uréit nejdfive matice pre-
chodu (a prislusné matice soufadnic poc¢atki) z referenéniho repéru £ do U, resp. V.
Hledame proto matice C, D, E, I’ takové, ze bude platit

Uréime matice C, E. Kdyz napi. do (x),, dosadime postupné soufadnice vektortu
(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1) (toto jsou vlastné souradnice vektort baze U vzhledem k
repéru U!), musime na levé strané postupné dostat soufadnice bazovych vektori z
U vzhledem k referenénimu repéru &£. Tyto soutadnice tedy musi byt v matici C
postupné ve sloupcich. Obdobnou tvahou pro matici F ziskdme podobu jednotlivych
matic (ovéite si, Ze skutecné po pronasobeni vektory (1,0,0);(0,1,0);(0,0,1) zprava
dostaneme skuteéné souradnice bazovych vektora U vzhledem k £!):
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Uréime matice D, F. KdyZz napi. do (X),, (z vyjadfeni (2)) dosadime soufadnice bodu
0,0, 0] (to jsou souradnice bodu U vzhledem k repéru ¢, musime na levé strané do-
stat soutadnice bodu U vzhledem k referenénimu repéru £. Je proto asi jasné, ze
matice D a F' budou vypadat takto (opét zkuste ovéfit pronasobenim):
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Porovnanim maticovych rovnic (2) a (3) dostavame rovnost, kterou dale upravime
na hledany tvar ve vyjadieni (1):
C-(X)y,+D=FE-(X),+F
C (X),=E-(X),+F-D
(X)y=(C"-E)-(X),+ (C"-(F = D))
——

- 7

~
A B

Konkrétni tvar matic A, B dostaneme napft. tak, ze vedle sebe postupné napiseme do
oddélenych blokt matice C', E a F' — D, nésledné pak upravime blok matice C' na
jednotkovou matici — v prostiednim bloku dostaneme matici A = (C~1- F), v pravém
bloku B =C~!-(F — D).

43 -1/ 1 10 8| -4 10o|1 3 2%
01 4|-1 8 1B|-1]~-~[010]|-101|-2
21 0|1 6 5|4 0010 23|44
Vysledky doplnime do rovnice (1):
1 3 2 =
X)y=A-X),+B=| -1 01 |- (X),+| -2 (4)
0 2 3 s

Nyni jesté musime vypocitat soutadnice bodi X a Y v obou repérech. Vyuzijeme
k tomu rovnici (3), vypo¢teme soufadnice obou bodii v repéru V a pak pomoci (4)
souradnice v repéru U (délame to tak, protoze je to asi nejlehéi, pii prechodu zprava
doleva stac¢i jen dosadit souradnice, kdezto zleva doprava je nutné vypocitat inverzni
matici nebo Fesit soustavu rovnic).

Dosadime soutadnice obou bodt do rovnice (3) (uvadime jiz v roznésobené formé):

l=2; +10x9+8x3 —3 4 =21 +10xy+ 8x3 —3
2= -1 + 81’2 + 13£L'3 5= —T + 8(132 + 13.173
3=x1 +6xy +5r3 +5 4=2x1 +6xy +dr3 +5



Podobné jako v minulém domacim tkolu se jedna o tu samou soustavu s jinymi ab-
solutnimi ¢leny — proto mizeme obé soustavy reSit najednou tpravou levého bloku
nasledujici matice na jednotkovou matici. V prostfednim bloku pak budou hledané
soufadnice bodu X, v pravém bodu Y (oboji vzhledem k repéru V).
1 10 8| 4| 7 10 of=8="

-1 8 13| 2|5 |~---~| 010 2|2

—14 || <16
Staci uz jen dosadit vypoé¢itané soufadnice do vyjadieni (4) a zjistit souradnice bodu
X,Y vzhledem k repéru U.
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2. Nyni ukdZeme jiny zptsob, jak najit matici A, a to pfimo z definice matice pfechodu.
Podobné jako v prvnim domacim tkolu hleddame koeficienty a,b,c,d,e, f,g,h,i € R
takové, ze bude splnéna soustava rovnic

vi = au; + buy + cug (1,-1,1) = a(4,0,2) + b(3,1,1) +¢(—1,4,0)
vo=duy +eup + fu; <= (10,8,6) = d(4,0,2) +e(3,1,1) + f(—1,4,0)
Vs = gu; + hus + iug (8,13,5) = g(4,0,2) + h(3,1,1) +i(—1,4,0)

Rozepsanim rovnic ziskdme tii soustavy rovnic, kde méa kazda soustava tii rovnice a
tTi neznamé.

1=4a+3b—c 10=4d+3e— f 8=4g+3h—1
—1=  +b +4c 8= +e +4f 13=  +h +4i
1=2a+0 6=2d+e 5=29+h

Je vidét, ze se prakticky jedna o jednu soustavu s odlisnymi absolutnimi ¢leny a ji-
nym oznacenim neznamych. Proto mizeme fesit vSechny tii soustavy naraz tpravou
levého bloku néasledujici matice na jednotkovou matici (abychom mohli piimo odeéist
matici A):

4 3 =1 1 |10] 8 1001 3|2
01 4 |-1[8|13 |~ ~101O0}]-1]0|1
21 0 1 16]5 0 0 1] 01|23

Pravy blok upravené matice (oddéleny dvojitou ¢arou) je zfejmé hledanou matici
prechodu od béze U k béazi V., nebot se vlastné jedna o matici feSeni soustav ve
tvaru:

1 0 Oflald|g
0 1 0fblel|h |, (pokud nedoslo k vyméné sloupci!)
0 0 1fc|flze
1 3 2
Tedy A= —1 0 1 |. Zptusobem popsanym v prvni ¢asti feSeni dostaneme ma-
0 2 3

tici B, problém nastava pii prepoctu soufadnic bodu X,Y, protoze neméame k dis-
pozici (zatim...) néjaké matice prechodu mezi repéry € a U nebo V. Protoze ale
mame transformacni rovnice od repéru U k repéru V, vypocitame matice piechodu
od repéru V k repéru £ a souradnice pak jen dosadime do jiz znamé rovnice.



Hledame proto koeficienty j, k, 1, m,n,o0,p,q,r € R takové, ze bude splnéna soustava
rovnic

€1 :jV1 +k’V2 —I—lVg (1,0, 0) :j(]_,—]_,]_) +l€(10,8,6) +l(87 13,5)
€y = Mmvy + nvy + ovy <~ (0,1,0) =m(1,-1,1) + n(10,8,6) + o(8,13,5)
€3 = PV1 +(]V2 +7v3 (Oa()al) :p(la_lal) —1—(](10,8,6) +7"(8, 13a5)

Rozepsanim rovnic ziskdme tfi soustavy rovnic, kde méa kazda soustava tfi rovnice a
tT1 neznamé.

1=35 +10k+8I 0=m +10n+ 8o 0=p +10q+ 8r
0=—-7+8k + 13l 1=-—m+8n + 130 0=—-p+8; +13r
0=j5 +6k +5l O0=m +4+6n +do O0=p +6g +5r

Miizeme opét Tesit v8echny tii soustavy naraz upravou levého bloku nasledujici ma-
tice na jednotkovou matici (abychom mohli pfimo odeéist hledanou matici pfechodu
— v8imnéte si, ze vlastné takhle po¢itame inverzni matici k matici £! — s ohledem na
o¢ekavany vysledek to nebude hezké pocitani. .. ©):

19 1 11
1 10 81|00 100_ﬁ_1_5ﬁ
18 13)0[1]0 |~nf0 10| &Ll
7 2 3
1 6 50|01 0 0 1 | 1= o
Plati tedy
1 1 11
315 115 157
Xhy=1 5 -5% —3m | Xe+C
_r 2 3
15 15 5

Matice G je zatim nezndmé matice soufadnic pocatku repéru £ v souradnicich vzhle-
dem k V. Tu je ale nutné vypocitat, nebot odhadnout ji asi neni v nasich silach. Bude
se jednat vlastné o FeSeni rovnice se tfemi parametry s, ¢, u, ktera pfejde na soustavu
o tfech rovnicich se tfemi neznamymi.

[0,0,0] = [—3,0,5] + s(1, —1,1) + (10,8, 6) + u(8, 13, 5)

3=s +10t+ 8u
0=—s5+8 +13u
—5=s 46t +5u
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Resumé: K vysledku vede nékolik cest, nékteré jsou vsak podstatné trnitéjsi, nez jiné. ..



