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Onďrej Pokora (pokora@math.muni.cz)
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Maximálně věrohodné odhady

Náhodný výběr X1, . . . , Xn rozsahu n z rozděleńı pravděpodobnosti P:

I X ∼ P (i = 1, . . . , n)

I X1, . . . , Xn jsou stochasticky nezávislé

I Co to znamená pro vztah mezi simultánńı a marginálńı hustotou
pravděpodobnosti f (x) (pravděpodobnostńı funkci p(x)) ?

Rozděleńı pravděpodobnosti závislé na parametru (parametrech) θ:

I f (x), p(x) jako funkce proměnné θ ⇒ L(θ)
I Věrohodnostńı funkce L(θ) a logaritmická věrohodnostńı funkce `(θ):

L(θ) = L(θ; x1, . . . , xn) =
n

∏
i=1

f (xi; θ) =
n

∏
i=1

p(xi; θ)

`(θ) = `(θ; x1, . . . , xn) = ln L(θ; x1, . . . , xn) =
n

∑
i=1

ln f (xi; θ) =
n

∑
i=1

ln p(xi; θ)

I Jak odhadnout θ ze znalosti X1, . . . , Xn ?
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Maximálně věrohodné odhady

Myšlenka: parametr θ odhadneme hodnotou, která je p̌ri daném náhodném výběru
ze známého rozděleńı pravděpodobnosti nejv́ıce pravděpodobná.

Maximálně věrohodný odhad (MLE = maximum likelihood estimator) θ̂ML
parametru θ se źıská maximalizaćı věrohodnostńı funkce L(θ):

θ̂ML : L(θ; x1, . . . , xn)→ max
θ

, resp. `(θ; x1, . . . , xn)→ max
θ

To znamená naj́ıt stacionárńı bod funkce `(θ) vzhledem k θ,

∂

∂θ
`(θ) = 0 (věrohodnostńı rovnice),

a ově̌rit 2. diferenciál, resp. derivaci,

∂2

∂θ2 `(θ)
∣∣∣
θ=θ̂ML

< 0 .

Poznámka: v p̌ŕıpadě věktoru parametr̊u θ řeš́ıme soustavu věrohodnostńıch rovnic pro θ

z 1. derivaćı a ově̌rujeme negativńı definitnost matice 2. derivaćı.
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Odhady parametr̊u metodou moment̊u

(Teoretické) momenty rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny X

Mp(θ) = E(Xp), p = 1, 2, . . .

záviśı na neznámých parametru (parametrech), které(ý) chceme odhadnout.

Výběrové momenty poč́ıtáme z realizace náhodného výběru:

mp =
1
n

n

∑
i=1

Xp
i , p = 1, 2, . . . .

Polož́ıme
Mp(θ) = mp, p = 1, 2, . . . ,

č́ımž obrdž́ıme soustavu rovnic pro parametr(y) θ.

V praxi voĺıme tolik rovnic (taková p), abychom jejich řešeńım (algebraickým, či
numerickým) byli schopni spoč́ıtat odhady všech neznámých parametr̊u.
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Př́ıklad 1

X je diskrétńı náhodná veličina s pravděpodobnostńı funćı p(x; θ)
x 0 1 2 3

p(x; θ) 2
3 θ 1

3 θ 2
3 (1− θ) 1

3 (1− θ)
závislou na parametru θ.

Pro náhodný výběr X = (3, 0, 2, 1, 3, 2, 1, 0, 2, 1) rozsahu 10 spoč́ıtejte

I maximálně věrohodný odhad θ̂ML pomoćı maximalizace L(θ),
I maximálně věrohodný odhad θ̂ML pomoćı maximalizace `(θ),

I odhad θ̂M momentovou metodou.

Analogické odhady pak spoč́ıtejte i pro náhodný výběr
X∗ = (3, 0, 2, 1, 3, 2, 1, 0, 2, 0). Výsledky porovnejte.

řešeńı

EX = 7
3 − 2 θ, X: θ̂ML = 1

2 , θ̂M = 5
12 ; X∗: θ̂ML = 1

2 , θ̂M = 7
15
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Př́ıklad 2

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z binomického rozděleńı pravděpodobnosti
Bi(m, θ) s daným m ∈N odvod’te odhady neznámého parametru θ ∈ (0; 1)
metodou maximálńı věrohodnosti a momentovou metodou.
Odhady pak vyč́ıslete pro náhodný výběr X = (2, 3, 3, 2, 2, 3, 3, 4, 1, 3) a m = 8.

řešeńı

p(x; θ) =

{
(m

x)θ
x(1− θ)m−x, x = 1, . . . , m,

0, jinak.

`(θ) =
n

∑
i=1

ln
(

m
xi

)
+ ln θ

n

∑
i=1

xi + ln(1− θ)
n

∑
i=1

(m− xi)

∂`

∂θ
=

1
θ

n

∑
i=1

xi −
1

1− θ

n

∑
i=1

(m− xi)

věrohodnostńı rovnice: θ
n

∑
i=1

(m− xi) = (1− θ)
n

∑
i=1

xi ⇒ θ̂ML =
1
m

X =
13
40

EX = m θ ⇒ θ̂M =
1
m

X
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Př́ıklad 3

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z rovnoměrného spojitého rozděleńı
pravděpodobnosti Rs ([0; θ]) odvod’te odhad neznámého parametru θ > 0
metodou maximálńı věrohodnosti a momentovou metodou.

řešeńı

f (x; θ) =

{
1
θ , 0 ≤ x ≤ θ,
0, jinak.

L(θ) =

{
θ−n, 0 ≤ xi ≤ θ, i = 1, . . . , n,
0, jinak.

θ̂ML = max {X1, . . . , Xn}

Tento ML-odhad ale neńı vhodný, je totiž vychýlený, konkrétně podhodnocený.
Proč? Odhad momentovou metodou je v tomto p̌ŕıpadě nestranný:

EX =
θ

2
, θ̂M = 2 X
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Př́ıklad 4

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z rovnoměrného spojitého rozděleńı
pravděpodobnosti Rs ((0; θ)) odvod’te odhad neznámého parametru θ > 0
metodou maximálńı věrohodnosti a momentovou metodou.

řešeńı

f (x; θ) =

{
1
θ , 0 < x < θ,
0, jinak.

L(θ) =

{
θ−n, 0 < xi < θ, i = 1, . . . , n,
0, jinak.

ML-odhad zde neexistuje. Proč?
Odhad momentovou metodou vyjde stejně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpad.
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Př́ıklad 5

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z rovnoměrného spojitého rozděleńı
pravděpodobnosti Rs ([θ; θ + 1]) odvod’te odhad neznámého parametru θ ∈ R

metodou maximálńı věrohodnosti a momentovou metodou.

řešeńı

f (x; θ) =

{
1, θ ≤ x ≤ θ + 1,
0, jinak.

L(θ) =

{
1, θ ≤ xi ≤ θ + 1, i = 1, . . . , n,
0, jinak.

Odtud lze pro hledaný odhad nalézt podḿınku

max {X1. . . . Xn} − 1 ≤ θ̂ML ≤ min {X1. . . . Xn},

ML-odhad tedy v tomto p̌ŕıpadě neńı určen jednoznačně. Proč?
Odhad momentovou metodou je v tomto p̌ŕıpadě nestranný:

EX = θ +
1
2

, θ̂M = X− 1
2
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Př́ıklad 6

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z geometrického rozděleńı Ge(θ), kde X
znač́ı počet neúspěch̊u p̌red prvńım úspěchem, odvod’te odhady neznámého
parametru θ ∈ (0; 1) metodou maximálńı věrohodnosti a momentovou metodou.
Odhady pak vyč́ıslete pro náhodný výběr X = (0, 1, 0, 2, 3, 1, 1, 0, 3, 0).

řešeńı

p(x; θ) =

{
θ(1− θ)x, x = 0, 1, 2, . . . ,
0, jinak.

`(θ) = n ln θ + ln(1− θ)∑n
i=1 xi,

věrohodnostńı rovnice: θ ∑n
i=1 xi = (1− θ)n,

θ̂ML = 1
1+X

= 10
21 ,

Jakým způsobem spoč́ıtáte sťredńı hodnotu? EX = 1−θ
θ

θ̂M = 1
1+X
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Př́ıklad 7

Předchoźı úlohu vy̌rešte pro náhodný výběr z geometrického rozděleńı, kde X
znač́ı počet všech pokus̊u až do prvńıho úspěchu.
Odhady pak vyč́ıslete pro náhodný výběr X = (1, 2, 1, 3, 4, 2, 2, 1, 4, 1).

řešeńı

p(x; θ) =

{
θ(1− θ)x−1, x = 0, 1, 2, . . . ,
0, jinak.

θ̂ML = 1
X
= 10

21 ,

EX = 1
θ , θ̂M = 1

X
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Př́ıklad 8

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z normálńıho (Gaussova) rozděleńı
N(µ, σ2), odvod’te odhady neznámých parametr̊u µ, σ2.

řešeńı

f (x; µ, σ2) =
1√

2 π σ2
exp

[
− (x− µ)2

2 σ2

]
L(µ, σ2) =

(
2 π σ2

)−n/2 n

∏
i=1

exp
[
− (xi − µ)2

2 σ2

]

`(µ, σ2) = −n
2

ln(2π)− n
2

ln σ2 − 1
2σ2

n

∑
i=1

(xi − µ)2

Hledaáme stacionárńı bod µ, σ2, derivujeme dle µ a σ2:

∂`

∂µ
=

1
σ2

n

∑
i=1

(xi − µ),
∂`

∂(σ2)
= − n

2σ2 +
1

2σ4

n

∑
i=1

(xi − µ)2

Uvědomte si geometrický význam parametru µ a prvńı věrohodnostńı rovnice.
Při odvozováńı druhé rovnice je výhodné se vyhnout derivováńı podle σ.
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řešeńı (pokračováńı)

Dostáváme věrohodnostńı rovnice

1
σ2

n

∑
i=1

(xi − µ)2 = 0, n σ2 =
n

∑
i=1

(xi − µ)2.

Z prvńı rovnice urč́ıme ML-odhad µ, do druhé jej pak dosad́ıme a urč́ıme
ML-odhad σ2:

µ̂ML = X, σ̂2
ML =

1
n

n

∑
i=1

(xi −X)2

Tyto výsledky už pro nás p̌ritom nejsou novinkou. Jak se ML-odhad σ2 lǐśı od
výběrového rozptylu?
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řešeńı (pokračováńı)

Pro kontrolu maxima poťrebujeme spoč́ıtat Hessovu matici

H =

 ∂2`
∂µ2

∂2`
∂µ(σ2)

∂2`
∂(σ2)µ

∂2`
∂(σ2)2

 =

(− n
σ2 0

0 − n
2σ4

)

a ově̌rit jej́ı negativńı definitnost (ve stacionárńım bodě)

|H1| = −
n
σ2 < 0, |H2| = −

n2

2σ6 > 0

Odhady momentovou metodou:

µ̂M = X, σ̂2
M = m2 − (X)2
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Př́ıklad 9

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z logaritmického normálńıho rozděleńı
pravděpodobnosti LN(µ, σ2) s hustotou

f (x) =
1√

2 π σ2 x
exp

[
− (ln x− µ)2

2 σ2

]
pro x > 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te odhady neznámých parametr̊u µ, σ2.

řešeńı

`(µ, σ2) = −n
2

ln(2π)− n
2

ln σ2 −
n

∑
i=1

ln xi −
1

2σ2

n

∑
i=1

(ln xi − µ)2

µ̂ML = ln X, σ̂2
ML =

1
n

n

∑
i=1

(
ln xi − ln X

)2

EX = exp
(

µ +
1
2

σ2
)

, EX2 = exp
(

2µ + 2σ2
)

µ̂M = 2 ln X− 1
2

m2, σ̂2
M = ln m2 − 2 ln X
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Př́ıklad 10

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z exponenciálńıho rozděleńı
pravděpodobnosti Ex(µ) s hustotou

f (x) =
1
µ

exp
[
− x

µ

]
pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te odhady neznámého parametru µ > 0.

řešeńı

`(µ) = −n ln µ− 1
µ

n

∑
i=1

xi, µ̂ML = X

EX = µ, EX2 = 2µ2, µ̂M = X
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Př́ıklad 11

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z exponenciálńıho rozděleńı
pravděpodobnosti Ex(λ) s hustotou

f (x) = λ exp (−λx) pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te odhady neznámého parametru λ > 0.

řešeńı

`(λ) = n ln λ− λ
n

∑
i=1

xi, λ̂ML =
1
X

EX =
1
λ

, EX2 =
2

λ2 , λ̂M =
1
X
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Př́ıklad 12

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z Weibullova rozděleńı pravděpodobnosti
Wb(λ, k) s hustotou

f (x) = k λ xk−1 exp
[
−λ xk

]
pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te odhady neznámého parametru λ > 0 p̌ri známé hodnotě parametru
k > 0.

řešeńı

`(λ) = n ln k + n ln λ + (k− 1)
n

∑
i=1

ln xi − λ
n

∑
i=1

xk
i , λ̂ML =

1

Xk

EX =
1
k

λ−
1
k Γ
(

1
k

)
, EX2 = λ−

2
k Γ
(

1 +
2
k

)
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Př́ıklad 13

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z Rayleighova rozděleńı pravděpodobnosti
Ra(s) s hustotou

f (x) =
x
s

exp
[
− x2

2 s

]
pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te odhady neznámého parametru s > 0.

řešeńı

`(λ) = n ln λ− λ
n

∑
i=1

xi, ŝML =
1

2 n

n

∑
i=1

x2
i

EX =

√
π s
2

, EX2 = 2 s

ŝM =
2 m2

1
π

, anebo ŝM =
m2

2
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Př́ıklad 14

Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z Gamma rozděleńı pravděpodobnosti
Γ(λ, k) s hustotou

f (x) =
λk

Γ(k)
xk−1 exp [−λ x] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

odvod’te (rovnice pro) odhady neznámých parametr̊u λ > 0 a k > 0.
Pomůcka: ∂

∂k ln Γ(k) = Ψ(k) = digamma funkce.

řešeńı

`(λ, k) = n k ln λ− n ln Γ(k) + (k− 1)
n

∑
i=1

ln xi − λ
n

∑
i=1

xi

věrohodnostńı rovnice: λ̂ML =
k̂ML

X
, Ψ(k̂ML) = ln k̂ML − ln X + X

EX =
k
λ

, EX2 =
k(k + 1)

λ2 , λ̂M =
m1

m2 −m2
1

, k̂M =
m2

1
m2 −m2

1
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