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Maximalné vérohodné odhady

Nahodny vybér X, ..., X}, rozsahu n z rozdéleni pravdépodobnosti P:
» X~P(i=1,...,n)
» Xi,...,X; jsou stochasticky nezavislé

» Co to znamena pro vztah mezi simultdnni a margindini hustotou
pravd&podobnosti f(x) (pravdépodobnostni funkci p(x)) ?

Rozdé&leni pravdépodobnosti zavislé na parametru (parametrech) 6:
» f(x),p(x) jako funkce proménné 6 = L(6)
» Vérohodnostni funkce L(6) a logaritmicka vé&rohodnostni funkce £(6):

L(6) =L(6;x1,...,xy) = ﬁf(x,-;e) = ﬁp(xi;(?)

n
0(0) = L(8;x1,...,%:) =InL(6;x1,...,%,) = Y _ Inf(x;;6) Z np(x;0)
i=1 i=1

» Jak odhadnout 6 ze znalosti Xj,..., X, ?
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Maximalné vérohodné odhady

Myslenka: parametr 8 odhadneme hodnotou, kterd je pfi daném nahodném vybéru
ze znamého rozdé&leni pravdépodobnosti nejvice pravdépodobna.

Maximalné vérohodny odhad (MLE = maximum likelihood estimator) §M|_
parametru 0 se ziskd maximalizaci v&rohodnostni funkce L(6):

@ML (L(6;xq, ..., %) — meax, resp. £(0;x1,...,x,) — méax
To znamend najit staciondrni bod funkce £(6) vzhledem k 6,

d
ﬁﬂ(Q) =0 (v&rohodnostni rovnice),

a ovéfit 2. diferencial, resp. derivaci,

82

2 u(e .

Pozndmka: v pfipadé vé&ktoru parametrl 0 ¥feSime soustavu vé&rohodnostnich rovnic pro 6
z 1. derivaci a ov&fujeme negativni definitnost matice 2. derivaci.
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Odhady parametrii metodou momentii

(Teoretické) momenty rozd&leni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X

z4visi na neznamych parametru (parametrech), které(y) chceme odhadnout.

Vybérové momenty politdme z realizace ndhodného vybéru:

1&
mp =3 X, p=12....
i=1

PoloZime
MP(G):mp, p:1,2,... ’

&imz obrdZime soustavu rovnic pro parametr(y) 6.

V praxi volime tolik rovnic (takova p), abychom jejich ¥eSenim (algebraickym, &i
numerickym) byli schopni spotitat odhady viech nezndmych parametri.
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Priklad 1
X je diskrétni ndhodnd velitina s pravd&podobnostni funci p(x;0)
x |0 1 2 3

zdvislou na parametru 6.

p(x0) [ 30 36 3(1-0) 3(1-0)
Pro ndhodny vybér X = (3,0,2,1,3,2,1,0,2,1) rozsahu 10 spotitejte

» maximdln& vé&rohodny odhad §ML pomoci maximalizace L(6),
» maximain& vérohodny odhad By pomoci maximalizace £(6),
» odhad §M momentovou metodou.

Analogické odhady pak spocitejte i pro nahodny vybér
X* = (3,0,2,1,3,2,1,0,2,0). Vysledky porovnejte.

v
Feseni

EX:%—ZQ, X: é\ML:%vé\M:%; X*:GML:%vGM:w
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Pro nahodny vybér X = (X1, ...,Xn) z binomického rozdé&leni pravdépodobnosti
Bi(m, 0) s danym m € N odvod'te odhady nezndmého parametru 6 € (0;1)
metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

Odhady pak vy¢islete pro ndhodny vybér X = (2,3,3,2,2,3,3,4,1,3) am = 8.

v

fesSeni

(Hex1—-o)m*, x=1,...,m,
0, jinak.

p(x;6) = {

n

£(0) = iln (m) Ino ixi +In(1-0) ) (m—x)

i=1 i=1 i=1
o 1 i
=22 Xi—7—) (m—x)
Y~
v&rohodnostni rovnice: 0 i(m —x;) = (1-—0) ixi = Oy = l? _B
i=1 i=1 mn 40

~ 1—
EX=m0 = Oy=—X
m M m
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Priklad 3

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z rovnomérného spojitého rozdéleni
pravd&podobnosti Rs ([0;0]) odvod'te odhad nezndmého parametru 6 > 0
metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

v

1
0<x<#6
;9 = 9, - - 4
f(x:6) {O, jinak.

-n <x < i=1,...
L(g): 0 7 9_x1_6/ 1 7 Inl
0, jinak.

é\ML = maXx {Xl, 5% .,Xn}

Tento ML-odhad ale neni vhodny, je totiZ vychyleny, konkrétné podhodnoceny.
Pro¢? Odhad momentovou metodou je v tomto p¥ipad& nestranny:

EX=-, Oy=2X

N <D
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Priklad 4

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z rovnomérného spojitého rozdéleni
pravd&podobnosti Rs ((0;0)) odvod'te odhad nezndmého parametru 6 > 0
metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

=<
(0]
ux
o
=]
-~
A

1
= 0<x<@6
,0 — 9/ 7
f(x6) {O, jinak.

- ; i=1,...
L(G):{e , 9<x,<9, i L. ,n,
0, jinak.

ML-odhad zde neexistuje. Pro¢?
Odhad momentovou metodou vyjde stejné jako v predchozim p¥ipad.
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Pro nahodny vybér X = (X, ...,Xn) z rovnomérného spojitého rozdéleni
pravd&podobnosti Rs ([0;0 + 1]) odvod'te odhad nezndmého parametru 6 € R
metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

1, 6<x<0+1,
f(x0) = {0 "
, jinak.

<x; < i=1,...
L(Q):{l’ 0<x; <0+1, i=1,...,n,

0, jinak.
Odtud lIze pro hledany odhad nalézt podminku
max {Xi....X,} —1 < Oy < min{Xy....X,},

ML-odhad tedy v tomto p¥ipadé& neni ur€en jednozna&né. Pro&?
Odhad momentovou metodou je v tomto p¥ipad& nestranny:

1 ~ > 1
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Ptiklad 6

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z geometrického rozdé&leni Ge(0), kde X
zna&i polet netispéchii pred prvnim tspéchem, odvod'te odhady neznimého
parametru 0 € (0;1) metodou maximdini vérohodnosti a momentovou metodou.
Odhady pak vy¢islete pro nahodny vybér X = (0,1,0,2,3,1,1,0,3,0).

fesSeni

0(1—-6), x=0,1,2,...,
p(x;0) = {0( ) .
b jinak.

00)=nInb+In(1—-06)Y", x,
vérohodnostni rovnice: 0) 1 ; x; = (1 —6)n,

ML = 77x — 21 -

Jakym zplisobem spotitdte stfedni hodnotu? EX = 5~

9M_1+Y
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Priklad 7

Predchozi dlohu vyreste pro nahodny vybér z geometrického rozdéleni, kde X

znadi pocet vsech pokusi aZ do prvniho tspéchu.

Odhady pak vy¢islete pro ndhodny vybér X = (1,2,1,3,4,2,2,1,4,1).

| \

(1—6*1 x=0,12,...,
p(x;9>={ (1-6)

0, jinak.
9ML=%=%
EX =}, GM:%
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Pfiklad 8

Pro ndhodny vybér X = (X1, ...,Xn) z normdiniho (Gaussova) rozdéleni
N(u,0?), odvod'te odhady neznimych parametrii u, o

feseni

1 (x—p)?
f(x}%‘fz):\/mexp [_%}

L(u,0?) = (2 o ) n/znexp [ 205)2]

n n 5 1 Xz 9
%) = =3 In@m) = 5 In0* = 57 Y i =)
Hledadme staciondrni bod y, 0?2, derivujeme dle i a o2

1 ol n 1 &
L (i - 307 ~ 27 208 L

Uvédomte si geometricky vyznam parametru u a prvni vérohodnostni rovnice.
P¥i odvozovani druhé rovnice je vyhodné se vyhnout derivovéni podle .
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feSeni (pokratovani)

Dostdvame vérohodnostni rovnice
1 ¢ 2 2 S 2
EZ(xi—y) =0, no® =Y (x—u)
i=1 i=1

Z prvni rovnice uréime ML-odhad p, do druhé jej pak dosadime a ur¢ime
ML-odhad o2

(x; — X)?

v = X, o2mp, =

S|
1=

i=1

Tyto vysledky uZ pro nés p¥itom nejsou novinkou. Jak se ML-odhad ¢ li&i od
vyb&rového rozptylu?
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feSeni (pokracovani)

Pro kontrolu maxima potfebujeme spoéitat Hessovu matici

o 9%
_w we | (= O
H=1 %, 20 | =\ o _mn
A AP 20!
a ové&fit jeji negativni definitnost (ve staciondrnim bodg&)
2
n n
H|=—-——= <0, Hy|=—=—>0
| l| o2 | 2| 206

Odhady momentovou metodou:
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Pf¥iklad 9

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy,) z logaritmického normdiniho rozdéleni
pravdépodobnosti LN (p,0?) s hustotou

nx— u)2
flx) = ﬁexp [—%} pro x>0,  f(x)=0 jinak.

odvod'te odhady nezndmych parametrd u, 7

FesSeni

EX = exp <y 4F %02) , EX?=exp (2;4 I 2(72)

AMZZID}_(—lmZ, 0/'\2M=11‘1m2—21nX
- 2
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Pf¥iklad 10

Pro ndhodny vybér X = (Xy,...,Xy,) z exponencidlniho rozdéleni
pravd&podobnosti Ex(y) s hustotou

fx) = %exp {—ﬂ pro x>0;  f(x)=0 jinak.

odvod'te odhady nezndmého parametru y > 0.

=<
o
ux
o
=]
-~
A

1 & N =
E(y):—nlny—ﬁin, v = X
i=1

EX=yu  EX*=24% ju=X
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Pfiklad 11

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z exponencidlniho rozdéleni
pravd&podobnosti Ex()) s hustotou

f(x) =Aexp(—Ax) pro x>0;  f(x)=0 jinak.

odvod'te odhady nezndmého parametru A > 0.

n ~ 1
K(/\)znln/\—Ain, AML:=
i=1 X

1 2 ~ 1

EX = = EX? = = ==
1 2 AM =
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Priklad 12

Pro ndhodny vybér X = (X3, ...,Xy) z Weibullova rozd&leni pravd&podobnosti
Wb(A, k) s hustotou

f(x) =kAx*Texp {—/\xk} pro x>0,  f(x) =0 jinak.

odvod'te odhady nezndmého parametru A > 0 pFi zndmé hodnoté& parametru
k> 0.

v
n

¢(A) =nlnk+nlnA + (k—1) AZ%, AML =
i

1
= Xk

1 5 __ _2 2
F<E>' EX2 = A kr(1+E)

i

1
EX =7 A~
k

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) M5120 — cviteni — Odhady parametrii 18/20



Priklad 13

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z Rayleighova rozd&leni pravd&podobnosti
Ra(s) s hustotou

x x2 -
flx) = SXP | T55| PO >0; f(x) =0 jinak.

odvod'te odhady neznimého parametru s > 0.

feseni
n 1 n 5
J4 = — : S = — -
(A)=nlnA A;xl, SML zn;xz
i=1 i=1
Ex=./%%,  Ex?=2s
2
o 2m -
M= , anebo sy = —
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Priklad 14

Pro ndhodny vybér X = (X, ...,Xy) z Gamma rozdéleni pravdépodobnosti
I'(A, k) s hustotou

k
flx) = %xkl exp[—Ax] pro x>0;  f(x) =0 jinak.

odvod'te (rovnice pro) odhady nezndmych parametri A > 0 a k > 0.
Pomiicka: % InT (k) = ¥ (k) = digamma funkce.

v

n n
(A k) =nkInA—nInT(k)+ (k—1) ) Inx;—A) x
i=1 i=1

o~

~ % ~ —
vérohodnostni rovnice: Ay, = —ak, Y(km) = Inkpyp —InX+ X

my ~ m3

k 2
EX=-, EX*=—— s, k=

nmo —m

2

1
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