M5120 — cviéeni

Nahodné vektory, &iselné charakteristiky
a jednoduché transformace

Ondfej Pokora (pokora@math.muni.cz)

Ustav matematiky a statistiky, PFirodovédeckd fakulta, Masarykova univerzita, Brno

(podzim 2015)

4

Ondvej Pokora, P¥F MU (2015) M5120 - cviteni — Nédhodné vektory 1/10



Nahodny vektor, Ciselné charakteristiky

Definice 1 (Nahodny vektor)

(RedIny) Ndhodny vektor X = (Xy,...,X,)’ je méFitelnd vektorova funkce
X=(Xy,..., %) : (Q,A) — (R",B")

na pravd&podobnostnim prostoru (), A, P).

Slozky ndhodného vektoru jsou ndhodné velitiny, X;: (0, A) — (R, B),

.
<
\
|

Definice 2 (Stfedni hodnota = expectation)

St¥edni hodnota ndhodného vektoru je definovdna po slozkach:

EX = (E(X1), ..., E(Xy))’

Definice 3 (Kovarianéni matice = variance-covariance matrix)

Kovarianéni matice ndhodného vektoru je definovdna po sloZkach:

DX =covX = {C,]} kde Ci,j = C(Xl',X]') .

ij=1 "
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Kovarianéni matice, korelaé¢ni matice

Definice 4 (Korelagni matice = correlation matrix)

Korela&ni matice ndhodného vektoru je definovana po slozkdch:

RX =corX = {RZ-,]-}{?J.:1 , kde R;j =R(X;X;) .

v

< v

» D X,RX jsou ¢tvercové Fadu n, symetrické,
» hlavni diagonalu D X tvofi rozptyly DX;,

» R X ma na hlavni diagonale jednicky,
» D X je pozitivn& semidefinitni (tzn. Vu € R" : u'DXu > 0).
» plati:

RX=D!DXD"!, DX=DRXD, kde D= diag(\/DXy,...,/DXy).
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Jednoduché transformace ndhodnych vektorti

Linedrni transformace R" — R™:

E(a+BX)=a+BEX
D(a+BX) =BDXB

Linearni forma R” — R:

E@+b'X)=a+b EX
D(a+b'X)=b'DXb

Kvadraticka forma R"” — R:
E(X’AX)=EX'AEX +Tr [ADX]

kdea € R™;, Be R"™"; g € R; b € R™, A € R"™" pozitivn& definitn.

Stopa (Trace) matice: Tr(C) = ¥/ {c;i;}
Plati: Trf(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB)
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Priklady

Priklad 1
Vypoclty ovéfte, Ze v maticovém zapisu Ize vyjadrit:

» i-td sloZka ndhodného vektoru

X;=el X, kde e; = (0, ...

0;-1,1;,0;41,...,0,)" je jednotkovy vektor

» vybérovy primér

7{:

SR
M-

Il
—_

X=La o nx= (b )X

1

» druhy vyb&rovy moment
= ZXZ —X’ I, X, kde I, je jednotkovd matice Fadu n

» Ctverec vybé&rového priméru

= << 1
(X)? = XX = ﬁX']n X, kde J,, = {I}ijl Je matice jednicek
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Priklady

V néasledujicich p¥ikladech spoéitejte EX, DX, RX nahodného vektoru X.

Znate: E(X;) = 104, C(X;, X;) = ij, (i,j=1,2).

Znte: E(X;) =10, D(X;) =, (i,j =1,2,3); R(X;, X;) = 0,5 proi #j.

Priklad 4
X je ndhodny vybér rozsahu 4 z rozd&leni N(10,4).

X je ndhodny vybér rozsahu 5 z rozd&leni Ex(A).

Priklad 6

Spocitejte E(Y) a D(Y) transformovaného nahodného vektoru

-1 11 0 1 1
Yy=|1]|+|-1 2|X kdyz“EX:(10>,DX:<1 4>
0 0 10
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Priklady

Ptiklad 7
X1 20 X1 100 0 25

Znate: E| X | = (30|, D[ Xy | = ? 9 ?|. Spocitejte sttedni
X3 2 X3 ? 9 16

hodnoty, rozptyly, kovariance, korelaéni koeficienty nahodnych veli¢in X1, X5, X3.
S vyuZitim vhodnych transformaci ddle spocitejte:
» E(10X3)
> E(2X1 —5X;3 — X2)
> C(10X3,2X; —5X3 — X»)
> C(X1+Xp, X3 — Xz)

10X3)

2X; —5X3 — X)
10X5,2X; —5X;3 — X»)
Xq+ X5, X5 — Xp)

» D(
» D(

> R(
> R(

4

» E(10X3) =20 » D(10X3) = 1600
> EQ2X; —5X3—X3) =0 > D(2X; —5X3 — Xp) = 399
> C(10X5,2X; —5X5 — X;) = —390 > R(10X3,2X; —5X; — Xp) ~ —0,488

» C(X1+X2,X3—X2) =25 » R(X1+X2,X3—X2) =~ 0,905
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Priklady

Ptiklad 8

Spoctéte stredni hodnotu m = E (Y2 + Y3 + Y3) a kovarianéni matici D(Y), kde

Y1 =X1, Yo =X+ Xy, Y3 =X1+ Xp + X3 jsou transformace vzdjemné nezavislych
nahodnych velicin Xy, X», X3, E(X;) = 10, E(X») = 20, E(X3) = 30,

D(X1) =1, D(Xz) =4,D(X3) =9.

1 1 1
m = 4600 + 20 = 4620, D(Y) = (1 5 5 )
1 5

Ptiklad 9

Spoctéte stfedni hodnotu m = E (Y1Y2 + Y2Y3 + Y3Y7) a kovarianéni matici D(Y), kde
Y1 =X+ X3, Yo =X+ X3, Y3 =X + Xy jsou transformace vzdjemné
nekorelovanych sloZek nihodného vektoru X, EX = (10,10,10), D(X;) = i2.

10 1 2 3 4
20 2 4 6 8
E(Y)= |5, | m=3800+38=388 D(Y)=|3 , o 1,
40 4 8 12 16
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Priklady

N ET )

Spoctéte E(Y), D(Y) am =E (Y2 + Y3+ Y3+ Y3 +2Y1Yy),

kde X1, X, X3, Xy jsou ndhodné veliciny, E(X;) = 10, C(X;, X;) = 1.
Zname transformaé&ni vztahy X1 =Y, Xo =Y, —Yq, X5=Y3—-Yp, X4 =Y4 — V3.

|

13 9 4
m=1200+14 =1214, D(Y)=[ 9 10 1
4 1 5

Pfiklad 11

Spocitejte stfedni hodnotu povrchu hranolu s podstavou tvaru &tverce. Délka hrany
podstavy je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou 10 a rozptylem 1, vyska hranolu je
nahodna veli¢ina se st¥edni hodnotou 20 a rozptylem 9 a jeji korelatni koeficient s délkou
hrany podstavy je 0,1.

|

St¥edni hodnota povrchu uvedeného hranolu je rovna 1000 + 3,2 = 1003,2.
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Priklady

Ptiklad 12

Ovéte, pro Ze vybé&rovy priimér X nahodného vybéru rozsahu n z rozdé&leni se sttedni

hodnotou y a rozptylem 0% plati: E (X) = pu, D (X) = o%/n.

Ptiklad 13

Ovétte, Ze pro vybérovy rozptyl Sg( nahodného vybé&ru rozsahu n z rozdé&leni N(u, o)
plati: E (S%) = o2.
ObtiZn&sf varianta: ovéite, e D (S%) = 20/ (n —1).

Ptiklad 14

Ovétte, pro Ze pro ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni se stfedni hodnotou p
a rozptylem o2 plati vztah E [3Q — Qz] = (n — 3)0?,

5\ 2 _
kde Q1 = Y014 (X —X)" a Qy = (Xu — X1)? + LI (X — Xi1)2.

veSeni P¥ikladu 6

9 7 8 50
EY)=|[21], D(¥)={8 13 70
100 50 70 400
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