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Náhodný vektor, č́ıselné charakteristiky

Definice 1 (Náhodný vektor)

(Reálný) Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ je mě̌ritelná vektorová funkce

X = (X1, . . . , Xn)
′ : (Ω,A)→ (Rn,Bn)

na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P).

Složky náhodného vektoru jsou náhodné veličiny, Xi : (Ω,A)→ (R,B),

Definice 2 (Sťredńı hodnota = expectation)

Sťredńı hodnota náhodného vektoru je definována po složkách:

E X =
(
E(X1), . . . , E(Xn)

)′ .

Definice 3 (Kovariančńı matice = variance-covariance matrix)

Kovariančńı matice náhodného vektoru je definována po složkách:

D X = cov X =
{

Ci,j
}n

i,j=1 , kde Ci,j = C(Xi, Xj) .
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Kovariančńı matice, korelačńı matice

Definice 4 (Korelačńı matice = correlation matrix)

Korelačńı matice náhodného vektoru je definována po složkách:

R X = cor X =
{

Ri,j
}n

i,j=1 , kde Ri,j = R(Xi, Xj) .

Věta 5

I D X, R X jsou čtvercové řádu n, symetrické,

I hlavńı diagonálu D X tvǒŕı rozptyly DXi,

I R X má na hlavńı diagonále jedničky,

I D X je pozitivně semidefinitńı (tzn. ∀u ∈ Rn : u′ D X u ≥ 0).

I plat́ı:

RX = D−1 DX D−1, DX = D RX D, kde D = diag(
√

DX1, . . . ,
√

DXn).
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Jednoduché transformace náhodných vektor̊u

Věta 6

Lineárńı transformace Rn → Rm:

E(a + BX) = a + B E X

D(a + BX) = B D X B′

Lineárńı forma Rn → R:

E(a + b′X) = a + b′ E X

D(a + b′X) = b′ D X b

Kvadratická forma Rn → R:

E(X ′ A X) = E X ′ A E X + Tr [A D X]

kde a ∈ Rm; B ∈ Rn×m; a ∈ R; b ∈ Rm; A ∈ Rn×n pozitivně definitńı.

Stopa (Trace) matice: Tr(C) = ∑n
i=1{ci,i}

Plat́ı: Tr(A B C) = Tr(B C A) = Tr(C A B)
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Př́ıklady

Př́ıklad 1

Výpočty ově̌rte, že v maticovém zápisu lze vyjáďrit:

I i-tá složka náhodného vektoru

Xi = e′i X, kde ei = (01, . . . , 0i−1, 1i, 0i+1, . . . , 0n)
′ je jednotkový vektor

I výběrový pr̊uměr

X =
1
n

n

∑
i=1

Xi =
1
n
(1, · · · , 1) X =

(
1
n , · · · , 1

n

)
X

I druhý výběrový moment

1
n

n

∑
i=1

X2
i =

1
n

X ′ In X, kde In je jednotková matice řádu n

I čtverec výběrového pr̊uměru

(X)2 = X′X =
1
n2 X ′ Jn X, kde Jn = {1}n

i,j=1 je matice jedniček
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Př́ıklady

V následuj́ıćıch p̌ŕıkladech spoč́ıtejte EX, DX, RX náhodného vektoru X.

Př́ıklad 2

Znáte: E(Xi) = 10 i, C(Xi, Xj) = i j, (i, j = 1, 2).

Př́ıklad 3

Znáte: E(Xi) = 10 i, D(Xi) = i2, (i, j = 1, 2, 3); R(Xi, Xj) = 0,5 pro i 6= j.

Př́ıklad 4

X je náhodný výběr rozsahu 4 z rozděleńı N(10, 4).

Př́ıklad 5

X je náhodný výběr rozsahu 5 z rozděleńı Ex(λ).

Př́ıklad 6

Spoč́ıtejte E(Y) a D(Y) transformovaného náhodného vektoru

Y =

−1
1
0

+

 1 1
−1 2
0 10

X, když E X =

(
0
10

)
, D X =

(
1 1
1 4

)
.
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Př́ıklady

Př́ıklad 7

Znáte: E

X1
X2
X3

 =

20
30
2

 , D

X1
X2
X3

 =

100 0 25
? 9 ?
? 9 16

 . Spoč́ıtejte sťredńı

hodnoty, rozptyly, kovariance, korelačńı koeficienty náhodných veličin X1, X2, X3.
S využit́ım vhodných transformaćı dále spoč́ıtejte:

I E(10 X3)

I E(2 X1 − 5 X3 −X2)

I C(10 X3, 2 X1 − 5 X3 −X2)

I C(X1 + X2, X3 −X2)

I D(10 X3)

I D(2 X1 − 5 X3 −X2)

I R(10 X3, 2 X1 − 5 X3 −X2)

I R(X1 + X2, X3 −X2)

řešeńı

I E(10 X3) = 20
I E(2 X1 − 5 X3 −X2) = 0
I C(10 X3, 2 X1 − 5 X3 −X2) = −390
I C(X1 + X2, X3 −X2) = 25

I D(10 X3) = 1600
I D(2 X1 − 5 X3 −X2) = 399
I R(10 X3, 2 X1 − 5 X3 −X2) ≈ −0,488
I R(X1 + X2, X3 −X2) ≈ 0,905
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Př́ıklady

Př́ıklad 8

Spočtěte sťredńı hodnotu m = E
(
Y2

1 + Y2
2 + Y2

3
)

a kovariančńı matici D(Y), kde
Y1 = X1, Y2 = X1 + X2, Y3 = X1 + X2 + X3 jsou transformace vzájemně nezávislých
náhodných veličin X1, X2, X3, E(X1) = 10, E(X2) = 20, E(X3) = 30,
D(X1) = 1, D(X2) = 4, D(X3) = 9.

řešeńı

m = 4600 + 20 = 4620, D(Y) =

1 1 1
1 5 5
1 5 14


Př́ıklad 9

Spočtěte sťredńı hodnotu m = E (Y1Y2 + Y2Y3 + Y3Y1) a kovariančńı matici D(Y), kde
Y1 = X2 + X3, Y2 = X1 + X3, Y3 = X1 + X2 jsou transformace vzájemně
nekorelovaných složek náhodného vektoru X, E X = (10, 10, 10)′, D(Xi) = i2.

řešeńı

E(Y) =


10
20
30
40

, m = 3800 + 38 = 3838, D(Y) =


1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12
4 8 12 16


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Př́ıklady

Př́ıklad 10

Spočtěte E(Y), D(Y) a m = E
(
Y2

1 + Y2
2 + Y2

3 + Y2
4 + 2Y1Y4

)
,

kde X1, X2, X3, X4 jsou náhodné veličiny, E(Xi) = 10, C(Xi, Xj) = 1.
Známe transformačńı vztahy X1 = Y1, X2 = Y2 − Y1, X3 = Y3 − Y2, X4 = Y4 − Y3.

řešeńı

m = 1200 + 14 = 1214, D(Y) =

13 9 4
9 10 1
4 1 5


Př́ıklad 11

Spoč́ıtejte sťredńı hodnotu povrchu hranolu s podstavou tvaru čtverce. Délka hrany
podstavy je náhodná veličina se sťredńı hodnotou 10 a rozptylem 1, výška hranolu je
náhodná veličina se sťredńı hodnotou 20 a rozptylem 9 a jej́ı korelačńı koeficient s délkou
hrany podstavy je 0,1.

řešeńı

Sťredńı hodnota povrchu uvedeného hranolu je rovna 1000 + 3,2 = 1003,2.
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Př́ıklady

Př́ıklad 12

Ově̌rte, pro že výběrový pr̊uměr X náhodného výběru rozsahu n z rozděleńı se sťredńı
hodnotou µ a rozptylem σ2 plat́ı: E

(
X
)
= µ, D

(
X
)
= σ2/n.

Př́ıklad 13

Ově̌rte, že pro výběrový rozptyl S2
X náhodného výběru rozsahu n z rozděleńı N(µ, σ2)

plat́ı: E
(
S2

X
)
= σ2.

Obt́ıžněǰśı varianta: ově̌rte, že D
(
S2

X
)
= 2σ4/(n− 1).

Př́ıklad 14

Ově̌rte, pro že pro náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı se sťredńı hodnotou µ
a rozptylem σ2 plat́ı vztah E [3Q1 −Q2] = (n− 3)σ2,

kde Q1 = ∑n
i=1
(
Xi −X

)2
a Q2 = (Xn −X1)

2 + ∑n−1
i=2 (Xi −Xi−1)

2.

řešeńı Př́ıkladu 6

E(Y) =

 9
21

100

, D(Y) =

 7 8 50
8 13 70

50 70 400


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