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Linearni regresni model (LRM)

» popisuje linedrni zavislost
P
Y:‘B()—FZ‘B]'X]'-‘FE
j=1

Y je zdvisld proménnd, ndhodnd veli¢ina
X1,...,Xp jsou nendhodné vysvétlujici prom&nné, tzv. regresory
¢ je nahodna chyba, E(e) = 0, s nezndmym konstatnim rozptylem D(e) = o

Bo,B1,---, ,Bp jsou neznamé parametry

vvyvyyy

kol regresni analyzy: na zakladé opakovanych méFeni zavislé proménné za
riznych hodnot regresorii optimaIn& urit parametry B, B1, ..., By modelu

» predpokldddme, Ze méFeni je opakovdno n krat, tzn. proi=1,...,n mame:
p
Yi=Bo+ ) Bixij+ei
j=1

» nihodné chyby ¢1, ..., €, jsou nezavislé stejné rozd&lené ndhodné velitiny (i.i.d.)

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) M5120 — cvigeni — Linedrni regresni model 2/24



LRM (Y, X B,021) plné hodnosti

P
> Y, =B+ Z,B] Xij+e v maticovém tvaru:
j=1

Y1 1 X110 - Xip Bo €1
: . . . ‘31
Y=XB+¢ : = )
Yn 1 xn’l o xn,p ‘Bp 8;1
N—— N—— N——
Y X B €

Y je ndhodny vektor n pozorovani

regresory tvofi nendhodnou n X k matici planu (design matrix) X
B je vektor k = p + 1 nezndmych parametrt

zdvislost je linedrni vzhledem k parametrim f;

vektor nahodnych chyb ma kovariaéni matici D(g) = 21,
n>k=p+1,tj. pocet pozorovani je v&tsi neZ pocet parametri

vVVyVYyVYYYVYY

matice pldnu je pIné hodnosti: h(X) =k=p+1
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Metoda nejmensich &tvercii (MNC)

» V LRM Y = X + e chceme najit vektor parametrli B tak, aby namé&fené
hodnoty Y byly optimdIn& aproximovany vektorem Xp.

» Metoda nejmensich &tvercii (ordinary least-square method) stanovuje

odhad ﬁjako bod minima penalizaéni funkce, kterd je sou¢tem &tvercii
odchylek:

n

Z(Yi—ﬁo Z%;@) (X~ XBY (Y ~Xp) —> mjn —

i=1

» P¥i spInéni podminek pro LRM plné hodnosti existuje vZdy pravé jedno FeSeni
této minimaliza¢ni Glohy. To Ize nalézt vyFeSenim soustavy normalnich rovnic

X'Xg =Xy
» Odhad vektoru parametrii v LRM metodou nejmensich ¢tvrect je tedy tvaru
B=(X'X)"XY

Pozndmka: p¥i numerickych vypoctech se inverzni matice nepotita p¥imo, ale
vyuZiva se nap¥. Q-R rozkladu.
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Veli¢iny v LRM (1)

» Aproximované hodnoty zdvislé promé&nné (fitted values, Y-hat)
Y =XB = X(XX)" XY
» Rezidua (residuals): r =Y — Y

» Rezidualni soulet &tverci

n n
~ ~

Se=) ri=) (Yi-Y) =rr=(Y — XB)'(Y — XB)

kvantifikuje velikost variability, kterou se nepodafilo LRM vysvétlit.
» Odhad rozptylu 0 nahodnych chyb
75 2 Se Se

2: frg frg
o= n—k n-—p-1

» Standardni rezidudIni chyba (residual standard error): 0 = s = V2

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) M5120 — cvigeni — Linedrni regresni model 5/24



Veli¢iny v LRM (2)

» Regresni soucet soulet Ctverci
n R =
Sy = Z(Yz‘ - Y)
i=1

kvantifikuje velikost variability, kterou se LRM podafilo zachytit. Je ddn
souttem kvadratl odchylek aproximovanych hodnot od vyb&rového priméru.

» Celkovy soucet soulet Etvercll je ndsobkem vybérového rozptylu:
n J—
Si=Y (Yi-Y)??=(n-1)Sy
i=1

» Plati: S, =S, + S,
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Koeficient determinace v LRM

» Koeficient determinace (coefficient of determination, R-squared)

Se _ S _ S,/n  ML-odhad vysvétleného rozptylu

RP=1-

S; ~ S:  Si/m_ ML-odhad celkového rozptylu

se pouziva ke kvantifikaci pomé&rné &asti variability, kterou se LRM podaf¥ilo
vysvétlit

» R?2c0,1]

» R? = koeficient mnohondsobné korelace = korelagni pom&r

» Korigovany koeficient determinace (adjusted R-squared, R-bar-squared)

) 2 n—1
RP=1-(1—-R =
( —
_ 1 S/n=k) _, s> odhad rozptylu chyb
N Si/(n—1) S%/ N vyb&rovy celkovy rozptyl
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Reseni LRM pomoci R

V R ¥esi LRM ptikaz 1m (linear model):
model <- 1m (formule, data=tabulka)

M3me-li zvlast vektor regresorii (x) a pozorovani (Y), datovou tabulku (data
frame) vytvo¥ime pfikazem: tabulka <- data.frame (x, Y)

Zapis tzv. formule pro n&které regresni funkce:

Y = By + B1x Y ~ x,nebo Y ~ 1 + x, abolutni ¢len je vkladan implicitn&
Y = Bix Y ~ 0+ x
Y =PBo+Bix+Bax> Y - x + I(x°2)
Y = B1x| Y ~ 0 + I(abs(x))
Y = Bo + B1e” Y ~ I(exp(x))
Y =Bo+B1lnx Y ~ I(log(x))

Detailni vysledky a dalsi &iselné charakteristiky ziskdame p¥ikazem
vysledky <- summary (model),
p¥ip. s parametrem correlation=TRUE pro vypoclet vybérové korelaéni matice parametr(.
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Veli¢éiny v LRM pomoci R

=)

(@,SD(/@)/T]'/P;')

RZ
(F,k—1,n—k)
(k,n —k,k)
R(B)
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MNC-odhady parametrii

odhady, smérodatné odchylky,
testy vyznamnosti, p-hodnoty

aproximované hodnoty
rezidua

stupné& volnosti

matice planu

odhad smérod. odchylky chyb
koeficient determinace
korigovany koef. determinace
celkovy F-test

stupné& volnosti

korela¢ni matice pro B
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model$coefficients
coef (model)

vysledky$coefficients
coef (vysledky)

model$fitted.values
fitted.values(model)

model$residuals
residuals (model)

model$df.residual
model .matrix(model)
vysledky$sigma
vysledky$r.squared
vysledky$adj.r.squared
vysledky$fstatistic
vysledky$df
vysledky$correlation
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Grafy regresnich funkci v R

P¥ipravime soufadnicovy systém vhodnych rozmé&rl (prvni dva vektory min—-max),
do ng&jz zatim nic kreslit nebudeme (type="n"), p¥iddme popisky:
plot (c(0,70), c(-5,60), type="n", xlab="osa x", ylab="osa y")

Pomoci bodi vykreslime data z tabulky, tzn. (x,Y). Prvni dva parametry jsou
vektory x-ovych a y-ovych soufadnic, nédsleduji grafické parametry:

points (tabulka$x, tabulka$Y, col=4, pch=24, lwd=1.5, cex=1.0)

Zvolime si dostate&n& hustou sit x-ovych soutadnic (x,):
xx <- seq (0, 70, by=0.1)

Dopotitdme k nim odpovidajici y-ové soutadnice, tzn. Y,
YY <- predict (model, data.frame (x=xx))

Vykreslime graf funkce jako k¥ivku (x*,ﬁ), podobné& jako body:
lines (xx, YY, col=2, lwd=1.5, lty=2)

Obrazek miZeme uloZit mj. pfikazem dev.copy2pdf (file="obrazek.pdf")
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LRM - priklady (1)

Datové soubory k ndsledujicim p¥ikladlim jsou dostupné na serveru v adresa¥i
/Vyuka/R/M5120/data, odkud si je zkopirujte. Pro jednotlivé soubory FeSte
linedrni regresni modely, spolitejte odhady parametrl a dalsi &iselné
charakteristiky, a modely porovnejte. Vykreslete do jednoho obrazku data i grafy
spolitanych regresnich funkci. Pozdéji p¥idejte testovani vyznamnosti modelu
(F-test) a testy vyznamnosti parametr( (-testy).

|
N

Pfiklad 1 (Datovy soubor C3H603. txt)

Pomoci regresni i pfimky (a regresni paraboly) spocitejte MNC odhady vektoru
parametrii [3 aproximace Y, rezidudlni soucty Etvercii S, a s2 v LRM (Y, X B,021).

x|40|64]34|15]57]45
Y [33]46[23|12]56 |40

Tabulka uvadi vysledky méreni zavislosti mnoZstvi kyseliny mlécné ve 100 ml krve
u matky-provorodi¢ky, x, a jejiho novorozence, Y. Obé& veli¢iny jsou uvadény jako
hmotnost v mg.
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LRM — priklady (2)

|

Ptiklad 2 (Datovy soubor roztaznost.txt)

Pomoci regresni pFimky prochdzejici pocatkem spo&‘/tejte MNC-odhady parametrii
,B aproximace Y, rezidudini soucty &tvercii S, a s> v LRM (Y, X B,721) pro data
x| 10| 20| 30| 40| 50| 60
Y | 0.18 | 0.35 | 0.48 | 0.65 | 0.84 | 0.97
Jednd se o mé&Feni koeficientu teplotni délkové roztaZnosti médéné trubky.
Teplotni rozdil od 20 °C je x, prodlouZeni tye je méFenad velicina Y.

N
| A

Ptiklad 3 (Datovy soubor palivo.txt)

Pomoci (obecne) regresni paraboly spocitejte MNC odhady vektoru parametri ﬁ
aproximace Y, rezidudini sou¢ty Etvercii S, a s> v LRM (Y,XB,c*1) pro data

x| 40| 50| 60| 70| 80| 90| 100

Y | 6.1 | 5.8 | 6.0 | 6.5 | 6.8 | 8.1 | 10.0
Jednd se o méFeni zavislosti spotfeby paliva, Y v /100 km motorového vozidla na
rychlosti, x v km/h, pFi zafazeném stejném rychlostnim stupni.
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LRM - priklady (3)

P¥iklad 4 (carb_dio.tab)

Zkoumejte zdvislost koncentrace CO, v atmosféfe v letech 1764-1995 pomoci
regresni funkce tvaru vhodného polynomu a exponenecialni funkce. Predikujte
hodnoty pro 21. stoleti.

| \

Ptiklad 5 (carbon_e.tab)

Zkoumejte zdvislost uhlikovych emisi v letech 1950-1995 pomoci regresni funkce
tvaru vhodného polynomu. Predikujte hodnoty pro 21. stoleti.

Pt¥iklad 6 (globtemp.txt)

Zkoumejte zdvislost priimérné teploty v letech 1866—-1996 pomoci regresni funkce
tvaru vhodného polynomu. Predikujte hodnoty pro 21. stoleti.

Pfiklad 7 (0oil_prod.txt)

Zkoumejte zavislost objemu vyté&Zené ropy v letech 1880-1988 pomoci regresni
funkce tvaru vhodného polynomu a exponenecidlni funkce. Predikujte hodnoty pro
21. stoleti.
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LRM — priklady (4)

U vicerozmérnych dat dale spolitejte vyb&rové korelaéni koeficienty a vyb&rové
parcidlni korela&ni koeficienty. Obdrzené hodnoty intepretujte.

Pt¥iklad 8 (population.txt)

Zkoumejte zavislost velikosti populace na Zemi na ¢ase pomoci regresni funkce
tvaru vhodného polynomu a exponenecialni funkce. Predikujte hodnoty pro
21. stoleti.

| A

P¥iklad 9 (beh.txt)

P¥iklad na vicerozmérnou regresi (maratonské b&Zkyné&, 1977). Pomoci regresnich
pFimek zkoumejte zdvislosti mezi tfemi veli¢inami: rychlost béhu, korokova
frekvence, délka kroku.

P¥iklad 10 (deti.txt)

Priklad na vicerozmérnou regresi. Pomoci regresnich pfimek zkoumejte zavislosti
mezi tfemi veli¢inami: hmotnosti ditéte, vékem a poltem bodi z diktatu.
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LRM - priklady (5)

Pfiklad 11 (domacnostil957.txt)

P¥iklad na vicerozmérnou regresi ( CSR, 1957 ). Pomoci regresnich p¥imek
zkoumejte zavislosti mezi tfemi veli¢inami: po¢tem &lend domdcnosti, pFijmy
a vydaji.

P¥iklad 12 (enrollment.txt)

P¥iklad na vicerozmérnou regresi (VS v USA). Pomoci regresnich pFimek
zkoumejte zdvislosti mezi veli¢inami: pocet pFihldsek na vysokou Skolu (ROLL),
mira nezaméstnanosti (UNEM), pocet absolventu stFedni skoly (HGRAD)

a pramérny p¥ijem (INC).
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Rozdéleni pravdépodobnosti v LRM

méame bodové odhady B chceme intervalové odhady a testovani hypotéz
teorie klasického LRM ptedpoklada € ~ N(0,0?1,,)
Potom mame: Y ~ N (X, ¢?1,)

»
>
>
» MNC-odhad B vektoru parametrii je nestranny, f ~ N (B, 2(X'X)7 Y
>
>
| 2

s2 je nestrannym odhadem rozptylu nahodnych chyb, E(s?) = ¢

5% ~ x*(n—k)

o2

nahodné veli¢iny B a s2 jsou stochasticky nezavislé

_ C/B_C/ﬁo ot ‘
»T_—S\/m t(n —k) (c € RY)
F 0 /W—l F 0
>F:(ﬁ A ) 5 ('B P >~F(m, n—k)
s m

e B* je subvektor o m slozkich

e W je tomuto subvektoru odpovidajici blok 7 x m matice (X'X)~1.
e horni index 0 zna&i zvoleny &iselny vektor, nap¥. pfi testovani vyznamnosti
dosazujeme B° = (0,---,0;), resp. B0 = (0,---,0,)’
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Testy vyznamnosti v LRM

Test vyznamnosti koeficientu f;, tj. test Hy: B; = 0 proti Hy: B; # 0:
» v T volime ¢ = e; (i-ty jednotkovy vektor), ﬁo =0
_ Ei -0 _ 1
» Ti = 57’()1/1 ~ t(n _k), vi,i = {(X/X) }i,i
Test vyznamnosti modelu, Hy: (By,...,Bp) = 0 proti Hy: 3i > 0: B; # 0:
> v Fvolime B* = (By,...,Bp), m=k—1, B = (0,...,0,)

nok St B(pn—k) = Fk—1,n—K)

> ==,
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Obecné testy parametri v LRM

Test linearni kombinace koeficientii Hy: ¢/ = ¢/B° proti Hy: ¢/B # ¢/ B°:
» ¢ € R¥ volime podle pozadované linedrni kombinace

> ﬂo volime tak, aby c’ﬁo € R byla testovana hodnota

M ~ t(n _ k)

s/ (X'X) e

» Piiklad (parabola) e Bg 4 1 = 1?7 = volime ¢ = (1,1,0)', ¢/’ =1

» Priklad (pfimka) e 289 — 31 = 10? = volime ¢ = (2,3)',¢/° = 10

> =

Vektorovy test koeficienti Hy: [/3; = B*Y proti Hy: B; + 0.

» testujeme subvektor B* o m slozkich (m < k)

() w (- 57)
s2m

> W je testovanému subvektoru odpovidajici blok m x m matice (X'X)~!

» Ptiklad e (lgo,ﬁz)/ = (0,0)/?

> Priklad o (o, 1) = (0,1)'?
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Korelaéni koeficient

Korelatni koeficient (Pearsoniv) Ryy:
C(X,Y)
» Ryy = —————
vD(X)v/D(Y)
» Rxy € [—1,‘ 1]
» je mirou linearni zavislosti ndhodnych veli¢in X, Y (s kladnymi rozptyly)
» Kovariance: C(X,Y) = E[X —E(X)] [Y — E(Y)]

Pro normding rozdélené ndhodné veli€iny Ize interpretovat pomoci LRM s regresni
funkel Y = Bo + B1X:

» Rxy =1 = pozitivni linedrni zavislost, B1 > 0 je vyznamny

» Rxy = —1 = negativni linedrni zavislost, 1 < 0 je vyznamny

» Rxy =0 = linedrni nezdvislost, B1 neni vyznamny

Obecné plati implikace: X, Y stochasticky nezavislé = Ryxy = 0 (nezdvislost =
nekorelovanost)

Pro normaln& rozdéleni ndhodng veliiny plati ekvivalence (nezévislost =
nekorelovanost)
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Vybérovy korelacni koeficient

Vybérovy korelaéni koeficient rxy:
» je empirickou analogii korelagniho koeficientu Ryy
» pro ndhodny vyb&r ((X1,Y1),...,(Xu, Yn))

> Vybgrovy rozptyl: S = - Y1 (X — X)? = -1 ( "X - niz)
» Vybérova kovariance:
Sxy = 77 L (Xi = X)(Yi = Y) = 75 (T XiY; — nXY)
» Testy pro normalné rozdé&lené ndhodné veliciny:
» Test nezavislosti Hy: Rxy = 0 proti Hy: Rxy # 0:
T=—"X  \/n_2~t(n—2)

/ 2
1—1’XY

» Test Hy: Rxy = Rg proti Hy: Rxy # Rg (tzv. Z-transformace):

1. 1+ryy 1. 14+Rp Ro
-1 21 - Vi =3 ~N(0,1
U=5ni— 2R, 2w V" 3~ NOD
Z
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Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace

Vybérovy koeficient mnohondsobné korelace ry.x:
2 -1
» ry.x = RYXRXXRXY
» je empirickou analogii koeficientu mnohondsobné korelace Ry.x

» rv.x = Ry.x = R(Y,Y)

» Ry.x € [0;1]
» Koeficient determinace: R?2 = r%,X
» pro ndhodny vyb&r ((Y1,X1),...,(Yn, Xn)') z (k+1)-rozmérého rozd&leni
» Test pro normalné rozdélené ndhodné veli¢iny Hp: Ry.x = 0 proti
Hi: Ry.x #0, tj. ize Y nezavisi na komplexu ndhodnych veli¢in X:
F=" ’; ! 13;‘ ~Flkn—k—1)

Y-X
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Vybérovy koeficient parcialni korelace

Vybérovy koeficient parcialni korelace ry 7.x:

1
ryz — RyxRyxRxz

» ryz.x =
\/(1 - RYXR)_Ql(RXY) (1 - RZXR)_Ql(RXZ)
» je empirickou analogii parcidlniho korelagniho koeficientu Ry 7.x
> ryz.x ~ RY,Z-X = R(Y* ?,Z — 2)
| 2 RY,Z'X € [—1,‘ 1]

» pro ndhodny vyb&r ((Y1,X1,Z1),..., (Yn, Xu,Zy)") z (k+ 2)-rozmérného
rozdé&leni

» Test pro normalné rozd&lené ndhodné veli¢iny Hy: Ry z.x = 0 proti
Hi:Ryz.x #0, tj. Ze Y, Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny po odetteni
(linedrniho) vlivu komplexu ndhodnych veligin X:

T:%Nt(n—k—Z)

2
\/ 1-ry7x
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Vybérové korelacni koeficienty v R

» predpoklddame, Ze v proménnych X, Y, Z mame realizace ndhodného vybéru
» cor (X, Y) = vybé&rovy korelani koeficient rxy
> Vybgrovy koeficient mnohonasobné korelace r7.(x yy
» mZ <- Im (1 + X + Y) = LRM na proménnych X,Y
> Zh <- mZ$fitted.values = Z = ,1/35 + B)\(X + ,E;Y
> cor (Z, Zh) = rz.(xyy = R(Z,2Z)
» Vybérovy koeficient parcidlni korelace ry z.x
» nY <- Im (1 + X) = LRM na proménné X
» nZ <- Im (1 + X) = LRM na proménné X
» Yr <- mY$residuals = rezidua Y — Y = Y — BE — E;;X
» Zr <- mZ$residuals = rezidua Z —Z = Z — &y — ;X
» cor (Yr, Zr) = ryz.x = R(Y — Y, Z—27)

Ondvej Pokora, PFF MU (2015) M5120 — cvigeni — Linedrni regresni model 24 /24



	resultado2: 
	hours: 
	minutes: 
	seconds: 
	cronohours: 
	cronominutes: 
	cronoMinutes: 
	crseconds: 
	day: 
	month: 
	year: 
	button1: 
	button2: 
	separatordate: /
	separatortime: :
	cronobox: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 
	hours: 
	minutes: 


