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Kapitola 1

Explicitni rovnice prvniho radu

1.1 Separovatelné rovnice

1.1.1 Rovnice typu 2’ = f(t)

Jednd se v podstaté o rovnost, jiz je definovana primitivni funkce k dané funkci f. Obecné
FeSeni této rovnice tedy je

x(t) = /f(t)dt
a partikularni feseni spliujici po¢atecni podminku
x(0) = xo (1.1)
je ddno urcitym integralem
¢
x(t) = z9 + / f(r)dr;
to

samoziejmeé za predpokladu, Ze prislusna primitivni funkce nebo urc¢ity integral existuji.

Priklad:

Reseni rovnice

je dano integralem

dt 2sds ds
0 — — -2 — 2arct C = 2arctg vVt + C
x(t) /ﬂ(1+t) /s(l—i—sz) /1+32 arctg s + arctg V't + C,

kde C je integra¢ni konstanta; pii vypocétu jsme pouzili substituci s = v/%. |

Pfiklady na uziti rovnice tohoto typu je nalezeni rovnice kiivky traktrisa (tractrix) 5.1
nebo Ciolkovského rovnice 5.2.
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1.1.2 Rovnice autonomni 2’ = g(z)

Na pravé strané autonomni rovnice neni explicitné pritomna nezévisle proménna ¢. Derivaci
vyjadiime jako podil diferencialti a rovnici prepiSeme do tvaru

dx
E - g(l’)7
ktery formalné upravime na tvar
dz
— =dt;
g(x)

ﬁ, na pravé diferencial nezavisle proménné. Z rovnosti
g(x
diferencialti funkci plyne rovnost ptislusnych primitivnich funkci

/ dr_ / dt.
g(x)
Touto rovnosti je implicitné zapsano reseni dané diferencialni rovnice.

Pii hledani Feseni autonomni rovnice s po¢ateéni podminkou (1.1) takovou, ze g(xg) # 0,
nahradime neurcité integraly urcitymi. Na levé strané integrujeme v mezich od zg do x a na
pravé v mezich od ¢y do t; pfitom musime pfeznacit integracni proménné. Reseni pocateéni
ulohy je tedy imlicitné dano rovnosti

na levé strané je diferencial funkce

T t

a ponévadz integral na pravé strané lze snadno vyjadrit, zapiSeme FeSeni pocatecni tlohy

v implicitnim tvaru
d
/_5 — 1 — 1. (1.2)

Priklad
Resme pocatecéni tilohu
P =x—23 2(0)= %

V tomto p¥ipadé je tg = 0, 29 = %, g(z) = z — 23. Na pravé strané rovnosti (1.2) je nyni t a
na jeji levé strané je

[ de (1 1 1 e 1 a?
/ 5—53_/<2_2<§+1>_2<§—1>>d§‘[51“152—1\}5:%_5<ln1—w2+ln3>’

2 2

nebot z(t)2—1=1—1< 0 pro ¢t =0 a tedy v okoli 0 je |2(t)> — 1| = 1 — z(t)?. Regeni tilohy
je proto implicitné dano rovnosti

1 z?

2 <1n1—3:2 —|—1n3> —h
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po upraveé
2

x
2t —In3 =1 .
. R

z? 1.92¢ e, oy o
1 5 = z€~, takzZe FeSeni tlohy muZeme napsat v explicitnim tvaru
-

Odtud vyjadiime

1
r(t) = ——.
®) V14 3e 2 "

1.1.3 Rovnice se separovanymi proménnymi 2’ = f(t)g(x)
Tuto rovnici mtiZzeme pomoci diferencidli zapsat ve tvaru

dx
& = 1),

Za ptredpokladu g(x) # 0 mizeme rovnici formalné prepsat na tvar

dz

g(@) ~ f)dt

a po integraci obou stran dostaneme

/% — /f(t)dt. (1.3)

Touto rovnosti je implicitné zadédno néjaké feseni dané rovnice.

Rovnosti g(z) = 0 je implicitné zadéno singuldrni (konstantni) feseni. Poznamenejme, Ze
singularni feSeni mutize, ale nemusi, byt zahrnuto v feseni (1.3) pro néjakou volbu integracéni
konstanty. Pokud je singularni feseni zahrnuto ve formuli (1.3), pak je rovnosti (1.3) implicitné

zadano obecné reSeni dané rovnice.
x dé‘ t
— = [ f(r)dr
/ 9(§) / (r)
0

Rovnosti
zo

je implicitné zadano partikularni feseni dané rovnice, které spliiuje poc¢ateéni podminku (1.1)
takovou, ze g(zg) # 0. Pokud g(x¢) = 0, pak FeSenim dané rovnice s pocéateéni podminkou
(1.1) je konstantni funkce x(t) = zp.

Pov§imnéme si, ze rovnice typu 1.1.1 bez hledané funkce na pravé strané je zvlastnim
pfipadem rovnice se separovanymi proménnymi a s g(x) = 1; rovnice autonomni 1.1.2 je
specidlnim piipadem rovnice se separovanymi proménnymi a s f(t) = 1.

Priklad na uziti rovnice se separovanymi proménnymi je uveden v 5.5.

1.1.4 Rovnice typu 2’ = f(at + bx + ¢)

Pokud b = 0, jedna se o rovnici tvaru 1.1.1.
Necht b # 0. Zavedeme novou nezndmou funkei v = u(t) rovnosti

u = at + bt + c.
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1 1

Pak je z(t) = g(u(t) —at —c¢) a tedy o’ = E(u’ — a). To znamend, ze dand rovnice se
transformuje na tvar

1

L' —a) = f(u),
po upraveé

u = bf(u) + a,
coz je rovnice autonomni 1.1.2.
rd . / x

1.1.5 Homogenni rovnice 2’ = f n

t
Zavedeme funkci u = u(t) = # Pak z(t) = tu(t), ' = u+ tu'. Dosazenim do ptvodni

/ f (u) —u
o=
coz je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.

Piikladem na uziti homogenni rovnice je Archimédova tloha 5.3.

rovnice dostaneme

at + bx + ¢
1.1.6 Rovnice typux’:f( rorT )

at + fxr 4+
at + bx
at + pBr

a+by . . )
=f a dana rovnice je homogenni.

1.c:7:0.Pakf< E:
aT P

a_ f
"
b

2. C2+’)’27é0, E:

Zavedeme funkci v = u(t) = at + bz. Pak v/ = a + b2’ a tedy 2/ = —— ?  Dosazenim

do piivodni rovnice dostaneme
u—+c
/
u = a+bf ,
ku +
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci u.

3. 2 +~72#0, aB # ba.

Necht m a n jsou FeSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic

am—+bn = —c
am+fn = —v.
Zavedeme funkce u = u(t) =t —m
v=2o(t) =2 —n.
Pak dt = du, dx = dv,
at+bxr+c=alu+m)+bv+n)+c=au+bv+(am-+bn)+c=au+bv,
at+pr+y = alu+m)+5(v+n)+y = autPv+(am+bn)+v = au+Pu

Dana rovnice ptejde na tvar
dv _ g au + bv
du au+ Bo

coz je rovnice typu 1. pro nezndmou funkei v = v(u).
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1.2 Exaktni rovnice

Exaktni diferencialni rovnice v explicitnim tvaru je

) = _fly) (1.4)

g(x,y)

Funkce f a g pfitom spliiuji podminku

Of (x,y) _ d9(x,y)
oy ox

. (1.5)
Obvyklejsi implicitni tvar exaktni rovnice je

[, y) + g(z,y)y = 0.

Jeho vyhodou je skutecnost, ze neni tieba predpokladat nenulovost funkce g.

dy f(z,y)

Rovnici (1.4) lze také pfepsat pomoci diferenciali — = —
dz. g(z,y)

f(z,y)dx + g(z,y)dy = 0. (1.6)

Za podminky (1.5) je vyraz na levé strané totalnim diferencidlem néjaké funkce F' dvou pro-
ménnych (sr. napt. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidalni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno
1999, kap. 4), pro kterou plati dF'(z,y) = 0. Obecné feseni dané rovnice je tedy implicitné
zadano rovnosti F'(z,y) = C, kde C' je redlna konstanta.

a pak formalné upravit

na tvar

Priklad x(CEQ + yQ — az) + y(a:Q + yQ + a2)y/ -0
V tomto piipadé je f(z,y) = z(2* +y* — ), g(z,y) = y(«® + y* + a?). Plati

af dg
ay = 2xy, 9 2xy,

takze podminka (1.5) je splnéna. Diferencialni tvar dané rovnice je
z(2® +y? — a®)dx + y(2® + y* + a®)dy = 0.
Pro kmenovou funkci F' = F(z,y) diferencidlu na levé strané plati

g—i = 2(2® +y* — a?), 86—1; = y(a® +y* + a?).

7 prvni rovnosti vyjadiime
Fa.g) = [ oa® + 52— e = ko' 4§20 = @) + (o)
a dosadime do druhé rovnosti
2y + ¢ (y) = y(a® + y* + a?).
Tim dostavame obycejnou diferencidlni rovnici

dy

_ .3 2
dy_y +a%y
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pro dosud neznadmou funkci . Reseni této rovnice je podle 1.1.1 dano integralem
p(y) = /(yg +a’y)dy = iy‘i + %a2y2 + const.
Celkem dostavame
F(z,y) = 22t + 322 (y* — a®) + 2yt + 2a®y* +const = (2442229 +y*) + Sa® (y* — 2%) + const.
Obecné feseni dané rovnice je tedy implicitné dano rovnosti
(3:2 + y2)2 + 2a? (y2 — x2) =C,
kde C' je libovolna konstanta. |

x
Jesté si povSimnéme, Ze rovnici i o(t)(z) se separovanymi proménnymi (sr. 1.1.3)

miizeme prepsat do tvaru

p(t)dt — ﬁdx = 0.

Pritom plati
0 o 1

takze se jednd o rovnici exaktni. Rovnice se separovanymi proménnymi je tedy zvlastnim
pripadem rovnice exaktni.

1.2.1 Integracni faktor

Pokud funkce f a ¢g v rovnici (1.6) nespliuji podminky (1.5), tj. pokud rovnice tvaru (1.6)
neni exatni, lze z ni nékdy rovnici exktni u¢init tim, Ze ji vynasobime néjakou vhodnou funkci
P = P(x,y). Pokud takova funkce existuje, nazyvame ji integracéni faktor.

Rovnice (1.6) vynasobena funkci P ma tvar

fP+gPy =0
a aby tato rovnice byla exaktni, musi platit
orp _ agP
oy Ox
Parcialni derivace soucint rozepiseme a podminku upravime na tvar

P<%_@>298P oP

— — f—=. 1.
dy Ox ox oy (17)

To je parcialni diferencialni rovnice pro neznamou funkci P. Ve specialnich pfipadech — pokud
funkce P zavisi pouze na jedné z proménnych z, y — se vSak muze stat diferencialni rovnici
obycejnou.
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1. Integraé¢ni faktor P zavisi pouze na proménné x, P = P(x).
V tomto piipadé je
oP oP dP
_— = 0’ —_— = — = P,
oy Oor dx
a rovnice (1.7) je tvaru
1dP 1 /0f dg
Pdr g¢g\oy 0z)°
Vyraz na levé strané této rovnosti zavisi pouze na proménné . Aby rovnost mohla byt
splnéna, musi vyraz na jeji pravé stran€ také zaviset pouze na proménné x. Dostavame
tak zavér: Pokud vyraz ma pravé strané rovnosti (1.8) nezdvisi na proménné y, pak
existuje integracni faktor P = P(x) rovnice (1.6); najdeme ho jako Teseni obycejné
diferencidlni rovnice (1.8).

(1.8)

2. Integracni faktor P zavisi pouze na proménné y, P = P(y).
V tomto piipadé je
oP dP oP
— =—=P., —=0
oy dy ox

a rovnice (1.7) je tvaru

Pdy f\ox Oy (1.9)
Vyraz na levé strané této rovnosti zavisi pouze na proménné y. Aby rovnost mohla
byt splnéna, musi vyraz na jeji pravé strané také zaviset pouze na proménné y. Odtud
usoudime: Pokud vyraz na pravé strané rovnosti (1.9) nezdvisi na proménné x, pak
existuje integracni faktor P = P(y) rovnice (1.6); najdeme ho jako Teseni obycejné
diferencidlni rovnice (1.9).

1dP 1 <8g 8f>

Piiklad:
22y + (y* —2*)y’ =0
Mame f(z,y) = 2zy, g(z,y) = y* — 2*, takze

of _
By_

9 _

2x, =
v ox

—2x

a dané rovnice neni exaktni. Avsak vyraz

1 /09 Of 1 2

() = () = -2

f\ox Oy 2xy Y
z&visi pouze na proménné y. Existuje tedy integracni faktor P = P(y) zadané rovnice. Ten je
FeSenim obycejné diferencialni rovnice

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, jejiz feseni je podle 1.1.3 implicitné dano rovnosti

dP d
— =2 —y, tj. In|P| = —21In |y| + const.
P y
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Odtud dostaneme In y?|P| = const a tedy

Staci volit const = 1.
Danou rovnici vynasobime ziskanym integra¢nim faktorem P(y) =y~ 2 a dostaneme

9 2
=4 (1 - %) Y =0. (1.10)

Ponévadz plati

P _ w0 P\ :
dyy  yr O y? y?’
je rovnice (1.10) exaktni. Najdeme kmenovou funkci F' = F(z,y) diferencialu

2 2
“da + (1 - x—2> dy.
) Y

Postupné vypocitame

2

oF 2z 2x T

— = tedny,y:/—de——HOya
OF 22 , 22
— =4+ =1-5, tedy ¢ =1, ¢(y) =y + const.
dy y? @) y? )

Obecné feseni dané rovnice je proto implicitné dano rovnosti

xZ

— 4y = const.
Y

Oznacéime-li const = 2C, dostaneme 22 + 32 — 2Cy = 0, neboli

2?2+ (y—C)? =C2 [ |
Priiklad:
(a(z)y + b(z))dz —dy = 0 (1.11)
Mame f(z,y) = a(z)y + b(x), g(x,y) = —1 a tedy
of _ 9 _

ay - CL((E), 827 - 05

takze rovnice (1.11) obecné neni exaktni. AvSak vyraz

1 <af(m,y) B 39(%?/))

g(z.y) \ 9y ox )~ @
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nezavisi na proménné y. Existuje tedy integra¢ni faktor P rovnice (1.11), ktery je funkci jedné
proménné z a je feSenim diferencialni rovnice

1
FPI = —a(z), tj. P'=—a(z)P.

To je rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feseni je podle 1.1.3 implicitné dano rovnosti

P ato

Neurc¢ity integrél na levé strané je roven In|P| 4 const, kde const je libovolna integracni
konstanta. Tedy

In|P|+ const = —/a(:v)d:c,

Pl = exp <const— / a(:c)d:c),
P = const-exp (- / a(ac)dx).

V posledni rovnosti staci zvolit const = 1 a dostaneme integracni faktor

Plz) = exp (- / a(x)dx).

(a(z)y + b(z))e” Ja@dz gy _ o= Ja@)dzg, — g
je jiz exaktni. Najdeme kmenovou funkci F' = F(z,y) diferencidlu na levé strané rovnice.
OF
dy
OF
or

Rovnice

= —e~ /@& tedy Pz,y) = —ye~ [ @ 4 p(2),

—y(— a(@))e™ 2O 1 of (@) = (alw)y + bla))e S,

tedy
¢ (@) = bla)e ),

Reseni této jednoduché diferencilni rovnice je podle 1.1.1 ddno neuréitym integralem

o(x) = /b(x)efa(m)dmdx
a FeSeni rovnice (1.11) je implicitné ddno rovnosti
—ye—Ja@)dr | /b(x)efa(m)dmdx =—-C.
Z ni muzeme vypocitat feSeni rovnice (1.11) ve tvaru
y(x) = <C + / b(m)efa(m)dmdx> o J al@)dz

kde C' je libovolna konstanta. |
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1.3 Linearni rovnice

Linedrni diferencidlni rovnice proniho 7adu je tvaru
' =a(t)x +b(t); (1.12)

na jeji pravé strané je polynom prvniho stupné v proménné z, tedy linearni funkce. Pokud je
funkce b na pravé strané rovnice (1.12) identicky nulové, b(t) = 0, nazyvame rovnici homo-
genni, v opac¢ném pripadé nehomogenni.

1.3.1 Linearni homogenni rovnice 2’ = a(t)x

Je to rovnice se separovanymi proménnymi. Partikularni feseni této rovnice s poc¢atecni pod-
minkou (1.1) je:

x t
g

£ = / a(r)dr

xo to
t

Inzx —lnzy = /a(T)dT
to
t

x = xoexp/a(T)dT

to
Obecné feseni homogenni linedrni rovnice lze tedy zapsat jako

t

r = Cexp/a(T)dT, (1.13)

to

kde C' je libovolna tg je néjaké ¢islo z definiéniho oboru funkce a.

1.3.2 Linearni nehomogenni rovnice ' = a(t)z + b(t)

Uvedeme tii mozné zpiisoby nalezeni feSeni linedrni nehomogenni rovnice. V prvnich dvou
predpokladame néjaky tvar vysledku; za takovymi predpoklady jsou dvé rizné mozné inter-
pretace nehomogenni rovnice. TTeti metoda je obecné. Oc¢ekévany tvar feseni a jeho nasledné
konkrétni vyjadreni ponechava nejistotu, zda by nemohlo existovat také néjaké jiné reSeni.
Prvni dvé metody tedy odpovidaji na otazku po existenci feseni, tfeti metoda ukazuje jedno-
znacnost feseni.

Duhameliv princip
Nejprve budeme hledat feseni nehomogenni rovnice (1.12) se speciélni poéateéni podminkou
x(tp) = 0. (1.14)

MiuZeme si predstavovat, ze rovnice s touto poc¢ateéni podminkou popisuje (modeluje) néjaky
proces, pii kterém mé veli¢ina x na pocatku (v ¢ase ty) nulovou hodnotu a v prubéhu ¢asu
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se v ni akumuluji (integruji) néjaké vnéjsi vlivy. Budeme tedy ocekavat, ze feSeni xp rovnice
(1.12) s pocateéni podminkou (1.14) je tvaru

t
xp(t) = /w(t,s)ds,
to
kde w je zatim neurcena spojita funkce dvou proménnych. Takto zavedend funkce xp samo-
zfejmé spliiuje poc¢ateéni podminku (1.14). Podle véty o derivaci integralu podle parametru
plati

t
ow(t

rp(t) = w(t, t) + / %ds.

to

Aby byla splnéna rovnice (1.12), musi platit

w(t,t) + / %ds:a@) / w(t, s)ds + b(L),

to to

nebo po uprave
¢

w(t,t) — b(t) = / <a(t)w(t,s) - %) ds.

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz

w(s,s) = b(s) (1.15)
pro vSechna s a
% = a(t)w(t, s) (1.16)

pro vSechna t € R a vSechna s € (tg,1).

Nyni budeme proménnou s povazovat za parametr a proménnou ¢ za nezavisle proménnou.
Rovnici (1.16) tedy chapeme jako obyéejnou diferencidlni rovnici pro nezndmou funkei w
nezavisle proménné t. ktera také zavisi na parametru s. Je to rovnice linedrni homogenni,
pocatecni podminka je dédna rovnosti (1.15) — je-li poGatecni ¢as ty roven parametru s, je
hodnota funkce w rovna hodnoté b(s). Reseni poc¢atecni tilohy pro linearni homogenni rovnici
bylo v 1.3.1 odvozeno ve tvaru

t

w(t,s) = b(s) exp/a(T)dT.

S
Dostavame tak feSeni xp pocatecni tlohy (1.12), (1.14) ve tvaru

t

t
xp(t) :/b(s)esfa(T)des.

to
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Jiz také vime, 7Ze feSeni xj linedrni homogenni rovnice 2’ = a(t)z s obecnou pocateéni pod-
minkou (1.1) je

Nyni snadno ovérime, ze funkce
t
J a(r)dr t fta(T)dT
z(t) =xn(t) + xp(t) = zoe' + / b(s)es ds
to

je FeSenim tulohy (1.12), (1.1). Vskutku

a'(t) = 2y (t) + 2p(t) = at)zu(t) + a(t)zp(t) + b(t )
= a(t)(zu(t) + zp(t)) + b(t) = a(t)z(t) + b(t),

x(tg) = xzg(to) + xp(to) = o + 0 = xo.

Tento vysledek muzeme precist tak, ze Teseni nehomogenni linedrni rovnice (1.12) s pocd-
tecni podminkou (1.1) je souctem teSeni homogenni rovnice s touto pocdatecni podminkou a
nehomogenni rovnice s nulovou pocdtecni podminkou.

Resen{ poc¢atecni tlohy (1.12), (1.1) jsme dostali ve tvaru

fta(T)dT t fta(T)dT
x(t) = zpe'o —i—/b(s)es ds. (1.17)

to

Metoda variace konstanty

Reseni hleddme ve stejném tvaru (1.13), v jakém je feSeni rovnice homogenni, avsak hodnotu C'
nepovazujeme za konstantni, ale za proménnou (zavislou na nezavisle proménné t). Muzeme
si pfedstavovat, ze nehomegenita b v rovnici néjak perturbuje (pozméni, rozkolisé, porusi

..) FeSeni ,Cisté, neporusené” linearni rovnice. Z této tvahy plyne nazev metoda variace
konstanty. Reseni tedy ocekdvame ve tvaru

o(t) = C(t)exp / o(7)dr.

to

Pak 2/ = (C'(t) + a(t)C(t)) exp f 7)d7. Dosazenim do dané rovnice dostaneme
to

(C'(8) + a(t)C (1)) exp / a(f)dr = a(t)C(t) exp / a(r)dr + b(t),

to
to

Ct) = b(t)exp / o(7)dr,

t
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coz je rovnice typu (1.1.1). Integraci v mezich od ¢y do t dostaneme

C(t) — Clty) = j b(a)expfa(T)dT do

Obecné feseni nehomogenni rovnice tedy je

t to t

2(t) = |const+ / b(o) exp / a(r)dr | do| exp / a(r)dr

to o to

a partikularni Feseni spliiujici poc¢ateéni podminku (1.1) je

2(t) = |zo+ j b(a)expfa(T)dT do | exp /t a(r)dr. (1.18)

Uziti integra¢niho faktoru

Linearni rovnici (1.12) muzeme (pfi zméné oznaceni proménnych) prepsat v ,diferencidlnim
tvaru® (1.11). Tuto rovnici lze vynasobit integra¢nim faktorem

P(t) = exp <_ / a(t)dt>

U linearni rovnice neni tfeba hledat kmenovou funkci prislusného diferencialu, staci rovnici
integra¢nim faktorem vynasobit a postupné upravit:

a tak prevést na rovnici exaktni.

2 —alt)r = bt / e Jahdt
x/e—fa(t)dt B a(t)xe_f“(t)dt _ b(t)e—fa(t)dt

di (xeffa(t)dt) _ b(t)effa(t)dt
t

xe—fa(t)dt _ /b(t)e_f“(t)dtdt

o efa(t)dt /b(t)efa(t)dtdt

Tim jsme dostali obecné FeSeni linearni rovnice (1.12) ve tvaru neurcitych integralia. Pfi
hledéni partikularniho feSeni rovnice (1.12) s po¢ate¢éni podminkou (1.1) postupujeme analo-
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gicky:
fta(’r)dr
2(t) —a(t)z = bt) /e '
[ a(r)dr — ft a(r)dr — ft a(r)d
2 (t)e ‘o —a(t)x(t)e ' = b(t)e "o
d 7fta(7—)d7- ; fj a(r)dr
— to = 0
gy x(t)e (t)e
t t s
— [a(r)dr — [a(r)dr
x(t)e 'o —x(ty) = /b(s)e fo ds
to
fta(T)dT ! —7 a(r)dr
z(t) = e’ mo—i—/b(s)e fo ds (1.19)

Tfemi riznymi postupy jsme dospéli k vyjadieni FeSeni pocateéni tlohy (1.12), (1.1) pro
linearni rovnici. Snadno nahlédneme, ze vysledky (1.17), (1.18) a (1.19) jsou stejné.

Jsou-li koeficienty linedrni rovnice konstantni, a(t) = A, b(t) = B, pak je jeji partikularni
feSeni s poc¢ateéni podminkou (1.1) déno formuli

B _ B
x(t) = (xo + Z) eA(t to) - Z .

Priklad na uziti linedrni rovnice je 5.6.

1.4 Bernoulliova rovnice 2/ = a(t)x + b(t)z", r € R

1 1 1
Zavedeme funkci u = u(t) = x(t)}~". Pak x = uT—r, 2’ = . w1/, Dosadime do dané
—r

rovnice:

ul-ru' = a(t)uﬁ + b(z‘/)uﬁ / (1— 7")uﬁ
v o= (1—nr)a(t)u+ (1 —7)b(t).

To je linearni rovnice pro neznamou funkci u.
Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, lze pouzit substituci

pak
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a tedy

1

) (D) ) (-5

1, A Ay — B
- = (A+B
r—17 ( * Ay — B> A
r o, A%y — AB+ AB Ay — B
1—+7 = Ay— B A
y o= (1-r)Ay,
coz je linearni homogenni rovnice.
Priklady na uziti Bernoulliovy rovnice jsou 5.6 a 5.7.
1.5 Cviceni
Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)
d
1) 2t(22 — 3)dt + (2 + 1)dz = 0 2) d—f = et=@
241
3) te’dx + i dt =0 HV1+t2de +vVa2 —1dt =0
dt  t+4+a
5) t2d 2 —tx)dt =0 6) — =
) t°dx + (x x) ) dg p—

7) <tsin%—xcos%)dt—i—tcos%dx:O 8) 2d—g;—x:et/2

9) tdx + xdt = sintdt 10) (t —1)32" +4(t - 12z =t +1

11) e?*dt + 2(te* — x)dz =0 12) (22 + 1)dt + (2tx + 1)dz =0

13) (t +z)dt + (t + 2*)dz =0 14) tdz — xdt + t3dt = 0

15) (12 +t — x)dt + tdz = 0 16) (cost + xcost)dt +dz = 0; z(7w/2) =0

17) o' + 2z = t; x(0) =2 18) (t +2x)dt + (x +2t)de =0; z(1) =1

19) Urcete konstanty a, b, c tak, aby rovnice (at? + bx?)dt + ctzdx = 0 byla exaktni a
vyteste ji.

Vysledky:
3 C ¢
1 C t+C

5)x = Wi+ C 6)§ln(t2 +2?) + arctg% =C Tx= tarcsin? 8)x = +Tet/2

C — cost t3—3t+C 2+ C C—z t2 x3
N)r=——10)0 = ———~F— 11)t = 2z 12)t = 13)—+t —=C
) )= Y ¢ V=g Byt

t* 2 1—sint t 9 o 1

14)$:Ct—5 15)z =Ct —t* —tln|t| 16)z = e " -1 17)z = §—|—Ze ~1

t3
18)z =312 + 6 — 2t 19)c = 2b; % + btz =C
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KAPITOLA 1.

EXPLICITNI ROVNICE PRVNIHO RADU



Kapitola 2
Implicitni rovnice prvniho radu

Tyto rovnice nazyvame také diferencidlni rovnice nerozresené vzhledem k derivaci. Jedna se
o rovnice tvaru
F(t,z,2') = 0. (2.1)

Obecny postup pti Feseni téchto rovnic spoc¢iva v zavedeni funkce p = p(t) = 2/(t) a nasledném
derivovani rovnice

F(t,(t). p(t) =0

podle proménné ¢. Timto zptsobem se v nékterych pripadech podari najit feseni dané rovnice
v parametrickém tvaru

t = op),
r = Y(p);

proménnou p pritom povazujeme za parametr. Uvedeny postup je pouzitelny zejména v pii-
padech, kdy lze z rovnice (2.1) vypo¢itat proménnou ¢ nebo x, viz 2.1.

Je-li funkce F' polynomem v proménné z’ s koeficienty zavisejicimi na proménnych ¢ a x,
neni potfeba prepsanou rovnici

n
F(t,l’,p) = Za’i(tvx)pi =0
=0

derivovat podle proménné ¢; postup feseni ukdzeme v 2.3.

2.1 Rovnice rozresené vzhledem k ¢t nebo =

2.1.1 Implicitni autonomni rovnice = = f(z')

Oznacéime p = p(t) = 2/(t), rovnici pfepiSeme do tvaru

a zderivujeme podle proménné ¢,



18 KAPITOLA 2. IMPLICITNI ROVNICE PRVNIHO RADU

Pokud je f’ (p(t)) = 0, tj. pokud je funkce f nekonstantni, muzeme z posledni rovnice vypo-
¢itat p/(t). Dostaneme tak explicitni autonomni diferencialni rovnici pro neznamou funkei p

ve tvaru
p/ — L
f'(p)’
kterd ma podle 1.1.2 feSeni dané implicitné rovnosti
_ [ pdp
f'(p)

To je parametrické vyjadieni ptivodni nezavisle proménné ¢. Pivodni zavisle proménna z je
parametricky vyjadiena danou rovnosti

z = f(p).

Povsimnéme si, Ze integrac¢ni konstanta se objevuje pouze u nezavisle proménné ¢. Tato kon-
stanta je aditivni. To znamend, ze feSeni autonomni rovnice je invariantni vzhledem k posunuti
v nezavisle proménné.

Pokud je nula v definiénim oboru funkce f, pak je také konstantni funkce x = f(0) feSenim
dané rovnice.
Pi#iklad: z2’ —2(2/)*+2=0
S oznacenim p = x’ tuto rovnici piepiseme jako

xzp—2p* +2=0.

Vidime, Ze p = 0 neni kofenem této (algebraické) rovnice. Miizeme proto vypocitat

4
—1
z=2L (2.2)
p
Tuto rovnost derivujeme podle proménné ¢ a upravime:
4p3p — (p* —1
o o P (219 )p/
p
_ i+l
b= p? dt
3pt+1
a = 222 gy
p
1 3p? 1
t = 2 I+ —=|dp = 2| ——— C
/<p+p3> Y (2 2p2>+
3pt—1
t = pp2 +C. (2.3)

Rovnostmi (2.3) a (2.2) je vyjadfeno Feseni dané rovnice v parametrickém tvaru. [
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2.1.2 Rovnice tvaru z = f(t,2')

Pii oznaceni p = 2’ méme rovnici
z = f(t,p), (2.4)

nebo podrobnéji
(t) = f(t,p(1)),

kterou derivujeme podle proménné ¢. S vyuzitim ,Fetézového pravidla® pro derivaci slozené
funkce dvou proménnych dostaneme

p(t) = Filtp(0)) + Ty (t0(0) - (2.5

Pokud je p # fi(t,p), pak rovnici (2.5) pfepiseme do tvaru

g _ fp(tap)
dp  p— fit.p)’

coz je explicitni diferencialni rovnice pro nezndmou funkci ¢ jedné proménné p. Najdeme jeji
feSeni t = (t) a dosadime ho do dané rovnice (2.4). Dostaneme tak feSeni dané rovnice
v parametrickém vyjadfeni

kde proménnou p povazujeme za parametr.

Priklad: z = 2tx’ — lna’

Oznacime p = 2/, rovnici prepiSseme, zderivujeme obé jeji strany podle proménné ¢ a upravime:

r = 2tp—Inp,
dp 1dp
= 2p4+2t— — ——
b P T par

1\ dp
—-p = (20—=)=.
P ( p> di

Ponévadz hodnota p je argumentem logaritmu, musi byt p > 0. Rovnici tedy mtizeme déle

upravit na tvar

dt 2t+1
dp p  p?

coz je linearni rovnice, ktera méa podle 1.3 feSeni

t=_4 =,
p P2

Toto vyjadreni dosadime do dané rovnice a dostaneme

1
x:2<—+%>p—lnp:2<1+g>—lnP.
p P p
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Obecné Teseni dané rovnice v parametrickém tvaru tedy je

_ p+C
t = 2
C
r = QIL—lnp.
p

V tomto pfipadeé lze parametr p eliminovat. Z prvni rovnice vypocitame

1+V1+4Ct

P= 2

a dosadime do druhé. Po upravach dostaneme

1+1+4
x(t):li\/1+40t—ln—+ct.

2t

Reseni se znaménkem ,+“ je definovino na intervalu (0,00) a integracni konstanta C' mtize

byt libovolnd; feseni se znaménkem ,,—“ je definovdno na intervalu <— ] a konstanta

00, —
T4C
C musi byt zdporna.

2.1.3 Rovnice tvaru t = f(z,2')

Oznacime p = 2/ a dostaneme rovnici

t=f(z,p),
kterou zderivujeme podle proménné ¢,
dx dp
1= — —.
Ponévadz plati
dz dp dpdx  dp

p

at At dzdt Paz

miuizeme predchozi rovnici upravit na tvar

d
1 =pfe(z,p) + pfp(w,p)é,

tj.
dz _ 1-pfa(z,p)
dp pfp(x,p)

coz je rovnice explicitni pro nezndmou funkci = s nezéavisle proménnou p. Jeji feseni oznacime
1 (p). Reseni dané implicitni rovnice mé tedy parametrické vyjadreni

t = f(lf)(p),P),
r = (p)
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Piiklad: ¢ = (v — 2/)2’

Oznadéime p = 2/, rovnici pfepiSeme, zderivujeme podle proménné ¢ a upravime:

t = (x—pp
dp dp
1 = pP+at —2p—
R T T
dp
1-p* = (33—210)5
dp
1-p* = (33—22?)@
2 2, dp
1-p° = (ap-2p7) 7

Predpokladejme nejprve, ze p?> # 1. Pak lze rovnici déle upravit na tvar

dz P 2p?

p— xr — R
dp 1-—p2? 1—p2

coz je linearni rovnice pro neznamou funkci x proménné p. Jeji feSeni najdeme uzitim inte-
gracniho faktoru:

2

dz P 2p 3
i - 2 —1
dp+p2—1$ p?—1 / b
2
/p2_1d_x_|_¢x — L
dp  /p2 -1 Vp?—1

L) - 2

/1
2j[ p*dp
V2 —1
r = -— <p,/p2_1 —i—ln‘p—i— \/pz—l‘—i—const)

1

V-1

1
p+—7§fﬁﬁn0(p+\ﬁﬂ—l)

Vyjadfeni proménné ¢ jako funkce parametru p dostaneme dosazenim tohoto vyrazu do dané
rovnice. Reseni dané rovnice v parametrickém tvaru tedy je

t = %1110(}9—1—\/192—1),

r = p—i—ﬁln(](p—k\/p?—l).

Jesté poznamenejme, ze parametr p se pohybuje v intervalu (0,1) nebo v intervalu (—1,0) a
integra¢ni konstanta C je nenulova a ma stejné znaménko jako parametr p.

Nyni vySetiime zatim vyloudeny p¥ipad p> = 1. Pokud p = 2/ = 1, pak 2 = t+ A a
dosazenim do dané rovnice dostaneme t = (t + A — 1), takze A = 1. Dalsi feseni dané rovnice
je tedy dano explicitné rovnosti

r=t+ 1.
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Pokud p = —1, pak © = —t + B a dosazenim do dané rovnice najdeme B = —1. Tteti feSeni
dané rovnice tedy je

r=—t—1.
[ |

2.2 Rovnice Clairautova a Lagrangeova

2.2.1 Clairautova rovnice z = ta’ + g(2')

Rovnici z = tp + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

p = p+t—+g()

0 = (t+4(p) %

d
Musi tedy byt d_]t) = 0 nebo t = —¢'(p).

7 prvni rovnosti a dané rovnice dostaneme obecné Teseni
z(t) = ct+ g(c),

kde ¢ € R je libovolna konstanta; z druhé rovnice dostaneme parametrické vyjadieni singu-
larniho feseni

t = —4'(p)
r = —pg'(p)+9p),

kde p je parametr.

2.2.2 Lagrangeova rovnice x = tf(z') + g(z')

Rovnici z = tf(p) + g(p) derivujeme podle proménné t:

d
+4(p)L

p = 0O S

dt
P I = (170 +d )Y

Maé-li rovnice p— f(p) = 0 feSeni p = ¢, pak x(t) = ct+c; je singuldrnim FeSenim dané rovnice.
Konstantu ¢; uréime dosazenim do dané rovnice:

cd+c = tf(e)+g(c)
a = t(f(e) =) +g(e)

a ponévadz f(c) = ¢, je c; = g(c). Singularni Feseni Lagrangeovy rovnice tedy je

x(t) = ct+g(c),
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kde ¢ je feSenim rovnice ¢ = f(c) (je pevnym bodem funkce f).
Pro p # f(p) dostaneme
. tf'(p) +4'(p)

dp p—flp)

coz je linedrni rovnice pro neznamou funkci ¢ nezévisle proménné p. Oznacime-li jeji Feseni
t =t(p) = ¢(p), pak

= o(p)
r = f(p)el)+9p)

je parametrickym vyjadrenim obecného reSeni Lagrangeovy rovnice.

2.3 Rovnice tvaru F,(z') =0

Necht P, je polynom stupné n, jehoz koeficienty jsou funkcemi proménnych ¢ a x definovanymi
na néjaké oblasti v R2. Hleddme tedy feSeni rovnice

m—1 m—2

2" a1 (t,x)T + an—ao(t,z)x + - +ar(t,z)r’ + ao(t,x) = 0.

P¥i oznaceni p = p(t) = z(t) mame rovnici
P+ a1 (62)p" T+ apa(t2)p" T 4 4 an(t 2)p + ao(t, ) = 0.

Pokud polynom na levé strané rovnice nema realné koteny, pak uvazovana diferencialni rovnice
nems4 (realné) feseni. Nechf tedy na né&jaké oblasti G C R? ma polynom na levé strané k
realnych rtznych kotfent pi,po,...,pr, které samoziejmé zavisi na dvojici proménnych ¢, x,
tj. p1 = fi(t,z), p2 = fa(t,x), ..., pp = fu(t,x). ReSeni kazdé z explicitnich diferencialnich
rovnic prvniho radu

x, = fi(t,x), i=1,2,...,k

je soucasné feSenim dané implicitni diferencidlni rovnice.

Dalsi nejednoznacnost plyne z faktu, ze nékteré z funkci f;, ¢ = 1,2,..., k mohou nabyvat
v nékterych bodech oblasti G nebo dokonce na néjakych otevienych podmnozinach oblasti
G stejnych hodnot. V takovém piipadé miize feSenim dané rovnice napi. funkce x, kterd
na néjaké ¢asti svého defini¢niho oboru splituje rovnici 2’ = f1(¢,x) a na jiné ¢asti rovnici
2’ = fao(t,z) a podobné.

Priklad.
Budeme hledat reSeni rovnice

2 +tr = 0. (2.6)
Pii oznaceni p = 2/ mame

p2 +tx = 0.

Polynom na levé strané mé na mnoziné¢ G = {(t, r) €ER?: tz < 0} (tedy na sjednoceni dru-
hého a étvrtého kvadrantu) dva reélné koreny p; = v/—tx, po = —v/—tx. Dostavame tak dvé
explicitni diferencialni rovnice prvniho radu

2 =+/—tx, = —v/—tx.
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Kazda z nich ma konstantni feseni x9 = xo(t) = 0. Ve druhém kvadrantu, tedy pro z > 0 a
t <0, jsou tyto rovnice tvaru

o =Vav—t, 2= —av—t,

coz jsou rovnice se separovanymi proménnymi. Prvni z nich mé podle 1.1.3 feSeni v implicitnim
tvaru

d
& /\/—tdt, tj. 2y = =213 + const.
NS
Dostévame tak dalsi feSeni dané rovnice
L 2
ml(t) = <Cl -3 —t3>
definované na intervalu (—oo,0]. Ze druhé rovnice dostaneme feseni
L 2
w(t) = (Co + 2P

definované také na intervalu (—oo, 0].
Analogicky dostaneme dal$i dvé FeSeni

w3(t) = — <C3 - %\/——755”)2, z4(t) = — (04 +1 —t3)2

definovana na intervalu [0, 00).
Rovnici (2.6) mtzeme uvazovat s poc¢ateéni podminkou

x(to) =&p. (2'7)

Pokud tp&y < 0 a tp # 0, ma tloha (2.6), (2.7) v okoli bodu ¢y dvé diferencovatelna feseni,
kterd muzeme souhrnné zapsat jako

x(t) = —sgntp < ol + 3 (\/W— \/W)f;

pokud &y = 0 # tp, mé tloha (2.6), (2.7) v okoli bodu ¢ dvé diferencovatelna reseni
2
a(t) = ~§sento (VP = VIF) 5 a(t) =0;
pokud &y # 0 = tp, méa tloha (2.6), (2.7) dvé diferencovatelna reseni

o(1) = seméo (V]G] = $/F)

ktera jsou pro &y < 0 definovana na pravém okoli bodu ¢, pro £ > 0 na levém okoli bodu t;
pokud & = 0 = tg, pak libovolna z funkci

2(t) = 0, x(t):{(f\/t,g iig 2(t) =

je diferencovatelnym fesenim tlohy (2.6), (2.7) na okoli bodu . [ |

z(t) = —t/Jt
0. >0, (t) i

{\/—t?’, t <0,



Kapitola 3

Linearni rovnice vyssiho radu a
linearni systémy

3.1 Linearni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty

Jedné se o rovnice tvaru

(n—1)

2™ +a, + an_92" ™ + o 4 aga” + ay2’ + agz = b(t). (3.1)

Pritom ag,aq,as,...,a,—1 jsou redlné konstanty, b je redlnd funkce jedné redlné promeénné.
Pokud je funkce b na pravé strané identity (3.1) nulové, b(t) = 0, rovnice se nazyva homogenni,
v opa¢ném piipadé nehomogenni.

3.1.1 Homogenni rovnice
Budeme hledat feseni rovnice
(n) (n—1) ! -
2\ +a,_1x + -+ a2’ + apx = 0. (3.2)
Pripomeneme zakladni pojmy a tvrzeni teorie linedarnich homogennich rovnic n-tého radu.

e Princip superpozice: Jsou-li y; = y1(t) a y2 = y2(t) FeSeni rovnice (3.2), pak také jejich
linearni kombinace je feSenim této rovnice. Jinak fe¢eno, mnozina vsech funkci, které
jsou feSenim rovnice (3.2) tvoii vektorovy prostor.

e Mnozina vSech feSeni rovnice (3.2) tvori n-rozmérny vektorovy prostor nad polem real-
nych cisel.

e Béze prostoru vsech feSeni rovnice (3.2) se nazyva fundamentdlni systém tesent.

e Funkce y1,y2,...,y, tvofi fundamentéalni systém FeSeni rovnice (3.2) pravé tehdy, kdyz
kazd4a z téchto funkci funkci je FeSenim rovnice a jejich wronskian
y1(t) ya(t) Yn(t)
() Ya(t) Yn(t)

W(ty1,y2, - Yn) =
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je nenulovy pro néjakou hodnotu nezavisle proménné ¢ (a v dusledku toho je nenulovy
pro vSechny reélné hodnoty t).

Nejjednodussim pfipadem rovnice (3.2) je samoziejmé rovnice prvniho fadu
¥ —ar =0, (3.3)

kterd ma podle 1.3.1 feseni x(t) = Ce™. Funkce y;(t) = e je kladnd, proto je wronskian
W (t;y1) nenulovy. Funkce y; je tedy fundamentalnim (systémem) FeSenim rovnice (3.3).

Uvedené pozorovani napovida, ze i rovnice vyssiho fadu by mohla mit feseni ve tvaru
exponencialnich funkci.

Rovnice druhého fadu: Rovnici pro jednoduchost zapiseme ve tvaru

" —ax’ +bx = 0. (3.4)

At

Reseni budeme hledat ve tvaru z(t) = e se zatim neuréenym koeficientem \. Ocekavany

tvar feSeni dosadime do rovnice a dostaneme
N2eM — axeM 4 beM = 0.

Ponévadz eM > 0, mtizeme piedchozi rovnost funkei e vydélit. Tim dostaneme (algebraickou)
rovnici pro neznamy koeficient A,

M —a\+b=0. (3.5)

Tato rovnice se nazyvéa charakteristicka (algebraickd) rovnice prislusnda k (diferencidlni) rov-
nici (3.4), jeji leva strana se nazyvéa charakteristicky polynom rovnice (3.4).
Charakteristickd rovnice (3.5) je kvadratickd. Mohou tedy nastat tfi pfipady:

(i) a® > 4b. V takovém piipadé ma rovnice (3.5) dva realné riizné koreny
A2 = % <a ++Va? - 4b)

a funkce dané vyrazy

n (t) _ e%(a+\/a2—4b)t %(a—\/a2—4b)t

, yalt) =e
jsou feSenim rovnice (3.4). Ponévadz

1

1
%(a+m> %(a— a2—4b> =—Va’—4b <0,

W(0;y1,y2) =

tvori tyto funkce fundamentalni systém feSeni rovnice (3.4).

Pro zjednoduseni zapisu jesté oznacime ¢ = %\/ a? — 4b a fundamentilni systém feSeni
rovnice (3.4) zapiSeme ve tvaru

wilt) = 2o, y(t) = o2,
Obecné feseni rovnice (3.4) tedy je
z(t) = (Ae? + Be_‘pt)e%“t,

kde A, B jsou libovolné realné konstanty.
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(ii) a® < 4b. V takovém piipadé m4 rovnice (3.5) dva komplexné sdruzené koreny
Nz =3 (axivab=a).
Komplexni funkce dané rovnostmi
z1(t) = Mt — e%“t (cos %\/Mt + isin %\/Ht) ,
z(t) = et = 2 <cos %\/Ht —isin %\/Ht)
jsou Fesenim diferencidlni rovnice (3.4) a podle principu superpozice také realné funkce

(z1(t) + 22(t)) = e2%" cos TVab —a?t,

yi(t) =

DO |

1
ya(t) = E(zl(t) —2(t)) = e29 gin TVAb —a?t
i

jsou FeSenim rovnice (3.4). Ponévadz

1 0
%a % 4b — a?

W(0;y1,92) = =1Viab—a? >0,

tvori funkee y1 = y1(t), y2 = y2(t) fundamentalni systém feseni rovnice (3.4).
Pro zjednoduseni zapisu jesté zavedeme oznaceni ¢ = %\/ 4b — a?. Fundamentdalni systém
feSeni pak zapiSseme ve tvaru

y(t) = e29% cos ot, ya(t) = ez gin ot.

Obecné feseni rovnice (3.4) pak je ddno jednim z ekvivalentnich vyrazt
x(t) = (C’l cos ¢t + Cs sin gpt)e%“t — Ae3ct cos(pt — ),

kde Cy,Cs, a A, 3 jsou libovolné konstanty; konstanty C7,Cs, A, 8 v predchozi rovnosti
jsou vazany vztahy

C ) Cy
/2 2
A=/C7+ (5, cos 3 = oz 022, sin f = o2 022.

(iii) a® = 4b. V tomto piipadé diferencidlni rovnice (3.5) a k ni pifslusna charakteristicka
rovnice maji tvar

2" —ax’ + ta’x =0, A2 —aX+1a?=0. (3.6)

Charakteristicka rovnice méa jeden dvojnasobny kofen \; = %a. Funkce y; dané predpi-

Sem L
U1 (t) — eﬁat

je feSenim rovnice (3.4) a je kladné. Potfebujeme najit druhou slozku fundamentalniho
systému feseni rovnice (3.4). Spolu s rovnicemi (3.6) uvazujme ,blizké“ rovnice

2" — (a+¢e)2’ + La(a+2e)z =0, A2 — (a+e)A+ ta(a+2¢) =0. (3.7)
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Tyto rovnice pfejdou pro € — 0 v rovnice (3.6). Kvadratickd rovnice v (3.7) mé pro
€ # 0 dva rtzné kofeny

)\1:%61 a Agz%a—ks,

takze diferencialni rovnice v (3.7) ma fundamentalni systém feSeni
1 1
y1(t) — eQat’ Zl(t) — e(2a+e)t‘
Podle principu superpozice méa tato rovnice také reseni dané vztahem

_a(t) — ()

. .
Ponévadz Fesend diferencidlni rovnice v (3.6) je pro ¢ — 0 rovna diferencidlni rovnici
z (3.7), lze ocekavat, ze také limitni funkce zy pro ¢ — 0 bude FeSenim diferencialni

rovnice v (3.6). Polozme
y2(t) = lim ya(t).

e—0

S vyuzitim de I’'Hépitalova pravidla vypocitame

t y e(%a-{—e)t . e%at y te(%a—i—a)t . L

=lm-—=11m —-- =1tez2"".
y2( ) e—0 IS5 e—0 1
1

P#imym vypoctem se presvédéime, ze funkce yo, yo(t) = te2™, je skuteéné Fesenim
diferencidlni rovnice v (3.6). Déle plati

1 0
1a 1‘_1#0’

W(0;y1,y2) =

a proto funkce y; = y1(t), y2 = y2(t) tvori fundamentalni systém feseni rovnice (3.6).
Obecné feseni rovnice (3.6) je tedy tvaru

2(t) = (A + Bt)ez™,

kde A, B jsou libovolné konstanty.

Rovnice obecného Ffadu: Reseni linedrni homogenni rovnice n-tého fadu (3.2) je bezpro-
stfednim zobecnénim feSeni rovnice druhého fadu. K diferencidlni rovnici (3.2) ptifadime
algebraickou charakteristickou rovnici

)\n_{_anil)\n—l 4+ 4+ aA+ag=0. (38)

Jeji kofeny a jejich nasobnosti jednozna¢né urcuji fundamentalni systém reseni diferencialni
rovnice (3.2); to podrobné shrnuje nasledujici véta.

Véta 1. Kazdému redlnému k-ndsobnému kotenu A charakteristické rovnice (3.8) odpovidd
k resent
MM 2N

)

diferencialni rovnice (3.2) a kaZdé dvojici j-ndsobngch neredlnych koreni o +1if charakteris-
tické rovnice (3.8) odpovidd 2j redlnych tesent

e cos Bt, te™ cos fBt, t2e™ cos B, ..., tV71e cos ft,
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“sin Bt, te sin Bt, t2esinft, ..., V" Le sin Bt

diferencidlni rovnice (3.2). MnoZina Teseni odpovidajici viem kofenim charakteristické rov-
nice (3.8) tvori fundamentdlni systém rteseni homogenni linedrni diferencidalni rovnice n-tého
fddu s konstantnimi koeficienty (3.2).

Dukaz véty provedeme ve tiech krocich.
Lemma 1. Pokud )\ je k-ndsobny koten charakteristické rovnice, pak funkce
z1(t) =M, ao(t) = teM, x3(t) = 2N, .., xp(t) = tFleM

jsou teSent rovnice (3.2).

n .

Dikaz: Ozna¢me a, = 1 a P(A\) = ) a;\" pravou stranu charakteristické rovnice (3.8).
1=0

Ponévadz A je k-nasobny koren charakteristické rovnice, plati

al
S P =0 proi=01,2.... k1. (3.9)
Funkee x; = x;(t) = t'~teM, 1 = 1,2,..., k vyjadiime ve tvaru
alfl
z(t) = We)‘t,

dosadime je do pravé strany rovnice (3.2) a upravime s vyuzitim Leibnizovy formule pro vyssi
derivace soucinu funkci. Dostaneme

n i al 1 )\t al—l n i A\ al—l n .
— P - )\ ¢ _
Zalx Z DEON-1C N1 Zaz 96 T a1 ZGM ¢ =
i=0 i=0 =0
g1 - -1 i I—1—i At
-1\ 0"P(\) 0 e
At At _ —
! < Z AZ) IN-1 <e P()‘)) _Z< i > ON ON-1-i =0
i=0
podle (3.9). Funkce z; tedy spliluji rovnici (3.2). O
Lemma 2. Necht A1, \o, ..., \ jsou vSechny navzdjem rizné koveny charakteristické rovnice

(3.8), pricemz koten \; je ki-ndsobny, i = 1,2,...,1, k1 + ko + - -+ + k; = n. Pak funkce

y1(t) = et t ya(t) = te)‘lt, y3(t) = th)‘lt, cey Uiy (B) = tkl_le)‘lt,

= %™ = thleht |

yk1+1(t) = e>\2t7 Yk14+2 (t) = teA2t7 yk‘1+3(t) sy Ykyidks (t)

At At 42 N\t
yk1+k2+---+k171+1(t) =e, yk1+k2+---+k‘zf1+2(t) = te’l, yk1+k2+---+k‘zf1+3(t) =tten, ...

yn(t) — tkl—le)\lt

tvori fundamentdlni systém teseni rovnice (3.2).
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Dikaz: Kazda z funkci y1, ya, . . . , yn je FeSenim rovnice (3.2) podle lemma 1. Staci tedy dokazat
jejich linedrni nezavislost, tj. ukazat, Ze jejich wronskian
y1(t) ya(t) o ()
() ya!(t) . ynl(t)
W(ty1, 92, yn) = : : . :
-1 -1 -1
A ORE" SR O NI (
je nenulovy pro vSechna t € R. Z teorie vime, ze wronskidn je bud pro v8echna ¢, nebo je pro
vSechna ¢ nenulovy. Ptipustme, ze W (¢;y1, 92, ...,Yyn) = 0 pro vSechna ¢ € R. Wronskidn ma
linearné zavislé radky a tedy existuji konstanty cg,ci,...,c,—1, mezi nimiz je alespon jedna
nenulova, takové ze
(n—1)

0

coyj + qy} R TR ¥

pro vSechna j =1,2,...,n.
Pro A € R a n-krat diferencovatelnou funkei # nyni polozime

Q()‘) =co+ A+ 02)\2 4+ 4 Cn—l)\n_l,

M (z(t)) = cox(t) + c1a’(t) 4+ coa” (£) + -+ + cn1z™ (1),
Pak ¢ je polynom stupné nejvyse n — 1. Pro funkci M a pro libovolné k € {1,2,... k1 } plati

n—1

% or— 1
_ _ )\t _
0= M(y"’”(t)) - atzy"’” Z atl ONE— R_1° -
=0 A=
n—1 1 on—1 _
9" ! a )\t — o" ! C‘)\i At o" ! )\tQ()\) _
T oMt “oi° o1 £ ONe1 A
A=\ i=0 A=\ 1
r—1 k—1 i}\tanlz \ r—1 tz)\talill \
Z 7 a)\z ONE— 1— zq< ) ONE— 1— zQ( )
i=0 A=\ =0 A=A
Zejména pro t = 0 dostavame
a/@—l
0= ——q(A .
aAR,I Q( ) )\:Al
To znamend, ze \; je kofenem (x — 1)-té derivace polynomu ¢ pro kazdé x € {1,2,... k1 },
tedy A1 je k1-nasobnym kofenem polynomu gq.
Analogicky ukézeme, ze \; je k;-nasobnym kofenem polynomu ¢ pro véechna i =1,2,... 1.
Polynom ¢ tedy musi byt stupné alespon ki + ko + -+ + k; = n a to je spor. O

Lemma 2 umoziiuje zkonstruovat fundamentélni systém FeSeni linedrni rovnice (3.2). Mezi
jeho prvky vSak mohou byt i komplexni funkce, nebot polynom na levé strané charakteris-
tické rovnice (3.8) muze mit komplexné sdruzené koreny. PopiSeme, jak komplexni funkce
z fundamentalniho systému nahradime linearné nezavislymi realnymi funkcemi.

Necht \. = a + i je k-nasobny komplexni kofen charakteristické rovnice (3.8). Pak také
komplexné sdruzené ¢islo A\, = o — i je k-nésobnym kofenem charakteristické rovnice a ve
fundamentalnim systému reseni z Lemma 2 jsou funkce

tielotif)t — /e (cos St + isin ft), tlela—iB)t — t7e®(cos Bt — isin ft).
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Bez tjmy na obecnosti mtizeme funkce z fundamentélniho systému precislovat tak, ze

y1(t) = t/e* (cos Bt + isin Bt), ya(t) = t7e®(cos Bt — isin ft).

Lemma 3. Nechtyi,y2,Vs,- - -, Yn je fundamentalni systém tesend rovnice (3.2) popsany pred-
chozi konstrukci. PoloZme

1 j ot i Jjaot o:
z1=2() = 5(?/1(15) +y2(t)) = /e cos ft, z = 2(t) = §(y2(t) —y1(t)) = t/e* sin Bt.
Pak funkce z1, 22,3, . .., Yn tvori fundamentalni systém teseni rovnice (3.2).

Dikaz: Funkce z1, z3 jsou FeSenim rovnice (3.2) podle principu superpozice. Ukézeme, Ze

funkce z1, 22,93, . .., yn jsou linedrné nezavislé.
Polozme
-l oo 0
$ i3 00 0
c—=|0 0 10 0 ’
0 0 01 0
0 0 00 1
yi(t) ya(t) ys(t) Yn(t)
y1(t) Ys(t) ys(t) Yn(t)
W(t) = . . .
-1 -1 -1 -1
PO e e e
Pak
det C = |7 _12‘ L= #0
2 12
a pro wronskian funkei z1, z0,¥y3, ..., y, plati

W(ta Z1,%22,Y3y .- ayn) = det(W(t)C) = detW(t) det C = %W(t;ylayQ, s ’yn) ?é 0.
]

3.1.2 Nehomogenni rovnice se specialni pravou stranou

Uvazujme nehomogenni linearni rovnici s konstantnimi koeficienty (3.1). Linedrni homogenni
rovnice rovnice (3.2), kterd mé stejné koeficienty ag,as,...,a, jako nehomogenni rovnice
(3.1), se nazyva homogenni rovnice pridruZend k této nehomogenni rovnici.

Reseni nehomogenni linearni rovnice a k ni pfidruzené homogenni rovnice maji vlastnosti:

e Obecné Feseni x nehomogenni rovnice (3.1) je souc¢tem obecného feseni xy pFidruzené
homogenni rovnice a néjakého partikularniho feseni xp nehomogenni rovnice.

e Pokud funkce x7, resp. xs, jsou feSeni rovnice (3.1) s b = f, resp. s b = g, pak funkce
x = x1 + o9 je feSeni rovnice (3.10) s b= f +g.

Partikularni feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty
(3.1) lze v nékterych piipadech najit metodou neurcitych koeficienti:



32 KAPITOLA 3. LINEARNI ROVNICE VYSSIHO RADU A LINEARNI SYSTEMY

(i) b(t) = Py(t), kde P, je polynom stupné m.
Je-li nula k-nasobnym kofenem charakteristické rovnice (samoziejmé pfipoustime i k =
0), 1ze partikularni feseni hledat ve tvaru Z(t) = t*Q,,(t), kde @,, je polynom stejného
stupné jako P,,.

(i) b(t) = e Py, (t).
Substituce z(t) = e*'y(t) prevede rovnici na linedrni rovnici n-tého ¥adu s pravou stra-
nou P, (pfedchozi ptipad).

(iii) b(t) = cos(at) Py, (t) nebo f(t) = sin(at) P, (t).

Najdeme partikulérni feseni rovnice
2™ 4 a, 120D £ a, 02D 4 a2 4 agr = eio‘th(t)

(to je rovnice predchoziho typu). Jeho redlna ¢ast je partikularnim feSenim uvazované
rovnice v prvnim pripadé, imaginarni ¢ast ve druhém.

3.2 Linearni rovnice n-tého radu s proménnymi koeficienty
Linedrni diferencidlni rovnice n-tého tddu je rovnice tvaru
2™ 4 a, ()Y 4 4 ag (D)2 + ag(t)z = b(t); (3.10)

x je hledand funkce jedné redlné proménné, koeficienty ag,aq,...,a,_1 a prava strana b jsou
spojité realné funkce jedné proménné takové, ze prunik jejich defini¢nich obort obsahuje
néjaky otevieny interval J. Pokud je prava strana nulovd, b(t) = 0, tj. rovnice je tvaru

2™ 4 a, ()" 4 a2+ ag(t)r =0, (3.11)

nazyva se homogenni, opac¢ném piripadé nehomogenni. Maji-li rovnice (3.10) a (3.11) stejné ko-
eficienty, fekneme, ze rovnice (3.11) je homogenni rovnice pridruzena k nehomogenni rovnici
(3.10).

Linearni rovnice s obecnymi koeficienty (3.10) ma stejné obecné vlastnosti jako linedrni
rovnice s konstantnimi koeficienty (3.1):

e Princip superpozice: Jsou-li y3 = y1(t) a yo = y2(t) FeSeni homogenni rovnice (3.11),
pak také jejich linearni kombinace je fesenim této rovnice. Jinak fe¢eno, mnozina vsech
funkei, které jsou feSenim homogenni rovnice (3.11) tvoii vektorovy prostor.

e Mnozina vSech feseni homogenni rovnice (3.11) tvofi n-rozmérny vektorovy prostor nad
polem realnych cisel.

e Baze prostoru vSech fesSeni rovnice (3.11) se opét nazyva fundamentdlni systém resend.

e Funkce y1,¥2,. ..,y tvofi fundamentalni systém feseni rovnice (3.11) pravé tehdy, kdyz
kazd4 z téchto funkci funkei je feSenim rovnice a jejich wronskidn W (t;y1,y2, ..., yn) je

nenulovy pro néjakou hodnotu nezavisle proménné ¢ (a v dusledku toho je nenulovy pro
vSechny hodnoty t € J).

e Obecné feseni = nehomogenni rovnice (3.10) je sou¢tem obecného Feseni xy pridruzené
homogenni rovnice a néjakého partikularniho feseni xp nehomogenni rovnice.
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e Pokud funkce z1, resp. 3, jsou feSeni rovnice (3.10) s b = f, resp. s b = g, pak funkce
x = x1 + o2 je TeSeni rovnice (3.10) s b= f +g.

Pokud funkce y1, 92, ..., y, tvofi fundamentélni systém Feseni homogenni rovnice (3.11), pak
jeji obecné feseni je tvaru

zh(t) = ciyr(t) + caya(t) + -+ + cayn(t) = y(t) Te. (3.12)

3.2.1 Eulerova rovnice

FEulerova rovnice je linearni rovnice n-tého radu ve tvaru

Ay — Ay — a Q,

kde ag,aq,...,a,—1 jsou realné konstanty a g je funkce definovana na intervalu (0, cc0). Tuto
rovnici prepiSeme do tvaru

"2 4 a1 1" 2 4o, ot 2 4 gt + agx = f(1); (3.13)

piitom f(t) = t"g(t). Resime ji zavedenim nové nezavisle proménné 7, kterou definujeme
rovnosti t =7, tj. 7 = Int. Pak je

, dz dedr 1dz

YT W T arat  tadr
oo d (1A 1de 1ddr 1 (P de
- dt \tdr/)  t2dr  tdr2dt 2 \dr? dr
A (1P dr\Y 2 (dx e\ 1 (da &) dr
Cdt \2 \dr?2  dr B3 \dr?2  dr t2\dr3 dr2) dt
1 /d3z d2z dz
t3 <d7’3 dr2 * d7'>
Dosadime-li do rovnice (3.13), vypadnou faktory t, t2, ..., t", takze dostaneme linearni

rovnici s konstantnimi koeficienty.

Piiklad: t%2” — 2ta’ + 2z = 3t4.
Polozime t = €7, tj. 7 = Int a dostaneme

, dr dxdr 1ldx _.dz

T

“F T wa i a
x” — Ex, — i e_Td_x g — _d_x + d2_x e_Te_T — e_zT d2_x — d_x
S dtT dr dr ) dt dr =~ dr2 N drz  dr )’

Dana rovnice se tedy transformuje na tvar

d?z  dz dz 4
S ST 9t 9 = 36T
dr? dr dr = e

a po trivialni Gpravé dostaneme rovnici s konstantnimi koeficienty

T

&2z d
d—Tf - 3d—i + 22 = 3¢’ (3.14)
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Pfidruzena homogenni rovnice k této rovnici je

d?z dx
——3—+2x=0 3.15
dr? dr +ar ’ ( )

jeji charakteristickd rovnice A2 — 3\ + 2 = 0 ma dva realné kofeny \; = 1, Ay = 2, tak¥e
obecné Feseni homogenni rovnice (3.15) je

zy (1) = Ae™ + Be™.

Nehomogenni rovnice (3.14) ma specidlni tvar pravé strany. Podle 3.1.2 zavedeme novou
neznamou funkei y = y(7) rovnosti

y(7). (3.16)

Pak méame

dx dy\ 4
i P A K
dr <y+d7_>e '
d?z d dy\ 4 dy d?%y dy o d%y dy
—=—1(4 - "=(4—=4+—-— +16 4— T=—5 8— 16
dar dTKyJ“dT)e] (d a2 T A az toqr T )e
a po dosazeni do rovnice (3.15)
2y | dy dy ) s
Yo dy+ L) poyletm = 3¢t
[d2+8d+6y 3<y+d7>+ y}e 3e™ 7,
d?y _dy
F+5d_+6 = 3,

Partikularni feseni této rovnice je podle 3.1.2 polynom stupné nula, tedy konstanta, y = c.
Po dosazeni do rovnice dostaneme 6¢ = 3, tj. y() = ¢ = 5. Partikuldrni fegeni rovnice (3.14)
dostédvame zpétnou substituci (3.16) ve tvaru

Obecné feseni transformované rovnice (3.14) je dano rovnosti
2(7) = 2y (1) + xp(T) = Ae” + Be®™ + et
Z ného zpétnou transformaci dostaneme obecné feseni dané rovnice ve tvaru

z(t) = At + Bt* + 1%, n

3.2.2 Partikularni feSeni nehomogenni rovnice — variace konstant

Budeme hledat néjaké feseni nehomogenni linearni rovnice (3.10). Pfedpoklddejme, Ze znédme
fundamentalni systém feseni y1, yo, . . . , Y, pFidruzené homogenni rovnice (3.11). Obecné Feseni
xg této rovnice je dano rovnosti (3.12).

Partikularni feseni nehomogenni rovnice budeme hledat v analogickém tvaru s tim roz-
dilem, ze vektor ¢ nebude konstantni, ale bude vektorem diferencovatelnych funkci jedné
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proménné. Tuto myslenku (a jejtho autora) vystihuje nazev: Lagrangeova metoda variace
konstant.
Reseni rovnice (3.10) tedy piedpokladdme ve tvaru

zp(t) = y(t)Te(t)

= co(t), ..., cn = cu(t) vektorové funkce ¢ budeme hledat.
y' () Te(t) + ( )T/ (t). Abychom si zjednodusili dalsi vipocty, polozime

y(t)Te (t) = 0.

slozky ¢; = ¢1(t), o
Plati 2/»(t) = ¢/

Je tedy
2p(t) = y'(t) "e(t)
a proto o = y"(t)Te(t) + y/(t)T¢/(t). Podobné jako v piedchozim kroku polozime
y'(6)Te(t) =0
a dostaneme
wp(t) =y (t)Te(t).

Takové vypocty a vahy zopakujeme (n — 1)krat. Dostaneme tak

200 =y D) Tet), j=0,1,...,n—1, (3.17)

Nakonec jesté vypocitame

22 (1) =y D (1) Te(t) +yI V()T ). (3.19)

Vyrazy (3.17), 7 =0,1,...,n—1, a (3.19) dosadime do levé strany rovnice (3.10) a upravime:

n—1
y D) et) +y V)T ) + ) a;(t)yD () et) =
j=0
n—1
=y OO+ [y O+ D a0y @) | ).
j=0

Ponévadz kazda slozka vektorové funkce y je fesenim homogenni rovnice (3.11), je posledni vy-
raz v zévorce roven nulovému vektoru. Leva strana rovnice (3.10) je tedy rovna y=1(¢)T¢/ (),
takZe se tato rovnice transformuje na rovnici

YUV T (t) = b(t). (3.20)

Celkem jsme dostali n algebraickych rovnic (3.18), (3.20) pro n slozek nezndmého vektoru
c/(t). Jedna se o systém linedrnich algebraickych rovnic, ktery mizeme prepsat do tvaru

n® ) + wBbt) + o+ ) = 0,
VOl + D) + o+ y() () = 0,
: : - : : (3.21)
D040 + DO + -+ OAE = 0,
yV @)+ + - Fu V) = o),
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nebo maticové

y1(t) ya(t) Yn(t) A0 0
W ) (1) )
Y Y2 Yn ch(t) 0
—2 —2 —2 '
O Il O R SOl N 0
_ — — /
e e o)\ a® b(t)
Determinant matice na levé strané této rovnice je wronskidnem linedrné nezévislych funkei
Y1, Y2, - - -, Yn tvoficich fundamentalni systém fFeSeni rovnice (3.11). Je tedy pro libovolné ¢
nenulovy a matice je regularni. Proto mtzeme funkce ¢}, c), ..., ¢, jednoznacné vypocitat.
Jejich integraci ziskdme hledané funkce ¢y, co, ..., c,.

Partikularni feSeni rovnice (3.10) spliujici nulovou poc¢ateéni podminku z(ty) = 0 ziskame
tak, Ze integrujeme v mezich od ty do t.

Priklad: Najdeme obecné feSeni rovnice
"
' +x=f(t)

s obecnou pravou stranou; o funkci f predpokladame, ze je definovand na intervalu, ktery
obsahuje nulu, a ze je integrovatelna.

Pfidruzend homogenni rovnice z” + z = 0 méa konstantni koeficienty. Jeji charakteristicka
rovnice A2 + 1 = 0 m4 dva ryze imaginarn{ kofeny ;o = +i, takZe fundamentalni systém
Feseni je

y1(t) = cost, yo(t) =sint.

Systém rovnic (3.21) je nyni tvaru

di(t)cost+chysint = 0,
—cj(t)sint +cycost = f(t).

Odtud vypocitame
cost sint

_ 2 ; 2 _
—sint cost| = (cost)” + (sint)” =1,

0 sint

at) = ‘ F(t) cost

cost 0

= —f(t)sint, h(t) = —aint f(t)' = f(t)cost

a dale . .
c1(t) = — | f(s)sinsds, co(t) = [ f(s)cos sds.
/ /

Partikularni feseni dané rovnice, které splituje nulovou poc¢ateéni podminku z(0) = 0 tedy je

t
xp(t) =sint / f(s)cossds —cost [ f(s)sinsds =
0

O\w o\ﬁ

¢
f(s)(sintcos s — costsin s)ds = /f(s) sin(t — s)ds.
0
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Obecné TeSeni dané rovnice tedy je

¢
x(t) = Acost + Bsint + / f(s)sin(t — s)ds.
0

3.3 Snizeni fadu linearni homogenni rovnice

Mize se stat, ze zndme néjaké nenulové feseni y; = y;(¢) linedrni homogenni rovnice n-tého
radu (3.11); takové feSeni muzeme napiiklad uhodnou z tvaru koeficientti nebo ze znalosti
procesu, ktery rovnice (3.11) modeluje. Zavedeme novou nezndmou funkei v = v(t) vztahem

x(t) = y1(t)(t).

Pro zjednoduseni zépisu zavedeme funkci a,(t) = 1 a levou stranu rovnice (3.11) zapiSeme
jako

n

Zn: ar(t)z®) = Z ar(t) (y1(t)v) *),
k=0

k=0
Podle Leibnizovy formule pro vyssi derivace souc¢inu funkci plati
(k) "k k—j ;
(00 =3 () =0

=0

Nyni tyto vyrazy dosadime do levé strany rovnice (3.11) a upravime ji.

n n k
T
k=0 k=0

j=0
n k n n
_ ar(®) (F) D (1)) = ar(0) () ) (1)) —
33w (§) 0 = 5wt (5) 80
n n—1 n
=2 ol @ ui (b + Z ,;ﬂk(t) (f) y (100 + an(t) @ OLRE
n n—1 n k )
— [T aw® ) v+ S ak<t>(.) s (1) | 09 1 g (10,
k=0 j=1 \k=j J

Posledni vyraz miizeme upravit na

n1 [ n (k1)
o iy (FY Y@ o)
() |1+ 3 | St BE~ ,

j=1 \k=j

nebot funkce y; je nenulovym feSenim rovnice (3.11).
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Nakonec zavedeme oznaceni z(t) = v'(t). Rovnice (3.11) se uvedenym postupem transfor-
muje na rovnici

n—1 n (k—3)
_ k\ vy (t) i
(n=1) 4 t<>17 G-1) = o,
z E g ag(t) j ) z

j=1 \k=j

nebo ekvivalentné

| 2 w0 () ) -

=0 \k=j+1

coz je linedrni homogenni rovnice (n — 1)-niho fddu pro nezndmou funkei z.

3.3.1 Nalezeni druhé slozky fundamentalniho systému rovnice druhého
radu

Linearni homogenni rovnice druhého fadu ma dvojrozmérny prostor reseni. Pokud tedy zname
jedno nenulové feseni, sta¢i najit druhé — linedrné nezavislé — a rovnici mame vyreSenu. Avsak
zname-li jedno freseni, muZzeme obecnym postupem uvedenym vySe snizit fad rovnice; tak
dostaneme linedrni homogenni rovnici, kterou umime vytesit zptisobem uvedenym v 1.3.1.
Tuto myslenku ukédzeme podrobné.

Necht p, ¢ jsou spojité funkce definované na intervalu J. Uvazujme linedrni homogenni
rovnici druhého radu ve tvaru

" +p(t)x +q(t)x =0 (3.22)
a predpokladejme, ze znédme jedno jeji nekonstantni feseni y; = y1(¢), tedy jednu slozku
fundamentalniho systému feseni. Zavedeme substituci
z(t) = y1(t)v(t), (3.23)
kde v je zatim neznamé funkce. Pak 2/ = yjv + y10/, 2" = y{v + 2yjv" + y10”, tedy
y1v + 2y10" +y1v” + pyio 4+ pyrv’ +qyiv = 0
0" + (205 +py)v' + (y1 +pyr +ay) v = 0
/
v+ <p+2h> o= 0,
Y1

Dostali jsme diferencialni rovnici pro neznamou funkci v = v(t), ve které se samotné funkce
v explicitné neobjevuje (podrobnéji se takovym rovnicim budeme vénovat v 4.2.2). Polozime

z(t) ='(t). Pak
r_ n®y
N )

To je linedrni homogenni rovnice prvniho fadu, takze jeji feseni je tvaru

2(t) = const - exp —/t <p(8)+2yg(s)>ds -

t
1 — [ p(s)ds
= const - exp {—2111 10, }exp - /p(s)ds = const - e to
y1(to) . t)
0
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kde tg je néjaké ¢islo z intervalu J. Odtud integraci dostaneme hledanou funkci v ve tvaru
t S

1
v(t) :A+B/We fo ds,

to

kde A, B jsou néjaké konstanty. Zpétnou substituci (3.23) dostaneme fesSeni rovnice (3.22) ve

tvaru
t

£(t) = Ay (t) + By (1) /

to

1 - jp(a)da
to
(i ()2

ds,

tedy jako linearni kombinaci funkci 11 a yo, kde

t

Yya(t) = yl(t)/

to

1 - fsp(a)da
to

(1)

ds. (3.24)

K tomu, aby funkce s byla druhou slozkou fundamentalniho systému reseni FeSeni rovnice
(3.22) staci, aby byla linedrné nezavislad na funkci y;. To vSak je splnéno, nebot

s t
,( ) /( ) t 1 —tfp(o')do'd 1 —tfp(a)da
Yol(t) = Y1 (¢ / —e s+ e 'o
? ' (y1(s))? yi(t)
to
a wronskian funkci y1, y2 je roven
t L — Sp(a)da
y1(t) yl(t)tf woze ds [ p(s)ds
W(t7y17y2) = o t =e 0 > 0.
. . t L —tf p(o)do ) —tf p(s)ds
Yy (t) yl(t)t{ i(s))Z © 0 ds + MON 0
Priklad: Najdeme fundamentalni systém feSeni rovnice
2t 6
14 /
na intervalu (—1,1). Rovnici nejprve vynasobime dvojélenem 1 — 2,
(1—t%)a” —2ta’ + 62 = 0. (3.26)

Koeficienty této rovnice jsou polynomy. Déle vime, Ze derivace polynomu je polynom stupné
o jedna mensiho, druhé derivace polynomu je polynom stupné o dva mensiho. Pokud by tedy
funkce = = z(t) byla polynomem a dosadili bychom ji do levé strany rovnice (3.26), vSechny
s¢itance by byly polynomy stejného stupné. Tato pozorovani mohou vést k napadu, Ze rovnici
(3.26) by mohl fesit polynom.

Budeme tedy predpokladat, ze rovnice (3.26) mé FeSeni tvaru

yi(t) => ait’ (3.27)
=0
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se zatim neurcenymi koeficienty a neurcenou horni mezi pro séitani. Pak je

6y1(t) = 6ag+6art+ Yy 6ait’,
=2
yi(t) = Ziaitifl = Z iait !,
=0 =1
2yi(t) = > 2iat' = 2aqt+ »  2iagt’,
i=1 =2
Yty = D i —Dait™ = ) il — Dag™? = > (i +2)(i + Dagpat’,
i=1 =2 =0
1=)i(t) = D (+2)(i+Daot’ = i(i — Dast’ =
=0 =2
= 2ay +6ast + > [(i +2)(i + Daiyo — i(i — ag) t',
=2

Po dosazeni do rovnice (3.26) dostaneme

Gao + 2as + (day + 6az)t + Y [(i +2)(i + Dajrz — (i +3)(i — 2)a] ' =0,
=2

To znamena, Ze koeficienty hledaného polynomu splnuji vztahy
az = —3ayp, az = —§a1, ag =0,

(i+2)(i+1) .
Qi = ma,, 1=3,4,....
Odtud je vidét, ze ay = ag = --- = 0, tj. vSechny koeficienty se sudymi indexy vétSimi nez
2 jsou nulové. Pokud by koeficient a; byl nenulovy, byly by nenulové vSechny koeficienty
s lichymi indexy a na pravé strané rovnice (3.27) by nebyl polynom, ale nekone¢na fada. Musi
tedy byt a3 = 0. Zvolime-li nyni ap = 1, dostaneme as = —3. Jedno FeSeni rovnice (3.25) tak
dostavame ve tvaru

yi(t) =1 — 3t2.

Linearné nezavislé feseni y2 rovnice (3.25) dostaneme z formule (3.24), v niz zvolime ty = 0.
V rovnici (3.25) je

2t
t = -
pt) =—1—7:

takze
S

—/p(a)da = / 207(:102 =—[In|o? - 1HZ:0 = —In(1 - 5%
0

1—0
0

pro s € (—1,1). Plati tedy

t

— [ p(o)do 1

e 0 _
1— s2
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a druhd slozka fundamentéalniho systému feseni rovnice (3.25) je

t
ds

yQ(t) = (1 - 3t2)/ (1 — 382)2(1 _ 52)'

0

Integral na pravé strané je integralem z racionalni funkce, mizeme ho tedy vyjadrit explicitné,

t t
1 241 1
/ :—/ 338+ — ds =
1—3s2) 1—8) 4 (3s2—-1)2 s2-1
0

0
:1{_3 s _11

1] 7321 2™

s—1
s+1

} 3 't—l
0 43t2—1 t+1
141t
= L 1+t
41—3t2 NG

Dostavame tak druhou slozku fundamentalniho systému feseni

ya(t) = & <3t +(1—3t%)In %)

a obecné feSeni rovnice (3.25) muZeme zapsat ve tvaru

z(t)=A(1-3t)+ B <3t+ (1- 3t2)ln%> .

Jesté poznamenejme, Ze rovnice (3.26) je specidlnim pripadem Legendreovy rovnice
(1 —t*)z" — 2ta’ + vz = 0.
Tato rovnice mé FeSeni ve tvaru polynomu stupné n pravé pro v = n(n + 1). |
3.4 Systém linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Jednd se o soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic tvaru

vy = anritapret+ ...+ amx, + bi(l)

1'/2 = a91x1 +agrs+ ... +aTy -+ bz(t)
. ) (3.28)

= amr1tapere+ ...+ ppTn +bp(t).
Pritom a;j, i,j = 1,2,...,n, jsou realné konstanty, b; = b;(t), ¢ = 1,2,...,n, jsou realné
funkce jedné realné proménné. Pokud jsou vsechny funkce b1, bs, ..., b, na pravych stranach

rovnic (3.28) nulové, systém se nazyva homogenni, v opacéném piipadé nehomogenni.
Lineéarni systém (3.28) mtzeme zapsat v maticovém tvaru

1'/1 ailr a2 ... QA1n X b1 (t)
56/2 asr a2 ... aon i) b2 (t)
x, Gnl Gn2 .. Gnn Tn by ()

nebo strucnéji
' = Az +b(t).
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3.4.1 Homogenni systémy

Homogenni systém linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty je tvaru

.%'/1 = a11T1 +tapr2+ ... + A1pnTn
rh = apx1+agpra+ ... + azty
. (3.29)
x; = Gn1T1+ap2T2+ ... +apnpTn,
nebo v maticovém zapisu
' = Azx. (3.30)

Pripomeneme zakladni pojmy a tvrzeni teorie linedrnich homogennich n-rozmérnych sys-
tému

e Princip superpozice: Jsou-li y1 = y1(t) a y2 = y2(t) fesSeni systému (3.29), pak také
jejich linearni kombinace je feSenim této rovnice. Jinak fec¢eno, mnozina vsech vektoro-
vych funkei, které jsou fesenim systému (3.29) tvoii vektorovy prostor.

e Mnozina vSech feSeni systému (3.29) tvoii n-rozmérny vektorovy prostor nad polem
realnych cisel.

e Baze y1 = y1(t), y2 = y2(t), ..., Yn = yn(t) prostoru vsech feseni rovnice (3.29) se
nazyva fundamentdlni systém teseni systému (3.29). Matice
Y=Y() = (y1(t) y2(t) ... wnl(t)

se nazyva fundamentdlni matice Tesent systému (3.29). Fundamentalni matice Y(¢) je
regulérni pro kazdé t a spliiuje maticovou diferencialni rovnici

Y' = AY.

Dvojrozmérné systémy: Uvazujme dvojrozmérny linearni homogenni systém s konstant-
nimi koeficienty
/ — b
v =ar+t by, (3.31)
y' = cr+dy.

Pfi maticovém zapisu (3.30) tohoto systému je

() ()

Pokud b = 0 = ¢, nejedné se o systém rovnic, ale o dvé samostatné rovnice

/

T = ax, y = dy.

To jsou linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem, které maji podle 1.3.1 obecna
feseni z(t) = Ae, y(t) = Be?. Fundamentélni systém feseni a fundamentalni matice systému
(3.31) jsou v tomto pripadé

n0 =) wo=(a). vo-(q &)
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Necht [b| + |¢| # 0; pro uréitost pfedpoklddejme, ze b # 0. V takovém piipadé mizeme
feseni systému (3.31) najit metodou eliminace (,dosazovaci metodou*).
Z prvni rovnice systému (3.31) vypocitame y,

' —azx

b )

Y= (3.32)

a dosadime do druhé rovnice,

y/:c:c—kg(x’—ax).

Déle zderivujeme prvni rovnici systému a pak do ni dosadime z pfedchozi rovnosti. Dostaneme
i / / / d /
' =ar' +by =ax’ +0b cx—{—g(:ﬂ—aaz) ,

po upraveé
2" — (a+ d)2" + (ad — be)xr = 0,

neboli
2" — (tr Az’ + (det A)x = 0. (3.33)

Dostavame tak, ze prvni slozka feseni systému (3.31) je feSenim rovnice (3.33), coz je linearni
homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty; tato rovnice ma stejny tvar jako
rovnice (3.4), kterou jsme fesili v 3.1.1. Druha slozka feSeni je pak ddna rovnosti (3.32).
Jesté si povsimnéme, ze charakteristicka rovnice linedrni homogenni diferencidlni rovnice
(3.33) je
A% — (tr A)A + (det A) = 0,

coz je také charakteristickd rovnice matice A.
Priklad na uziti dvojrozmérného linearniho systému je uveden v 5.4.

Systémy obecné dimense: Jednorozmérny systém (3.30) je vlastné homogenni linearni
rovnice ¥’ = az, kterd ma podle 1.3.1 obecné feseni z(t) = Ce™, kde C je realna konstanta.
MuzZeme vyzkouset, zda také systém (3.30) obecné dimense nema Feseni ve tvaru exponencialni

funkce, tj. feSeni tvaru

y =y(t) = we",
kde w je konstantni vektor dimense n a A je zatim neurcend konstanta. Tento ocekavany tvar
feseni dosadime do systému (3.30) a dostaneme

AweM = \wet.
Vyraz e je vzdy nenulovy, proto jim mtizeme piedchozi rovnost vydélit. Dostaneme rovnost
Aw = \w,

ktera rika,ze A je vlastni ¢islo matice A a w je prislusny vlastni vektor. Tedy plati: Je-lz A

vlastni ¢islo matice A a w je prislusny vlastni vektor, pak vektorovd funkce y = y(t) = eMw

je fesenim rovnice (3.30). Toto FeSeni vSak nemusi byt realné.

Maé-li matice A n riznych realnych vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., \,, pak prislusné vlastni
vektory wi, wa, ..., w, jsou linedrné nezavislé a proto vektorové funkce
y1(t) = Mwy,  ya(t) =eMwa, ..., yn(t) = lwy

tvori fundamentalni systém FeSeni systému (3.30).
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3.5 Cviceni

Reét% rovinice
d d
S P N P Yy

Ukazte, ze x = u(t) je FeSenim dané rovnice a rovnici vyfFeste.
x
4) u=1% t22" — 22 =0 5) u =/t x”—i—E:O(t>0)
Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

6) 2" +2r=0 7) 2 + 62’ + 52 =0
8) 2" + 62 +92 =0 9) 2’ — 22 +42 =0
10) 2" — 2 =0; 2(0) = 1, 2/(0) = —2 11) 2" + 4z = 0; z(0) = 0, 2/(0) = 2
12) 2" + 2/ =t 13) 2" + x = sint
14) 2" —xz =¢€' 15) 2" — 32’ — 102 = —3
16) 2" — 2’ = sint 17) 2" — 32’/ = &3 — 12t
18) 2" + x = cotgt 19) 2" — 8z’ =¥
20) 2" + 22" =12 — ¢! 21) t22" —ta' +x =t
22) 122" — ta' + 2z = (Int)? 23) 32/ — t4a? — 22 =2

Reste systémy rovnic
24) o' =-2z+y 25) o' =—z—2y+ i

Yy =3x —4y y/:%x—i—y—t

26) 2/ + 3z + 2y =5sint 27) 42’ +9y + 2z +3ly =€
Yy —2x + Ty = 8cost 3+ 7y +x+24y =3
Vysledky:
1) z2=Cet+Cy2) 2 =0C fe*t2/2dt+02 3) z=Cit* + Oyt +C3 4) z = % + Oyt?
5) x =Vt(C1In|t| +C2) 6) 2 = C1 + Coe 2 7) 2 = Cre ! + Cre™ 8) x = (O] + C'Qt)e;?’t

e~ —ef t
9) z = e'(C} cosv/3 1+ Cysiny/31) 10) z = % 11z =sin2t 12) z = Cl—i—Cge*t—i—i—t

. tcost " 4 te! 5t —2t 3

13) x = Cycost+ Cysint — 14) x = Che' + Cae +7 15) x = Cre** + Coe™ +

t —sint tedt + 4t
16)96=C1+02e’5+%17)95:6’1+C2e3t+2t2+i

1 t t
18)x:Clcost—l—Cgsint—sintln‘L(zs 19).%':01+<CQ+§>68t
sin
Ly B2t e L )
20) z = C + Cae +E—Z+Z—§21)x:t(Alnt+B+§(lnt))
2Ct -1 2
. 2 _ _

24) 2 = Ae ! + Be 5 y = Ae™! — 3Be™?!
25) = Ae!/3 + Be t/3 — 6t,y = —2Ae!/? — Be /3 + 9t + lel +9

— —5t —5t | 365 2 307 _ 1 —5t —5t 72 o 139
26) x = Ae °' + Bte —{—msmt—%cost,y—(A—iB)e + Bte ™" + {gg sint + g5 cos
27) v = e Y(Acost + Bsint) + 3te' — 92 y = e #((B — A)cost — (B+ A)sint) — Ze' + 3



Kapitola 4
Dalsi explicitné resitelné rovnice

4.1 Riccatiho rovnice
Linedrni homogenni rovnice druhého radu
2" +a(t)r +b(t)r =0 (4.1)

je homogenni rovnici v proménnych z,z’, 2" ve smyslu zavedeném v 4.2.4, nebot pro funkci
F : R* - R danou piedpisem

F(t, 20,21, 22) = b(t)z0 + a(t)z1 + 22
a kazdou konstantu ¢ € R plati
F(t,cz0,c21, c22) = b(t)czo + a(t)cz1 + ez = c(b(t)z0 + a(t)z1 + 22) = cF (¢, 20, 21, 22).

Reseni uvazované rovnice lze proto hledat ve tvaru

fty(s)ds
x(t) = e'o ,

kde y je nova neznama funkce a ty je néjaké ¢islo z priniku defini¢nich obort funkci a, b. Pti
této substituci dostaneme

fy(s)ds
a'(t) = ylt)eo
t t t
[ y(s)ds J y(s)ds J y(s)ds
a"(t) = y(t)e +y(t)?e’o = (4'(t) + y(t)?) e'o

a po dosazeni do rovnice (4.1)
Y () +y(t)* + at)y(t) +b(¢) = 0.
Po tpravé dostaneme diferencialni rovnici pro neznamou funkci y:
Y =—y* —a(t)y - b(t).

45
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Linearni homogenni rovnici druhého tadu lze tedy pievést na rovnici prvniho fadu, ktera
ma na pravé strané kvadraticky polynom, jehoz proménnou je hledand funkce. Takovymi
rovnicemi se nyni budeme zabyvat.

Riccatiho rovnice je rovnice tvaru

o' =p(t)a? + q(t)x + r(t).

Tuto rovnici mizeme uzitim Eulerovy substituce

prevést na linedrni rovnici druhého rfadu. Plati totiz

2
o Y'py=yy+py) Y Y Y
== 5,2 S G s
Py by Py DY
a tedy
2 2
Vol
- 5, T3 T a3 "
py p°Yy Py Py py
1 1 /
—y——i——(g—kq)y'—r =0
Py Py \p
p/
y" - <5 +q> y +pry = 0,
coz je linearni homogenni rovnice druhého radu.
Priklad: Uvazujme rovnici
22’ —t?2% + 3tx —2 =0,
Tuto rovnici mtizeme prepsat na tvar
3 2
2
=z —zm—i—t—Q, (4.2)
_ 3 2 L
jetedy p=1, ¢(t) = -7 r(t) = 2 Zavedeme substituci
/
e=-2L (4.3)
Y
Pak je
"y ol " I\ 2
w,:_wz_y_+<z> 7
Y Y Y
32 y\? 3y 2
2
-+ === -+ =,
t +tz <y>+ty+t2
takze rovnice (4.2) se transformuje na tvar
y// B 3y/ 2

y ty 12
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a po upravé
t2y" 4+ 3ty’ + 2y = 0. (4.4)

To je rovnice Eulerova, viz 3.2.1. Zavedeme tedy novou nezavisle proménnou s vztahem

s =Int. (4.5)
Pak je
;o 1dy "o 1 dzy dy
YT ras Y= \ds?  ds
a po dosazeni do rovnice (4.4) dostaneme rovnici
@ + 2% +2y=0 (4.6)
ds? as YT '

ktera je linedrni s konstantnimi koeficienty. Jeji charakteristickd rovnice A\? + 2\ 4+ 2 = 0 ma
komplexné sdruzené koreny —1 +i. To znamen4, Ze rovnice (4.6) mé obecné feSeni

y(s) = (Acoss + Bsins)e °.

Zpétnou substituci (4.5) dostaneme Feseni Eulerovy rovnice (4.4)
1 .
y(t) = ;(Acos Int+ Bsinlnt).

Jeho derivace je
1 .
y'(t) = t_z((B — A)coslnt — (B + A)sinlnt).
Po dosazeni do transformac¢niho vztahu (4.3) dostaneme FeSeni ptivodni rovnice (4.2) ve tvaru

(A—B)coslnt + (A+ B)sinlnt
Acoslnt + Bsinlnt ’

1
Riccatiho rovnice (4.2) je vSak rovnice prvniho fadu, jeji feSeni by mélo zaviset jen na jedné
konstanté. Proto vysledek jesté upravime. Integra¢ni konstanta A muze byt nenulova nebo
nulova. V prvnim piipadé ozna¢ime C' = B/A a feSeni (4.7) Riccatiho rovnice (4.2) pfepiSeme

ve tvaru

() = (1-C)coslnt+ (1+C)sinlnt
= t(coslnt + C'sinlnt) '

ve druhém pFipadé A = 0 dostaneme feSeni tvaru

sinlnt — coslnt

x(t) =

tsinlnt

|
Prikladem na uziti Riccatiho rovnice s konstantnimi koeficienty je model udrzitelného
rybolovu 5.8.
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b 4

4.2 Rovnice vyssiho fadu, u nichz lze rad snizit

4.2.1 Autonomni rovnice druhého fadu z” = f(z)

Rovnici vynasobime 2z

272" = 22" f(x)
d 2 N dx
@) = 2@
Polozime-li p = 2/, mame
d , dx
o? = QEf (x)
dp? dz dx
&Rt bl
da dt J@) g
dp?
w 2f(x)
p’ = 2 /[ f(x)dx.

p = +/F(z)
dz
dt

coz je rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.
Priklad na pouziti rovnice tohoto typu je model expandujictho Vesmiru 5.9.

4.2.2 Rovnice typu F(t,z® z¢+0 2™y =0 ke {l,....n—-1}

Polozime y = y(t) = 2*¥)(t) a dostaneme rovnici

F(t,y’y,’y”""’y(n_k)) = 0,

coz je rovnice fadu o k nizsiho, nez dana rovnice.
Resenim rovnice tohoto typu je naptiklad ,,psi kfivka® uvedend v 5.5.

4.2.3 Autonomni rovnice typu F (x,x’,x”, o ,x(”)) =0

Polozime p = p(t) = 2/(t). Pak

g W dpds _ dp
dt dx dt dx
dt \"dx de \"dz/ dt dx da? '

Postupujeme-li tak déle, vidime, ze

d dk:fl
k) — ap R
€T fk (pa dCC,”‘,dCCkl)
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pro kazdé k € N. (f je néjakd funkce k proménnych.) Dosazenim do ptivodni rovnice tedy

dostaneme
dp dp d?p dp d"1p
F — —_— — ... i =
<x7p7pdx7f3 <p7 dx’de ) 7fn p7 dx’ ’dxn_]‘ 07

dp dnflp _
G<$,p,a,...,m> = 0,

coz je rovnice fadu o jedna nizsiho, nez dana rovnice.
Jesté si povSimnéme, ze rovnice tvaru 4.2.1 je specidlnim pfipadem dané rovnice.

neboli

4.2.4 Rovnice homogenni v z, 2/, 2", ... =™

Nechf F je funkce n + 2 proménnych spliiujici podminky:

(t,20,21,22,---,2n) € Dom F = (t,czp,cz1,c22,...,cz,) € Dom F,
F(t,czo,cz1,¢29,...,c2,) = ¢“F(t,20,21,22,...,2n) (4.8)
pro kazdou kladnou konstantu ¢, kazdou (n + 2)-tici (¢, z0, 21, 22, .. ., 2,) € Dom F' a néjaké

« € R. Reseni implicitni diferencialni rovnice n-tého fadu

F(t,x,m',x"...,x(")) =0 (4.9)
lze hledat ve tvaru
z(t) = o/ v (4.10)
kde y = y(t) je nova nezndma funkce. Je totiz
g = yelv®dt
= e VO 26yt (g 2y (B
2" = (y + 2yy)el VO - (f Py el VO = (7 4 3y’ + gy el O

Dosadime-li pravé strany téchto rovnosti do dané rovnice, vypadne vzhledem k podmince
(4.8) faktor e/ ¥Mdt 3 dostaneme rovnici Fadu o jedna nizsiho, nez byla dané rovnice.
V linearni homogenni rovnici prvniho radu

¥ =a(t)z,

feSené v 1.3.1 je F(t,x,2") = 2’—a(t)z. Tato funkce spliiuje podminku (4.8) s &« = 1. Substituci
(4.10) pfevedeme linedrni homogenni diferencidlni rovnici na tvar

y(t)e v — g(p)el 1)t

Vysledna rovnice neni diferencialni; v rovnici stupné nula se neobjevuje derivace hledané
funkce. Proto miizeme bezprostfedné vyjadrit y(t) = a(t). ReSeni linedrni homogenni diferen-
cidlni rovnice je tedy tvaru

x(t) _ ef a(t)dt

v souladu s vysledkem 1.3.1.
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Poznamka 1. Slovo ,homogenni“ bez privlastku se objevilo jiz u rovnice tvaru 1.1.5, rovnice
(4.9) vSak neni jejim specidlnim pfipadem. Terminologie vychézi z pojmu ,homogenni funkce®:
Rekneme, Ze funkce G : R™ — R je homogenni 7ddu o € R, jestlize pro kazdou konstantu
¢ > 0 plati
G(cxy,cxa, ... cxy) = c*G(x1,29,. .., Ty).

Ve funkci F' na levé strané rovnice (4.9) mizeme proménnou t (¢as) povazovat za parametr
a podminka (4.8) pak fika, Ze takova funkce je pro kazdou hodnotu parametru homogenni
radu 1.

Funkce G : R? — R dané piedpisem
-1 (%)

kde f je néjaka funkce jedné proménné, je homogenni fadu 0, nebot plati
cr x x
(ctca) =1 () =1 (5) =7 (5

Pouzivana terminologie je tedy opodstatnéné.

4.3 Ekvidimensionalni rovnice

Rekneme, Ze implicitni diferencialni rovnice n-tého radu
/ n _
F(t,x,x,...,x( )) =0

je ekvidimensiondlni v nezavisle promenné, jestlize zména métitka nezavisle proménné ¢ — at
pro kazdé a € R\ {0} nezméni jeji tvar. Transformace ¢ = e pfevede danou rovnici na rovnici
autonomni (typ 4.2.3).

Uvazujme napiiklad linedrni homogenni rovnici tvaru

=% 4 B2, (4.11)

t’ Coodt t ’
Zavedeme novou nezavisle proménnou s vztahem s = at, kde a je néjaka redlna konstanta.
Hledanou funkci  budeme chapat jako funkci proménné s, ktera sama je funkci proménné ¢.

Vzorec pro derivaci slozené funkce dava vyjadieni
dz dads dz
at  dsdt  ds*
Dosazenim do rovnice dostaneme
dz a« o dxr  «
ag = ?x, t]. P = gx,
coz je rovnice stejného tvaru jako (4.11), takze tato rovnice je ekvidimensionélni v nezévisle
proménné. Jeji transformace ¢ = e” pfevede rovnici (4.11) na tvar
dr dxzdt a\dt o
= ara = (19) g = 7 =
tedy na rovnici autonomni

d—x—a:r:
dr

Vyznamnym pfipadem ekvidimensionalni rovnice je rovnice Eulerova vysetfovana v 3.2.1.



Kapitola 5

Neékteré klasické elementarni tilohy

V této kapitole je uvedeno nékolik tloh vedoucich na obycejné diferencialni rovnice, které 1ze
vyfesit elementarnimi metodami uvedenymi v predchozich kapitolach. Lze ji tedy povazovat
za jakousi sbirku fesenych prikladi.

Ulohy vychézi z riiznych obortt — kinematiky (tlohy 5.1, 5.5 ), geometrické optiky (Archi-
médova tloha 5.3), dynamiky (aloha o reaktivnim motoru 5.2), kosmologie (jednoduchy model
expandujictho Vesmiru 5.9), epidemiologie (model $ifeni nestovic 5.6), ekonomie (Solowiiv-
Swantv model ekonomického rustu 5.7), teorie Fizeni (problém ,menezmentu obnovitelnych
zdroji“ 5.8) nebo psychologie (nepfilis vazné minénd tloha 5.4).

5.1 Traktrisa

Po stole tdhneme hodinky na napjatém fetizku délky ¢ tak, Zze koncem fetizku sledujeme
hranu stolu. Na pocatku svird fetizek a hrana stolu thel o € (0, 27?] Ukolem je uréit drahu
hodinek.

Zvolime orthonormalni soufadnou soustavu tak, Ze svisla osa splyva s hranou stolu a je
souhlasné orientovana se smérem pohybu konce fetizku, viz obr. 5.1. Pti této volbé budou
hodinky na po¢atku v bodé (—¢sin «, 0). Drahu hodinek vyjadiime jako graf funkce y = y(x).
Hodinky se pohybuji ve sméru pisobici sily, sila ptisobi ve sméru fetizku. To znamena, ze
primka incidentni s fetizkem je te¢nou ke grafu funkce y v kazdém bodé. Smérnice této tecny

je tedy rovna
72 _ 2
/
=—. 5.1
y(@) =— (5.1)
Hledana funkce je fesenim této obycejné diferencidlni rovnice s poc¢ateéni podminkou
y(—{sina) = 0. (5.2)

Na pravé strané rovnice (5.1) se nevyskytuje hledana funkce y, proto mizeme feSeni tlohy
(5.1), (5.2) bezprostfedné psat ve tvaru uréitého integralu

/ VE—¢ 52 gln“—v@—@_mr _

—{sina |£| E=—lsina
22 {402 — 22  sina
=/ |cosa — 1——+1 .
2 —x 1+ cosa
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72 — 12

Obrazek 5.1: Traktrisa

Ulohu o draze hodinek taZzenych na fetizku po stole zformuloval Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716). Kfivku podrobné studoval v roce 1692 Christiaan Huygens, ktery ji také dal jméno
tractrix (z latinského trahere, tdhnout).

5.2 Ciolkovského rovnice

Pohyb rakety budeme popisovat v soutadné soustavé takové, aby na raketu neptisobily zadné
vnéjsi sily (tedy ve stavu beztize). Necht v ¢ase tg = 0 se raketa pohybuje rychlosti vg. V case
to se zazehne palivo, které rovnomeérné shofi za ¢as 1" a v podobé plynti proudi z trysky na zadi
rakety rychlosti u vzhledem k raketé. Ulohou je uréit rychlost rakety po provedeni popsaného
manévru, tedy jeji rychlost v ¢ase T'.

Ozna¢me M ... hmotnost rakety na pocatku (v ¢ase to = 0),
7 ... hmotnost paliva vyhotelého za cas T,
m = m(t) ... hmotnost rakety (s dosud nevyhorelym palivem) v case t,
v=w(t) ... rychlost rakety v ¢ase t.
Predpoklad o rovnomérném hoteni paliva zapiSeme rovnosti
7 MT — ut
m(t) =M — Tt =—F (5.3)

Rychlost v nezname. Budeme vSak o ni pfedpokladat, ze je spojité diferencovatelnou funkci
svého argumentu (¢asu). Hybnost rakety se zbyvajicim palivem v ¢ase ¢ je

p(t) = m(t)o(t). (5.4)
Uvazujme kratky ¢asovy interval [¢,¢+ At] C [0,7]. Béhem ného shofi palivo o hmotnosti
Ap = u(t) — p(t + At) = M — %t - <M - %(t + At)) - %At. (5.5)
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Rychlost vytékajicich plynti v soufadné soustaveé, v niz pohyb popisujeme, je v ¢ase ¢t rovna
v(t) — u a v prubéhu intervalu se méni v rozmezi od této hodnoty po hodnotu v(t + At) — w.
Hybnost vyhotelého paliva vytrysklého v uvazovaném c¢asovém intervalu proto vyjadfime jako

pp(t, At) = w(t, At)Ap, (5.6)

kde w(t, At) je integralni pramér vytékajicich plynt v ¢asovém intervalu délky At, tj.

. tHAL . tHAL
w(t, At) = AL / (v(1) —u)dr = AL / o(T)dT — u.
t t

Podle prvni véty o stfedni hodnoté integrélniho poctu existuje éislo n € (0,1) takové, ze

t+At
/ o(r)dr = o(t + nABAL,
t

takze w(t, At) = v(t + nAt) — u. S vyuzitim této rovnosti a rovnosti (5.5) vyjadiime hybnost
(5.6) vytékajiciho plynu vyrazem

pp(t, At) = (v(t + nAt) —u) =At. (5.7)

Nl=

Hybnost rakety v ¢ase t + At je vzhledem k (5.3) rovna
PRt + AL) = m(t + At)o(t + At) = <M - %(t + At)) ot + At) = <m(t) - %At) u(t + At).
Podle Lagrangeovy véty o stredni hodnoté plati

v(t + At) = v(t) + V' (t + VAL) A,

kde ¥ € (0,1). Dosazenim této rovnosti do predchozi dostaneme

pr(t + At) = <m(t) - %At) (v(t) + ' (t + YA AL) =

= m(t)v(t) - <%v(t) — () (t+ Mt)) A(t) — %U/(t T OAL) (AL, (5.8)

Souhrnné hybnost rakety a vyhorelého paliva je v Case t + At rovna
p(t + At) = pr(t + At) + pp(t, At).
Odtud a z (5.7), (5.8) dostaneme

p(t+ At) — p(t)
At

= (v(t + nAt) —u — v(t))% + ) (t+ 9AL) — %v’(t + 9AL)AL.

Limitnim pfechodem At — 0 a jednoduchou tpravou vyjadiime derivaci hybnosti soustavy
rakety s palivem ve tvaru
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Podle zdkona o zachovani hybnosti je p/(t) = 0, takze s vyuzitim rovnosti (5.3) dostaneme
diferencialni rovnici pro neznamou funkci v ve tvaru

)= 1
v(t) MT — ut

Na jeji pravé strané se nevyskytuje hledana funkce v, staci tedy integrovat obé strany rovnice
v mezich od 0 po t. S vyuzitim poéateéni podminky v(0) = vy dostaneme

t
MT
U(t):UO+/ﬁdT:UO—U[IH‘MT—MTHi:O:U0+ulnm:
0
ut
= In{l+——1.
vo—l—un( +MT—ut>
Zejména pro t =T mame
7
T) = In(1 . 5.9
o(T) vo—i-un( +M—,u> (5.9)

Tato formule se nazyva Ciolkovského rovnice.

Rovnici (5.9) odvodil William Moore ve vyzkumné zpravé A Treatise on the Motion of Rockets pro
Royal Military Academy, Woolwich, England, v roce 1813. Tato préace byla zapomenuta a nezavisle na
ni rovnici objevil roku 1898 Konstantin Eduardovi¢ Ciolkovskij. S jeji pomoci v ¢lanku

[MnonkoBckuii, K. E. N3cinegoBanne MUPOBLIX IPOCTPAHCTB PEAKTUBHBIMU IIPUOO-
pamu. Hayunoe obospsrue. 1903, roas X, No. 5

zdtvodnil, Ze rakety mohou létat naprosto nezavisle na okolnim prosttedi, a proto mohou byt vhodnym
prostiedkem pro lety do vesmiru.

5.3 Archimédova uloha

Urcete tvar zrcadla, které odrazi rovnobézné svételné paprsky do jediného bodu (ohniska).

Zvolime soufadnou soustavu tak, aby ohnisko bylo v jejim pocatku O, pfichéazejici paprsky
byly rovnobézné se svislou osou a sméfovaly proti jeji orientaci (kreslete si obrazek 5.2).
Uvazujme ptichazejici paprsek p, ktery se od zrcadla odrazi v libovolném, ale pevné zvoleném
bodé P = (xg,y0), zo > 0, yo < 0. Necht tvar zrcadla je v okoli tohoto bodu popsan funkci
y = y(z); pfitom samoziejmé y(zg) = yo.

Ozna¢me T, resp. v, te¢nu, resp. normalu, k zrcadlu v bodé P, ¢ pfimku incidentni s od-
razenym paprskem PO, r vodorovnou piimku prochézejici bodem P. Necht dale p = <tvq je
tihel, ktery svira odrazeny paprsek s normalou v. Uhel odrazu se rovnéa thlu dopadu a tedy
<pv = . Odtud plyne, ze <pT = %7? — . Dale plati <rr = %7? — <{pt = @. Ponévadz T je
te¢nou ke kiivce o rovnici y = y(z), plati

dy

a(azo) = tg(<rr) = tg . (5.10)

Ponévadz primky p a r jsou kolmé, je <tqr = %77 — qpv — dvq = %77 — 2¢ a tedy

1-(tg9)® (5.11)

s
tg(<qr) = tg (— - 2s0> = cotg(2p) = Stg o

2
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y=y(z)
p
q Zo T
10) o /
Yo P r

Obrazek 5.2: K Archimédové uloze: y = y(z) — zrcadlo, p — pfichézejici paprsek, ¢ — odrazeny
paprsek, P — bod dopadu a odrazu paprsku, O — ohnisko, 7 — te¢na k zrcadlu v bodé dopadu
prichazejiciho paprsku, v — norméla k zrcadlu, ¢ —thel odrazu.

Soucasné 20l
Yo Yo
tg(< = = —=, 5.12
g(<qr) - - (5.12)

Spojenim (5.10), (5.11) a (5.12) dostaneme rovnost

To je rovnice neroziesena vzhledem k derivaci. Jedna se vsak o jednoduchou kvadratickou
rovnici pro neznamou derivaci, takze ji mizeme vyjadrit ve tvaru

2
dy _y <y> ey
dr =z T

d
Proy<0Oaxz>0]je il > 0, viz obrazek 5.2. Znaménko pfed odmocninou tedy musi byt +.
Dostavame tak diferencidlni rovnici pro tvar pozadovaného zrcadla

dr =z

d d
To je rovnice homogenni. Substituci v = u(x) = @, tedy y(z) = zu(x), d—y =u+ xd—u
T T T

dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni v implicitnim tvaru je

| =15
wr1 ) oz’
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tedy In ‘u +Vu? 4+ 1‘ = In |z| + const. Odtud

w-4(z-5)

kde C je integracni konstanta. V pivodnich proménnych dostaneme rovnost

w0 -3 (5-0).

neboli 22 = C(C + 2y). To je rovnice paraboly s ohniskem (0,0) a fidici pfimkou z = —C.

Nazev ,, Archimédova tiloha“ vychazi z tradované historky, podle niz Archimédes pii obléhani Syra-
kus arméadou fimského vojeviidce Marcella v letech 214-212 pf. n. 1. z vylesténych stitt obranct mésta
sestavoval zrcadla, kterymi soustredil slune¢ni paprsky a tak zapaloval lodé obléhatelti impregnované
smolou.

5.4 Romeo a Julie

Romeo na plese zahlédl Julii a na prvni pohled se do ni zamiloval. Svoji zamilovanost zacal
Julii davat najevo a tak se i ona do ného zamilovala. Pokusime se popsat vyvoj jejich citi,
pokud by nedoslo k tragédii popsané Williamem Shakespearem.
Predpokladejme, ze cit lze néjak kvantifikovat a ozna¢me r = r(¢t) Rometv cit k Julii

a j = j(t) Juliin cit k Romeovi v ¢ase t. Cit s kladnym znaménkem budeme interpretovat
jako okouzleni nebo zamilovanost!, cit se zapornym znaménkem jako odpor nebo nechuf.
Rometv cit samoziejmé zavisi na Juliiné odezvé a soucasné je citem renesanc¢niho kavalira,
tedy dobyvatele: ¢im vice naklonnosti Julie projevuje, tim je pro dobyvatele Romea méné
pritazliva. Tento jev vyjadiime tak, ze Rometv cit k Julii se zmensuje, pokud jeji k nému
je kladny. V prvnim pftiblizeni budeme zménu Romeova citu k Julii, tj. derivaci funkce r,
povazovat za imérnou Juliinu citu k Romeovi se zdpornym koeficientem timérnosti. Formalné
to zapiSeme rovnosti

dr

T
kde a je kladné konstanta. Naopak Juliin cit k Romeovi je povzbuzovin Romeovymi projevy
naklonnosti. Touto ttvahou dostaneme rovnici pro Juliin cit v prvnim pfibliZzeni jako

—aj, (5.13)

dj _

=b 5.14
=, (5.14)

kde b > 0. Na pocatku se Romeo zamiloval a Julie o ném ani nevédéla, jeji cit k Romeovi byl
nulovy. Romeovu zamilovanost budeme povazovat za jednotkovy kladny cit. Dostavame tak
podminky

r(0) =1, 4(0)=0. (5.15)

!Pouzivame slovo ,zamilovanost®, nikoliv ,laska“. Laska totiz neni jen citem, ale je z velké miry i zaleZitosti
rozhodnuti a vile; nelze ji proto jednoduse popisovat néjakym , prirodovédeckym® zptusobem. Samotny cit vsak
lze do jisté miry biologickymi nebo chemickymi terminy popsat a proto ho lze i matematicky modelovat.
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Diferenciéalni rovnice (5.13), (5.14) s po¢ateénimi podminkami (5.15) pfedstavuji model vyvoje
Romeovych a Juliinych citi. Jedna se o homogenni systém dvou linearnich rovnic s konstant-
nimi koeficienty a lze ho tedy vyfesit metodami popsanymi v 3.4.1, konkrétné dosazovaci
metodou popsanou na str. 3.4.1.
Derivovanim rovnice (5.13) a dosazenim z rovnosti (5.14) dostaneme

d?r dj b

— = —a— = —abr.

de? dt
Vyvoj Romeova vztahu k Julii je tedy popsan homogenni linearni diferencialni rovnici druhého

fadu s konstantnimi koeficienty
2

d=r

— +abr =0. 5.16
de? + (5.16)
Pfislusné charakteristickd rovnice A% 4+ ab = 0 mé dva rtizné ryze komplexni kofeny A2 =
+ivab. Obecné feseni rovnice (5.16) tedy je tvaru

r(t) = Acos Wt) + Bsin <\/Et> .

Reseni musi spliiovat poc¢atecni podminky (5.15), tedy

r(0) = 1, %(0) — 4j(0) = 0.

Odtud dostaneme A =1, B = 0, takze r(t) = cos <\/% t) a podle rovnosti (5.13) déle plati

1dr(t 1 b

jt) =—= r(t) = —Vab sin (\/abt> :\/j sin <\/abt> .
a dt a a

Model (5.13), (5.14), (5.15) vyvoje citi veronskych milencti tedy pfedpovida, Ze Romeovy city

k Julii by periodicky kolisaly mezi zamilovanosti a zhnusenim, stejné tak Juliiny city k Ro-

meovi. Pozitivni city k sobé navzajem mohou prozivat pouze na zacatku pribéhu, konkrétné

do casu
T

Wab

Shakespearovo Teseni konfliktu tedy neni tragédii, ale dobrym koncem. Kdyby ptibéh pro-
bihal v neomezeném case, pak pouze ¢tvrtinu z ného prozivaji Romeo s Julii ve vzdjemné
naklonnosti, ¢tvrtinu ve vzajemném odporu a polovinu ¢asu s city rozdilnymi. Povsimnéme

T MY

b < a je tomu naopak. Jinak feceno, vétsim vykyvim cit (vétsimu utrpeni?) je vystaven ten
z dvojice, ktery je citové zavislejsi.

Vyvoj citll lze modelovat i obecnéji. Pfedpoklddejme, ze také Groven vlastniho citu ovliv-
nuje zménu tohoto citu. Muzeme tedy uvazovat model tvofeny systémem rovnic

dr )
-, —air —aj,
dt (5.17)
d—j—br—i-a j
dt - 27,

s pocatecni podminkou

r(0) =1, j(0) = 0.
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Zaporny koeficient oy muze vyjadiovat, ze Romeo se svych citi boji, nechce ztracet vnitini
klid; kladny koeficient cr; miize znamenat, Ze se Romeo svymi city necha vést. Koeficient oy
Ize tedy povazovat za jakési ,,umisténi Romea na ose racionalita-romantismus“; koeficient as
lze interpretovat podobné pro Julii.

Modely vyvoje milostnych citt (5.13), (5.14) a (5.17) publikoval Steven H. Strogatz v ¢ldanku

STROGATZ, S. H. Love affairs and differential equations. Mathematics Magazine. 1988,
Vol. 61, No. 1, p. 35.

Uéelem ¢lanku ovsem nebylo vytvofit matematickou teorii zamilovanosti, ale navrhnout neobvykly a
pokud mozno atraktivni zptusob vykladu klasické latky — systému dvou obycejnych linearnich diferen-

cidlnich rovnic.

5.5 ,,Psi krivka“

Pes pronasleduje zajice. Zajic se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti u, pes bézi ve
sméru k zajici rovnomérnou rychlosti v, v > u. Urcete tvar drdhy psa a cas T, za ktery pes
zajice dohoni.

Zvolime orthonormaéalni soufadnou soustavu tak, aby se zajic pohyboval po druhé ose
souhlasné s jeji orientaci a na poéatku, tj. v ¢ase ty = 0, se zajic nachazel v bodé (0,b) a pes
v bodé (—a,0). Necht pro urcitost je a > 0; pfipad a = 0 je trividlni a v pfipadé a < 0 bude
tvar drahy zfejmé obrazem tvaru pro a > 0 v osové symetrii kolem druhé soutadné osy.

Situace je zndzornéna na obr. 5.3 a). Drahu psa vyjadiime jako funkci y = y(z). V case
t=0jex=—aay=0,tj.

y(—a) = 0. (5.18)
Pes k zajici sméfuje od zacatku, tj.
b
Y (—a) = o (5.19)

V jistém case t, t < T, se pes nachazi v bodé (x,y), z € (—a,0), a zajic v bodé (0, b+ ut).
Ponévadz pes stale sméruje k zajici, plati

_ b+ut —y(x)  ylx)—b—ut

y'(2)

)

] @

neboli
ut =y —ay' (x) — b. (5.20)

Za Cas t urazi pes drahu délky vt. Této hodnoté tedy musi byt rovna délka kiivky (grafu
funkce) y = y(z) od bodu (—a,0) po bod (z,y), tedy

vt = /\/1 + (y(6)) de.

Z této rovnosti vyjadiime t a dosadime do (5.20),

2 Vi (@) de = y@) - /@) . (5.21)
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<

c) d)

Obrazek 5.3: a) K odvozeni rovnice ,psi kiivky*“. Vektor rychlosti zajice © ma v kazdém
okamziku soutadnice (0, u), vektor rychlosti psa v ma v kazdém okamziku velikost v a v Case
t sméfuje k zajici, tj. je rovnobézny s vektorem o soufadnicich (|z|, b+ ut — y).

b) ,,Psi kiivka® pro a < 0, b > 0.

c) ,Psi kiivka“ pro a > 0, b = 0.

d) ,,Psi kiivka® pro a > 0, b < 0.
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Oznadime

5= (5.22)

Podle predpokladu je s < 1. Obé strany rovnosti (5.21) zderivujeme podle x. Dostaneme

s1+ (y'(2)° =¢'(2) — y'(2) — 2y’ (z)
zy"(x) + s/ 1 + (y’(a:))2 = 0. (5.23)

Draha psa je tedy Fesenim neautonomni nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu (5.23)
s poc¢ateénimi podminkami (5.18), (5.19).

a po upravé

Rovnice (5.23) je typu 4.2.2. Proto zavedeme novou nezndmou funkci p = p(z) = y/(z).
Dosadime ji do rovnice (5.23) a pocéateéni podminky (5.19). Po snadné tpravé dostaneme

pocatecni ulohu
S b
p=——vi+p?,  p(-a)=—.
Jedn4 se o rovnici se separovanymi proménnymi. Reseni tilohy v implicitnim tvaru tedy podle
1.1.3 je

p x

Integraci dostaneme

a(p—km)

In PN oy :1n<—g>s
a odtud 1 s s
v=ge (¢ (-3) - (=2)).
kde
Cz%—k 1+<§>2. (5.24)

Ponévadz p = ¢ a funkce y spliiuje podminku (5.18), dostaneme feSeni tlohy integraci po-
sledni rovnosti, tedy

GG CIDES
i (D) e (D).

Za konstanty s a C' dosadime z rovnosti (5.22) a (5.24). Po upravach dostaneme ,psi kiivku*
ve tvaru

(2) U(UZH'“ a2+b2> v (b— a?+ 02 |z 1+y b+Va2+ b2 |zl
oy L RTTE) o (0o R gt 0o VR o)
2 a a

v2 — u? v+u v—u
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Nalezena funkce y je suda, vyjadiuje tedy tvar drahy psa pro a > 0 i pro a < 0; v prvnim
pripadé bychom za defini¢ni obor povazovali interval [—a, 0], ve druhém interval [0, —al].

Pes dostihne zajice v bodé (0, y(O)). To znamend, ze zajic rychlosti v urazi drahu délky
y(0) — b a ¢as, za ktery pes zajice dohoni, je tedy roven

y(0)—-b 1 v(vb+uva2—|—b2> ub + vva? + b2

T =
U U v2 —u? v2 —y?

,Psi kiivku“ (,,courbe chien“) jako prvni studoval v roce 1732 francouzsky matematik Pierre

v

Bouger (ten je znaméjsi jako tcastnik expedice do Peru v roce 1735, kterd zméfila délku jednoho
stupné zemépisné délky na rovniku). K¥ivka je nejjednodussim piipadem kiivek sledovéani (pursuit
curves, pojem poprvé pouzil George Boole ve svém spisu ,, Treatise on Differential equations“ v roce
1859), které jsou definovany takto: jestlize body A a P se pohybuji rovnomérné, bod A po dané kiivce
a smér pohybu bodu P stale mifi k bodu A, pak bod P opisuje kiivku sledovani.

Uloha byva nékdy formulovana tak, Ze pes sleduje svého pana, nebo ze liska honi kralika.

5.6 Epidemiologicky model Daniela Bernoulliho

Uvazujme chorobu, kterd trva kratce, néktefi pacienti na ni zemfou, jini se uzdravi a ziskaji
vicéi ndkaze imunitu; typickym predstavitelem takové infekce byly neStovice. Budeme mode-
lovat epidemii této choroby, tj. jeji Sifeni v néjaké kohorté. Kohortou rozumime skupinu osob
narozenych ve stejnou dobu.

Zavedeme oznaceni: N pocet osob zahrnutych do kohorty, a jejich vék (tj. ¢as od poc¢atku),
S = S(a), resp. R = R(a) pocet osob véku a, které neprodélaly, resp. prodélaly, chorobu. Pfi
tomto oznaceni je N = S(0) + R(0) = S(0), nebot novorozenci chorobu neprodélali, tj.
R(0) = 0. Dalsi symboly zavedeme na zakladé nasledujicich predpokladi:

e Pocet osob véku a, které zemrfou z jinych pri¢in, nez je uvazovana infekce, je imérna
délce (kratkého) casového intervalu sledovani Aa a poétu nenakazenych osob S(a).
Konstantu tmérnosti — prirozenou imrtnost ve véku a — oznacime pu(a).

e Pocet osob veéku a, které se nakazi uvazovanou chorobou je iimérnd délce sledovani
Aa a poc¢tu S(a) osob, které dosud chorobu neprodélaly a jsou tedy citlivé na infekei.
Koeficient timérnosti — incidenci choroby ve véku a — oznacime A(a)

e Pocet nemocnych osob véku a, které se uzdravi za Casovy interval Aa je imérny poctu
infikovanych osob tohoto véku a délce intervalu Aa. Koeficient imérnosti — index preziti
choroby osobami véku a — oznacime s(a).

Umrtnost j(a) lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze ,zdravd® osoba (tj. ta, kterd nema
uvazovanou chorobu) véku a zemie béhem ¢asového intervalu délky Aa; incidenci A(a) jako
pravdépodobnost, Ze se ,zdrava“ osoba véku a, kterd neni imunni vaci uvazované chorobé,
nakazi béhem ¢asového intervalu délky Aa; ukazatel pfeziti s(a) jako pravdépodobnost, ze
nakazena osoba véku a se béhem ¢asového intervalu délky Aa uzdravi. Budeme predpokla-
dat, ze onemocnéni a uzdraveni jsou jevy nezavislé, tj. Zze pravdépodobnost, Ze osoba citliva
k infekci se béhem ¢asového intervalu délky Aa nakazi a uzdravi, je rovna s(a)A(a). Déle
zavedeme letalitu choroby ve véku a vztahem

cla) =1— s(a);
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S(a) Aa) s(a) R(a)
] —_
nachylni k chorobé imunni
c(a)

p(a) u(a)

Obréazek 5.4: Schéma vyvoje kohorty ohrozené chorobou

Ize ji interpretovat jako pravdépodobnost, Ze nemocné osoba véku a béhem ¢asového intervalu
délky Aa zemfie. Proménné

u=u(a) = N resp.w:w(a):%a)

vyjadiuji (klasickou) pravdépodobnost, Ze osoba se dozila véku a a neprodélala, resp. prodé-
lala, chorobu. Novorozenec urc¢ité chorobu neprodélal, tedy plati

u(0) =1, w(0)=0. (5.25)

Vyvoj kohorty, v niz probiha choroba, lze schematicky znazornit obrazkem 5.4 a predpo-
klady vyjadrit ve tvaru rovnosti:

S(a+ Aa) = S(a) — p(a)S(a)Aa — A(a)S(a)Aa = S(a) — (u(a) + A(a))S(a)Aa,

R(a+ Aa) = R(a) + s(a)\(a)S(a)Aa — p(a)R(a)Aa =
= R(a) + (1 - ¢(a))A(a)S(a)Aa — p(a)R(a)Aa.

V prvni z uvedenych rovnosti prevedeme na levou stranu S(a) a ve druhé z nich R(a), rovnosti
vydélime vyrazem NAa a provedeme limitni pfechod Aa — 0. Pro zjednoduseni modelu
budeme predpokladat, ze funkce u a w jsou diferencovatelné; takovy predpoklad je v pripadé
velké kohorty dostatecné realisticky. Dostaneme tak systém neautonomnich diferencialnich
rovnic d

= = —(u@) + A(@)u,

a (5.26)
dw
P (1= c(a))Ma)u — p(a)w;

a
jejich FeSeni spliiuje pocateéni podminky (5.25).
Prvni rovnice systému (5.26) je linedrni homogenni rovnici pro neznadmou funkei u. Jeji
feSeni s poc¢ateéni podminkou (5.25) je pfi oznaceni

M(a) = /,u(oz)doz, A(a) = /)\(a)da (5.27)
0

podle 1.3 rovno
u(a) = e M) =Mla) (5.28)

Toto vyjadieni dosadime do druhé rovnice systému (5.26) a dostaneme

dw

W - —pla)w + (1 - c(a)))\(a)e_A(a)_M(“),
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coz je linedrni nehomogenni rovnice pro neznadmou funkei w. Jeji feseni s po¢atecni podminkou
(5.25) je opét podle 1.3 rovno

w(a) =e M@ |1 /c(oz))\(oz)e_A(O‘)doz — e~ Ma)=M(a), (5.29)
0

Dosud provedené tvahy a vypoéty lze shrnout: Pravdépodobnosti u(a), resp. w(a), Ze se
osoba dozije véku a a neprodéld, resp. prodéla, chorobu, jsou feSenim soustavy rovnic (5.26)
s po¢ateénimi podminkami (5.25) a jsou dany vyrazy (5.28), resp. (5.29), kde funkce M a A
jsou déany vyrazy (5.27).

Pravdépodobnost, ze se osoba dozije véku a za predpokladu, ze choroba se v kohorté
neobjevuje (tj. A =0 a v dusledku toho také A = 0), je rovna pfimo funkci u s A = 0, tj.

lo(a) = e M@,
Pravdépodobnost, ze se osoba dozije v€ku a pokud se choroba vyskytuje, je rovna

U(a) = u(a) + w(a) =e M@ [1- /c(a))\(a)eA(a)da =

0
a

=/ly(a) [ 1= [ c(a)A(@)e M@ da
/

Pravdépodobnost doziti véku a je tedy soucinem pravdépodobnosti doziti véku a p¥i prirozené
umrtnosti a faktoru, ktery zavisi pouze na incidenci a letalité choroby.
Oznacme dale

Q) _la)—ul@)

_ u(a) _w(a) .
x(a’) - E(a)’ Z(CL) - g(a) - E(a) - CE((Z),
Veli¢ina z(a), resp. z(a), vyjadiuje podminénou pravdépodobnost, Ze osoba véku a neprodé-
lala, resp. prodélala, chorobu za podminky, Ze se véku a dozila.
Ponévadz

o—Ala)—M(a) e—Ma)
z(a) = - = - , (5.30)
e~ M(a) (1 — fc(oz))\(oz)e_A(o‘)dOz> 1 — [cla)\(a)e M da
0 0

plati rovnost z(0) = 1 a déle

Aa@)e-A@
iy O (

1—0 ()M«
da —aca ae‘A(O‘)az
(1= [e@aerraa)

a

c(a)X\( )eA(a)da> + e M e(a)\(a)e M)
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Relativni zastoupeni osob véku a, které v uvazované kohorté neprodélaly chorobu, je tedy
veli¢ina x(a) dana formuli (5.30), kterd je sou¢asné fesenim poc¢atecni tlohy pro Bernoulliovu
rovnici

dx

P ~Xa)z(1 = c(a)z), =(0)=1. (5.31)
Vyvoj zastoupeni osob, které neprodélaly chorobu, tedy nezavisi na prirozené timrtnosti p.
Ulohu (5.31) mizeme vyfesit metodami popsanymi v 1.4 a presvédcit se, ze FeSeni je stejné
jako (5.30), nebo podrobnéji

eaf AMa)da
x(a) = .
a J Ma)da
1= [A(E)e()er d¢

Zejména pro incidenci choroby a letalitu choroby nezévislé na véku dostaneme

1
c+ (1 —c)ere’

z(a) =

Poznamenejme jesté, ze v teorii preziti se funkce £y, u, M nazyvaji funkce preziti, rizikovd
funkce a kumulativni rizikovd funkce (v uvedeném poradi). Pokud

ILm M(a) = /,u(a)da = 00,
0

pak pro funkci preziti plati
lo(a) =1 — F(a),

kde F' je distribuc¢ni funkce ndhodné veli¢iny ,,vék doziti jedince z kohorty“.

Uvedeny model $ifeni epidemie nestovic publikoval Daniel Bernoulli (1700-1782) v ¢lanku

BERNOULLI, D. Essai d’'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite vérole
et des avantages de I'inoculation pour la prévenir. Hist. Acad R. Sci. Paris. 1760/1766,
p-1-45.

v némz hledal odpovéd na otdzku, zda zavadét ockovani proti nestovicim, prestoze tato operace nékdy
kon¢i smrti.
Na zdkladé tabulek tmrti, které publikoval krélovsky astronom Edmond Haley (1656-1742)

HALLEY E. An estimate of the degrees of the mortality of mankind, drawn from curious
tables of the births and funerals at the city of Breslaw; with an attempt to ascertain the
price of annuities upon lives. Phil. Trans. Roy. Soc. London. 1693, vol. 17, p. 596-610.

odhadl D. Bernoulli hodnoty incidence a letality nestovic nezavislé na veéku jako A\ = %, c = %;
skutec¢nost, ze mu koeficienty vysly stejné, je ndhoda.
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5.7 Ekonomicky rust (Solowiv-Swantv neoklasicky model)

Budeme se snazit popsat dynamiku (vyvoj v ¢ase) zdkladnich makroekonomickych ukazatelt
v uzaviené ekonomice, tj. v ekonomice, v niz nedochéazi k zddné vymeéné s okolnimi ekonomi-
kami (k exportu nebo importu). Za zakladni ukazatele budeme povazovat:

Y =Y(t) ... hruby domaci produkt v ¢ase t.

K = K(t) ... kapital v ¢ase t. Kapitalem budeme rozumét nejen kapitél finanéni, tj. penize,
ale také kapital hmotny, tj. budovy, stroje, zarizeni ap. Celkové mnozstvi kapitalu lze
vSak vyjadrit pomoci penézni jednotky.

L =L(t) ... disponibilni pracovni sila v ¢ase t. Lze si ji pfedstavit jako mnozstvi prace-
schopného (nebo praceochotného) obyvatelstva.

I =1(t) ... investice v Case t, tj. penézni prostiedky pouzité k tvorbé nebo obnové kapitélu.

S = S(t) ... spotfeba v Case t. Za spotfebu budeme povazovat penézni prostiedky k tvorbé

nebo obnové kapitalu nevyuzité, tj. nejen realizovanou spotiebu ale také napt. vladni
vydaje nebo tuspory obyvatelstva.

Vyjdeme z nékolika jednoduchych a z ekonomického hlediska ptijatelnych predpokladii:

P1) Jedinymi produkénimi faktory jsou kapitél a préce.

P2) Kapital se vytvari investicemi.

P3) Kapital se amortizuje (znehodnocuje) tak, ze pomér znehodnoceného kapitélu za jed-
notku ¢asu ke vSemu kapitalu je konstantni.

P4) Relativni piirtustek pracovni sily v ¢ase je konstantni; v podstaté odpovida pfirozenému
prirtstku obyvatel.

P5) Sklon ke spottebé, tj. podil spotfebovaného produktu, je v ¢ase konstantni.

P6) Veskery produkt se rozdéli na investice a spotfebu.

P2) a P6) nejsou ve vlastnim smyslu pfedpoklady, je jimi pouze specifikovano, co se rozumi
pojmy ,investice“ a ,spotieba“.

Zakladni makroekonomické ukazatele budeme povazovat za nezaporné diferencovatelné
funkce definované na intervalu [0, 00), tj. zajima nas vyvoj od jistého okamziku do budouc-
nosti. Nyni muZzeme predpoklady vyjadrit matematicky:

P1) Produkcee je funkei kapitalu a prace, tj.
Y(t) = f(K(t), L(1)), (5.32)

kde f : [0,00)% — [0,00) je né&jaka diferencovatelna funkce rostouci v kazdé ze svych
proménnych. Nazyvame ji produkcni funkce.

P2) Mnozstvi kapitalu vytvoreného za ¢asovy interval délky At, tj. od ¢asu t po ¢as t + At,
je tmérné mnozstvi investic I(t) a ¢asu investovani At, tj. je roven hodnoté

—1(t)At,

(1)
kde k > 0 je néjaké konstanta. Vyjadifuje Cas, za ktery se z jednotkové investice vytvori
jednotkové mnozstvi kapitalu. Vétsinou se voli k = 1, tedy zZe investice je totéz, co
vytvoreny kapital.



66

P3)

P4)

P5)

P6)

KAPITOLA 5. NEKTERE KLASICKE ELEMENTARNI ULOHY

Oznac¢me a mnozstvi kapitalu amortizovaného za jednotku c¢asu. Pak pro kazdy cCas t
plati

kde ¢ je néjaka nezdpornd konstanta, kterou nazveme mirou amortizace. Ta byva vy-
jadiena pomoci odpisi. Za Casovy interval délky At se amortizuje aAt kapitalu, takze
mnozstvi kapitalu znehodnoceného za interval délky At je rovno

SK (t)At.

Relativni prirtistek A pracovni sily za jednotku c¢asu je konstantni, takze relativni pii-
rustek pracovni sily za ¢asovy interval délky At je roven AAf, tj.
L(t + At) — L(t)
L(t)

= MAt.

Existuje konstanta s nazyvana mezni sklon ke spotrebé takova, ze pro kazdé ¢ > 0 je

s(t)
Yy
V kazdém case t plati
Y (t) = I(t) + S(¢). (5.33)

Dale pottebujeme specifikovat produkéni funkci f. Budeme tedy jesté predpokladat:

P7)

Pg)

Ke zdvojnéasobeni produkce je potfeba dvojnasobného kapitalu i dvojnasobné pracovni
sily. Obecnéji, ke zvétseni produkece o ¢% je potieba zvétsit kapital i pracovni silu také
o q%. Matematicky,

f(BK,BL) = Bf(K,L) (5.34)

pro kazdou konstantu § > 0; jinak feceno, produkéni funkce f je homogenni prvniho
radu.

Neni-li v ekonomice zadny kapital, tak jakékoliv jeho pfiddni zptisobi veliky nartst
produkce; presnéji, mezni produkt kapitalu roste do nekonecna, pokud se mnozstvi
kapitalu v ekonomice priblizuje k nule. Je-li v ekonomice nadbytek kapitalu, tak jeho
zvétseni jiz nezpuisobi vyznamny nartst produkce; presnéji, mezni produkt kapitalu
kleséa k nule, pokud jeho mnoZstvi v ekonomice neomezené roste. Analogické vztahy
jsou mezi produkci a praci. Tyto piredpoklady zapiSeme ve tvaru

. Of . Of
lim —(K,L)= L lim —(K,L)= K
Kfol+aK( L) = o0 pro L >0, LLIBiaL( L) = 00 pro K >0,
. Of _ i _ 0
A oD =0 i =0

nagyvame je Inadovy podminky.

Nyni jiz mtzeme sestavit rovnice popisujici vyvoj makroekonomickych ukazatelti. Podle
P2) a P3) je kapital v ¢ase t + At roven

K(t+At) = K(t) + %I(t)At — SK(t)At.
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Odtud dostaneme
K(t+ At) — K(t)
At

a limitnim pfechodem At — 0 ziskdme diferencidlni rovnici

_ %I(t) K (1)

1
K'=-I-0K. (5.35)

Timtéz limitnim pfechodem dostaneme po snadné upravé z predpokladu P4) diferencidlni
rovnici

L' = \L. (5.36)
; , ) , S .. R
Z predpokladu P6) méame 1 = —= + a déle s vyuzitim predpokladu P5) dostaneme
Y(t) Y()
I(t) = (1 — s)Y(2). (5.37)

Systém dvou diferencialnich rovnic (5.35), (5.36) spolu s omezujicimi rovnostmi (5.32), (5.37)
lze povazovat za matematicky model dynamiky produkce, kapitédlu a prace.

Model (5.35), (5.36), (5.32), (5.37) mtuzeme jesté dale upravit. Zavedeme veli¢inu k = k(t)
vztahem

k(t) = %; (5.38)

nazyvame ji mira vybavenosti prace kapitalem. Z rovnosti (5.32) a (5.34) dostaneme

Y(t) = f(K(t),L(t)) = L(t)f <%1> = L(t)f(k(t),1).

Vyraz f(k,1) se nazyva intenzivni tvar produkcni funkce. Derivovanim vztahu K = Lk defi-
nujictho vybavenost prace kapitalem dostaneme K’ = L'k + Lk’. Po dosazeni z rovnic (5.36),
(5.35) mame

1
—I — 6K = ALk + LK.
K

Za proménnou I nejprve dosadime z rovnosti (5.37) a pak za proménnou Y z rovnosti (5.32).

Dostaneme tak
1—s

Lf(k,1) — 6K = ALk + LK.
Po vydéleni hodnotou L méame

1—s
K

f(k,1) — 0k = Xk + K.
Odtud vyjadiime derivaci k¥’ a dostaneme zdkladni dynamickou rovnici neoklasického modelu
, 1-s
k' = —(A+5)k+Tf(k, 1). (5.39)

Pripomernime, ze obvykle se voli kK = 1, tj. ze investice predstavuji nové vytvoreny kapital.
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Reseni zikladni rovnice s Cobbovou-Douglasovou produkéni funkci

V zékladni rovnici stale zustava neurcend produkéni funkce f. Jednoducha funkce, ktera
spliiuje podminky P7) a P8) (a tedy muze predstavovat jisty popis ekonomické reality) je
Cobbova-Douglasova produkcni funkce, kterd je tvaru

f(K,L) = BK°L'™, (5.40)

kde kladny koeficient B predstavuje produkci pii jednotkovém kapitalu i praci a « je néjaka
konstanta takova, ze 0 < a < 1. Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru

je
f(k,1) = Bk~ (5.41)

Dosazenim této funkce do zakladni rovnice (5.39) dostaneme obycejnou diferencialni rovnici
pro neznamou funkci £ ve tvaru

E'=—(\+8)k+ A(1 — s)k~, (5.42)

B
kde jsme oznacili A = —. Jednd se diferencidlni rovnici Bernoulliovu, sr. 1.4. Budeme ji fesit

zavedenim substituce
r= ke (5.43)

tedy
r=01-a)k k' =1 —-a)k (A + )k + A1l — 5)k*) =
=(a—1)A+ k' — A1 - 8)(a — 1),

neboli

= (a—1)A+8)r— Al —s)(a—1). (5.44)

To je nehomogenni linedrni rovnice pro neznamou funkci £ a jeji feseni s poc¢ate¢ni podminkou
r(0) = 79 je podle 1.3 rovno

t
r(t) = |ro — /A(l —s)(a — 1)e*(0‘*1)()‘+5)"d0 el DO+ —
0

1-—s
_ “(a—1) (M)t (a—1)(A+8)t _
[7‘0+A>\+6<e 1>:|6

= (ro - Ai — ‘2) e DA+ Ai—Jr‘;. (5.45)
Mira amortizace ¢ je podle pfedpokladu P3) nezdporna. O relativnim piirtstku pracovni
sily A jsme dosud nic nepfedpoklddali, mtize byt kladny (obyvatelstva pfibyva) i zadporny
(obyvatelstvo vymira). Pro dalsi ivahy budeme pfedpoklddat, ze A + J > 0 (material chatra
rychleji nez obyvatelstvo). Ponévadz a < 1, je funkce r dand rovnosti (5.45) monotonni (v
pripadé (A + §)rg > A(1 — s) klesajici, v ptipadé (A + §)rg < A(1 — s) rostouci) a plati

1—
lim r(t) = A >

. 4
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S vyuzitim rovnosti (5.38), (5.41) a

43)
"= < > BKaLl a Bg‘ (547)

Z rovnosti (5.46) nyni plyne

muizeme psat

. K(t) 1—s5
MY T R e) (5.48)
tento vysledek miZeme interpretovat tak, ze kapitalovd ndrocnost jednotky produkce (mnozstvi
kapitélu potfebné k vytvoreni jednotkového produktu) se v uzaviené ekonomice ustali na jisté
hodnoté, zvané mezni pomer kapitdlu a produkce, kterd zavisi pouze na sklonu ke spotrebé s,

efektivité investic x, mife amortizace § a piirozeném piirustku (nebo tubytku) obyvatel A. Ve
tabilizované uzaviené ekonomice tedy plati Los bl
stabilizované uzaviené ekonomice te ati — = ———, neboli

YRRy Tt o)

1—s
Y = —K;
kK(A+46)

produkce je pfimo timérna kapitalu.
Névratem k proménné k = r¥/0+®) muzeme vyjadiit feSeni zakladni rovnice (5.42) s
Cobbovou-Douglasovou produkéni funkei a s po¢ateéni podminkou k(0) = kg ve tvaru

1
70[ 1—5sY\ (o 1—s5|1-
k(t) = Kké — A 5) ela= DO+t AT 5] . (5.49)

Pro funkci k£ plati, ze

lim k(t) = (Ai:r‘;)l_a; (5.50)

t—o00

jeji chovani v dlouhém ¢asovém tiseku nezavisi na pocateéni hodnoté. Ekonomika tedy sméfuje
ke konstantni (rovnovdzné) vybavenosti prace kapitalem.

Nyni mizeme pomoci feSeni (5.45) a (5.49) rovnic (5.44) a (5.42) vyjadfit FeSeni rovnic
puvodniho modelu (5.32), (5.35), (5.36), (5.37), (5.33) v pripadé, ze produkéni funkce je
Cobbova-Douglasova tvaru (5.40). Budeme uvazovat poc¢ateéni podminky

K(0) = Ko, L(0) = Ly.
Pak podle (5.40), (5.33) a (5.37) je
Y(0) = Yo = BKGLY™,  S(0) = So = s¥p, 1(0) = o = (1 — 8)Yp.
Rovnice (5.36) je linedrni homogenni a jeji feseni spliiujici uvedenou pocateéni podminku je
L(t) = Loe.
Podle (5.38) je

Ko\ '@ 1—s 1—s
K(t) = k(t)L(t) = Loe [<<L0> A+5>e + AT

podle (5.40), (5.32) je

Ko\'™ 1—s5 1—s
Y (t) = BK(t)*L(t)' ™ = kALgeM -0 —A (a=1)(M+0)t | 4
() = BK@) L) = m3[<<%> A+5>e palzs

Spotieba S(t) je s-nasobkem produkce a investice I(t) je jejim (1 — s)-nésobkem.

1

et

11—«
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Technologicky pokrok v modelu ekonomického rustu

Z rovnosti (5.50), (5.48) plyne, ze produkce, kapital a pracovni sila jsou asymptoticky ekvi-
valentni funkce; zhruba feceno, tyto makroekonomické charakteristiky rostou stejné rychle.
Zejména plati
Y(t) A+0 ‘<
im —= = —— = const < c0.
t—o0 K(t) 1—s
Zakladni dogma ekonomie vSak fika, ze ekonomika roste tak, ze se produkuje stale vice se
stale mensimi naklady, tj.
Y(t)
lim —= = oc. 5.51
t—o0 K(t) ( )
Tato disproporce muze byt zptisobena tim, ze jsme neuvazovali technologicky pokrok. Ten se
projevuje tak, ze efektivita prace v ¢ase roste. To znamena, ze pracovni sila nebude vyjadrena
pouze mnozstvim pracujicich. Pfredpoklad P4) tedy nahradime pfedpokladem modifikovanym:

P4’) Relativni pfirtstek pracovni sily za jednotku ¢asu v prubéhu ¢asu roste, tj.

L(t + 6t) — L(t)
L(t)

= A(t)AL,

kde A je rostouci funkce.

Nyni muzeme zopakovat vsechny ivahy. Témi dojdeme k modifikované rovnici neoklasického
modelu

K =—(\(t) + 0)k + 1—;Sf(/<:, 1), (5.52)

kterd se od rovnice (5.39) lisi pouze v tom, Ze relativni priristek pracovni sily A zavisi na
¢ase. Abychom tuto zavislost specifikovali, prijmeme dalsi predpoklad:

P9) Relativni pfirtstek pracovni sily vyjadiuje dosazenou technologickou troven. Technolo-
gicky rist je proces kumulativni, tj. jeho pfiristek je tmérny tGrovni dosazené a dobé
rozvoje, tj.

At + At) — A(t) = pA(t)At,
kde p je kladna konstanta.

Uvedeny predpoklad 1ze limitnim pfechodem At — 0 pfepsat ve tvaru homogenni diferencialni
rovnice

N = p), (5.53)

jejiz feSeni je podle 1.3 rovno A(t) = AgeP!, kde \g vyjadiuje pocateéni technologickou tro-
ven. Do rovnice (5.52) nyni mizeme dosadit Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci (5.41) a
vyjadieni (5.53). Opét dostaneme Bernoulliovu rovnici

K =— (X +6) k+ A(1 — s)k?,
kterou substituce (5.43) transformuje na rovnici linearni

= (a—1) (Aoe” +6) r+ Al — s)(1 — o).
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Jeji feseni s pocatecni podminkou r(0) = ry je podle 1.3 rovno

r(t) = T’O—i-A(l—a)(l—s)/texp{(l—a) <5T+ﬁ(ep7_1)>}d7 X
0

p
X exp{—(l —a) <5t+ % Ca 1))}
Vzhledem k (5.47) je
Yt _ B
K(t)  r(t)’

takze s pouzitim de 'Hospitalova pravidla mtizeme vypocitat

¥ (1) exp{(l—a) <5t+%(ept—1)>}

lim —% = B lim =

TR s - -9 fen {a-a) (54 2 @) bar

Ao Ao
1- §+ —ePt 1— ot + = (ePt — 1
o ( a)<+p >exp{( a)( +p(e ))}_ 0p + Aoe?
= B lim = lim —— 2~ —

Al —a)(1 —s)exp {(1 —a) <6t + % (et — 1)>} t=oo p(l —s)

t—o00

Podminka (5.51) je nyni splnéna. Analogicky vypocitame

Jim (%/)\oept> =0.

Posledni vysledek lze interpretovat tak, ze v uzaviené ekonomice s plynulym technologickym
pokrokem klesd kapitalovd néroc¢nost jednotky produkce fadové rychleji, nez technologické
uroven roste.

Zakladni dynamickou rovnici neoklasického modelu sestavili nezavisle na sobé Robert M. Solow
a Trevor W. Swan jako rozsifeni modelu produktivity kapitalu, ktery nezavisle vytvorili Sir Roy F.
Harrod (v roce 1939) a Ewsey Domar (v roce 1946). Publikovali ji v ¢lancich

SorLow, R. M. A Contribution to the Theory of Economic Growth. Quaterly Journal of
Economic. 1956, vol. 70, No. 1 (February), p. 65-94.

SwaN, T. W. Economic Growth and Capital Accumulation. Fconomic Record. 1956,
No. 32 (November), p. 334-361.

Robert Solow za rozpracovani neoklasického modelu obdrzel v roce 1987 Cenu Svédské narodni banky
za rozvoj ekonomické védy na pamatku Alfreda Nobela (lidové zvanou Nobelova cena za ekonomii).

5.8 Udrzitelny rybolov

Predstavme si néjakou vodni nadrz, v niz ziji ryby. Tato nadrz je uzaviena v tom smyslu, Ze
ryby z ni ani do ni nemigruji. Uzivnost této nadrze budeme povazovat za konstantni. Populaci
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ryb povaZzujeme za homogenni (nerozlisujeme veék, velikost, pohlavi ani jiné vlastnosti jedinct)
a vSechny jeji charakteristiky kromé velikosti povazujeme za konstantni v ¢ase. Oznacime-li
x = xz(t) velikost populace ryb v ¢ase t, pak vyvoj této veli¢iny lze modelovat logistickou
diferencialni rovnici .
/
r=rx(l- —> ,
(- %

kde r je vnitini koeficient rtistu populace a K je kapacita (1zivnost) prostfedi; oba parametry
r a K jsou kladné.

Rybolov s konstantnim tilovkem za jednotku ¢asu

Ryby vsSak nejsou ponechany svému vyvoji, jejich populace je vyuzivana. Rybolov mizeme
popsat tak, ze z populace ryb je pravidelné odstranovan jisty pocet jedincti, za jednotku casu
je vyloveno urcité mnozstvi ryb. (To si lze naptiklad predstavit tak, Ze u jezera ziji rybafi,
ktefl maji pevné dany pocet lodék, kazdy den vyrazi na lov a lovi tak dlouho, az své ¢luny
naplni.) Ozna¢me h mnozstvi ryb ulovenych za jednotku ¢asu; parametr h je kladny. Pak
vyvoj populace ryb, jejiz velikost byla na zacatku rovna hodnoté zy > 0, je popsén pocatecni
ulohou pro diferencialni rovnici

¥ =rz <1 — %) — h, x(0) = xo. (5.54)

Zakladni otazkou je, zda rybolov je udrzitelny, tj. zda v dostateéné dlouhém ¢asovém horizontu
bude populace ryb prezivat nebo ji lov vyhubi.
Rovnice v tloze (5.54) je Riccatiho, podle 4.1 ji fesime substituci

Ky
=)= y(t)

(5.55)

Dosazeni do rovnice (5.54) dava

Ky'y— () _ ,_ Ky 1 (Ky\*
r Y2 ry K '

tj.

K " K /N 2 K N\ 2 /

_y___<y_> :__<z> kY

Ty r\Y r\Y Yy
Odtud snadnou tpravou dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnimi
koeficienty

iz / Th
— —y=0. 5.56
vy + ey (5.56)
Jeji charakteristicka rovnice (sr. 3.1.1) je

2 rho_
N —rAt = =0. (5.57)

4h
Ozna¢me D =1 — o Pak D < 1, nebot parametry r, K, h jsou kladné. Pii feSeni tlohy

r
(5.54) rozlisime t¥i pfipady podle znaménka veli¢iny D.

(i) D>0,tj. h < irK.
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V tomto pfipadé mé charakteristickd rovnice (5.57) dva realné rtzné kofeny
Ao = g (1+vD)
a protoze D < 1, jsou oba kofeny kladné. Obecné feseni linearni rovnice (5.56) je
y(t) = Ae2 sr(1+/D)t + Bei" r(1/D)t — 271Dt (A + Bef“/ﬁt> ,
kde A, B jsou né&jaké konstanty. Plati tedy

y'(t) = e2r (WD)t ( (1 +\/_) <A+Be ) BrVDe~ >
b WD ((14+VD) A+ (1-VD)Be™P).

,
2
Odtud a z transformac¢niho vztahu (5.55) dostaneme obecné feseni rovnice z tlohy (5.54) ve

K (1+VD)A+ (1-vD)Be VP!
o(t) = 2 A+ Be—VDt .

Konstanty A, B ziskdme z poc¢ateéni podminky v tloze (5.54):

tvaru

Tro —

K (1+VD)A+ (1-VD)B K A-B
2 A+B :5<1+\/5A+B>'

To je jedna rovnice pro dvé neznamé a hodnoty A, B z ni nelze vypocitat. Lze vSak urcit
jejich pomér

21‘0 A—B .

Reseni tlohy (5.54) je tedy déno formuli

- K (1+VD) (K(1—VD) = 2a0) = (1 —vD) (K (1 +vD) = 2w0) e Pt
2 (1 \/_) — 210 — (K(l —i—\/ﬁ) — 2x0) e—VDt B
K rxo(l —l—\/ﬁ) —2h — <7"x0 (1 —l—\/ﬁ) — 2h> e—VDt
7 200~ K(1-VD) — (200 - K(14+VD) ) e/
nebot 1 — D = ;1[]2

Nyni mtizeme vySetfovat prubéh funkce x v zavislosti na po¢ateéni hodnoté (parametru)
xo. Pokud je xz¢ > %K (1 —\/5), pak je funkce x kladnd pro jakoukoliv hodnotu nezavisle

promeénné t a plati
1 D
lim z(t) = K +\/_;
t—o0 2
zejména pro rg = %K(l —{—\/5) je funkce x konstantni, z(t) = % (1 —|—\/—) Rybolov zredukuje
velikost populace ryb na hodnotu x* = %K (1 +\/5)
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T T
0<h<i7‘K h:irK
x /
1
5K
t t
T T
h>i'rK h = Ex, EzEmaX:%r
K

/
\\W

t t

Obréazek 5.5: Modely rybolovu. Rybolov s konstantnim tlovkem za ¢asovou jednotku, tj. feSeni
ulohy (5.54) pro rtzné hodnoty intenzity lovu h a pro rizné poc¢ateéni hodnoty zy (nahote
a vlevo dole). Rybolov s konstantnim loveckym tusilim, tj. feSeni tlohy (5.59) s usilim E
pfinasejicim maximélni udrzitelny tlovek pro rizné pocateéni hodnoty x¢ (vpravo dole).

Pokud je x¢ = %K(l —\/5), pak je funkce x konstantni, z(t) = %K(l —\/5)
Ovsem, pokud je g < %K(l —\/5), pak pro

y 1 1 2h — mco(l —\/D)
= n
P WD  2h— mco(l —|—\/D)

je (tg) = 0. To znamena, ze lov ryby vyhubi.

Reseni pocéteéni ulohy (5.54) s hodnotou h € (0, iTK ) a s riznymi pocateénimi hodno-
tami je zobrazeno na obr. 5.5 vlevo nahofte.
(ii) D >0, tj. h=LrK.

V tomto pfipadé méa charakteristickd rovnice (5.57) dvojndsobny redlny kladny kofen
A= %r. Obecné feSeni linearni rovnice (5.56) v tomto piipadé je rovno

y(t) = (A + Bt)e2"".

Pro toto feseni musi platit y(0) # 0, jinak by transformace (5.55) nebyla definovéana v pravém
okoli po¢atecni hodnoty. Odtud plyne, Ze A # 0 a feSeni miZzeme upravit na tvar

y(t) = A <1 + %&) 2™ = A(1 + Ct)e2™,



5.8. UDRZITELNY RYBOLOV 75

B . .
kde C' = T Derivace feseni je rovna

y(t)=A (C + g(l + Ct)> o3Tt

a obecné FeSeni rovnice z ulohy (5.54) je

_KC+31+4C) K K C
e

z(t) r 1+Ct rl14+Ct

Toto Feseni mé spliiovat poc¢ateéni podminku v tloze (5.54), takze

r
C= ﬁ(l’ﬂo —K)

Reseni tlohy (5.54) je tedy v piipadé h = iTK dano formuli

1 2$0—K
H=K|(=
=(t) (2 T IR T (200 - K)t)

Pokud zy > %K, je toto feseni kladné pro kazdé ¢ > 0. Zejména pro zg = %K je Teseni
konstantni, z(t) = %K Pokud naopak g < %K, je Teseni kladné pouze pro t € [0,tg), kde

2K

tp = ——
E T(K — 2.%'0)

a z(tg) = 0. Refeni tlohy (5.54) v pifpadé h = 1rK pro rfizné pocatecni hodnoty je znazor-
néno na obr. 5.5 vpravo nahote.

V pripadé h = %T’K je tedy rybolov udrzitelny pouze pokud byla pocatecni velikost
populace ryb alespon na poloviné tzivnosti prostiedi. V takovém piipadé rybolov dlouhodobé
udrzuje velikost populace na hodnoté %K , nebot

K
lim z(t) = 5

t—o0
Pokud je pocatecni velikost populace ryb mensi, lov ryby vyhubi v ¢ase tg.

(iii) D <0, tj. h > IrK.
V tomto pfipadé ma charakteristicka rovnice (5.57) komplexné sdruzené kofeny

r | 4h

T r
— 4y, kdep=/—D=1L/22 4
)\1,2 2 1, de ¥ 9 N rK

a obecné feSeni linedrni rovnice (5.56) je tvaru

y(t) = Aex" sin(pt + 1),

kde A, 1 jsou konstanty. Jeho derivace je rovna

y/(t) = Aed™ (3 sin(pt + 1) + @ cos(¢T + 1))
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a FeSeni rovnice z ulohy (5.54) podle transformacniho vztahu (5.55) je dano formuli

K rsin(pt + 1) + 2p cos(pt + KK
_ Krsin(pt + ) + 2pcos(p w):_+7¢cotg(got+¢)=

r 2sin(gt + 1) 2
K 4h
=3 (1 +\/; cotg (ot + ¢)> :

Aby toto feseni splnilo poc¢ateéni podminku v tloze (5.54), musi platit

K 4h
=— 11 — —1
g 5 < +4/ K cotg1/1> ,
200 — K | K
1 = arccotg ( xOK 4hr— rK) .

Reseni tilohy (5.54) je nyni kladné pouze na intervalu [0,%g), kde ¢tz je nejmensi kladné feSeni

rovnice
K 4h
0 (1 HWoix 1 cotg(gptE+¢)> =0,
tedy
’ 1 ¢ rK " 2 rK m W + arct rK
=—|ar ] - = —/—| = - r — .
E= o\ TV ok NV an—rk | 2 e Ve

Pro h > %’I“K tedy rybolov nemiize byt udrzitelny. Reseni tilohy (5.54) v pi¥ipadé h > irK
pro rtizné pocatecéni hodnoty je znédzornéno na obr. 5.5 vlevo dole.

x(t)

tedy

Z rozboru Feseni modelu (5.54) plyne, Ze rybolov muze byt udrzitelny pouze v pfipadé, ze
neni prili§ intenzivni a pocateéni populace ryb je dostatecné velka, konkrétné kdyz

1 K 4h

Maximalni udrzitelny tlovek je tedy

1
Bmax = ZTK, (5.58)

Rybolov s konstantnim usilim

K modelovani rybolovu miizeme pfistoupit i jinak. Predpoklddejme, ze nikoliv dlovek za
jednotku casu, ale usili vynalozené na lov je konstantni. To si miZeme predstavit napriklad
tak, ze rybafi maji pevnou denni pracovni dobu, po kterou vle¢ou sité. Ulovek za jednotku
casu je v takovém pripadé imérny mnozstvi ryb, které jsou k dispozici, tj. h = Ez, kde kladna
konstanta F vyjadiuje vynalozené usili.

Misto modelu (5.54) tedy uvazujeme model

¥ =rz <1 - %) — Ex, z(0) = xo. (5.59)
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Rovnici upravime na tvar

= —%xQ +(r—E)

a vidime, Ze se opét jednd o Riccatiho rovnici. Substituce (5.55) ji pfevede na tvar
Ky K (y\* r (Ky\ Ky

Ky K (z) _ <_y_> - KL

Y K\ry Ty

z néhoz po upravé dostaneme linedrni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty
y' —(r—E)y =0. (5.60)

Piislusna charakteristicka rovnice A2 — (r — E)A = 0 m4 dva realné kofeny

0
Ao = ’ 5.61
12 {7" — F. ( )

Pokud E # r, jsou tyto kofeny riizné a obecné feseni rovnice (5.60) je tvaru

y(t) = A + Bel' =B,

e(rfE)t

Jeho derivace je rovna y/(t) = B(r — E) , takze zpétnou transformaci (5.55) dostaneme

feseni rovnice z ulohy (5.59) jako

o KBr- E)elr—E)t
=T + Belr—B)t

Pro z(0) = zp > 0 musi byt B # 0 a feSeni mizeme upravit na tvar

K(r—F) .
r(1+ De=(r=E)t)’

z(t) =

A
hodnotu konstanty D = 5 ur¢ime z poc¢ateéni podminky tlohy (5.59),

M 1= L(K(T—E) —rxo).
o rxo

D:

Reseni tlohy (5.59) je tedy v ptipadé E # r dano formuli

2(t) = K(r— E)xg

= ; 5.62
rzg — (reg — K(r — E))e- (=Bt (5.62)

povsimnéme si, Ze tato funkce vyjadiuje feseni problému (5.59) i pro zo = 0. Reseni (5.62)
tlohy (5.59) je pro libovolnou pocateéni hodnotu zg > 0 definovano na celém intervalu [0, c0)

a plati pro ného
E
1-— —) , E <o

K
tlim x(t) = < r
o 0, E>r
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Pokud E = r, oba kofeny (5.61) charakteristické rovnice splyvaji do dvojnasobného kofene
A1,2 = 0. Obecné feSeni linearni rovnice (5.60) je v tomto pfipadé rovno

y(t) = A+ Bt,
takze z transformacniho vztahu (5.55) plyne, ze obecné feSeni rovnice v tloze (5.59) je

(t)_K B K 1
=AY Bt D+t

K
Hodnota konstanty D nyni je D = —, takze FeSeni tlohy (5.59) je
rxg

x(t) Kxo

T K+ raot
Tato funkce je také pfi libovolném zy > 0 definovana na celém intervalu [0, c0) a plati pro ni

li =0.
Ay, w1 =0
Z rozboru Feseni tlohy (5.59) vidime, Ze rybolov je dlouhodobé udrzitelny (tj. feseni z = x(t)
ulohy (5.59) je kladné pro vSechna ¢t > 0) v pfipadé E < r. Na rozdil od predchoziho modelu
(5.54) v8ak i neudrzitelny rybolov vyhubi ryby v dlouhodobém horizontu, nikoliv v koneéném
¢ase. Jinak feceno: je-li ochrana ryb (nebo jiného obnovitelného zdroje) provadéna pevnym
omezenim ulovku, mize dojit ke katastrofickému vyvoji — rychlé likvidaci ryb. Ochrana po-
Uvazujme nyni udrzitelny rybolov papsany modelem (5.59) za situace, kdy velikost popu-
lace ryb je na limitni hodnoté
E
=K <1 — —) .
r

Ulovek za jednotku ¢asu je v takovém piipadé roven h = Ez*. Tento tlovek lze chépat jako
zévisly na vynaloZeném usili, tj. jako funkci

hzh(E):EK(l—%).

To je konkavni kvadraticka funkce, kterd nabyva svého maxima pro ' = E . = %’I“. Maxi-
malni dlovek za jednotku casu je tedy

1
hmax = h(Emax) = ZTK

To je stejny vysledek jako (5.58), tj. v piipadé rybolovu s konstantnim tlovkem za jednotku
¢asu popsaného modelem (5.54). Reseni tlohy (5.59) s tsilim E = Epax = 17 je znazornéno
na obrazku 5.5 vpravo dole.

Optimalizace udrzitelného rybolovu

Nyni muzeme Tesit problém optimalizace rybolovu. Vnitini koeficient rustu populace ryb je
pro konkrétni druh konstanta, tu ovlivnit nelze. Uzivnost prostfedi vSak lze ménit, napiiklad
eutrofizaci prislusné vodni nadrze (pfikrmovanim ryb). V takovém pfipadé mizeme pocatecni
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velikost xy povazovat za kapacitu prirozeného prostfedi. Zvysovani Uzivnosti prostiedi ale
néco stoji. Predpokladejme, ze naklady na eutrofizaci rybnika, které zvysi jeho UZivnost na
hodnotu K, jsou vyjadfeny funkci n(K). Cenu ulovenych ryb pfi intenzité h oznaéime c(h) a
naklady na ného oznac¢ime [(h). Zisk z rybolovu je tedy roven c(h) — I(h) — n(K).

Maximéalni udrzitelny rybolov m4 intenzitu h = %TK . Chceme-li tedy maximalizovat zisk,
hleddme maximum funkce

) = ¢ () = 1 (5rK) — n(K)

ME(H/l_ﬂ)_
2 r

To se ovsem snaze fekne, nez udéla; funkce ¢ a n totiz nemusi byt znamy.

za podminky

Uvedené modely diskutovali Beddington a May v ¢lanku

BEDDINGTON, J. R., MAY, R. M. Harvesting natural populations in a randomly fluctua-
ting environment. Science. 1977, vol. 197, p. 463-465.

Prestoze se jednd o modely velice jednoduché, prinaseji dulezity vhled do problematiky fizeni

vyuzivani obnovitelnych zdroju.

5.9 Nerelativisticky model nestacionarniho Vesmiru

Seriézni modely Vesmiru jako celku jsou konstruovany v ramci obecné teorie relativity. Ovsem
jiz Newtonovy zdkony (a tedy stiedoskolska fyzika) umoziiuji jisty vhled do vyvoje Vesmiru,
zejména mohou ukazat vyznam jeho soucasné hustoty pro jeho dalsi osud.

Budeme si tedy predstavovat, ze Vesmir je umistén v klasicky nekoneéném euklidovském
trojrozmérném prostoru. Vesmir sdm nemtze byt nekonecény, nemtize tento hypoteticky ab-
solutni prostor rovnomérné vyplnit. To snadno nahlédneme, pokud se za bezobla¢né noci a
mimo méstské osvétleni podivame na oblohu. Uvidime tmu a hvézdy. Kdyby byl Vesmir ne-
konec¢ny, v kazdém sméru by nas pohled nakonec na néjakou hvézdu narazil a noc¢ni obloha
by cela zarila jako poledni slunce. Uvedeny argument pro konec¢nost Vesmiru vsak neni iplné
presvédcivy — mohla by v ném byt néjakd mezihvézdnd nebo mezigalaktickd mracna, ktera
vzdalenéjsi hvézdy zastini; nebo by svétlo mohlo béhem dlouhé cesty Vesmirem zestarnout a
prestat svitit. AvSak dalS$im argumentem pro konecnost Vesmiru muze byt existence gravitac-
niho zdkona. V nekoneéném Vesmiru by se v kazdém sméru nachéazelo nekoneéné mnozstvi
hmoty a gravitacni ptisobeni téchto hmot na jakékoliv téleso by se vzajemné vyrusila. Pokud
tedy chceme zustat v prehledném svété klasické fyziky, tj. ve svété, v némz ptisobi obecné
Newtonovy zdkony pohybu i zdkon gravita¢ni, musi hmotny vesmir (coz je z pohledu no-
voveéké materialistické pfirodovédy cely Vesmir) byt koneény, byt se nachézi v nekoneéném
absolutnim prostoru.

7 prostorové omezenosti Vesmiru plyne také skutecnost, ze nemiize byt neproménny v case;
¢as si v souladu s newtonovskou fyzikou predstavujeme jako rovnomérné plynouci nezavisle
na jakémkoliv procesu, tedy jako jednorozmérny euklidovsky prostor. Koneény Vesmir ne-
miize mit stale stejnou rozlohu — gravitacni sila by totiz kazdou ¢astici pritahovala do tézisté
Vesmiru a ten by se postupné zhroutil a vytvoril néjaké téleso obrovské hustoty. O trvani
Vesmiru tato tivaha jesté nic nerika: Vesmir mohl mit pocatek a pii ném dostat néjaky im-
puls, ktery zptisobuje jeho neustalé rozpinani az po uplné ,vyvanuti“; nebo mohl byt na
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pocatku veliky a postupné se smrtuje; zddny pocatek ani konec nemusi mit, jen se v pribéhu
¢asu néjak periodicky nebo neperiodicky méni a podobné. Také proto chceme vyvoj Vesmiru
néjak modelovat. Modelovany Vesmir bude homogenni (v kazdém misté stejny) a izotropni
(v kazdém sméru stejny); to celkem dobie odpovidé pozorovani na dostateéné velké prosto-
rové skale. K tomu budeme jesté predpokladat, ze plati zdkon zachovani hmoty a pfirodni
zékony, zejména zakon gravitacni, jsou na case nezavislé, jsou vécné.

Model Vesmiru je tedy postaven na piredpokladech:

(i) Vesmir je homogenni koule o poloméru R > 0.

(ii) Polomér Vesmiru se v ¢ase méni, R = R(t). Souc¢asny polomér Vesmiru oznacime Ry.
(iii) Vesmir mé konstantni hmotnost M; samoziejmé je M > 0.

(iv) V celém Vesmiru plati Newtontv gravita¢ni zakon a gravitaéni konstanta G' > 0 nezavisi
na case.

7 astronomickych pozorovani je znamo, ze se Vesmir rozpind; ¢im jsou galaxie od sebe vzda-
lenéjsi, tim rychleji se od sebe vzdaluji. Zménu velikosti Vesmiru, tedy derivaci jeho poloméru
R'(t), budeme proto povazovat za imérnou jeho velikosti. Spolu s predpokladem (ii) tak pro
polomér Vesmiru dostavame pocatecni podminky

R(0) = Ry, R'(0) = HR, (5.63)

kde H > 0 je Hubbleova konstanta’.

Uvazujme ¢astici (galaxii) o hmotnosti p na jhranici Vesmiru“, tj. ve vzdélenosti R od
jeho stfedu. Podle predpokladi (i), (iii) a (iv) na ni pusobi gravitacni sila orientovand do
stfedu Vesmiru, tedy sila dana vztahem

Mpy

F="Cg

ktera ¢astici udéluje zrychleni R”. Podle zdkona sily je F' = uR”, tedy

M
R'" = —Gﬁ. (5.64)
Diferencialni rovnice druhého fadu (5.64) spolu s poc¢ateénimi podminkami (5.63) pfedstavuje
model vyvoje velikost Vesmiru.

Oznac¢me gy soucasnou hustotu Vesmiru. Podle pfedpokladu (iii) plati M = %ng 0o- Déle
zavedeme bezrozmeérny polomér Vesmiru r a bezrozmérny cas 7 vztahy

R
r= R—O, T = Ht. (565)
Pak prava strana rovnice (5.64) je rovna
M G 4 47TGROQ0
~G— =—+————=-TRop = —————
R2 = (Ror)23" 0% 32

2Pfesnéji feceno, soucasni hodnota Hubbleovy konstanty; tento parametr by se mohl v pribéhu vyvoje
Vesmiru meénit.
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jejl leva strana je

CR_d (d, dr\dr o
de2  dr

iy ) @ = ol g2

takze rovnice (5.64) se transformuje na rovnici

d?r 47Gog 1

dr2 = 3H? o2

2

Rozmér veli¢iny el v jednotkach SI je kgm™

, coZ znamena, ze tato veli¢ina vyjadiuje

hustotu hmotnosti. To nas opraviuje k zavedeni kritické hustoty vztahem

3H?
rit = 5o 5.66
Okrit SnCy ( )
P¥i tomto oznaceni rovnici (5.64) pfepiseme do tvaru
d?r 1L og 1 (5.67)
dr?2 2 Okrit r2’ ‘
Dale plati
dr _dRd_ 1 AR
dr  dtRydr HRy dt
a 7 = 0 pravé tehdy, kdyz ¢t = 0, takze podle druhé rovnosti (5.63) je
dr 1 dR 1
ar = TRy at V= w1
Dostavame tak pocateéni podminky pro funkci r ve tvaru
dr
0)=1 —(0) =1. 5.68
=1 L) (5.68)

Transformace (5.65) a oznaceni (5.66) tedy pfevadi poc¢atecni ulohu (5.64), (5.63) na tlohu
(5.67), (5.68).

Pro zjednodusSeni zapisu jesté oznacime

Q0
g =
Okrit
a rovnici (5.67) pfepiSeme ve tvaru
d?r Y
F — _ﬁ. (5-69)

Reseni tlohy (5.69), (5.68)

Explicitni autonomni rovnici druhého fadu (5.69) muzeme podle 4.2.1 pfevést na implicitni
rovnici prvniho radu ve tvaru

dr\? o o
(E) = 2/ <_ﬁ) dr = - + const.
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Z pocatecnich podminek (5.68) déle plyne, ze

d 2
1= <d—:(0)> = % + const = o + const,

tj. ze integraéni konstanta je rovna 1 — o. Uloha (5.69), (5.68) se tedy transformuje na tlohu

(dr>2 S i) LT Y (5.70)

dr r ’

V okoli pocate¢ni hodnoty je derivace funkce r podle druhé rovnosti v (5.68) blizkad hodnoté

1, zejména tedy il > 0 a rovnici mtizeme vytesit vzhledem k derivaci. Ulohu (5.69), (5.68)
tedy transformujeme na tvar

dr o+ (1—o)r

— =\ — 0)=1. 5.71

< =) (6.7)
Z prvni rovnosti a z (5.69) vidime, ze

dr d?r
— >0 — <0
dr e dr? <

pro vsechna p¥ipustna r, tj. pror > 0 v pfipadé 0 < 1 apror € <0, %) v pripadé o > 1.
-0

To znamend, ze FeSeni tlohy (5.71) je rostouci konkdvni funkce. Tento vysledek mizeme in-
terpretovat tak, ze polomér Vesmiru se v pritbéhu casu zvétsuje, Vesmir expanduje, a rychlost
expanze se pritom snizuje.

Rovnice v (5.71) je autonomni, Feseni tlohy je podle 1.1.3 implicitné dédno rovnosti

T

T
= — dx.
’ / o+ (1—o)x v
1

Substituce

9 T ou? 20u

= t7. =, d —
R (1—o0)x L (1—o)u? v (1—(1—0)u2)?

du

prevede integral na pravé strané rovnosti na integral z racionalni funkce

I(r) = 20 1/ (ﬁ) du. (5.72)

Reseni tlohy (5.69), (5.68) je tedy implicitné dano rovnosti
T=1I(r), (5.73)

kde vyraz I(r) je integral zavedeny rovnosti (5.72). Nyni musime rozlisit tii ptipady podle
hodnoty parametru o, poméru aktudlni hustoty Vesmiru k hustoté kritické.
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l.o0=1,1tj. 00 = Okrit
V tomto pfipadé se integral v (5.72) redukuje na tabulkovy integral

Po dosazeni do rovnosti (5.73) mtzeme Feseni ulohy (5.69), (5.68) vyjadrit ve tvaru

2
r(t) =\ (%T—i—l) .
Tato funkce je definovana pro libovolné 7, jeji prvni derivace

dr 1

dr 3’%’7’—{—1

je definovana pro 7 > —%. Dale plati

Tiifn%+r(7) =0, lim (1) = o0, Tii£n§+ E(T) = o0, lim < (7) = 0.

Odtud a z obecné tvahy provedené za (5.71) plyne, ze uplné feSeni tlohy (5.67), (5.68) je
definovano na intervalu (—%, 00), funkce r je na tomto intervalu kladné, rostouci a konkévni.
V case 7 = —% mé funkce r singularitu (nulovou hodnotu a nekone¢nou derivaci) — polomér
Vesmiru byl nulovy a rychlost jeho rozpinani nekonec¢na. Tento cas tedy miizeme povazovat
za okamzik vzniku Vesmiru, hodnota o) = % vyjadiuje stari Vesmiru. Stafi Vesmiru muzeme
podle druhého z transformacnich vztahi (5.65) vyjadfit také v ¢asovych jednotkach jako

A, =% 2
H 3H
Je-li tedy soucasna hustota Vesmiru rovna hustoté kritické, pak se Vesmir vyviji od poca-
tecni singularity (nulového polomeéru) v case A, pied soucasnosti tak, ze jeho polomér roste
neomezené v prostoru i v ¢ase. Rychlost jeho ristu pfitom klesd z nekone¢na (pocatecni ex-
ploze, big bang) k nule, tj. v nekoneéném ¢ase se rozpinani Vesmiru zastavi. Takovy Vesmir
se nazyva parabolicky.

2.0 <1, tj. 00 < Okrit
V tomto piipadé je

ou o 1+ VT =ou] V70T
(1-0)(1—(1—-0)u?) 2/(1—0)3 lnl—\/l—au]uzl

Ti0-or-1 1 (1-vi=0o) (Vo+a—a)r+T-o)r)

= In

1-0 2y/(1—-0)3 (1+\/1—a)<\/0+(1—J)r—\/(1—0)r)
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a tato funkce je definovana pro libovolné r > 0. Zejména plati

1 14 1 1 1-v1-0o
— n .
o\ "2/1-¢ "1+V1-0

Oznafme pravou stranu této rovnosti —ay,. Pak plati

1(0) =

lim r(r) =0, (5.74)

T——ap+

coz znamena, ze v ¢ase —ay mél Vesmir nulovy polomér. Tento cas lze povazovat za pocatek
Vesmiru, takze jeho stari nyni vyjadfime vyrazem

ap, 1 1 1-vV1l—o0o
Ahz—: 1+ In .
21— 14++1—0

H (1-0)H
Jiz vime, zZe funkce r = r(7) je rostouci a konkdvni. Dale je

Jim 1) = o
a tedy také

Tlgrgo r(T) = 0.

Z vyjadieni derivace v (5.71), z pfedchozi rovnosti a z (5.74) dale plyne

d d
lim —(r) = lim /2 +1-0=+vI—o0, lim ()= lim (/2 +1—0 = oc.
T—o0 dT r—oo \[ 7 r——ap+ dT r—0+ \ 1

Je-li tedy soucasna hustota Vesmiru mensi nez hustota kritické, pak se Vesmir opét vyviji
od pocatecni singularity v case A, pred soucasnosti tak, Ze jeho polomér roste neomezené
v prostoru i v ¢ase. Rychlost jeho rtstu pritom klesd z nekonecné k jisté kladné hodnoté.
V tomto pripadeé se tedy rozpinani Vesmiru nezastavi ani v nekonec¢ném case. Takovy Vesmir
se nazyva hyperbolicky.

3.0 >1,tj. 00> Okrit
V tomto piipadé je

o—(oc—1)r

)= | o= ™ I o 1>u2>]u1 )

1—/or—(oc—1)r? o
- o_1 +\/m(arCtgvT(U—l)U—(a—l)r—arctha—l).

o
Tato funkce je definovana pro r € [0, —1> Oznac¢me pro stru¢nost r,, =
o —

o
——. Plati
oc—1 atl

1(0) = — <1—%\/‘7T1><—2

o—1 Vo—1 3
. 1 o 7T
0< lim I(r)= 1+ (——arctha—l) < 00;

T—=Trm— c—1 oc—1\2
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platnost prvni nerovnosti ovéfime tak, ze podle de 'Hopitalova pravidla vypocitame

. . Vo—1—ocarctgy/o—1
lim 7(0) = lim =

o—0+ o—0+ (O' _ ]_)3

wino

a dale

d 1 arctg /o — 1
51(0):72(0_1)2 ((2—0)7_0_1 —1> <0

pro o > 0. Oznac¢me dale

ae=—-I1(0) a we= lm I(r).

r—Tm—

Pak je e > 0, we > 0, r(—a) =0, r(we) = 7y, a podle prvni rovnosti v (5.71) je

d d
lim —T(T): lim z—i—l—a:oo, lim —T(T): lim /2 +1-0=
T —ae+ dT r—0— \/ 7 Towe— dT r—rm— \ T

To znamend, ze funkce r roste z nulové hodnoty v ¢ase 7 = —a,. ke konecné hodnoté r,,
v kone¢ném Case T = w, a jeji derivace ptitom klesé z nekoneéna k nule. Rovnost (5.73) tedy
nepopisuje uplné feseni ulohy (5.69), (5.68).

Reseni tlohy (5.69), (5.68) se o > 1 prodlouzime za bod w, tak, Ze budeme Tesit rovnici
(5.69) s novou poc¢ate¢ni podminkou

dr
t(we) = T, d—(we) =0. (5.75)
T
Pro zjednoduseni zapisu nejprve posuneme pocatek casu do bodu we, tj. zavedeme novou

nezavisle proménnou s vztahem s = 7 — w,. Pak je

dr 1 d?r d /drdr g d_27° o
ds dr2 22’

ds 7 ds?  dr \drds
Uloha (5.69), (5.75) se tedy transformuje na tilohu

d?r o dr

S =5 1(0)=rm, T(0)=0. (5.76)
Uvazujme nyni funkci ¢ nezavisle proménné s definovanou vztahem ¢(s) = r(—s). Pak je
q(s) = —1r'(=s), ¢"(s) = r"(—s), takze funkce ¢ splituje vztahy

d?q o dqg
=T a(0)=rm, SH0) =0,

ds? 2q2%’
Funkce ¢ = ¢(s) je FeSenim stejné pocate¢ni ulohy (5.76) jako funkce r = r(s). Z jednoznac-
nosti feSeni tlohy (5.76) nyni plyne, ze r(s) = q(s) = r(—s), tedy Ze feSeni této ulohy je
funkce suda.
Z provedené tivahy muzeme usoudit, Ze feSeni r = r(7) ulohy (5.69), (5.68) se o > 1 lze
prodlouzit na interval |we, 2w, + @) a pfitom bude platit r(we + s) = r(we — ) pro kazdé
s € (0, e + we), tj. graf funkce r bude symetricky kolem osy 7 = we.
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Uplné feseni r» = r(7) tlohy (5.69), (5.68) se ¢ > 1 je tedy definovdno na intervalu
(— e, 2we + ). Pritom

r(—ae) =0=r2uwe. + ae), r(we)=rm,

funkce r je konkavni, rostouci na intervalu (—ae,we] a klesajici na intervalu |we, 2w. + a.).
Dostavame tak staii Vesmiru, dobu jeho expanze a dobu jeho existence

bt g, g Yecre)
(v uvedeném poradi).

Je-li soucasna hustota Vesmiru vétsi nez hustota kritickéd, pak Vesmir expanduje z poca-
teéni singularity v ¢ase A, pred soucasnosti. Jeho expanze se zpomaluje, v jistém okamziku
v budoucnosti se zastavi a vesmir se bude smrsfovat az do singularity kone¢né (big crunch).
Doba trvani tohoto procesu je T,. Takovy Vesmir se nazyva elipticky.

Pocéte¢ni ulohu (5.70) pro implicitni diferencidlni rovnici jsme Fesili vyfFesenim rovnice
vzhledem k derivaci, tj. prevedenim implicitni rovnice na explicitni. Alternativné bychom
tilohu (5.70) mohli Fesit bezprostiedné metodou 2.1.1 pro feSeni implicitni rovnice. ReSeni
bychom pak dostali v parametrickém tvaru.

Povsimnéme si, ze znalost gravitac¢ni konstanty G, soucasné hodnoty Hubbleovy konstanty
H a soucasné hustoty Vesmiru gp umoznuje odhadnout staii Vesmiru a v pripadé Vesmiru
eliptického i dobu jeho trvani. O velikosti Vesmiru vSak studovany model nefiké nic; tu lze
odhadovat az pii pouziti rovnic obecné relativity.

Skutecnost, ze expanzi Vesmiru a Hubbleovu zdkonu vzdalovani galaxii, obvykle vysvétlovanym na
zékladé Einsteinovych rovnic obecné relativity, lze v hlavnich rysech porozumét jiz v ramci Newtonovy
teorie gravitace, ukdzali angliéti kosmologové Arthur Milne (1896-1950) a William McCrea (1904—
1999):

MiLNE E.A. A Newtonian Expanding Universe. Quaterly Journal of Mathematics 1934,
vol. 5, p. 64-72.

McCreA W.H., MILNE E.A. Newtonian Universes and the Curvature Space. Quaterly
Journal of Mathematics 1934, vol. 5, p.73-80

Za zminku stoji také to, ze E. A. Milne vyrazné preferoval nekonecény vesmir, ktery davéa prostor
neomezenému poc¢tu evoluénich experimentt, které Biih (nebo bozskd bytost) provadi. Tomuto tématu
vénoval napf. knihu

MILNE E.A. Modern Cosmology and the Christian Idea of God. Clarendon, Oxford 1952.
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