10. DELAUNAYOVA TRIANGULACE

Motivace. Uvazujme funkci f : R? — R. Jeji hodnoty zndme pouze v konecné
mnoziné bodu P. Jeden zpusob, jak takovou funkci aproximovat, je rozdélit kon-
vexni obal mnoziny P na trojihelniky s vrcholy v bodech mnoziny P a na téchto
trojihelnicich aproximovat funkci f linearné. To znamena nésledujici: Kazdy bod x
trojuhelnika p;p;py je konvexni kombinaci bodu p;, p;, pk

T =11p1 +tops +t3p3, kdet; +ta+i3=1, ¢t >0, 1, >0, t3 >0,

a proto polozime
f(@) =t f(p1) + taf (p2) + t3f(ps3)-

Graf aproximace funkce f je tedy tvoren v R? x R trojihelniky s vrcholy (p;, f(p;),
(pjs f(p;) & (pr f(Pr))-

OBR 10.1 Linearni aproximace funkce f

Tato aproximace podstatné zavisi na tom, jakym zpusobem provedeme triangulaci
konvexniho obalu nasi mnoziny. Zda se, ze dobra triangulace je takova, kde nejsou
trojihelniky a malymi thly. Takovym triangulacim se budeme vénovat v néasledujicim
textu.

Uhlové optimalni triangulace. Nejdiive ukazeme, Ze pro danou kone¢nou mnozinu
P bodu v roviné maji vSechny triangulace jejiho konvexniho obalu stejny pocet trojihel-
niku. To ndm da moznost porovnavat ruzné triangulace lexikograficky podle velikosti
uhlu.

Véta 10.1. Necht P je mnoZina n bodii v roviné. Necht konvexni obal mnoZiny P md
k hran. Potom je kazdd triangulace konvexniho obalu tvorena 2n — 2 — k trojuhelniky
a md 3n — 3 — k hran.

Diikaz. Oznacme pocet trojuhelniki v triangulaci jako m. Kazdy trojuhelnik ma tti
hrany. Ze vSech hran je k& hranou pouze jednoho trojihelniku, zbyvajici jsou hranou
pravé dvou trojuhelniki. Celkovy pocet hran je tedy roven

3m+k

h = .
2

Eulerova véta 1ika, ze
n—h+(m+1)=2.
Dosazenim za h odvodime po kratké upravée
m=2n—2-—k.
Odtud dosazenim do vyrazu pro h dostaneme

h=3n—-3-k.



Necht je tedy 7 néjakd triangulace mnoziny P s m = 2n — 2 — k trojihelniky.
Trojuhelniky této triangulace maji 3m tihli. Sefad me je podle velikosti do posloupnosti

a(T) = (ag,00,...,a3,), ap <ay < - < Qgp.
Na téchto posloupnostech thlu definujme lexikografické usporadani
a(T) < a(T),
jestlize existuje i € {1,2,...,3m} tak, ze
aj=a; proj<i a a;<aj
Triangulace T se nazyva uhlové optimdlni, jestlize je maximélni v tomto usporadani.

Legalni hrany a legalni triangulace. Pro tcely naseho algoritmu na vytvareni
vhodné triangulace budeme potiebovat pojem legdlni hrany a legdlni triangulace. Pted
tim, nez je budeme definovat, si kratce zopakujme to, co ze stredoskolské geometrie
vime o obvodovych tihlech.

Na kruznici K se stfedem s uvazujme body p a q. Ty rozdéluji kruznici na dva
oblouky. Na jednom z nich zvolme bod a, na druhém bod b. Uhly v trojuhelnicich pqa
a pgb u vrcholu a a b ozna¢me postupné jako o a B. Nazyvame je obvodovymi thly
tetivy pq pro jednotlivé oblouky kruznice K. Obvodové tihly maji tyto dvé dulezité
vlastnosti:

e Velikost thlu o a 8 nezavisi na poloze bodu a a b v danych obloucich.

e Soucet a4+ = 180°.
Odtud Ize snadno odvodit, ze kazdy trojuhelnik pqc, kde bod ¢ lezi v poloroviné pga
uvnitt kruznice I, mé u vrcholu ¢ hel

7>«

a kazdy trojihelnik pqd, kde bod d lezi v poloroviné pga vné kruznice ', mé u vrcholu
d ihel
) < a.

OBR 10.2 Obvodové ihly

Daéle 1ze z vlastnosti obvodovych tuhlu ukézat, ze ¢tyituhelniku lze opsat kruznici,
pravé kdyz ma soucet protilehlych uhli roven 180°.

Nyni uvazujme triangulaci 7 a v ni hranu pq, kterd ma v triangulaci 7 dva ptilehlé
trojuhelniky, a to pgr a pqt. Takovou hranu nazveme ilegdlni hranou triangulace T,
jestlize bod t lezi uvniti kruznice opsané trojihelniku pqr. To je ekvivalentni s tim, ze
soucet uhlu pii vrcholech 7 a t obou trojihelniku je vétsi nez 180° a tedy také s tim,
ze bod r lezi uvnitt kruznice opsané trojihelniku pgt.

OBR 10.3 Tlegalni hrana pq

Hrany triangulace T, které nejsou ilegalni nazyvame legdlni a triangulaci bez ilegalnich
hran nazyvame legdlni triangulaci. Bezprostfednim dusledkem této definice je nasledujici
charakterizace legalni triangulace:
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Lemma 10.2. Triangulace je legdlni, prdve kdyzZ pro kaZdou hranu pq s prilehlymai
trojuhelniky pqr a pqt nelezi bod t uwvnitr kruznice opsané trojuhelniku pqr.

Zasadni vyznam pro nas algoritmus méa nasledujici tvrzeni.

Lemma 10.3. Necht T je triangulace s ilegdlni hranou pq, kterd md v T prilehlé
trojihelniky pqr a pgt. Vytvorme z triangulace T novou triangulact T tak, Ze hranu
pq nahradime hranou rt. Tato hrana bude v triangulaci T' legdlni a navic v uspordddni
definovaném v predchozim paragrafu bude

a(T) < a(T).

Vyse uvedend vymeéna hrany pq za rt se nazyvd flipem.

OBR 10.4 Flip

Diikaz. Protoze hrana pq je ilegalni hranou triangulace 7T, je soucet thlu u vrcholua r
a t ve ¢tyrihelniku prqt vétsi nez 180° a tedy soucet thlu u vrcholu p a ¢ v témze
¢tyftuhelniku je mensi nez 180°. (Soucet vsech uhla ve étyiihelniku je 360°.) Proto je
hrana rt v triangulaci 7' legalni.

Ozna¢me uhly pred flipem a po ném podle nésledujiciho obrazku:

OBR 10.5 Oznaceni thlu str 4

Protoze vSechny dalsi trojuhelniky maji obé triangulace stejné, staci nam k tomu,
aby
a(T) < o(T),
dokézat ze
min{a;, i =1,2,...,6} <min{3;, i =1,2,...,6}.
Ukéazeme postupné, ze kazdé 3; je vétsi nez nékteré ;. Ziejme
fr>ar a  fBy>as.

Dale B je obvodovy thel pro tétivu pr v kruznici opsané trojihelniku prt, zatimco
bod ¢ lezi vné této kruznice, proto

62 > Q.

Obdobné fg je obvodovy thel pro tétivu pt v kruznici opsané trojihelniku prt, proto
Be > ay.

Analogicky, pomoci kruznice opsané trojuhelniku grt se presvédcime, ze

b3 >a1 a [5> as.

Diusledek 10.4. Uhlové optimdlni triangulace je legalnyi.

Diikaz. Kdyby uhlové optimélni triangulace méla néjakou ilegalni hranu, pak jejim fli-
pem bychom dostali triangulaci, ktera v nami definovaném usporadani je nad puvodni
triangulaci, coz je spor s definici ihlové optimalni triangulace. ]



Legélni triangulace nemusi byt thlové optimalni triangulace, jak ukazuje nasledujici
obrazek dvou triangulaci pétithelnika pipopspaps, kterému lze opsat kruznici. Navic
P1p2p3Ps je ¢tverec a pspsps rovnoramenny trojihelnik. Obé triangulace 7 i T jsou
legdlni, ale protoze a(T) < a(T"), neni triangulace 7 hlové optimdlni.

OBR 10.6 Priklad legalni triangulace, ktera neni tithlové optimalni.

Delaunayuv graf a triangulace. Kromé thlové optimélni a legdlni triangulace za-
vedeme jesté pojem Delaunayovy triangulace. Nejdiiv ale definujme, co je Delaunayuv
graf.

Delaunayiv graf je graf, ktery ma jako uzly body mnoziny P. Dva uzly p;, p; jsou
spojeny hranou, pravé kdyz existuje kruznice, na které lezi tyto dva body a vSechny
dalsi body z mnoziny P lezi vné této kruznice. To znamenad, ze stied této kruznice lezi
na hrané diagramu Voronoia, ktera prochazi mezi oblasti urc¢enou bodem p; a oblasti
urcenou bodem p;. Tedy Delaunaytv graf je dudlni k diagramu Voronia.

OBR 10.7 Dualita diagramu Voronia (¢arkovany) a Delaunayova grafu (¢erveny)

Lemma 10.5. Delaunayuv graf je rovinnym grafem.

Diikaz. Piedpokladejme, ze p;p; a pgp; jsou dvé hrany Delaunayova grafu, které se
jako tsecky protinaji ve vnitinim bodé. Necht ¢tyfthelnik p;pyp;p mé soucet dhlu u
vrcholu pg a p; aspon 180°. Potom bod p; lezi uvnitt kazdé kruznice, ktera ma tétivu
pip; a bod py lezi v jejim vnéjsku. (Kdyby lezel vné, tak soucet protilehlych thlu u
Pk a pp by byl mensi nez 180°.) To je ale spor s tim, ze p;p; je hranou Delaunayova
grafu. U

OBR 10.8 Hustrace k dukazu lemmatu 10.5

Omezené oblasti Delaunayova grafu jsou tedy mnohotihelniky. Necht body py, ps, . . .,
pr tvori vrcholy jednoho z téchto mnohouhelniktu. Tento mnohothelnik urcuje vrchol
v v dudlnim grafu, tedy v diagramu Voronoia. Tedy body pi, po, ..., pr maji stejnou
vzdalenost od vrcholu v a proto lezi na jediné kruznici se stiedem v.

OBR 10.9 Ctyfthelnik p1papsps v Delaunayove grafu (¢erné) a diagram Voronoia
(Cervené)

Delaunayova triangulace je potom definovana jako libovolnd triangulace, ktera vznik-
ne rozdélenim téchto mnohothelniku v Delaunayové grafu na trojihelniky. Delaunay-
ova triangulace tedy nemusi byt urcena jednozna¢né. Nicméné plati, ze stfedy kruznic
opsanych trojuhelnikuim v Delaunayové triangulaci vytvareji mnozinu vrcholu dia-
gramu Voronoia.

OBR 10.10 Delaunayuv graf (¢erné) a Delaunayova triangulace (¢erné a Cervené)
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Jestlize zadné ctyti body mnoziny P nelezi na kruznici, pak je Delaunayuv graf
jiz triangulaci. V takovém ptipadé je Delaunayova triangulace urcena jednoznacné.
Rikdme, ze body mnoziny P jsou v obecné poloze.

Kazdou Delaunayovu triangulaci 1ze charakterizovat nasledujici vlastnosti.

Lemma 10.6. Triangulace konvexniho obalu mnozZiny P je Delaunayova, pravé kdyz
pro kazdou jeji hranu p;p; plati: kruznice opsand prilehlému trojuhelniku p;p;pr neob-
sahuje uvnitt Zadny dalsi bod mnoziny P.

Diikaz. K dukazu pouzijeme dualitu mezi Delaunayovym grafem a diagramem Voro-
noia.

Necht je triangulace Delaunayova. Pak trojihelnik p;p;px vznikl rozdélenim néjakého
mnohotihelnika Delaunayova grafu na trojihelniky. Pak stied kruznice opsané troju-
helniku p;p;pi. je rovnéz stiedem tohoto mnohothelnika a vrcholem diagramu Voronoia.
Proto uvniti této kruznice nemiuze lezet zadny dalsi bod mnoziny P.

Necht obrdcené uvnitt kruznice opsané trojihelniku p;p;py lezi bod p, € P. Potom
stfed této kruznice neni vrcholem diagramu Voronoia na hranici oblasti bodu p;, p;
a pg, nebot md k témto bodum vétsi vzdalenost nez k p;. A tedy trojihelnik p;p;py
nemohl vzniknout triangulaci mnohothelnikovych oblasti Delaunayova grafu (duélniho
k diagramu Voronoia). 0

Pouzijeme-li toto lemma a charakterizaci legalni triangulace pomoci lemmatu 10.2,
dostavame okamzité, ze kazda Delaunayova triangulace je legalni. Trochu obtiznéjsi je
dokazat, ze kazda legalni triangulace je Delaunayova.

Véta 10.7. Mnozina legdlnich triangulaci se rovnd mnoziné Delaunayovych triangu-
lact.

Diikaz. Dokazme sporem, Ze kazda legalni triangulace je Delaunayova. Necht T je
legélni triangulace, ktera neni Delauneyova. V této triangulaci tedy existuje trojihelnik
pipjpr & bod p; tak, ze p; lezi uvniti kruznice opsané trojihelniku p;p;py a dhel Zp;pip;
je maximdlni pro vSechny takové trojihelniky a body. Necht p;p;p, je trojihelnik
prilehly k trojuhelniku p;p;p, v triangulaci 7. Protoze je tato triangulace legdlni,
nelezi bod p,, uvnitt kruznice opsané trojihelniku p;p;pi. Bod p; nemuze lezet uvnits
trojuihelniku p;p;p,,. Necht p; lez{ na opacné strané piimky p;p,, nez bod p;. Potom je
z nasledujiciho obrazku vidét, ze pro veliklosti uhlu plati:

Lpmpipj > Lpipipy,

coz je ve sporu s volbou trojuhelnika p;p;pi a bodu p;. ]

OBR 10.11 K dukazu véty 10.7

Odtud a z dusledku 10.4 plyne:

Dusledek 10.8. (1) Kazda ihlové optimdlni triangulace je Delaunayova.
(2) Jsou-li body mnoziny P v obecné poloze, tj. Zadné ctyri nelezi na jedné kruznici,
pak existuje pravé jedna Delaunayova triangulace, prave jedna legdlni triangu-
lace a prave jedna whlové optimdlni triangulace a tyto triangulace jsou totoZné.
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Zakladni idea nahodnostniho pfirtstkového algoritmu. Jedna moznost algorit-
micky konstruovat Delaunayovu triangulaci je vyuzit algoritmus k nalezeni diagramu
Voronoia, k nému najit dudlni graf a jeho k-uhelniky rozdélit na trojuhelniky.

My si zde ukazeme jiny pristup, ktery je zalozen na tom, ze kazda legélni triangulace
je Delaunayova, a ktery spociva v postupném odstranovani nelegalnich hran.

Naivni verze takového algoritmu je nésledujici: Vytvorime néjakou triangulaci a
v ni prochazime jeji hrany. Kdyz nalezneme ilegalni hranu, vyménime ji flipem za
hranu legélni a stejnym postupem pokracujeme dél. Tento proces je koneény, nebot po
kazdém flipu dostaneme triangulaci, ktera je v popsaném lexikografickém usporadani
vétsi nez ta predchozi. Vzhledem k tomu, Ze triangulaci je koneény pocet, musi tento
proces nékdy skoncit.

Sofistikovanou verzi tohoto pfistupu je ndhodnostni piirustkovy algoritmus. Zakladni
idea tohoto algoritmu je nasledujici:

(1) K bodum mnoziny P ptiddme body p_; a p_, tak, aby s bodem py € P, ktery
ma v P maximalni y-ovou soufadnici (ptipadné maximalni z-ovou souradnici),
tvorily trojuhelnik, v némz lezi vSechny ostatni body mnoziny P.

(2) Tyto body uspofaddme ndhodné do posloupnosti py, ps, . . ., p,. Body p, pror =
1,2, ..., n postupné pridavame k legalni triangulaci 7,_ trojuhelnika pop_1p_o,
kde vrcholy jednotlivych trojuhelniki jsou

P-2,P-1,P0,P15- -+ Pr—1-

(3) Pomoci soucasné konstruované vyhledavaci struktury zjistime do vnittku kte-
rého trojtihelniku p;p,;pr nebo do které hrany p;p; triangulace 7,_; bod p,
padne. Potom hranami spojime bod p, s vrcholy tohoto trojihelniku nebo s
vrcholy prilehlych trojihelniki, padne-li na hranu. Nové vzniklou triangulaci
trojuhelniku pop_1p_o s vrcholy trojihelnikti v mnoziné

{p—2,p-1,p0,01, - . Dr—1,Dr}

"legalizujeme”, tj. pomoci flipt ménime ilegdlni hrany za legalni. Po odstranéni
vsech ilegélnich hran dostaneme triangulaci 7.

(4) Na zaver z legalni triangulace 7, mnoziny PU{p_1,p_s} odstranime body p_;
a p_s a hrany z nich vychéazejici. Diky vhodné volbé téchto dvou bodu, bude
zbyla triangulace legalni, tedy i Delaunayovou triangulaci konvexniho obalu

mnoziny P = {po,p1,P2,- -+ Pn}-
OBR 10.12 Mnozina P v trojihelniku pop_1p_s.
Nyni jednotlivé kroky popiseme podrobnéji. Zacneme krokem (2) a (3).
Legalizace. Uvazujme legalni triangulaci 7,_; popsanou v bodé (2). Jestlize pomoci

vyhledavaci struktury zjistime, ze bod p, lezi uvniti trojuhelnika p;p;px, spojime jej
hranami s jednotlivymi vrcholy.

OBR 10.13 Bod p, v trojuhelniku p;p;py.
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Tim vznikne nova triangulace. Podstatné je, ze nové pridané hrany vychazejici
z bodu p, jsou legdlni. To dokdZeme takto: Necht K je kruZnice opsana trojihelniku
pipipk- Protoze je triangulace 7,_; legalni a tedy i Delaunayova, nelezi uvniti kruznice
K zadny z bodu z mnoziny P,_; = {p_2,p_1,po, - - -, Pr—1}- Necht L je kruznice stejno-
lehla s IC, ktera ma tétivu p,p;. Viz obrazek. Uvniti této kruznice nelezi rovnéz zadné
dalsi body P,_;. Tedy hrana p,.p; je hranou Delaunayova grafu pro mnozinu P, a ta
musi byt legdlni. Analogicky se dokaze, ze i hrany p,p; a p,py jsou legalni.

OBR 10.14 K dukazu, ze p,p; je legalni.

Miuze se ale stét, Ze nékterd z hran p;p;, pipr a p;pr se v nové triangulaci stane
ilegdlni hranou. Pak je potfeba ji pomoci flipu nahradit hranou vychézejici z bodu p,.
Necht napiiklad p;p; je ilegdlni. Pak je to hrana nejen trojihelniku p;p;p, ale také
dalstho trojihelniku p;p;p;. Nahradime ji tedy hranou p,p;, kterd je jiz legdlni. Ted se
ale muze stat ilegdlni néktera z hran p;p; a p;p;. Proto ji opét pomoci flipu nahradime
hranou vychazejici z bodu p;..

OBR 10.15 Hrana p;p; je ilegalni.

V tomto postupu pokracujeme tak dlouho, az v triangulaci nebude zadna ilegalni
hrana. (Po kazdém flipu je nova triangulace v daném lexikografickém usporadéni vetsi
nez ta predchozi.) Postup zachycuje nésledujici animace a pseudokéd. Vstupem pse-
dokédu je bod p,, hrana p;p; a legdlni triangulace 7,_;.

ANIMACE

PSEUDOKOD 37 z pseudo.pdf Prosim nepsat pruh nad useckami, misto 7 pouzit
7,1 a misto py psat p;.

Jestlize pomoci vyhleddvaci struktury zjistime, Ze bod p, lezi na hrané p;p;, pak
hranu p;p; nahradime hranami p,p; a p,p; a vytvoiime dalsi hrany spojenim bodu p,
s vrcholy pi a p; prilehlych trojihelnikt ke hrané p;p;. Stejné jako v piedchozim se
dokéze, Ze nové hrany p,p;, p,pj, prPr a prp; jsou legdlni. Nelegalnimi se ale mohou
stat hrany p;px, p;pk, pipi @ pjpi- To opravime postupnym provadénim flipu stejné jako
v predchozim pripadé.

OBR 10.16 Bod p, na hrané p;p,.

Vyhledavaci struktura. V prubéhu algoritmu mame ke kazdé triangulaci prislusnou
vyhledavaci strukturu. Je to orientovany graf, jehoz listy jsou trojuhelniky aktualni
triangulace a vnitinimi uzly jsou trojuhelniky pfedchozich triangulaci.

Na zacatku ma triangulace 7Ty jediny trojuhelnik pop_1p_o a vyhledavaci struktura
Dy jediny uzel, ktery je listem a odpovida tomuto trojuhelniku. Pro triangulaci 7,_;
mame vyhledavaci strukturu D,_;. Nyni triangulaci 7,_; postupné ménime zpusobem
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popsanym v predchozi ¢asti. Kazdému prechodu od jedné triangulace k dalsi trian-
gulaci odpovidd jednoznacéné urceny prechod od jedné vyhledavaci struktury k dalsi
vyhledavaci strukture. Ukazme si to na obrazku:

OBR 10.17 Zména vyhledavaci struktury pii vytvoreni hran uvnitf trojihelniku.
OBR 10.18 Zména vyhledavaci struktury pti flipu.

Timto postupem tedy soucasné s postupnym vytvorenim triangulace 7, vytvoiime
postupné i vyhledavaci strukturu D,.. Ta zavisi pouze na potadi bodu py, ps, ..., pr

Pocatecni volba bodu pg, p_1, p_2. Nyni si blize objasnime kroky (1) a (4) naseho
algoritmu. Budeme se pritom pro lepsi pochopeni odvolavat na geometrickou predstavu.
Body p_1 a p_o budou urcéeny svymi vlastnostmi, zadné jejich konkrétni souradnice
urcovat nebudeme. Rovnéz o tom, zda je néjaka hrana legalni ¢i ilegalni, a mezi ¢tyimi
body, které vstupuji do hry, bude néktery z bodu p_1, p_s, nebude rozhodovat vypocet,
ale pouze pravidla, které vyplyvaji z vlastnosti bodu p_; a p_s.

Jak jsme jiz tekli, za bod py zvolime ten z bodi mnoziny P, ktery je maximalni v
lexikografickém usporadani prvné podle soutadnice y a pak podle soutradnice x.

Bod p_; zvolime vpravo dole od mnoziny P. (Exaktnéji feceno, jeho y-ové soutadnice
je mensi nez minimum y-ovych soufadnic bodu mnoziny P a jeho x-ovéa soutradnice je
vétsi nez maximum z-ovych soufadnic bodu mnoziny P.) Pritom volbu p_; provedeme
tak,

e aby lezel vné vSech kruznic uréenych kazdou trojici bodu z mnoziny P, které
nelezi na primce,
e aby vSechny body mnoziny P lezely pod piimkou pop_;.
Bod p_5 zvolime vlevo nahote od mnoziny P tak,
e aby lezel vné viech kruznic uréenych kazdou trojici bodu z mnoziny PU{p_; },
které nelezi na piimce,
e aby vSechny body mnoziny P lezely pod piimkou pop_s,
e aby vSechny body mnoziny P lezely nad ptimkou p_1p_s.
Tedy vsechny body mnoziny P lezi uvniti trojuhelnika pop_1p_o, kazdy ctytuhelnik
p—2pip—1p; je nekonvexni a v disledku toho bod p_s lezi vné vSech kruznic opsanych
trojuhelnikim p_sp;p;.

OBR 10.19 Mnozina P v trojihelniku pop_1p_s.

Za téchto predpokladu je kazda Delaunayova (legélni) triangulace slozena

(1) ze spojnic bodu p_; s vrcholy pravé ¢asti hranice konvexniho obalu mnoziny
P,

(2) ze spojnic bodu p_s s vrcholy levé ¢asti hranice konvexniho obalu mnoziny P,

(3) z Delaunayovy triangulace mnoziny P.

Diky tomu, ziskdme Delaunayovu triangulaci mnoziny P tak, jak je popsano v kroku

(4).



Pravidla pro préci s algoritmem vychézeji z lemmatu:

Lemma 10.9. Pri vyse popsané volbé bodiu pg, p_1 a p_s jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:

o p; lezi vlevo od orientované primky p;p_i.

o p, lezi vlevo od orientované primky p_op;.

® p; > p; v lexikografickém uspordaddni njedriv podle y, pak podle x.

Misto provadéni dikazu demonstrujme situaci obrazkem.

OBR 10.20 K lemmatu 10.9. Body p_; a p_5 jsou vybrany tak, ze v barevné vy-
znacenych thlech nelezi zadny dalsi bod mnoziny P.

Pii zjistovani, zda je hrana legdlni ¢i ilegalni postupujeme takto:
e Vsechny hrany trojihelnika pop_1p_o jsou legalni.
e Hrana p_,p; s prilehlymi vrcholy p_; a pj je legalni.

OBR 10.21 Tustrace predchoziho tvrzeni.

e Hrana p_;p; s pfilehlymi vrcholy p_, a p je legalni.

e Necht hrana p;p; ma piilehlé vrcholy py a p;, ctyithelnik p;prp;p; je konvexni
a mezi ¢isly 4,7, k,[ je pravé jedno zdporné. Pak je hrana p;p; legdlni, prave
kdyz

min(k.l) < min(¢, 7).

OBR 10.22 min(—2,[) < min(¢, j), hrana p;p; je legalni.

OBR 10.23 min(k, ) > min(—1, 7), hrana p_;p; je ilegélni.
Pseudokdd algoritmu a jeho ocekavana ¢asova naroc¢nost. Struény pseudokdd
algoritmu popsaného detailnéji v predchozich ¢astech muzeme podat takto:
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Bez dukazu, ktery lze najit v [Berg et al], uvedeme vétu o oéekavané ¢asové narocnosti
tohoto ndhodnostniho algoritmu.

Véta 10.10. Ocekdvand c¢asovd ndroénost nahodnostniho prirustkového algoritmu pro
Delaunayovu triangulaci mnoZiny o n+ 1 prucich je O(nlogn).



