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Abstrakt

Prace se zabyva maximalizaci linearni funkce na priniku kone¢né mnoha poloro-
vin. Je odvozen ndhodnostni algoritmus k feSeni tohoto problému, ktery je zalozen
na itera¢nim principu postupného pridavani polorovin. Nasledné je analyzovana jeho
ocekavana casova slozitost. Je dokézano, zZe roste linearné vzhledem k poctu polo-
rovin obsazenych v tloze. Soucasti prace je také implementace algoritmu.
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Abstract

The work deals with maximizing a linear function at the intersection of a finite
number of half-planes. A randomized algorithm solving this problem is derived. It
is based on the principle of iteration, when the half-planes are progressively added.
Subsequent analysis of the expected time complexity is provided. The proof that the
expected running time increases linearly due to the number of half-planes contained
in the problem is given. The work also includes an implementation of the algorithm.
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Uvod

Uloha linedrniho programovéani je specialnim piipadem hledani vazanych extrémi
realné funkce vice proménnych. Jedna se o situaci, kdy vysetfovana funkce je linedrni
a snazime se ji maximalizovat na mnoziné, ktera je zadana soustavou linearnich ne-
rovnic. V roviné pak hledame bod lezici v priniku koneé¢né mnoha danych polorovin,
ve kterém linearni funkce dvou proménnych nabyva maxima.

Nejznaméjsim algoritmem k feseni tlohy linearniho programovani je simplexova
metoda. Zde se vSak budeme zabyvat jinym algoritmem. Budeme vychéazet prede-
v8im z [1, kapitola 4]. Jedna se o ndhodnostni algoritmus. To znamené, Ze pritbéh
algoritmu nezavisi pouze na jeho vstupu, ale také na néjaké nadhodné udalosti.

Na zacatku budou vysvétleny zakladni pojmy a souvislosti problému. Nasledné
bude odvozen algoritmus pro jednodimenzionalni tilohu linearniho programovéani, a
to predevsim proto, ze jeho rizné modifikace jsou pouzitelné pti feseni tilohy line-
arniho programovani v roviné. V dalsi ¢asti se budeme zabyvat omezenou tlohou
v roviné, pro kterou bude uveden detailni postup odvozeni algoritmu. Posléze bude
analyzovan problém omezenosti tlohy. Odvodime algoritmus k rozpoznani neome-
zené ulohy. Postup pro feseni omezené tlohy vyuzijeme ke konstrukci algoritmu pro
obecnou ulohu linearniho programovani. Nasledné vysvétlime koncept oc¢ekavané ca-
sové slozitosti a dokazeme, ze oCekavana casova slozitost odvozeného algoritmu je
linearni vzhledem k poc¢tu polorovin obsazenych v tloze. V dalsich dvou kapitolach
uvedeme srovnani se simplexovou metodou a mozné rozsifeni algoritmu pro tlohy
linedrniho programovani, které neresime v roviné, ale v prostorech vyssich dimenzi.

Pfinosem préace oproti zdkladnimu zdroji [1, kapitola 4] je detailni zpracovani,
a to jak postupného odvozeni, tak vyslednych algoritmt. Uvedené algoritmy jsou
proto snadno implementovatelné. Navic byl odhalen pripad neexistence lexikogra-
ficky nejmensiho FeSeni, ktery autofi [1] nevzali v tvahu.

Soucasti prace je také implementace algoritmu. Program byl vytvofen v pro-
stfedi Delphi 6.0 a zahrnuje mimo jiné prehledny graficky vystup. Duraz je kladen
na demonstraci principu algoritmu, a proto je aplikace vhodna pro vyukové ucely.
Funkce programu jsou popsany v posledni kapitole.



Kapitola 1
Zakladni pojmy

Definice 1.1. Necht I = {1,2,...,n},J = {1,2,....d},I C I,J C J. Ulohou
linedrniho programovdni rozumime tlohu najit bod (x1,...,z4) € RY, ve kterém
nabyva linearni funkce

C1T1 + CoXg + - -+ + C4xyq

svého maxima (minima) za podminek
;11 + QjaTy + -+ - + A;qTq S bi, 1€ I\T,
ATy + QipTo + -+ + ajgTq = by, 1 E 7,

kde a;;,0;,c; € R prokazdé 1 € I,j € J a x1,%9,...,24 jsou proménné.

Lze jednoduse ukazat, ze libovolnou tlohu linedrniho programovani lze prevést
na ekvivalentni tlohu linedrniho programovani ve tvaru® dle definice 1.2.

Definice 1.2. Ulohou linedrniho programovdni rozumime tlohu najit bod (a1, ...,
14) € RY, ve kterém nabyva linearni funkce

C1T1 + CoXg + - -+ + C4xyq
svého maxima za podminek

11271 + @122 + - - + a1g2q < by

2171 + A22%2 + - -+ + a2q4%q < by

An1%1 + Aol + - -+ + ApaZq < by,

kde c1,...,¢cq,a11, ..., 0nq,01,...,bg € R a x1,29,...,2s jSOu promeénné.
Oznadime-li A = (a;;) proi=1,....,n,j=1,....d, b= (by,...,b,)", ¢ = (c1,...,
ca), © = (r1,...,24)7, pak lze pomoci vektorti tilohu zkrdcené zapsat

max {cx | Ax < b}.

Pozadujeme-li navic, aby vSechny proménné byly nezdporné, nazyva se tento tvar kanonicky.
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

Funkce f(x) = f(x1,22,...,24) = 121 + Cog + - - - 4 cqx4 se nazyva ucelovd funkce.
Rekneme, Ze & je pripustné fesens tlohy linedrniho programovéni, jestlize plati Az <
b. Optimdlnim rtesenim nazveme takové pripustné feseni x*, které maximalizuje
ucelovou funkci, tedy «* je optimalni feseni, jestlize Ax* < b a pro kazdé T spliujici
Az < b plati cx < cx*.

Zde se budeme zabyvat maximaliza¢ni ilohou linearniho programovani v roviné,
tedy specialnim pripadem vyse uvedené definice pro d = 2. Proménné budeme znagcit
z a y, slozky vektoru ¢ ozna¢me ¢, ¢,. Pak ucelova funkce je tvaru f(z,y) = ¢,z +
Cyy-

V nasledujicim textu budeme automaticky predpokladat, ze kazda tloha line-
arniho programovani je zadana ve tvaru dle definice 1.2. Navic predpokladejme, ze
pro kazdé i € {1,...,n} je alesponi jeden z koeficientli a;1, a;o nenulovy. V opac¢ném
pripadé by dand nerovnice bud byla splnéna vzdy, a proto byla nadbytecna, anebo
by nebyla splnéna nikdy, a tudiz by tloha neméla pfipustné feseni. Déle predpokla-
dejme, ze ucelova funkce je nenulova, jinak by tloha neméla smysl.

Reseni (z,y)T miizeme reprezentovat jako body v dvourozmérném euklidovském
prostoru. Z analytické geometrie vime, Ze rovnice a;1x + any = b; zaddva v R?
primku a nerovnice a;1x+a;y < b; polorovinu, jejiz hrani¢ni ptimkou je tato primka.
Mnozina vSech piipustnych feseni tilohy linearniho programovani je tedy prinikem
n polorovin. Jelikoz polorovina je konvexni oblast a prinik konvexnich oblasti je
konvexni oblast, je mnozina vSech pripustnych feseni konvexni oblasti.

v A

f($,y):O
Cyr >
: x
Cy |l N f($7y)zci+cz>0
C

Obréazek 1.1: Vrstevnice ucelové funkce

Uéelova funkce f je linedrni funkci dvou proménnych. Zobrazime-li v R? jeji
vrstevnice (tedy kfivky dané rovnicemi ¢,z + ¢,y = k pro k € R), dostaneme
rovnobézné piimky, jejichz normalovym vektorem je vektor c. Zfejmé c,x + ¢,y = 0
je rovnice vrstevnice prochazejici poc¢atkem. V kazdém bodé lezicim na této primce
je hodnota tcelové funkce nulova. Uvazme vrstevnici prochazejici bodem [c,, ¢,]. Jeji
rovnice mé tvar c,z+c,y = 2 —l—ci. Hodnota ucelové funkce v bodech lezicich na této
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KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

piimce je rovna ci—i—cz, a tedy je kladna, coz znamena, ze je vétsi nez hodnota tcelové
funkce v bodech vrstevnice prochéazejici pocatkem. Vektor ¢ proto udava smér, ve
kterém tucelova funkce roste, tedy smér, ve kterém se snazime o maximalizaci.

Prokazdéi € {1,...,n} ozna¢me poloroviny h; = {(z,y) € R? | ajo+any < b;}.
Necht H = {hy, ha, ... h,}. Pro tlohu linedrniho programovani pak budeme pouzivat
oznaceni (H, ¢), zkracené téz pouze H, bude-li z kontextu jasné, o jaky vektor ¢ se
jedna.

V zéavislosti na mnoziné piipustnych feseni a existenci optimalniho feSeni mtizeme
rozlisit nasledujici 4 situace.

e Uloha nemé pfipustné feseni (tedy ani optimdlni feseni), coz nastéava, pokud
je prinik polorovin prazdny.

e Uloha ma jediné optimalni feseni.

e Uloha mé vice optimalnich feseni. Tato situace miize nastat v pripadé, kdy je
vektor ¢ kolmy na primku tvorici hranici konvexni mnoziny pfipustnych feseni.

e Mnozina pripustnych feseni je neprazdna, ale tiloha nemé optiméalni feseni.
Tato tloha linedarniho programovani se nazyva neomezend. V tomto pripadé
existuje polopiimka p, kterd je celd obsazena v mnoziné pripustnych feseni
a podél niz hodnota tcelové funkce neomezené roste.

Priklady jednotlivych situaci jsou znazornény na obrazku 1.2. Na které strané
od hranic¢ni primky polorovina lezi, je vyznaceno vystinovanim.

V této praci budeme prezentovat rtizné algoritmy, strucné se proto podivejme na
pojmy souvisejici se slozitosti algoritmi. Vychézejme pfitom z [2]. Kazdému vstupu
muzeme pritadit jeho velikost. V naSem piipadé, kdy na vstupu je tloha linear-
niho programovani, budeme za velikost vstupu povazovat n, tedy pocet nerovnic
urcujicich mnozinu vsech ptipustnych feseni.

Definice 1.3. Délkou vypoctu algoritmu pro dany vstup rozumime pocet vykona-
nych elementarnich operaci. Necht f : N — N je funkce. Rekneme, ze algoritmus A
ma casovou sloZitost f(n), jestlize pro kazdé n € N je f(n) maximalni délka vypoctu
pro vSechny vstupy velikosti n.

P1i analyze casové slozitosti algoritmu je vSak rozhodujici asymptotické chovani,
zanedbavame proto aditivni a multiplikativni konstanty. Zajiméa nas tedy, jak rychle
funkce roste s rostouci velikosti vstupu.

Definice 1.4. Rekneme, 7e funkce ¢ : N — N roste nejuyse tak rychle jako funkce
f N —= N, piseme g = O(f), jestlize existuje ¢ € R a ng € N takové, ze pro kazdé
n € N, n > ng plati g(n) < cf(n).

Pri analyze casové slozitosti pak fikame, Ze algoritmus A ma c¢asovou slozitost
O(f(n)), coz znamena, Ze Casova slozitost algoritmu A roste nejvyse tak rychle jako
funkce f. Specialné, jestlize algoritmus A ma ¢asovou slozitost O(n), fikdme Ze ma
linedrni Gasovou sloZitost; pokud m4 sloZitost O(n?), fkdme %e mé kvadratickou
¢asovou slozitost.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

(a) Prazdnd mnozina piipustnych feSeni (b) Jediné optimalni FeSeni

(o o

(c) Vice optimalnich feseni (d) Neomezen4 uloha

Obrazek 1.2: Varianty mnozin vSech pfipustnych feseni a optimélnich feseni

10



Kapitola 2

Jednodimenzionalni uloha

Nez zacneme odvozovat algoritmus pro feseni tlohy linearniho programovani v ro-
viné, podivejme se na jednodimenzionalni tilohu, tedy tlohu na piimce. V nasleduji-
cim textu se s touto tlohou nékolikrat setkame, a proto je vhodné rozebrat ji zvIast
v této Casti.

Necht je ddna jednodimenzionalni tloha linedrniho programovani, tedy tloha
najit bod = € R, ve kterém ucelova funkce f(z) = cx nabyva svého maxima za
podminek

arr < by,
anZ < by,
kdec,aq,...,a,,b1,...,b, € R, c# 0. Mnozina vSech pfipustnych reseni je prinikem
poloprimek.
Pro libovolné j € {1,...,n} uvazme j-tou nerovnici a;x < b;. Mohou nastat

nasledujici ptipady:
o Jestlize a; > 0, pak mtiZeme nerovnici upravit do podoby x < - a jedna se
o polopfimku omezenou zprava.
e Jestlize a; < 0, pak mlZeme nerovnici upravit do podoby = > Z a jedna se
o polopfimku omezenou zleva.
o Jestlize a; = 0, pak v piipadé, Ze b; > 0, je j-t4 nerovnice splnéna pro kazdé x
a muze byt vynechana, v opacném piipadé, tj. je-li b; < 0, neni j-t4 nerovnice
nikdy splnéna a tloha tak nema pripustné reseni.
Pokud pro Zadnou z nerovnic nenastane pfipad a; = 0 a b; < 0, uvazme nasle-
dujici dvé mnoziny indext.

J={jeN|1<j<nAa; <0},
J.={jeN|1<j<nAa;>0}.
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KAPITOLA 2. JEDNODIMENZIONALN{ ULOHA

Oznacime-li

max{% ‘ jEe Jl}, jestlize J; # (),

€T =
—00, jestlize J; = (),
min {Z—” ‘ je JT} , jestlize J,. # 0,
T, = i
00, jestlize J, = 0,

pak mnozina vSech pripustnych feseni jednodimenzionalni tlohy linearniho progra-
movani je ekvivalentni vztahtim

T > a z < z,.

Ze vsech polopfimek omezenych zleva (respektive zprava) jsme vybrali tu, jejiz kon-
covy bod je nejvétsi (resp. nejmensi), nebot je podmnozinou vSech polopfimek ome-
zenych zleva (resp. zprava).

Uvazme nejprve variantu, ze obé uvedené mnoziny indext jsou neprazdné, tedy
x, # —o0 a x, # oo. Pokud x; > x,, pak tloha nema piipustné feseni. V opac-
ném pfipadé je mnozinou vsech pfipustnych feseni tsecka s krajnimi body z; a z,.
Vzhledem k linearité tcelové funkce je optimélnim FeSenim bud bod z;, anebo bod
x,. Staci tedy porovnat hodnoty tcelovych funkci v téchto bodech.

Jestlize je n€kterd z mnozin J; nebo J, prazdna, muze byt Gloha neomezena a
nemusi tedy existovat optimalni feseni. Jednotlivé moznosti zavisi na tom, zda je
ucelova funkce rostouci, tj. ¢ > 0, anebo klesajici, tj. ¢ < 0. Mohou nastat nasledujici
pripady.

e Jy=0aJ. #0, tedy 1; = —0co0 a mnozina vSech pfipustnych feseni je polo-
pfimka omezena zprava. Je-li ucelova funkce rostouci, je optimalnim fesenim
bod x,. Pokud je ucelova funkce klesajici, iloha je neomezena.

e J;#0alJ, =0,tedy z, = oo amnozina vSech pfipustnych feSeni je polopiimka
omezena zleva. Jestlize je celova funkce klesajici, pak optimalnim fesenim je
bod z;. V opac¢ném piipadé je tloha neomezena.

o Jj=0aJ, =0, tedy 1; = —00, 7, = 00 a mnoZina viech piipustnych feseni je
cel piimka. Uloha je neomezené v piipadé rostouci i klesajici tcelové funkce.

Uvedené poznatky o jednodimenzionalni tloze linedrniho programovani mtizeme
shrnout v algoritmu 1. S timto algoritmem se v rtiznych obménéach setkdme pfi
nasledné analyze tlohy linearniho programovani v rovineé.

12



KAPITOLA 2. JEDNODIMENZIONALN{ ULOHA

Algoritmus 1 Algoritmus k feseni jednodimenzionalni tlohy

ONEDIMLP(c, a1, ... ,an,b1,...,b,)

Vstup: Realna ¢isla ¢, ay,...,a,,b1,...,b,, kde f(x) = cx je icelova funkce tlohy
s mnozinou vSech piipustnych feSeni danou nerovnicemi ajz < b;,j €
{1,...,n}.

Vystup: Optimalni feseni jednodimenziondlni tlohy, pripadné zprava o tom, Ze
uloha nema piipustné reseni ¢i je neomezena.

Xy 4 —00; Ty — OC;
: for 2 =1ton do
if a; > 0 then

Z, < min(z,, %),
else if a; < 0 then

x; < max(xy, Z—l),
else

if b; < 0 then

return Uloha nemé piipustné feseni.

10: if x; # —o0 A z,. # oo then
11:  if 2; > 2z, then

12: return Uloha nemé piipustné Feseni.
13:  else

14: if ¢ > 0 then

15: return z,

16: else

17: return z;

18: else

19:  if x; = —oco Az, # oo Ac >0 then

20: return z,

21:  elseif x; # —co Az, = 0 A c <0 then
22: return z;

23: else

24: return Uloha je neomezena.

13



Kapitola 3

Algoritmus pro omezenou ulohu
linearniho programovani

Vratme se nyni k tloze linedrniho programovani v roviné. V této Casti se budeme
zabyvat omezenou tlohou. Algoritmus, ktery zde popiseme, je zaloZen na postupném
pridavani linedrnich omezeni (polorovin). V jednotlivych krocich jsou feSeny ulohy
linedrniho programovani, jejichz mnoziny pripustnych feSeni jsou dany prvnimi
polorovinami. U&elové funkce vSech téchto tloh je stejna. Ze znamého optimalniho
feseni tlohy dané prvnimi ¢ — 1 polorovinami algoritmus odvodi optimalni feSeni
ulohy, ktera vznikne pridanim dalsi poloroviny, tj. poloroviny h;. AvSak algoritmus
vyzaduje, aby kazda z postupné fesenych tiloh méla pravé jedno optimalni feseni,
s vyjimkou pripadu, kdy je mnozina pripustnych feseni prazdna. Toho docilime
nasledujicimi dvéma tmluvami.

Protoze chceme docilit toho, aby v kazdém kroku tloha nebyla neomezené, pfi-
dame k tloze dalsi dvé linedrni omezeni. Na jejich zékladé ziskdme pocatecni feSeni.
Pokud je ptivodni tlloha omezena, existuje dostatecné velka konstanta M takova, ze
pfidanim podminek |z| < M a |y| < M nebude ovlivnéno optiméalni Feseni. Tento
zapis nam vsak dava ¢tyfi linearni omezeni, pii nasledujici specifikaci v zavislosti na
vektoru ¢ staci pridat pouze dvé, a to my a mo.

Cx>0 ngo
mi:x <M mi:x > —M
cy >0
meo:y < M mo:y < M
¢, <0 mi:x <M my:x > —M
mo:y > —M my:y > —M

Vidéli jsme, ze muze nastat situace, kdy ma tloha linearniho programovani vice
optiméalnich feSeni (obrazek 1.2(d)). V takovém p¥ipadé budeme hledat lexikogra-
ficky nejmensi feseni. Je ale mozné, ze tloha, kterd ma vice optimalnich feseni, nemé
lexikograficky nejmensi feseni. Touto situaci se budeme zabyvat v nasledujici kapi-
tole. V této casti proto v pripadé vice optiméalnich feSeni predpokladejme existenci
lexikograficky nejmensiho feseni.
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KAPITOLA 3. ALGORITMUS PRO OMEZENOU ULOHU LINEARNIHO PROGRAMOVANT{

Definice 3.1. Necht a,b € R%a = |a,,a,],b = [bs,b,]. Rekneme, Ze bod a je
lexikograficky menst nez bod b, jestlize plati: a, < b, V (a; = by A a, < by).

Uvazujme tlohu linedrniho programovéni (H, ¢), kde H = {hy, ha, ..., h,} amy,
ma jsou vyse uvedend dodatecéna linedrni omezeni. Zavedme néasledujici oznadeni:

H; = {my,ma, hy, ha,...h;} pro kazdé i € {0,...,n},

C; =(H; = myNmgNhyN---Nh; pro kazdé i € {0,...,n}, tedy C; je
mnozina vSech p¥ipustnych feseni tlohy (H;, c),

v; je optimalni (lexikograficky nejmensi) feSeni tlohy (H;,c¢) pro kazdé i €

{0,...,n},

l; je hrani¢ni pfimka poloroviny h; pro kazdé i € {1,...,n}.

Pokud je tloha (H,c¢) omezena a m;, my vhodné zvolend dodateénd linedrni
omezeni, tj. neovliviiujici optimalni Feseni, pak jsou tlohy (H,,c) a (H,c) ekviva-

lentni. Jestlize pro néjaké j € {0,...,n} nema uloha (H;, ¢) piipustné feseni, tj. je-li
C; = 0, pak nem4 p¥ipustné feseni ani zadnd z uloh (H;,¢) proi € {j+1,...,n},

nebot dle definice C; zfejmé plati

Co2Cy2---DC,.

Specidlné pak neméa piipustné feseni ani tloha (H,¢) v pfipadé, Ze je omezena.

Véta 3.1. Pro kazdéi € {1,...,n} plati:

(4)
(4)

jestlize v;_y € hy, pak v; = v;_1,

pokud v;_y & h;, pak bud v; € l;, nebo C; = ).

Dukaz.

(i)

(i)

Necht v;_1 € h;. Vime, Ze v;_1 € C;_1 a C; = C;_1 N h;. Proto také v;_; € C;.
Jelikoz C; C C;_1 a v;_1 je optimalnim feSenim na C;_1, je v;_; optimalnim
fesenim také na Cj, a tedy v; = v;_1.

Diikaz vedeme sporem: predpokladejme, ze v;_1 ¢ h;, C; # 0 a v; ¢ l;. Protoze
C; je podmnozinou C;_1, je v; prvkem C;_1. Jelikoz také v;_1 € C;_1 a soucasné
Ci_1 je konvexni oblasti, lezi v C;_; celd tsecka s krajnimi body v; a v;_1.
Podle ptfedpokladu lezi v;_; v poloroviné opacné k h;. Naopak ziejmé v; lezi
v poloroviné h;, nebot v; € C; a C; = C;_1 N h;. Z toho vyplyva, ze tsecka
v;v;_1 protind [;. Oznacme tento prisecik q. Protoze ¢ lezi v poloroviné h;, je
také prvkem mnoziny C;.

Jelikoz v;_1 je optimalni feSseni na C;_;, musi byt hodnota ucelové funkce
v bodé v;_; vétsi, anebo rovna hodnoté ucelové funkce v bodé v;. Protoze
tcelova funkce je linedrni na R2?, je také linedrni, p¥ipadné konstantni, na
kazdé tsecce v R2.

Nejprve predpokladejme, ze f(v;—1) > f(v;). Pak z linearity tcelové funkce
na usecce v;v;—; dostavame vztah f(v;—1) > f(q) > f(v;). Z druhé nerovnosti
vsak dostavame spor s optimalitou v; na Cj.
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Ciq

V ptipadé, ze f(v;_1) = f(v;), je GCelova funkce na tsecce v;v;_; konstantni, a
tedy f(vi_1) = f(q) = f(v;). Vime, Ze v;_; je lexikograficky nejmensi optimalni
feseni na C;_1, specialné v;_; je lexikograficky mensi nez v;. Proto je také q
lexikograficky mensi nez v;, coz je spor.

O

Véta 3.1 ndm dava castecny navod k nalezeni optiméalniho feseni tlohy H;. V pfi-
padé (i) jsou optimalni feSeni tloh H; a H; ; totozna. Nastane-li vSak pfipad (ii),
véta 3.1 nam dava pouze napovédu, kde prislusné reseni hledat. Pii hledani se mi-
zeme omezit pouze na primku /;.

Predpokladejme nyni, ze v;_1 ¢ h;. Hledané optimdlni feSeni tlohy H; musi byt
soudasné i piipustnym Fesenim, tj. v; € C;, a proto musi lezet ve vsech polorovinach?
hy,...,h;_1. Z uvedenych omezeni dostavame novou tlohu linearniho programovani
v roving. Ozna¢me ji K. U&elova funkce je stejné jako u ptvodni tlohy, mnozina
vSech pripustnych feSeni je dana vztahy:

a;1T + a2y = b, (3.1)
anx + appy < by,
a1 + agy < b,

117 + ai—12y < by

Jedné se vsak o speciélni pfipad, ktery mtizeme snadno vyfesit, nebot tlohu lze pre-
vést na jednodimenzionalni tlohu linedrniho programovani. Uvazujme nyni o pri-
niku piimky [; a poloroviny h; pro 1 < j < ¢ — 1. Upravujme tedy nerovnici
aj1x + ajpy < b; za predpokladu, Ze plati a; .z + a;py = b;. RozliSme nyni dva
pripady.

Predpokladejme, Ze a;o # 0. Pak vyjadienim y z rovnice (3.1) dostéavame

bi — a1r

a2

1V poloroviné h; lezi automaticky, nebot dle véty 3.1 lezi na jeji hrani¢ni pifmece.
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Dosadme za y do nerovnice poloroviny h; a upravujme.

a;1% + a2y § bj

b —anx
ajlx + Cljg— § bj
A2
a;1Ai2T + &jzbi — Q201X
< b;
A2
i (aﬂaig — Cljg(lil) + aj2bi
<
A2
102 — Aj2041 ajob;
J 2O < by — (3.2)
a2 (075)]
Oznac¢me ;
Q5152 — Q2041 A j20;
Dy = . a  Er=b—
A2 ;2

Pak v zavislosti na D} dostavame nasledujici omezeni pro z:

£

X .
oDj>0.x§D];_,,

ET
xT . J
« Dj <0:x> g,

e Di =0: Bud £} > 0, a tedy nedostavame zadné omezeni pro = (plati l; C h;),
anebo Ef < 0 (tj. I; N h; = ), pak tloha K nema piipustné feseni a podle
véty 3.1 je C; prazdnou mnozinou.

Predpokladejme, ze a;o = 0. Postupujeme analogicky jako v pfedchozim pripadé.
Z rovnice (3.1) vyjadiime x, dosadime do nerovnice poloroviny h; a po Gpravach

dostaneme

a; bz
a2y S bj — c]Lll . (33)

Oznacme ;
a;10;
DY = ajs a EY =b, — 12,
J J J
Q41

V zavislosti na D;f’ dostavame nasledujici omezeni pro y:

By
oD;’>O:y§D—]y_,

J
Y EY
e D:<0:y> D—J;,,
e DY=0: Bud £/ > 0, a tedy nedostdvame zadné omezeni pro y (platil; C h;),

anebo Ejy < 0 (tj. l; N h; = 0), pak tloha K nemd pfipustné FeSeni a podle
véty 3.1 je C; prazdnou mnozinou.
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Pro 1 < j <i— 1 zavedme néasledujici oznaceni.

=

D — D7, jestlize a;s # 0, 5 - E7,  jestlize a;z # 0,
! DY, jestlize az =0, EY,  jestliZe ap = 0.

Uvazme nyni vyse uvedend omezeni pro vSechna j € {1,...,i—1}. Pokud pro né&jaké
takové j plati D; = 0 a E; < 0, pak C; = ). V opa¢ném piipadé mizeme tato linedrni
omezeni rozdélit do dvou mnozin na omezeni shora a omezeni zdola. Zavedme tedy
oznaceni nasledujicich mnozin indext.

J={jeN|1<j<i—-1AD; <0},
Jr={jeN|1<j<i-1AD;>0}.

Uloha K je tedy ekvivalentni jednodimenzionélni tloze K s proménnou z, jejiz
mnozina vSech pripustnych feseni je dana vztahy

E4

<=L e,
D;
E.

ZEHJ, jGJl

<.

a jejiz ucelova funkce je

f (z, b;—‘;”) , jestlize a; # 0,

by ,z> , jestlize a;5 = 0.

JestliZe z je optimélni Feeni tlohy K, pak pro optimélni Fefeni tlohy K, tedy v;,
plati néasledujici vztah:

[z, m] . jestlize a;s # 0,

a;2
a;1’

(e
[ i Z} , jestlize a; = 0.

Ziskali jsme tak jednodimenzionalni tlohu linearniho programovani, kterou jiz umime
fesit na zakladé kapitoly 2 tohoto textu.
J € Jr} :

V piipads, ze J; # 0 a J, # (), oznacime
mnozina viech piipustnych Feseni tlohy K je pak ekvivalentné dana vztahy

zl:max{ﬁi jGJl} a zrzmln{ﬁi_

z >z, z < z.

Jestlize 2z, > z,, pak tloha K nemé pi¥ipustné feeni, a tedy podle véty 3.1 je C; = 0.
Pokud z; < z,, je mnozinou vSech pripustnych feseni lohy K tsecka z;z,.. Vzhledem
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k linearité tucelové funkce je optimalnim fesenim jeden z krajnich bodi této tsecky.
Je jim bod z, pokud f(z) > f(z.) (v piipadé rovnosti je z lexikograficky mensi).
Jestlize f(2) < f(z,), optimalnim feSenim tlohy K je bod z,.

Jestlize vsak J; = () nebo J, = (), na rozdil od obecného pfipadu jednodimen-
zionalni ulohy analyzovaného v kapitole 2, nemtize nastat situace, kdy je tloha
neomezena. To je zaruceno dodateénymi linedrnimi omezenimi, ktera byla volena
tak, ze ticelova funkce je shora omezena na mnoziné Cy = my Nmy, a tedy i na jejich
podmnozinach Ci, ..., C,,.

Na zakladé dosavadnich poznatkt formulujme algoritmus 2 pro feSeni omezené
ulohy linearniho programovani.

Vé&ta 3.2. Casovd sloZitost algoritmu 2 je O(n?).

Diikaz. Casové sloZitost kazdé iterace cyklu for (¥. 2-35) z4visi na vyhodnoceni
podminky na fadku 3. Prvni vétev (¥. 4) ma konstantni ¢asovou slozitost. Druha
¢ast vétveni (. 6-35) obsahuje 3 for cykly (. 7-8, 10-11, 13-20), z nichz kazdy ma
¢asovou slozitost O(i). Ostatni ¢asti této vétve maji konstantni ¢asovou slozitost.
Celkem je tedy Casova slozitost i-té iterace cyklu for (¥. 2-35) v zavislosti na splnéni
podminky na fadku 3 bud konstantni, anebo O(i). V nejhorsim piipadé mize v kazdé
iteraci dojit k vykonani druhé vétve, a proto je celkova slozitost algoritmu 2 rovna
O 42+ +n) =02y = O(n?). O
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Algoritmus 2 Algoritmus pro omezenou tlohu linedrniho programovani

BouNDEDLP(H, ¢, my, ms)
Vstup: Uloha linedrniho programovani (H, ¢) a dodateén linedrni omezeni my, ms
takova, Ze tloha ({my, ms}, ¢) je omezena.
Vystup: Optimalni feSeni tlohy (H U {mi,ms},c), piipadné oznameni, ze tloha
nema pripustné reseni.

1: vy < prunik hranic¢nich pfimek polorovin m; a my;
2: for i =1tondo

3: if Vi—1 € hz then

4: Vi < Ui—1;

5. else

6: if a;5 # 0 then

7: for j=1toir—1do

8: D« Antesantn, oo b - U2
9: else

10: for j=1to:—1do

11: D; < ajo; Ej < bj — %;
12: 2] 4= —00; 2, ¢ 00;

13: for j=1tov—1do

14: if D; > 0 then

15: 2p — man(z,, %);

16: else if D; <0 then

17: 2 < maz(z, g—;);

18: else

19: if £; <0 then
20: return Nemad pfipustné reseni
21: if z; = —oco then
22: 2 Zp;
23: else if z, = co then
24: Z <z
25: else if z; > z, then
26: return Nema pripustné feseni
27: else
28: if f(z) > f(2,) then
29: Z < 2y
30: else
31: Z < Zr;
32: if a;5 # 0 then
33: v; [z, —bi;fglz];
34: else
35 V; 4 [;;1 , z};
36: return v,
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Kapitola 4

Neomezena uloha linearniho
programovani

Doposud jsme se zabyvali omezenou tlohou linearniho programovani. Miizeme se
vsak setkat i s tlohami, které jsou neomezené, jak jsme napi. vidéli na obrazku
1.2(d). V takovém pfipadé ndm algoritmus 2 nevrati spravny vysledek. Diky doda-
tecné pridanym linearnim omezenim mq, mo bude vystupem néjaky bod v roviné,
prestoze neomezena tloha neméa optimalni feseni. Pokusime se tedy odvodit algorit-
mus, pomoci kterého dokédzeme rozpoznat, zda je dané tloha linedrniho programo-
vani neomezena.

Uloha linearniho programovani je neomezené pravé tehdy, kdy? existuje polo-
piimka p, kterd je podmnozinou mnoziny vSech pripustnych feseni a podél niz Gce-
lové funkce neomezené roste. Necht se jedna o polopfimku

p={p+Ars| XeR; A >0},

kde p = [ps, py] je jeji pocateéni bod a s = (s, s,) jeji smérovy vektor.
Pro kazdé ¢ ozna¢me n; normalovy vektor pfimky [;, ktery sméfuje do poloro-
viny h;.

Véta 4.1. Uloha linedrniho programovdni (H,c) je neomezend prdvé tehdy, kdyz
existuje vektor s spliugici (s,c) > 0, (s,n;) > 0 pro kazdéi € {1,--- ,n} a soucasné
NH #0, kde H = {h; € H | (s,n;) = 0}.

Diikaz. Necht tloha (H,c¢) je neomezené. Pak existuje polopfimka p s vySe uvede-
nymi vlastnostmi a se smérov§m vektorem s. U&elova funkce podél polopiimky p
neomezené roste, proto musi vektory s a c¢ svirat thel v intervalu <O, g) Protoze
pro thel ¢ svirany vektory s a c¢ plati

(s, ¢)

COS p = "
sl - llell”

z vlastnosti funkce cos dostavame (s, c) > 0. Protoze polopiimka p lezi v mnoziné
v8ech pfipustnych feseni tlohy (H, ¢), musi vektor s svirat s kazdym z normalovych

vektort 7; Gthel v intervalu (0, Z). Analogicky jako vyse tedy dostévame (s, m;) > 0.
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Uloha (H, ¢) je neomezend, a proto je jeji mnozina ptipustnych feSeni neprazdna, tj.
( H # 0. Protoze H' C H, je také (| H' # (). Vektor s je tedy hledanym vektorem
s pozadovanymi vlastnostmi.

Necht nyni existuje vektor s, pro ktery plati (s,c) > 0, (s,n;) > 0, i €
{1,--- ,n} a (H' # 0. Z posledniho vztahu vyplyva, Ze existuje bod py € [ H'.
Uvazme polopiimku py = {po + As | A € R; A > 0}. Pro kazdou polorovinu h; z H' je
normalovy vektor n; jeji hrani¢ni piimky /; kolmy na vektor s (nebot (s,n;) = 0),
a tedy poloptimka py je s piimkou [; rovnobézna. Proto lezi cela poloptrimka pg
v kazdé z polorovin h; z H'. Pro kazdou polorovinu h; z H \ H' je (s,n;) > 0, a
tedy vektory s a m; sviraji thel z intervalu <O, g) Z toho vyplyva, ze pro kazdou
polorovinu h; z H \ H' existuje \; € R, \; > 0 takové, ze (po + As) € h; pro kazdé
A > ). Oznacime-li Apqp = max{\; | h; € H\ H'}, pak (po + As) € () H pro kazdé
A > Az Zvolme p = py + A\naeS. Pak polopiimka

p={p+As| AeR;\>0}

je podmnozinou mnoziny vSech pfipustnych Feseni tlohy (H,c) a zaroven ucelova
funkce podél ni neomezené roste, nebot (s, ¢) > 0. Uloha (H, ¢) je tedy neomezena.
O

Podari-li se ndm najit vektor splnujici podminky véty 4.1, je lloha neomezena.
V takovém priipadé budeme pozadovat, aby byla vystupem algoritmu poloptimka
svédcici o neomezenosti tlohy, tj. polopiimka, ktera lezi v mnoziné vsech pripust-
nych feseni a podél niz tcelova funkce neomezené roste. Tuto polopfimku mizeme
sestrojit postupem uvedenym v druhé c¢asti dikazu véty 4.1. Pokud dokazeme, ze
neexistuje vektor splitujici podminky véty 4.1, jedna se o omezenou tlohu linearniho
programovani.

Podivejme se nyni, jak vypadaji jednotlivé slozky vektoru n;, ktery jsme zadefi-
novali jako normalovy vektor hrani¢ni pfimky [; poloroviny h; sméfujici do poloro-
viny h;. Vime, ze pfimka [; je dana rovnici

a1 T + a9y = bl

Protoze se jedné o obecnou rovnici ptimky, je vektor (a;1, a;2) norméalovym vektorem
ptimky /;. Normalovym vektorem je v8ak také vektor (—a;1, —a;2). Jelikoz ndm neza-
lezi na velikosti vektoru, ale pouze na sméru, staci nam zjistit, ktery z téchto vektori
smétuje do poloroviny h;. Normalovy vektor hrani¢ni pfimky nezavisi na posunuti
poloroviny. Proto miiZeme misto poloroviny h; = {(x,y) € R? | anx + apy < b;}
uvazovat polorovinu 1, = {(z,y) € R? | a;;x + any < 0}. Normélovy vektor ziistane
stejny, navic sméfuje do poloroviny h; pravé tehdy, kdyz sméfuje do poloroviny h;.
Hrani¢ni pfimka [/ poloroviny A/ prochazi poc¢atkem soustavy soufadnic. Umistime-li
pocatecni bod vektoru (a;1, a;), respektive (—a;1, —a;o), do pocatku soustavy sou-
fadnic, je koncovym bodem tohoto vektoru bod [a;1, a;2], respektive [—a;1, —a;o).
Pficemz vektor vychazejici z po¢atku soustavy soufadnic sméfuje do poloroviny A
pravé tehdy, kdyz v ni lezi jeho koncovy bod. Dosazenim obou koncovych bodt do
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nerovnice poloroviny h; ziskavame:

a} +azy <0,
2 2
_(ail + a’i2) <0.

Prvni nerovnost neni splnéna nikdy!, druh4 plati vzdy. Proto mtiZeme za norméalovy
vektor n; sméfujici do poloroviny h; povazovat vektor (—a;1, —a;o).

Na zékladé véty 4.1 hledejme vektor s = (s, s,) spliujici

(s,c) >0,

(s,m5) 20, i€{l,...,n} (4.1)

S vyuwzitim vySe odvozenych normdlovych vektort n; = (—a;1, —a;2) a rozepsanim
skalarnich soucinti dostavame ekvivalentni vztahy

CuSy + CySy > 0, (4.2)
—a118; — ai2sy >0, 1€ {l,--- ,n}. (4.3)

Ziejmé pokud vektor s spliiuje tyto vztahy, pak je splnuje také vektor As pro libo-
volné A € R, A > 0. Jelikoz ndm nezalezi na velikosti vektorti, ale pouze na jejich
sméru, mizeme nerovnici (4.2) nahradit rovnici

CuSy + Cysy = 1. (4.4)

Tim nijak neomezime mozny smér vektoru s, omezime pouze jeho velikost, a to tak,
ze pozadujeme, aby jeho koncovy bod lezel na piimce dané rovnici (4.4) (pocatecni
bod lezi v pocéatku soustavy soutadnic). Ke kazdému vektoru s spliiujicimu nerovnice
(4.2) a (4.3) existuje vhodné \ takové, Ze vektor As splituje rovnici (4.4) a nerovnice
(4.3). Konkrétné pti volbé

1

CySz + CySy

A\ =

dostavame pro vektor u = As

S Sy CzxSz + CySy
Caplly + Cylly = Cp ——————— + ¢y = = 1.
CzpSz T CySy CzSz + CySy  CzSz + CySy

Vektor u tedy spliiuje rovnici (4.4). Navic z platnosti nerovnic (4.3) pro vektor s
ziskame vynasobenim kazdé z nerovnic ¢islem A platnost tyz nerovnic pro vektor w.
Naopak kazdy vektor s spliiujici rovnici (4.4) automaticky spliiuje nerovnici (4.2).
Nahrazeni nerovnice (4.2) rovnici (4.4) tedy neznamena zadné nové omezeni pro
smér vektoru s.

Predpoklddejme nyni, ze ¢, # 0. Pak vyjadfenim s, z rovnice (4.4) ziskdvame

vztah
1 Cy (4 5)
Sy = — — — Sy. .
Y Cy Gy

INa zadatku jsme pozadovali, aby alespoii jedno z &isel a;1, a2 bylo nenulové.
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Dosadme za s, do kazdé z nerovnic (4.3) a upravujme.

Q2 | Q2Cy
—Qi1S; — — + Sy 20
y y
Ai2Cy Q2
( — Qi | Sp 2 —
Cy Cy
Oznac¢me U a
i2Cx i2
Ff = an, G ="2
Cy Cy
Pokud existuje j € {1,...,n} takové, ze F? =0 a soucasné G > 0, pak neexistuje

vektor s, ktery by spliioval vztahy (4.1), a tloha (H, ¢) je podle véty 4.1 omezena.
V opac¢ném pripadé dostavame nasledujici omezeni pro s,.

G*
Sz Z _Z7 (XS ]la
T
. (4.6)
s, < i 1€ 1
T — F’f’ T

kde I; a I, jsou nasledujici mnoziny indext:

L={ieN|1<i<nAF">0},
L={ieN|[1<i<nAF"<0}.

Oznacime-li

max{gg } i€ Il} ., jestlize I; # (),
{L‘l = k3
—00, jestlize I, = 0,

{min{lf:’; lic IT} . jestlize I, # 0,
Ty =

00, jestlize I, = 0,
pak vSechny nerovnice (4.6) mtzeme nahradit dvojici jim ekvivalentnich vztaht
Sz 2 X, Sz < Xy

Pokud x, < x;, neexistuje vektor s, ktery by spliioval vztahy (4.1), a tloha (H, c) je
podle véty 4.1 omezena. V opacném piipadé ziskdme vektor s vyhovujici vztahtim
(4.1) volbou libovolného s, spliujiciho z; < s, < x, a dopo¢tenim s, ze vztahu
(4.5). Napft. volbou s, = x; (v pfipadé, ze x; # —o0) dostavame vektor

1 Cy
S=\Zy,— — —T1 |-
Cy Gy
Za predpokladu, Ze ¢, = 0 dostdvdme vyjadienim s, z rovnice (4.4) vztah s, = L.
Cx
Jeho dosazenim do kazdé z nerovnic (4.3) po tpravé ziskame
a1
—QinSy > -
xXr

24



KAPITOLA 4. NEOMEZENA ULOHA LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Oznacime-li

(0751

Yy __ y __

Fz’ = —;2, Gz = —,
Cp

muzeme dale postupovat zcela analogicky jako v pfipadé, ze ¢, # 0. Bud zjistime,
ze vektor s s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje a tloha (H, ¢) je podle véty 4.1
omezend, anebo ziskdme vektor s vyhovujici vztahim (4.1).

Jestlize jsme ziskali vektor s spliiujici vztahy (4.1), stale se je$té nemusi jednat
o neomezenou ulohu linedrniho programovani. Dle véty 4.1 musi byt splnéna jesté
jedna podminka, a to (| H' # (). Pokud tato podminka splnéna neni, tj. je-li (| H' =
0, je také (N H = 0, nebot H' C H, a tedy uloha (H, ¢) nem& piipustné feseni.
Ozna¢me I’ mnozinu indext I’ = {i € N | h; € H'}. Prunik vSech polorovin z H’
je pak Tesenim nerovnic
a; 1T + a;2y < bi, 1€ ]I.

Podle definice H' je
(s,ni> = —Q;18z — A28y = O, 1€ I/.

Normaélovy vektor hrani¢ni pfimky [; libovolné poloroviny h; z H' je tedy kolmy na
vektor s. To znamend, Ze hrani¢ni pfimky vSech polorovin z H’ jsou rovnobézné
s vektorem s.

V pripadé, ze s, # 0, tj. pokud neni s rovnobézny s osou z, miizeme misto
polorovin h;,7 € I' uvazovat jejich pruniky s osou x, coz jsou polopiimky urcené
nerovnicemi

a;1T S b,’, 1€ I/. (47)

Vzhledem k tomu, Ze hrani¢ni pfimky vSech polorovin h;,7 € I’ jsou rovnobézné,
maji vSechny tyto polopfimky neprazdny prinik pravé tehdy, kdyz maji neprazdny
prunik vSechny poloroviny h;,i € I'.

Situace je opét zcela analogicka té, se kterou jsme se jiz v tomto textu nékolikrat
setkali. Hleddme vsak pouze mnozinu vSech pfipustnych feseni jednodimenzionéalni
ulohy linearniho programovani, aniz by nas zajimala jeji ucelova funkce ¢i optimalni
feSeni. Nerovnice (4.7) mizeme nahradit dvojici nerovnic

T > @, r <z,

b;
T; = max —
;1

. b;

T, = min —
Qi1

Jestlize x; < x,, je () H' # () a podle véty 4.1 je tloha (H, ¢) neomezené. V opacném

ptipadé je () H' = (), proto také (| H = (), a tedy tloha (H, ¢) nem4 ptipustné feseni.
V ptipadé¢, Ze s, = 0, tj. s je rovnobéZny s osou x, postupujeme analogicky, s tim

rozdilem, ze uvazujeme priniky s osou y, coz jsou poloptimky urcené nerovnicemi

kde

ie]’/\ai1<0}U{—OO}),

iEI'/\ai1>0}U{oo}).

ainy < by, 1€l
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Uvazujme nyni o omezené tloze linedrniho programovéani. Vratme se k situaci,
kde jsme zjistili, ze hledany vektor s neexistuje a tloha je tedy omezena. Pred-
pokladejme, ze ¢, # 0, v opacném piipadé bychom postupovali zcela analogicky.
Omezenost tlohy mohla byt prokazana ve dvou odlisnych situacich.

Prvni moznosti je, Ze omezenost tlohy jsme zjistili na zakladé platnosti vztahu
x; > x,. Za této situace® oznacme

T

. — Ge . .y . o
e h; takovou polorovinu h;, Ze vyraz +&, @ € [; nabyva maxima pro i = j,

e ), takovou polorovinu h;, Ze vyraz %, 1 € I, nabyva minima pro ¢ = j.

Uvézime-li alohu ({h, h, }, €), ziskdme pro ni stejné zavéry o neexistenci vhodného
vektoru s jako pro tlohu (H,c). Podle véty 4.1 je tedy i tloha ({h;, h,},c) ome-
zené. Poloroviny h; a h, proto predstavuji svédky omezenosti tlohy (H,c), které
miizeme pouzit misto dodatecnych linedrnich omezeni v algoritmu pro omezenou

tlohu linedrniho programovéni. Situace je zndzornéna na obrazku 4.1(a).

hy

(a) Poloroviny h; a h, jsou svédky (b) Jedina polorovina h; je svédkem

Obrazek 4.1: Svédci omezenosti tlohy (H, c)

Druhy mozny pripad, kdy jsme mohli zjistit, Ze tiloha je omezena, nastal, pokud
existuje j, pro které je F = 0 a Gj > 0. Pak vyjadrenim F} a G] po upravé
dostévame:

CleCm — ajlcy = <C, ((ng, —Clj1>> = 0, (48)

42 -, (4.9)
Cy

Vime, Ze (a;1, a;2) je normalovy vektor pfimky /;, a proto (aj2, —a;1) je jeji smérovy
vektor. Ze vztahu (4.8) tedy vyplyva, Ze vektor ¢ je kolmy na piimku /;. Navic na
zékladé vztahu (4.9) plati, Ze ¢, a —a;, maji opacnd znaménka. Jelikoz (—a;1, —a;2)
je normalovy vektor pifimky [/; sméfujici do poloroviny h;, vektor ¢ nesméfuje do
poloroviny h;. Nastava situace znazornéna na obrazku 4.1(b).

2Tento ptipad mohl nastat pouze pokud x; # —oco a z, # oo.
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7 vyse uvedeného postupu vyplyva, ze ani pro tlohu linearniho programovani
({h;},c) neexistuje vektor s pozadovanych vlastnosti, a proto je podle véty 4.1
i tloha ({h;},c) omezena. Polorovina h; je tedy svédkem toho, ze tloha (H,c) je
omezend. Situace je vsak odlisna od té, kdy jsme méli k dispozici dva svédky. Mize
se stat, ze loha je sice omezend, ale nemé lexikograficky nejmensi feseni.

Jelikoz ptimka [; je kolmé na vektor ¢, je hodnota ucelové funkce ve vSech bodech
lezicich na pfimce [; stejnd. Body na piimce [; vSak mizeme lexikograficky uspoia-
dat. Pokud se ndm podéii nalézt takovou polorovinu hy, ze tloha ({h;, h;},c) ma
lexikograficky nejmensi feseni, pak v pfipadé€, Ze mnozina vSech pripustnych feseni
ptuvodni tlohy (H, ¢) je neprazdné, musi mit lexikograficky nejmensi feseni i pivodni
uloha. V takovém ptipadé mizeme misto dodatec¢nych omezeni mq, mo v algoritmu 2
pouzit poloroviny h;, h; a za pocatecni feSeni vy povaZovat prinik jejich hrani¢nich
piimek. Situace je znédzornéna na obrazku 4.2(a).

Ukazeme-li, Ze neexistuje polorovina h, € H \ {h;} vySe uvedenych vlastnosti,
znamena to, ze loha nema lexikograficky nejmensi feSeni, pripadné nemé pripustné
feSeni. Ozna¢me H” mnozinu vSech polorovin z H, jejichz hrani¢ni pfimky jsou
rovnobézné s piimkou /; (a tedy kolmé na vektor c). Jestlize je (VH” = 0, pak
tloha H nemé piipustné feseni, nebot H” C H. Pokud vsak (| H” # (), Gloha H
mé nekonecné mnoho pripustnych reseni a nemé lexikograficky nejmensi optimalni
feSeni. Piiklad takové tilohy je znézornén na obrazku 4.2(b).

(a) Existuje lexikograficky nejmensi (b) Neexistuje lexikograficky
FeSeni nejmensi FeSeni

Obrazek 4.2: Existence lexikograficky nejmensiho feSeni v ptfipadé poloroviny
s hrani¢ni pfimkou kolmou na vektor c

Hledejme tedy polorovinu Ay, jejiz hrani¢ni piimka protind piimku /; a sou-
Casné plati, ze tloha ({h;, h},c) mé lexikograficky nejmensi feSeni. Uvazme pri-
niky pfimky /; s polorovinami z H \ {h;}. V pfipadé, ze pfimka [; neni kolma
na osu r, mizeme nam znamym zpusobem feSit jednodimenzionalni tlohu linear-
niho programovani pro x-ové souiadnice téchto prinikt. V opac¢ném pripadé fesime
analogickou tlohu pro y-ové souradnice. Postup je témér stejny jako v pripadé od-
vozeni algoritmu pro omezenou ulohu linedrniho programovani, vychazime proto
ze vztaht (3.2) a (3.3). Nemusime vsak Tesit celou tlohu. Zajima nés pouze, jestli
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néktery z prinikt mé podobu polopfimky omezené zleva, nebot hledame lexikogra-
ficky nejmensi feSeni. Jakmile najdeme polorovinu hy, jejiz prinik s primkou [; je
polopfimka omezena zleva, mizeme piejit k algoritmu 2. Pokud zadny z prtniki
nemé podobu polopiimky omezené zleva, ovéiime, zda (| H” = (). To je stejny pro-
blém jako zjisténi, zda je () H' = (0, s tim rozdilem, Ze misto vektoru s pouzijeme
vektor (c,, —c;), ktery je kolmy na vektor c¢. Oba problémy miizeme Fesit pomoci
algoritmu 5. Uvedeny postup ke zjisténi existence lexikograficky nejmensiho feseni
je vyuzit v algoritmu 4.

Pokud tloha ma pripustné feseni, ale nema lexikograficky nejmensi optimalni fe-
Seni, budeme pozadovat jako vystup lexikograficky nejvétsi optimalni feseni. Pokud
ani to neexistuje, vystupem bude néjaké optimalni feseni. To ziskdme na zakladé
algoritmu 5. Miizeme pouzit velmi podobny postup jako v pfedchozim odstavci. Hle-
dame tedy polorovinu hy, jejiz prinik s pfimkou /; je polopfimka omezend zprava.
K tomu mutzeme pouzit algoritmus 4, ktery mirné modifikujeme, a to tak, ze ne-
rovnosti na fadcich 3 a 7 zaménime za opacné. V pripad€, Ze nalezneme polorovinu
hi, jejiz hrani¢ni pfimka protind pfimku /; a soucasné plati, ze tloha ({h;, hi}, )
této ulohy. Zameénou neostré nerovnosti na rfadku 28 algoritmu 2 za ostrou zajis-
time, aby algoritmus hledal lexikograficky nejvétsi optimalni feSeni misto nejmen-
siho. Jelikoz se jedna jen o drobné upravy, nebudeme zde upravené algoritmy expli-
citné uvadét. Pro pouziti v naslednych algoritmech je zde pouze pojmenujme, a to
FINDLEXBOUNDMAX(H, ¢, j) a BOUNDEDLPMAX(H, ¢, mq, ms).

Doposud ziskané poznatky o feSeni tlohy linearniho programovani v roviné mi-
zeme shrnout ve schématu na obrazku 4.3. Zbyva tedy uvést algoritmy resici jed-
notlivé podproblémy z tohoto schématu. Ty vSak mtizeme snadno formulovat na
zakladé vysledku ziskanych v této kapitole.

Vé&ta 4.2. Casovd sloZitost algoritmu 3 je O(n).

Diikaz. Algoritmus obsahuje tfi for cykly, pficemz pii vykonani algoritmu probéh-
nou vzdy pravé dva. Casova slozitost kazdého z téchto for cykl je O(n). Ostatni
¢asti algoritmu maji konstantni ¢asovou slozitost. Proto je celkova casova slozitost
algoritmu 3 rovna O(n). O

Vé&ta 4.3. Casovd slozitost algoritmu 4 je O(n).

Diikaz. Ziejmé vzdy probéhne maximéalné jeden for cyklus casové slozitosti O(n),
a proto je i celkova casova slozitost algoritmu linearni. O]

Véta 4.4. Casovd sloZitost algoritmu 5 je O(n).

Diikaz. Algoritmus obsahuje dva nevnofené cykly for. Casovéa slozitost prvniho
cyklu je O(n). Mohutnost mnoziny I’ je nejvyse n, a proto i ¢asova slozitost cyklu
for all je O(n). Ostatni ¢asti algoritmu maji konstantni ¢asovou slozitost. Celkova
Casova slozitost algoritmu 5 je tedy O(n). O

28



KAPITOLA 4. NEOMEZENA ULOHA LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Existuje s spliujici (4.1)?
e ne, 2 svédci h; a h, — Pouzij svédky jako mi, ms a spust algoritmus 2.
o resent
o uloha memd pripustné resent
e ne, 1 svédek h; — Existuje hy tak, ze ({h;,hi},c) mé lexikograficky
nejmensi feseni?
e ano — Pouzij hj, hy jako my, ma a spust algoritmus 2.
o feseni
o wuloha nemd pripustné reseni
e ne — Existuje hy, tak, ze ({hj, h;}, c) mé lexikograficky nejveétsi feseni?
e ano — Pouzij hj, hy jako mq, ma a spust modifikovany algoritmus 2.
o lexikograficky nejvétsi fesSeni (nejmensi neexistuje)
o wuloha nemad pripustné reseni
e ne — Je (VH" =07
o ano — uloha nemd pripustné reseni
o ne — néjaké optimdlni veseni (lex. nejm. ani nejv. neexistuje)

e ano — Je (H' =07

o ano — tuloha memd pTipustné resent

o ne — uloha je neomezend

Obréazek 4.3: Schéma shrnujici doposud ziskané poznatky
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Algoritmus 3 Algoritmus k nalezeni vektoru s spliiujictho podminky (4.1)

FINDVECTOR(H, c)
Vstup: Uloha linearniho programovani (H, c).
Vystup: Vektor s spliiujici podminky (4.1), pokud takovy existuje. V opa¢ném pfi-

—_ = =
N e

NN RN NN NN DN e e

w N
e

padé algoritmus vraci hodnotu nil, navic do proménnych?® wit;, wit, vlozi
indexy svédkid omezenosti tlohy, v pripadé jednoho svédka vlozi do wity
hodnotu nil.

if ¢, # 0 then
for i =1ton do
E%a?ﬁ—ail;Gi%iﬂ;
else ’ ’
for i =1ton do
Fi+ —app; Gi +
Wy < —00; W,  00;
wity < nil; wity < nil;
fori=1tondo
if (F, > 0) A (% > wl) then
wp — %, wity < 4
else if (F; < 0) A (% < wr> then

Wy — %, Wity <— 1
else '
if (F; =0) A (G; > 0) then
wity < 1; wity < nil;
return nil

Qi1 .
cg !

. if w; > w, then

return nil

. else

if w; # —oo then
w <— wy,

else if w, # co then
W — Wy,

else
w < 0;

if ¢, # 0 then

return (w; 1l _ & w)
Cy Cy
else
return (i; w>

Cx

30



KAPITOLA 4. NEOMEZENA ULOHA LINEARNIHO PROGRAMOVANI

Algoritmus 4 Algoritmus ke zjisténi existence lexikograficky nejmensiho feseni

FINDLEXBOUND(H, ¢, j)
Vstup: Uloha linearniho programovani (H,c), index j poloroviny h; s hrani¢ni
primkou kolmou na vektor c.
Viystup: Index k poloroviny hj takové, ze uloha ({h;,h;},c) mé lexikograficky
nejmensi feseni, nebo hodnota nil, pokud takova polorovina neexistuje.
1: if (9] 7é 0 then
2. forallie{l,...,n}\{j} do
3 if alaﬂ%% < 0 then
4 return ¢
5: else
6: forallie{l,...,n}\{j} do
7 if Qi <0 then
8 return ¢
9: return nil

Jestlize je tloha neomezend, pozadujeme, aby vystupem algoritmu byla polo-
primka p, ktera je cela obsazena v mnoziné vSech pfipustnych feseni a podél niz
ucelova funkce neomezené roste. Predpokladejme tedy, Ze tloha je neomezena, na
zékladé algoritmu 3 jsme ziskali vektor s = (s, s,) spliujici podminky (4.1) a z al-
goritmu 5 mame bod py € () H', po = [Pox Poyl-

Vychézejme z dikazu véty 4.1. Pro kazdou polorovinu h; € H \ H' existuje \;
takové, ze pg + As lezi v poloroviné h; pro libovolné A > \;. Ziejmé toto spliuje
takové \;, Ze po + \;s je prisecik ptimky /; s polopfimkou pg = {po+As | A € R; A >
0}, pokud existuje. V opa¢ném piipadé lezi v poloroviné h; celda polopfimka pg
nebot vektor s splituje vlastnosti (4.1). Prisecik \; snadno vypoéteme. Dosazenim
do rovnice ptimky /; ziskame rovnici

i1 (Pox + ANise) + aiz(poy + Aisy) = by,
z niz po upravach dostaneme vyraz

N — b; — (ai1pos + aiaPoy)

;18 + A28y

Poznamenejme, ze pro libovolné i, pro néz h; € H \ H', je viraz a;1S, + a2y
nenulovy. Poloroviny h; € H, pro které je tento vyraz nulovy, maji hrani¢ni primky
rovnobézné s vektorem s, a tudiz patii do H'.

Hledanou polopiimkou je tedy polopiimka

p={p+As| XE€R;A >0},

kde p = po + Anaz$S; Anaz = maX{/\i | 1€ {1, . ,n} \ [/}
K nalezeni poloprimky p formulujme algoritmus 6. Jeho ¢asova slozitost je zfejmé
linearni.

3Proménné wit;, wity chidpeme jako globalni proménné.
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Algoritmus 5 Algoritmus zjistujici, zda je prunik podmnoziny G mnoziny H
prazdny

ISEMPTY(H, ¢, s)
Vstup: Uloha linearniho programovani (H,c) a vektor s zadavajici podmnozinu
Viystup: Jestlize (G # 0, je vystupem libovolny bod* py € (G. Pokud (G = 0,
vystupem je hodnota nil.
1: I« @;
2: for i=1 to n do
3: if ;18 + A28y = 0 then
I' < I'U {i};
if s, # 0 then
71 ¢ ¢y
else
J 25 ¢ =y
Wy 4— —00; W, — 00;
10: for alli € I’ do
11: if Qij > 0 then

12: w, +— min(w,, ab—l),
ij

13:  elseif aq;; <0 then

14: wy < max(wy, ab—),
ij

15: if w; > w, then
16: return nil

17: else

18:  if w; # —o0o A w, # oo then
19: if ¢* <0 then

20: w <— wy;

21: else

22: W < Wy}

23:  else if w; # —oo then
24: w < wy;

25:  else if w, # oo then
26: W < Wy;

27.  else

28: w < 0;

29: if 5, # 0 then

30: return [w, 0]

31: else

32: return [0, w]
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Algoritmus 6 Algoritmus k nalezeni polopfimky, na niz je iloha neomezena

FINDRHO(H, ¢, s, o)
Vstup: Neomezena tloha linedrniho programovani (H, ¢), vektor s spliujici pod-
minky (4.1) a bod py € (| H'.
Vystup: Bod p takovy, ze polopfimka p = {p + As | A € R; A > 0} lezi v mnoziné
vsech pripustnych feSeni a tcelova funkce podél ni neomezené roste.

1: Mgz < 0;
2: for alli e {1,...,n}\ I’ do

bi—(ai1pos+aizpoy) | .
a;18z+0ai25y )

3 Apaz ¢ Max < A\,
4: return pg + \pesS

S vyuzitim doposud odvozenych algoritmt jsme schopni uvést algoritmus 7 k fe-
Seni obecné ulohy linedrniho programovani v rovine.

Vé&ta 4.5. Casovd sloZitost algoritmu 7 je O(n?).

Diikaz. Tvrzeni ptimo vyplyva z ¢asové slozitosti algoritmt vyuzitych v algoritmu 7.
O

4V situaci, kdy zjistujeme, zda-li je () H” = ), je tento bod libovolnym optimalnim feSenim.
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Algoritmus 7 Algoritmus k feSeni tilohy linearniho programovani v roviné

LP(H,c)

Vstup: Uloha linearniho programovani (H, c).

Vystup: Lexikograficky nejmensi optimalni feSeni tlohy (nejvétsi, pokud neexistuje,
¢i néjaké, pokud ani nejv. neexistuje), zprava o neomezenosti tlohy a po-
lopfimka, na niz je tloha neomezend, nebo zprava o tom, Ze uloha neméa
pripustné feseni.

1: s < FINDVECTOR(H, c);
2: if s = nil then
3:  if wity # nil then

4: return BOUNDEDLP (H \ {huwit,, Puwits | € Pawity s Puwity)
5. else

6: k < FINDLEXBOUND(H, ¢, wit;);

7: if k # nil then

8: return BOUNDEDLP (H \ {h;, hx}, €, hupity , Pk

9: else

10: k < FINDLEXBOUNDMAX(H, ¢, wity);

11: if £ # nil then

12: return BOUNDEDLPMAX(H \ {hj, ht}, €, hupiry , P
13: else

14: p < ISEMPTY(H, ¢, (¢y, —C3));

15: if p = nil then

16: return Uloha nem4 pifpustné fesen.

17: else

18: return p

19: else

20:  po « ISEMPTY(H, ¢, s);
21:  if pg = nil then

22: return Uloha nemé p¥ipustné feseni.

23:  else

24: p < FINDRHO(H, ¢, s, po)

25: return Uloha je mneomezenid, a to na polopfimce p =

{p+As| AeR;\ >0}
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Ocdekavana c¢asova slozitost

Videéli jsme, ze v nejhorsim piipadé mize byt délka vypoctu algoritmu k reSeni
ulohy linearniho programovani kvadraticka vzhledem k velikosti vstupu. Délka vy-
poc¢tu dané tlohy zavisi na poradi polorovin. Pro nékterd usporddani mtize byt
kvadraticka, pro jina linearni. V této ¢asti upravime algoritmus do podoby nahod-
nostniho algoritmu a budeme se zabyvat ocekavanou c¢asovou slozitosti. Pro danou
ulohu poloroviny ndhodné usporadame tak, ze vsechny permutace polorovin budou
mit stejnou pravdépodobnost zvoleni.

K nalezeni ndhodné permutace daného pole formulujme algoritmus 8. Predpokla-
dédme, Ze méame k dispozici generator ndhodnych ¢isel RANDOM(k), jehoZ vystup je
nahodné celé ¢islo z intervalu (1, k), a to kazdé se stejnou pravdépodobnosti. Casova
slozitost algoritmu 8 je zfejmé linearni.

Algoritmus 8 Algoritmus pro ndhodnou permutaci

RNDPERM(H, c)
Vstup: Pole A = (A[1],..., A[n])
Vystup: Nahodné permutace pole A
1: fori=1ton—1do
2. rand < n — RANDOM(n — i + 1) + 1;
3: pom < Alil;
40 Ali] < Afrand];
5. Alrand]| < pom;
6: return A

Pomoci procedury pro ndhodnou permutaci upravme algoritmus 7 do podoby
nédhodnostniho algoritmu. Jedind zména v algoritmu 9 oproti algoritmu 7 se nachazi
na tadcich 4, 8 a 12.

Délka vypoctu algoritmu 9 zavisi na ndhodné volbé permutace polorovin. Prici-
nou mozné kvadratické délky vypoctu je algoritmus pro omezenou tilohu linearniho
programovani na fadku 4, respektive 8 ¢i 12. Analyzujme tedy délku vypoctu algo-
ritmu 2 v pripadé ndhodnostniho algoritmu.

Divodem kvadratické casové slozitosti algoritmu 2 je pocet moznych vykonani

35
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Algoritmus 9 Nahodnostni algoritmus k feseni tilohy lin. programovani v roviné

RNDLP(H, c)
Vstup:
Vystup:

Uloha linearniho programovéni (H, c).

Lexikograficky nejmensi optimélni feseni tilohy (nejvétsi, pokud neexistuje,
¢i néjaké, pokud ani nejv. neexistuje), zprava o neomezenosti tlohy a po-
loprimka, na niz je tloha neomezena, nebo zprava o tom, ze tloha nema
pripustné feseni.

1: s < FINDVECTOR(H, c);
2: if s = nil then

3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

if

wity # nil then
return BOUNDEDLP(RNDPERM(H \ {Auwit, s Puwits }), € Puwity s Paity)

else

else

k < FINDLEXBOUND(H, ¢, wit;);
if k # nil then
return BOUNDEDLP (RNDPERM(H \ {h;, hi}), €, it , Pii)
else
k < FINDLEXBOUNDMAX(H, ¢, wity);
if k£ # nil then
return BOUNDEDLPMAX(RNDPERM(H \ {h;, hi}), ¢, huity, Pi)
else
p < ISEMPTY(H, ¢, (¢y, —C3));
if p = nil then
return Uloha nem4 pifpustné fesen.
else
return p

po < ISEMPTY(H, ¢, 3);

if

po = nil then
return Uloha nemé p¥ipustné feseni.

else

p < FINDRHO(H, ¢, s, po)
return Uloha je neomezenid, a to na polopfimce p =
{p+As| AeR;\ >0}
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druhé vétve podminky na fadku 3. Casova slozitost i-té iterace cyklu for (¥. 2
35) je v zavislosti na splnéni podminky na fddku 3 bud konstantni, anebo O(i).
V pripadé ndhodnostniho algoritmu je splnéni této podminky nahodnou veli¢inou.
Proto pro i € {1,...,n} ozna¢me X; ndhodnou veli¢inu, kterd nabyva hodnoty 1,
jestlize v;_1 & h; (Casova slozitost i-té iterace je linearni), nebo hodnoty 0, jestlize
v;_1 € h; (Casova slozitost i-té iterace je konstantni).

Celkova casova slozitost vykonani druhé vétve béhem vsech iteraci dohromady

je proto
i=1

zatimco celkova casova slozitost vykonani prvni vétve béhem vsech iteraci je linearni,
a tedy casova slozitost algoritmu 2 je rovna nadhodné veli¢iné

O(n) + Z)w(i).

Definice 5.1. Necht ¢asovéa slozitost algoritmu A pro dany vstup je ndhodné veli-
¢ina Y, pak ocekdvanou casovou sloZitosti algoritmu A rozumime stfedni hodnotu
nahodné veli¢iny Y, tj. E(Y).

Véta 5.1. Ocekdvand c¢asovd sloZitost algoritmu 9 je O(n).

Dikaz. Analyzujme oc¢ekavanou ¢asovou slozitost algoritmu 2. Jestlize ukazeme, ze
je linedrni, bude linedrni i ocekdvand casova slozitost algoritmus 9, nebof ostatni
¢asti algoritmu kromé radku 4, respektive 8, maji linearni c¢asovou slozitost.

7 ptedchozich vysledkid vyplyva, ze ocekdvana casova slozitost algoritmu 9 pro
dany vstup velikosti n je!

E (O(n) + ZX,-O@)) = 0(n) + ZE(Xi)O(i).

Néhodna veli¢ina X; nabyva hodnot 0, nebo 1. M& tedy alternativni rozdéleni
pravdépodobnosti, a proto stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X; je rovna pravdépo-
dobnosti, ze nahodna veli¢ina X; nabyva hodnoty 1, tj.

Podivejme se na algoritmus 2 po i iteracich hlavniho cyklu. Mame tedy nalezeno
optimalni feSeni v; tlohy (H;, c). Bod v; je prisecikem nejméné dvou z hrani¢nich
piimek polorovin z H;. Odebereme-li jednu polorovinu, pak mize dojit ke zméné op-
timalniho Teseni pouze v pripadé, ze bod v; lezi na hrani¢ni pfimce této poloroviny.
Pokud v; lezi na hrani¢nich pifimkach pravé dvou polorovin, pak odebranim jedné
z nich dojde ke zméné mnoziny vsech pripustnych feseni a muze dojit ke zméné

1Vyuzijme linearitu stfedni hodnoty ndhodné velic¢iny, tedy Ze pro ndhodnou veli¢inu Y a kon-
stanty a,b € R plati E(a +bY) =a+bE(Y).
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C +C
/l).
(2 /UZ
(a) v; prusecikem hrani¢nich (b) v; priseéikem hrani¢nich
pfimek pravé dvou polorovin pfimek vice nez dvou polorovin

Obrazek 5.1: Bod v; jako prisecik hrani¢nich pfimek polorovin

optimalniho FeSeni. Situaci je zndzornéna na obrazku 5.1(a). Jestlize v; je pruseci-
kem hrani¢nich pifimek vice nez dvou polorovin, pak pouze dvé z nich tvori hranici
mnoziny vSech pfipustnych feSeni, jak ilustruje obrazek 5.1(b). Pouze odebranim
jedné z téchto dvou polorovin dojde ke zméné mnoziny vSech pripustnych feseni a
muze dojit ke zméné optimalniho feseni. Odebrani jiné poloroviny, tedy takové, na
jejiz hrani¢ni pfimce bod v; nelezi, nevede v zadné z predchozich situaci ke zméné
optiméalniho feseni. Pouze pro dvé poloroviny z H; tedy plati, Ze odebranim jedné
z nich miize dojit ke zméné optimalniho feseni.

Situace, kdy v;_1 & h; nastane pravé tehdy, kdyz odebranim poloroviny h; dojde
ke zméné optimélniho feSeni (neboli po ¢ — 1 iteracich je jiné optimdlni feSeni nez
po i iteracich). Tedy v;—1 ¢ h; muze nastat pouze tehdy, pokud h; je jednou ze
dvou vyse uvedenych polorovin, jejichz odebranim muize dojit ke zméné optimalniho
feseni. Jelikoz jsou poloroviny usporadany nahodné, je pravdépodobnost, ze h; je
jednou z téchto polorovin, nejvyse % Proto

E(X;) = P(vi-1 € hi) <

<. DN

Dosazenim do vztahu pro ocekadvanou casovou slozitost algoritmu 2 dostavame
n n 2
O E(X;,)O@) <0 -0() = O0(n),
(n) +; (X3)O(z) < O(n) +;Z (i) = O(n)

a tedy ocekavana casova slozitost je linearni. ]

Zdtraznéme, ze linearni ¢asova slozitost je ocekavana pro kazdy vstup. Nejedna
se o primeérnou ¢asovou slozitost pres vSechny mozné vstupy. Ocekavani se vztahuje
k ndhodné volbé obsazené v algoritmu, nikoliv k moznému vstupu. Pro libovolnou
ulohu je ocekavana casova slozitost algoritmu 9 linearni.
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Simplexova metoda

K teSeni tloh linedrniho programovani se vétSinou vyuziva simplexova metoda.
Struc¢né ji proto v této ¢asti popiseme a srovname s ndhodnostnim algoritmem od-
vozenym v této praci. Vychazejme z [3, kapitola 2], kde 1ze také nalézt podrobnéjsi
popis simplexové metody.

Abychom mohli fesit tlohu linearniho programovani simplexovou metodou, je
tfeba ji nejprve prevést do tzv. standardniho tvaru, tedy do tvaru

maz{cz | Az = b,x > 0}
Konkrétné v piipadé naseho vychoziho tvaru (podle definice 1.2) tlohu
max{cz | Az < b}

prevedeme na ekvivalentni tlohu

/

o x’ T
max | (e, —c) (a:”) ‘ (A|-A|E)|z"| =b 2" ] >0
x* x*

Ptvodni tlohu jsme transformovali tak, Ze jsme pfidali vektor doplikovych pro-
ménnych x*, * > 0 a prevedli tak soustavu nerovnic Az < b na soustavu rovnic
Ax + x* = b. Déle jsme kazdou z puvodnich proménnych x; nahradili dvojici neza-
pornych proménnych x} a x! tak, ze x; = o, — x!.

Vidime, Ze transformaci tlohy linearniho programovani v roviné do standardniho
tvaru ziskdme tlohu s n+4 proménnymi. Chceme-li tedy fesit tlohu linedrniho pro-
gramovani v roviné pomoci simplexové metody, musime fesit lohu vyssi dimenze.

Mnozina vSech pripustnych feseni tlohy linedrniho programovani je prinikem
kone¢né mnoha afinnich poloprostorti? a piedstavuje proto polyedr. Simplexova me-
toda postupné prochézi vrcholy tohoto polyedru a hleda optiméalni feseni.

Zakladnim krokem je nalezeni vychoziho feSeni, tj. libovolného pripustného te-
seni, které predstavuje vrchol polyedru. Dale zkouméame, jak by se ménila hodnota

1Zapisem & > 0 pro vektor = (z1,...,74)7 rozumime z; > 0,i=1,...,d.
2 Afinnim poloprostorem nazyvame mnozinu vektortt {x € R? | ax < b} pro né&jaky vektor
a € R?adcslo b eR.
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ucelové funkce, pokud bychom se pohybovali po nékteré z hran polyedru vychazejici
z aktualniho vrcholu. Pokud pfirtstek hodnoty tcelové funkce pro zadnou hranu
neni kladny, pak se nachazime v optimalnim feSeni. V opa¢ném piipadé se vydame
po nékteré hrané polyedru, podél niz hodnota ucelové funkce roste. Pokud je tato
hrana polopiimkou, pak je iloha neomezena. Jestlize se jedna o tisecku, pak dojdeme
do jiného vrcholu polyedru, ktery predstavuje jiné pripustné feseni s vyssi hodnotou
ucelové funkce. Piredchozi postup opakujeme pro nové nalezené reseni.

Prestoze pii pouziti v praxi je simplexovd metoda pomérné efektivni nastroj
pro feseni tlohy linedrniho programovani, v nejhorsim piipadé mutze délka vypoctu
riist exponencialng vzhledem k velikosti vstupu (viz napt. [4, kapitola 5.2]). Casové
slozitost simplexové metody je tedy O(2").

Jak simplexova metoda, tak predchozi ndhodnostni algoritmus jsou itera¢nimi
algoritmy. Zatimco simplexova metoda v jednotlivych iteracich prochazi pripustna
feseni odpovidajici vrcholiim polyedru, feSeni nalezena béhem iteraci nahodnostniho
algoritmu nemusi byt pripustnymi fesenimi ptvodni tlohy. Kazdy algoritmus tak
k problému pfistupuje zcela odlisSnym zpiisobem, coz vede také k odlisnym zavértim
o ¢asovych slozitostech obou algoritmii.
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Uloha linearniho programovani ve
vyssich dimenzich

Doposud jsme se zabyvali tlohou linearniho programovani v roviné, popiipadé na
piimce. Odvozeny algoritmus lze vSak zobecnit a na stejném principu je mozné fesit
i ilohy ve vyssich dimenzich. Kazda nerovnice v tloze dimenze d zadava afinni polo-
prostor v R%. Stejné jako v dvourozmérném piipadé tilohu fesime iteracné postupnym
pridavanim nerovnic. Pro¢ = 1,2, ..., n ozna¢me h; jednotlivé poloprostory, g; jejich
hranice.

Lze ukazat Ze i ve vyssich dimenzich plati analogie véty 3.1, viz [1, kapitola 4.6].
Je-li v; TeSeni tlohy dimenze d po ¢ iteracich, pak se priddnim poloprostoru h;;
optimalni feSeni nezméni, pokud v; v tomto poloprostoru lezi. V opa¢ném pripadé
se nové Teseni nachézi na hranici g;;; nové pridaného poloprostoru, anebo tloha
nema piipustné feseni. Tato hranice je nadrovinou dimenze d — 1. Reseni v;,, musi
lezet ve vSech prinicich hranice g;,1 s poloprostory hq, ..., h;. Na této mnoziné tak
hleddme bod, ve kterém tucelova funkce nabyva maxima. Abychom tedy nalezli feSeni
tilohy po i + 1 iteracich, musime vy¥esit tlohu dimenze d — 1. Uéelovou funkci této
tlohy snadno ziskdme omezenim ptvodni tcelové funkce na mnozinu g; .

Uvazme tlohu linedrniho programovani v trojrozmérném euklidovském prostoru.
Nejprve musime zjistit, zda je Gloha neomezena. Vychazime pfitom z analogie véty
4.1. Hledame proto vhodny vektor s urcujici v mnoziné vSech piipustnych feseni
polopfimku, podél niz ucelova funkce neomezené roste. Pozadujeme tedy, aby od-
chylka vektori s a ¢ byla v intervalu <0, %) a soucasné odchylka vektori s a n; byla
v intervalu <0, %> pro ¢ = 1,2,... n, kde n; je normalovy vektor hrani¢ni roviny
poloprostoru h; smérujici do tohoto poloprostoru. Jelikoz nam zalezi pouze na sméru
vektoru s, mizeme pozadovat, aby jeho koncovy bod lezel v dané roviné kolmé na
vektor ¢. Kazdému sméru, ve kterém ticelova funkce roste, odpovida pravée jeden bod
této roviny. Vyjadrenim vyse uvedenych pozadavki na vektor s pak ziskdame tilohu
linedrniho programovani v roviné. Tu umime fesit v ocekdvaném linedrnim case.

Jestlize nalezneme vektor s pozadovanych vlastnosti, ptivodni tloha je neome-
zena. V opacném piipadé mizeme béhem vypoctu ziskat svédky skutecnosti, ze
dvoudimenzionalni tloha k nalezeni vektoru s nema pfipustné feseni, a tedy svédky
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omezenosti ptivodni tlohy. AZ na singularni pripady jsou tito svédci 3. Ziskame je
ve chvili, kdy po pridani poloroviny h; jednodimenzionalni loha na pfimce /; k na-
lezeni TeSeni v; nema pripustné feseni. Konkrétné se jedna o polorovinu h; spolec¢né
se svédky neexistence pripustného feseni jednodimenziondlni tlohy. Singulérni pti-
pady bychom fesili analogicky jako v kapitole 4 pii zjistovani existence lexikograficky
nejmensiho feseni.

Mame-li k dispozici svédky omezenosti tilohy v R3, mfizeme prejit k feseni ome-
zené ulohy. Vyjdeme z pocatecniho feseni, které je priinikem hrani¢nich rovin svédkt
omezenosti. Postupné v nahodném potadi pridavame poloprostory. Predpokladejme
ze po ¢ iteracich mame feseni v;. Pokud v; lezi v poloprostoru h;.1, pak v;11 = v;.
V opacném pripadé resime tlohu linearniho programovani v hrani¢ni rovin€é g,
poloprostoru h;,;. Jednotlivé poloroviny této tlohy jsou urceny jako priniky ro-
viny ¢;+1 s poloprostory hi,...,h;. Pocet polorovin v této tloze je i, a proto jeji
o¢ekavana Casova slozitost je O(i). Ocekavand délka vypoctu i-té iterace je tedy
bud konstantni, pokud v;_; € h;, anebo O(i). Situace je analogickd odvozeni oc¢eka-
vané ¢asové slozitosti v kapitole 5. Nahodnostni algoritmus k feseni tilohy linearniho
programovani v R? m4 proto linearni oc¢ekévanou ¢asovou sloZitost.

Podobny postup lze vyuzit i pro tlohy dimenze d. Zde ziskame d svédkli omeze-
nosti tlohy. V jednotlivych iteracich fesime tlohy dimenze d—1. Indukci tak ziskame
stejny zaveér o linearni ocekavané casové slozitosti nahodnostniho algoritmu k feseni
tlohy linearniho programovani v R¢.

Ocekavana casova slozitost uvedeného algoritmu je linedrni pro libovolnou fixni
dimenzi d. To vsak neznamend, ze délka vypoctu je stejna pro vSechny dimenze.
Lze ukazat, ze ocekdvana casova slozitost algoritmu roste exponencialné s rostouci
dimenzi, viz [1, kapitola 4.6]. Algoritmus je proto vhodny pouze pro tlohy nizsich
dimenzi.
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Implementace

Algoritmus k feseni tlohy linearniho programovani v roviné odvozeny v této praci
byl implementovan v prostiedi Delphi 6.0. Vznikl tak program vyuzivajici teoretické
poznatky ziskané v predchozich kapitolach.

Prednosti aplikace je jeji nazornost, a to diky grafickému vystupu. Je zaméfena
na demonstraci principu algoritmu, a proto je vhodné pro vyukové tcely. Program
umoznuje prehledné znazornéni jednotlivych krokt vypoctu algoritmu.

Aplikace je urcena pro operacni systém Windows a spousti se pomoci souboru
LPinPlane.eze, ktery se nachazi na prilozeném kompaktnim disku. Po spusténi za-
dame vektor ¢ predstavujici ucelovou funkci a jednotlivé nerovnice tlohy. Pomoci
tlacitek mizeme nerovnice usporadat do nami pozadovaného potadi, anebo je uspo-
fadat nahodné. Ulohu je mozné ulozit do souboru, ze kterého ji mtizeme pozdéji
oteviit, a nemusime ji tak zadavat po jednotlivich nerovnicich. Ulohu si miZeme
nechat vykreslit kliknutim na piislusné tlacitko. Poloroviny jsou zobrazovany stej-
nym zpusobem jako v této praci, tedy hrani¢ni pifimkou a vystinovanim prislusné
strany. Po kliknuti na nékterou z nerovnic je odpovidajici hrani¢ni pfimka zvyraz-
néna. Rezim zadavani nerovnic je znazornén na obréazku 8.1.

V nabidce Nastroje - MozZnosti mizeme volit mezi omezenou a obecnou tlohou.
V pripadé omezené tlohy se jedna o implementaci algoritmu 2, kde za dodatecna li-
nearni omezeni jsou povazovany prvni dvé poloroviny. Uzivatel tak musi sdm vhodné
vybrat prvni dvé nerovnice, a to tak, aby spolecné s vektorem c tvorily omezenou
ulohu s lexikograficky nejmensim fesenim. Naopak pii volbé obecné tlohy si pro-
gram najde svédky omezenosti sdm a zméni poradi polorovin tak, ze svédky umisti
na prvni dvé pozice. Pti volbé obecné tlohy se program dokaze vyporadat i s ne-
omezenou ulohou. Jedna se o implementaci algoritmu 9. Po spusténi programu je
zvolena obecné uloha.

Kliknutim na tlacitko Demonstrace / Reseni ptejdeme do demonstracniho re-
zimu. V piipadé, ze v pribéhu vypoctu dojde k volani algoritmu 2, miizeme zde
prochézet jednotlivé kroky algoritmu, a to bud rucné, anebo automaticky v nasta-
veném casovém intervalu. Pribézné jsou zobrazovany jednotlivé dil¢i tlohy a jejich
feseni. Hrani¢ni pfimka nové pridané poloroviny je zvyraznéna. Program v prubéhu
demonstrace je znazornén na obrazku 8.2. V pripadé, ze k volani algoritmu 2 nedo-
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jde (napf. u neomezené tlohy), je vysledek zobrazen ihned.

Aplikace také umoziuje nastaveni nékterych parametri ovliviiujicich jeji funkei
a vzhled. Kromé jiz zminéné volby mezi omezenou a obecnou tlohou lze nastavit
casovy interval mezi jednotlivymi kroky pfi automatické demonstraci ¢i barvy jed-
notlivych prvkia grafického vystupu.

Program umoznuje zkoumat, jak se méni priibéh vypoctu algoritmu v zavislosti
na potradi vstupnich nerovnic. Je mozné srovnavat rizna uzivatelem urcena poradi
s ndhodnym poradim, coz miize byt piinosné pro objasnéni casové slozitosti algo-
ritmu.

Vytvorena aplikace tedy neni pouhou strohou implementaci algoritmu, ale zahr-
nuje také nékteré uzitecné funkce usnadnujici pochopeni jeho principu, a to prede-
vsim prostiednictvim pfehledného grafického vystupu.
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KAPITOLA 8. IMPLEMENTACE
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Obrazek 8.1: Program LPinPlane.exe v rezimu zadavani nerovnic

+I” Algoritmus k reseni ulohy linearniho programovani v roviné
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Obrazek 8.2: Program LPinPlane.exe v prubéhu demonstra¢niho rezimu
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