Zadani priklada - cviceni ¢.1 - 15-9-23

Priklad ¢.1 (porovnéani dvou typu modela) (predndska)

Model rozdélent pravdépodobnosti je modelem ndhodné proménné X, napf. (1) model rozdéleni pravdépodobnosti
ndhodné proménné X sitka dolni ¢elisti, nebo (2) model rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné proménné X
hrubost koznich fas u dospélych zdravych zen. Statisticky model je modelem nahodné proménné Y|X (Y
kauzélné zavisi na X), napt. (1) model zdvislosti ndhodné proménné Y &itka dolni éelisti na proménné X
pohlavi, nebo (2) model zavislosti ndhodné proménné Y hrubost koznich fas u dospélych zdravych zen na
proménné X BMI. Viimnéme si, ze ndhodné proménné oznacujeme X anebo Y podle toho, jaky model je
charakterizuje.

Piiklad ¢€.2 (jednoduchy ndhodny vybér)

V jednoduchém ndhodném vybéru o rozsahu n z populace s koneé¢nym rozsahem N mé kazdy prvek stejnou
pravdépodobnost vybrani. Pokud vybirdme bez vraceni (opakovani), mluvime o jednoduchém ndhodném
vybéru bez vraceni (Dalgaard, 2008). Pokud vybirdme s vracenim, mluvime o jednoduchém ndhodném vybéru
s vracenim. Méjme mnozinu M s N = 10 prvky a chceme z ni vybrat n = 3 prvky (a) bez vraceni, (b) s
vracenim. Kolik méme moznosti? Jak vypadd jedna takovdto moznost, pokud M = {1,2,...,10}? Zopa-
kujte to samé pro N = 100, n = 30 a mnozinu M = {1,2,...,100}.

Priklad ¢.3 (jednoduchy ndhodny vybér)

Méjme skupinu lidi ozna¢enych identifika¢nimi ¢isly (ID) od 1 do 30. Vyberte (a) ndhodné 5 lidi z 30-ti bez
navratu, (b) ndhodné 5 lidi ze 30-ti s ndvratem a nakonec (c) ndhodné 5 lidi ze 30-ti bez navratu, pfi¢emz
lidé s ID od 28-mi do 30-ti maji pravdépodobnost vybrani 4x vyssi nez lidé s ID od 1 do 27.

Piiklad ¢.4 (normadlni rozdéleni)

Mégjme ndhodnou proménnou X (muze to byt napi. vyska postavy desetiletych divek) a predpokladejme,
7e tato ndhodnd proménnad ma normdlni rozdéleni s parametry u (stfedni hodnota) a o2 (rozptyl), coz
zapisujeme jako X ~ N(u,02), p = 140.83, 02 = 33.79. Normdlni rozdéleni piedstavuje model rozdéleni
pravdépodobnosti pro tuto ndhodnou proménnou. Vypocitejte pravdépodobnost Pr(a < X < b) = Pr(X <
b) —PrX < a) = Fx(b) — Fx(a), kde a = p — ko, b = p+ ko, k = 1,2,3. Nakreslete hustotu rozdéleni
pravdépodobnosti, vybarvéte oblast mezi body a a b a popiste osy = a y tak, jako je uvedeno na obrazku 1.
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Pr(135.02<X<146.64)=68.27 Pr(129.2<X<152.46)=95.45 Pr(123.39<X<158.27)=99.73

Obrazek 1: Miry norméalnfho rozdéleni; kiivka hustoty s vybarvenym obsahem pod touto kiivkou mezi
prislusnymi kvantily na ose x; obsah je rovny pravdépodobnosti vyskytu subjekti s danou vyskou v rozpéti
téchto kvantilu.

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. miry normdlniho rozdélent.



Priklad ¢€.5 (normadlni rozdéleni)

Méjme X ~ N(u,0?), kde p = 150, 02 = 6.25. Vypocitejte a = pu — Tl /20 &b = p+x_o/00 tak, aby
Pr(a < X <b) = 1—a, bylarovnd 0.9, 0.95, 0.99. Cislo z;_ /5 je kvantil normovaného normélniho rozdélent,
t.j. Pr(Z = % < T1—q, Z ~ N(0,1). Nakreslete hustotu rozdéleni pravdépodobnosti, vybarvéte oblast
mezi body a a b a popiste osy x a y tak, jako je uvedeno na obrizku 2.
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Pr(145.89<X<154.11)=0.9 Pr(145.1<X<154.9)=0.95 Pr(143.56<X<156.44)=0.99

Obrazek 2: Upravené miry normalniho rozdéleni; kiivka hustoty s vybarvenym obsahem pod touto kiivkou
mezi piislusnymi kvantily na ose x; obsah je rovny pravdépodobnosti vyskytu subjektt s danou normovanou
vyskou v rozpéti téchto kvantilu.

Dostaneme pravidlo 90 — 95 — 99 (tzv.upravené miry normdlniho rozdéleni. Pouzili jsme nerovnost
Pr(ua/2<z<ul_a/2 = ®(11_q/2) — P(z4/2) = 1 — a, kde @ je distribuéni funkce normalniho normovaného
rozdéleni a v8eobecné (« € (0,1/2); v piikladé o = 0.1,0.05 a 0.01.

Priklad €.6 (normadlni rozdéleni)
Piedpokladejme model norméalniho rozdéleni N(132,132) pro systolicky krevni tlak. Jaké ¢ast populace (v
%) bude mit hodnoty vyssi nez 160 mm Hg?

Priklad ¢€.7 (binomické rozdéleni)

Predpoklddejme, ze pocet lidi upfednostiiujicich 1écbu A pied 1écbou B se 7idi modelem binomického
rozdéleni s parametry N (rozsah ndhodného vybéru) a p (pravdépodobnost vyskytu), ozn. Bin(N,p), kde
N =20, p = 0.5, t.j. lidé preferuji oba dva typy lécby stejnou mérou. (a) Jakd je pravdépodobnost, ze 16 a
vice pacientu upfednostni 1é¢bu A pied léébou B? (b) Jaka je pravdépodobnost, ze 16 a vice a zdroven 4 a
méné pacientu upfednostni 1écbu A pied 1é¢bou B?

Priklad ¢.8 (binomické rozdéleni)

Piedpokladejme, ze Pr(vir) = 0.533 = p; je pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir na
palci pravé ruky muzu ceské populace a Pr(ostatni) = 0.467 = py je pravdépodobnost vyskytu ostatnich
vzoru na palci pravé ruky muzu ceské populace, piicemz X je pocet virt a Y je pocet ostatnich vzoru, kde
X ~ Bin(N,p1) aY ~ Bin(N,p2). Vypocitejte (1) Pr(X < 120), kdyz N = 300 a (2) Pr(Y < 120), kdyz



N = 300.

Priklad ¢.9 (parametry) (predndska)

Piiklady parametrii @ - stiedni hodnota s, rozptyl o2, korela¢ni koeficient p, pravdépodobnost p vyskytu
néjaké udalosti, rozdil dvou stfednich hodnot p; — ue, podil dvou rozptyla a% / a%, rozdil dvou korela¢nich
koeficientu p; — po, rozdil dvou pravdépodobnosti p; — ps apod.

Priklad ¢€.10 (binomické rozdéleni) (prednadska)
Pokud X ~ Bin(N,0), 0 = p € (0;1), potom Yy je stejny pro vsechny 6 a koinciduje s vybérovym prostorem
y=4{0,1,...,N}.

Priklad ¢€.11 (pocet ¢lentt v mnohorozmérném LRM) (z predndsky)

Meéjme mnohorozmérny linedrni regresni model £ o 20-ti proménnych, ve kterém jsou obsazeny vSechny
mozné interakce téchto proménnych (dvojné, trojné,...). Kolik ¢lent (jednoduché regresory + vSechny in-
terakce) mé takovy model?

Priklad ¢€.11 (aproximace binomického rozdéleni normalnim)

Necht Pr(muz) = p = 0.515 znamené pravdépodobnost vyskytu muzi v populaci a Pr(zena) = g = 0.485
pravdépodobnost vyskytu zen. Necht X je pocet muzu a Y pocet zen. Za predpokladu modelu Bin(N,p)
vypocitejte (a) Pr(X < 3) pokud N = 5, (b) Pr(X < 5), pokud N = 10 a (¢) Pr(X < 25), pokud N =
50. Porovnejte vypocitané pravdépodobnosti s pravdépodobnostmi aproximovanymi normalnim rozdélenim
N(Np, Npq).

Nakreslete hustotu rozdéleni pravdépodobnosti normélniho rozdéleni a superponujte ji pravdépodob-
nostni funkeci binomického rozdéleni tak, jak je uvedeno na obrazku 3. Nakreslete distribuéni funkci normalniho
rozdéleni a superponujte ji distribuéni funkci binomického rozdéleni tak, jak je uvedeno na obrazku 3.

Nakonec zvolte parametr p = 0.1 a vygenerujte analogické grafy hustoty a distribu¢ni funkce pro tento
novy parametr. Z obrazku je vidét, ze pro p blizici se k 1 nebo k 0 je potiebné mit vétsi pocetnosti nez pro
p blizké hodnoté 0.5. Viz obréazek 4.
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Obréazek 3: Aproximace binomického rozdéleni normélnim pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy graf
superponovany hustotou (prvni faddek) a distribi¢ni funkei (druhy fadek).
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Obréazek 4: Aproximace binomického rozdéleni normélnim pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy graf
superponovany hustotou (prvni faddek) a distribi¢ni funkei (druhy fadek).

Piiklad €.12 (normalni rozdéleni)
Model pro nahodny vybér X1, Xo, ..., X, je z N(u,0?) a itkdme, ze X1, Xo, ..., X,, pochazi z normalniho
rozdéleni, t.j. X ~ N(u,0?). Parametr modelu N (u, 0?) je vektor @ = (u, o). Hustota tohoto rozdéleni ma

tvar
1 _(e—pw)?
e 22 zxel

Ptriklad ¢€.13 (standardizované normadlni rozdéleni)
Model pro ndhodny vybér Xi, Xo, |dots, X,, pochézi ze standardizovaného normélniho rozdéleni, t.j. X ~
N(p,0?), kde p = 0, 02 = 1. Parametr modelu N(u,0?) je vektor @ = (0,1). Hustota tohoto rozdéleni m4

tvar
1 2

e%,a} € R.
V2T

Ptriklad ¢.14 (dvojrozmérné normalni rozdéleni)
Nahodny vektor (X,Y)” m4 dvojrozmérné norméalni rozdéleni

o(z) =

2
_ T _ o1 po102
No(p, %), kde pp = (p1, p2)” a 3 = ( porcs 02 > ,

s hustotou
flzy) = ! exp 4 — 1 { (z—m)® 2p(m—u1)(y—uz) + (y—p2)* }
’ 27\/0202 (1 — p?) 2(1—p2) L oF o102 o2 )



kde (:c,y)T € R?, uj € R, O'JZ >0,j=1,2, p € (—1,1) jsou parametry. Potom 0 = (u1, i2, 03,03, p). Vyraz
v exponentu muzeme zapsat jako

1 T 9 -1
L r—m 01 pPo102 Tr— H1

2 ( Y= pe ) (paloz 3 ) ( Y = o )
Margindlni rozdéleni ! jsou X ~ N (u1,07) a Y ~ N (u2,03), p je koeficient korelace?(Viz obrazek 5)
Piiklad ¢€.15 (dvojrozmérné normalni rozdéleni)
(1) Nakreslete hustotu dvojrozmérného normalniho rozdéleni Na(p, ) pomoci funkce image() a superpo-
nujte ho s konturovym grafem hustoty toho stejného rozdéleni pomoci funkce contour(). (2) Nakreslete
hustotu dvojrozmérného normélniho rozdéleni No(p, ¥) pomoci funkce persp(). Hustotu rozsekejte na 12

intervalu, kde hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvam terrain.colors(12). Pouzijte nasledujici
parametry:

o 1 =0,p2=0,00=1,00=1,p=0;
o 11 =0,pu2=0,00 =1,00=1,p=0.5;
o 1 =0,u2=0,00=12,00=1,p=0.5.

Vzorové feSeni je uvedeno na obrazku 5.

'Marginélni rozdélen{ je rozdéleni ndhodné proménné, zde X nezdvisle na Y a naopak Y nezdvisle na X.

27 tohoto pifkladu je zFejmé, 7e na dostateény popis dvojrozmérného normalntho rozdéleni potfebujeme pét parametra, t.j.
stfedn{ hodnotu a rozptyl pro margindlni rozdélen{ ndhodnych proménnych X a Ya korela¢ni koeficient p = p(X,Y’) popisujici
silu linedrniho vztahu X a Y.
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Obrézek 5: Hustoty dvojrozmérného normélniho rozdéleni pti ruznych parametrech (prvni fadek — konturovy
graf; druhy fadek - perspektivni trojrozmérny graf v podobé plochy); ¢im je p odlisnéjsi od nuly, tim vice se
kontury lisi od kruht (ménf se na elipsy); se zvysujicim se rozdilem mez o; a oy se zvétsuje rozdil rozptyleni
koncentrickych kruht ve sméru jednotlivych os (fikdme, ze rozdil variability proménnych X a Y se zvétsuje.)

Piiklad €.17 (standardizované normadlni rozdéleni)

Nahodny vektor (X,Y)” m4 dvojrozmérné norméalni rozdéleni

N> (0,%), kde 0= (0,0)" azzc) f)

s hustotou
2t - 2pa:y+y2}

1
¢(377y):f($;y):2ﬂ_\/T—p2€Xp{ 2(1_p2)

kde (z,y)" € R?, p € (—1,1) jsou parametry, potom 8 = (0,0, 1,1, p). Vyraz v exponentu miizeme psat jako
S0 610
2\ y p 1 y )’
margindlni rozdéleni jsou obé N(0,1) a p je koeficient korelace.

Piiklad ¢.18 (standardizované normadlni rozdéleni)
Nechf nghodnou proménnou X ~ N(u1,0?) je nejvétsi vyska mozkovny (skull.pH; v mm) a ndhodnou



proménnou Y ~ N(uz,03) je morfologickd vyska tvdie (face.H; v mm). Nechf X a Y maji dvojrozmérné
normalni rozdéleni s parametry (u1,u2)? a of, 02 a p jsou parametry kovarianéni matice 3. Kdyz od
nahodné proménné X odpocitame jeji stiedni hodnotu p; a tento rozdil podélime odmocninou z rozptylu
(01), dostaneme néhodnou proménnou Zx, kterd mé asymptoticky normalni rozdéleni se stiedni hodnotou
p1 = 0 arozptylem of = 1, coz zapisujeme jako Zx ~ N(0,1). Pokud od ndhodné proménné Y odecteme jeji
stfedni hodnotu pg a tento rozdil podélime odmocninou z rozptylu (o2), dostaneme ndhodnou proménnou
Zy, kterd ma asymptoticky norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou po = 0 a rozptylem o% =1, coz zapisu-
jeme jako Zy ~ N(0,1). Potom (Zx, Zy )T m4 standardizované dvourozmérné normalni rozdéleni Np(u, X)

s parametry p = (0, 0)7 a a% =1, O’% =1 a p jsou parametry kovarianéni matice 3.

Piiklad ¢€.19 (dvourozmérné normalni rozdéleni)
Simulaci pseudonahodnych ¢isel z No(p, ) muzeme v R vytvorit ndsledujicimi zpusoby:

1. pouzitim funkce mvrnorm() z knihovny MASS;
2. pouzitim funkce rmvnorm() z knihovny mvtnorm

3. pouzitim funkce rnorm() a nésledujiciho algoritmu:

Necht X; ~ N(0, 1) a X2 ~ N(0,1); potom (Y1,Y2)T ~ No(p,X), kde p = (1, u2)T je vektor
stiednich hodnot a 07 a 02 a p jsou parametry kovarianéni matice 3, pricemz sila linedrniho vztahu Y;
a Yy je dand velikost{ a znaménkem p; Y1 = 01 X1+ 1 a Yz = o2(pX1++/1 — p?X3) + p2. Nasimulujte
pseudondhodnd ¢isla Y7 a Y z No(u, £). Vypocitejte dvourozmérny jadrovy odhad hustoty (Y7, Y2)”
pomoci funkce kde2d(). Nakreslete jej také pomoci funkce image() a superponujte jej kontiurovym
grafem hustoty dvourozmérného normélniho rozdéleni Na(p,3) pomoci funkce contour(). Hustotu
rozsekejte na 12 intervali, kde hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvam terrain.colors(12).
Pti simulaci pouzijte nasledujici parametry:

(a) p1 =0, u2=0,01=1,00=1, p=0; (1) n =50, (2) n =500
(b) p1 =0, u2=0,01=1,00=1, p=0.5; (1) n =50, (2) n =500
(c) pr1=0,pu2=0,01=1,00 =12, p=0.5; (1) n =150, (2) n =500

Vzorové reSeni viz obrazek 6.
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Obrézek 6: Hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni

Priklad ¢€.23 (binomické rozdéleni, binomicky experiment)

Experiment sestavajici z fixniho po¢tu Bernoulliho experimentt (ozn. V) se nazyva binomicky experiment.
Pravdépodobnost uspéchu ozna¢me p, pravdépodobnost netspéchu ¢ = 1 — p. Ndhodnad proménna X je
pocet pozorovanych tspéchti po dobu experimentu. Pravdépodobnost X = x za podminky, ze X pochézi z
binomického rozdéleni Bin(N,p), piseme jako

N
T

Pr(sz)z( )pz(l—p)N_x,a:zo,l,...,N (1)

(Ugarte a kol. 2008). Stfedni hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X]| = Np(1—p). Naprogramujte a zobrazte
v R pravdépodobnostni funkei a (kumulativni) distribuéni funkci pro Bin(5,0.5). ReSeni viz obrazek 7.
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Obrazek 7: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce binomického rozdéleni Bin(5,0.5)

Ptriklad ¢.26 (Poissonovo rozdéleni; pocet havarii za tyden)

Pokud kazdy z 50 milionu lidi #idi v Italii ¥idi auto nésledujici tyden nezavisle, potom pravdépodobnost
smrti pfi autonehodé bude 0.000002, kde pocet imrti ma binomické rozdéleni Bin(50mil, 0.000002) anebo
limitni Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 50mil x 0.000002 = 100.

Priklad ¢€.27 (Poissonovo rozdéleni; pruské armadni jednotky)

Necht pocetnosti timrti X jako ndsledek kopnuti koném v Pruskych armddnich jednotkdch (Bortkiewicz,
1898) maji Poissonovo rozdéleni s parametrem A, tj. X ~ Poiss(\). Pravdépodobnost, ze nékdo bude
smrtelné zranény v daném dni, je extrémné mald. Méjme 10 vojenskych jednotek za 20-letou periodu s
rozsahem M = 200 (200 = 10 x 20), kde, pfi po¢etnostech amrti n = 1,2, 3,4, 5+ v dané jednotce a v daném
roce, zaznamenavame také pocetnosti vojenskych jednotek m,, pti daném n, kde M = > m,, (viz tabulka).
Vypocitejte otekdvané pocetnosti, za predpokladu X ~ Poiss(A), kde

A= 2n (2)
Zn Mnp

n 0 |1 [2 [3]4]5+

my || 109 ] 65223 ]1]0
Piiklad €.28 (podil chlapcu a divek v rodinéch)
Necht X ptedstavuje pocetnost chlapcti mezi détmi v rodindch. Zde muzeme predpokladat, ze X ~ Bin(N, p),
tj. rodina muze mit vychyleny pomér pohlavi déti ve sméru k chlapcim nebo k divkam. V realité tedy
muzeme mit velmi mnoho rodin jen s chlapci nebo jen s dévéaty a nemdme dostatek rodin s pomérem

pohlavi blizkym 51 : 49 (pomér chlapctu ku divkdm). Z toho ndm vyplyvé, ze rozptyl pocetnosti chlapcu
bude ve skute¢nosti vétsi nez rozptyl predpokladany binomickym rozdélenim Bin(n, P).

Piiklad ¢€.29 (overdispersion v binomickém modelu)

V klasické studii poméru pohlavi u lidi z roku 1889 na zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku (vice informaci
viz Lindsey a Altham, (1998)) zaznamenal Geissler (1889) rozdéleni poctu chlapcu v rodindch. Mezi M =
6115 rodinami s N = 12 détmi pozoroval nasledujici pocetnosti chlapcu (n jsou pocetnosti chlapcu a m,,
pocetnosti rodin s n chlapci).

n JJo]1 |2 |3 |4 [5 |6 |7 |8 |9 |10 [11]12
my || 3]24]104 | 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112 | 829 | 478 | 181 [ 45 | 7
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Vypocitejte m,, za predpokladu, ze poc¢etnosti chlapci X v rodindch maji binomické rozdéleni s parametry
Zfzv—o ninn
=="——— =(0.5192 3
" NM 3)
a N =12, ozn. X ~ Bin(N, ).

Piiklad ¢€.30 (overdispersion v Poissonové modelu)
Méjme pocetnosti urazu n mezi délniky v tovarné, kde pocetnosti délniku m, pii daném n (viz tabulka)
(Greenwood a Yule (1920)).

n Jo |1 |2 |3 [4]>5

my || 447 | 132 [ 42 ] 21 | 3 | 2
Vypocitejte ocekdvané pocetnosti délnikt za predpokladu, ze pocetnosti irazi na délnika X maji Poissonovo
rozdéleni s parametrem

No ZalMa oo (4)
Zn M
Ozn. X ~ Poiss(\).

Piiklad ¢€.31 (binomické rozdéleni, simulaéni studie)

Vygenerujte pseudonahodnd ¢isla X (pocetnosti uspéchii) opakovand M-krat (M = 1000) z Bin(N,p), kde

N =5 ap=0.5. Vytvoite tabulku vygenerovanych (simulovanych) i teoretickych relativnich po¢etnosti (pro
n=20,1,...,5). Superponujte histogram vygenerovanych pseudonahodnych ¢isel s teoretickou pravdépodobnostn
funkei (viz obrazek 8).

0.35
|

0.30

0.20
|

=X)

Pr(X:

0.15
|

05

0.

0.00
L

uspechy X

Obrazek 8: Histogram  vygenerovanych pseudondahodnych  ¢isel —superponovany  teoretickou
pravdépodobnostni funkei Bin(N, p).

Piiklad ¢€.32 (binomické vs normalni rozdéleni)
Necht Xy ~ Bin(N,p), potom muZeme aproximovat binomické rozdéleni normélnim ndsledovné: X ~

N(Np, Np(1 —p)), kde také plati

Zn = Xv—Np N(0,1).

V' Np(1—p)
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Ukazte, ze CLV plati pro N = 100 a p = 0.5 na tfi desetinnad mista.

Ptiklad €.33 (normalni rozdéleni, simulaéni studie)

Na zakladé simulacni studie provéite, ze pokud X ~ N(150,6.25), potom [X], ~ N(150,6.25/n). Pouzijte
n = 30. Pro kazdou simulaci X vypocitejte aritmetické praméry Z,,, m = 1,2,..., M, kde M = 500 000. Su-
perponujte je histogramem v relativni kéle s teoretickou kiivkou hustoty pro X,,. Vypocitejte Pr(X,, > 151)
ze simulovanych dat a porovnejte tento vysledek s teoretickou (oc¢ekdvanou) pravdépodobnosti. Resen{ viz
obrazek 9.

0.8
15

7| m X~N(150,1.25) ﬁ B X~N(150,0.2083) ﬁ B X-N(150,0.0625) 7‘%
W X-N(150,1.2557) - W X~N(150,0.2088) 7[ T W X-N(150,0.0624) ]Z \

L L

i
e
0.6

hustota
| | |
hustota
0.4
hustota
05 1.0
|

0.2

000 005 010 015 020 0.25 0.30 0.35

0
0.0

=]
T T T T 1 T T T 1 T T T T 1
146 148 150 152 154 148 149 150 151 149.0 149.5 150.0 150.5 151.0

prumery prumery prumery
n=5 n=30 n=100

Obrézek 9: Histogram vygenerovanych priiméri superponovany teoretickou kiivkou hustoty X,,.

Priklad ¢€.34 (normadlni rozdéleni, simulaéni studie)

Necht X ~ N(u1,0%) aY ~ N(uz,03). Potom X,,, — Yy, ~ N (1 — 2, Z—? + Z—g) Generujte pseudondhodnd
¢asla X a Y rozdéleni N(uj,a]?), j=1,2,kde pu; = 100, o1 = 10, p2 = 50, o2 = 9 pii (a) ny =4, ng =5, (b)
n1 = 100, ne = 81. Pro kazdou simulaci X a Y vypocitejte rozdil Z,, — ym, m =1,2,... M, kde M = 1000.
Superponujte histogram téchto rozdili v relativni §kdle s teoretickou kiivkou hustoty rozdilu X,, — Y,,. Pro
pifpad (a) i (b) vypocitejte Pr(X,, — Y, < 52) na zdkladé empirického (vygenerovaného) a teoretického
rozdéleni X,,, — Yy,,.

o
—_ ('V) —_
(=}
©
=l ﬁ ] f)‘
[=}
- o
N 4
< [=}
g S A s
S o o v
- - -
3 g o
< - ~
o
[ - -
o 4 [=}
o
0
O_ —
] o
= o
= =
© I T T T 1 © I T T T 1
30 40 50 60 70 46 48 50 52 54
rozdil prumeru rozdil prumeru
n;=4,n,=5 n; =100, n; =81

Obréazek 10: Histogram vygenerovanych rozdili priméri superponovany teoretickou kfivkou hustoty
rozdéleni rozdilu vybérovych aritmetickych priaméru
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Priklad ¢€.35 (statistika)
Méjme ndhodny vybér (X1, Xa,..., X,)7, kde X; € R,i = 1,2,...,n, potom piiklady statistik jsou:

[ ] Tl = Z?:l Xl € R,
e I, =" X2eRtuU{0},

o T3 = (30 X1, X?) e R%

Piiklad ¢€.36 (testovaci statistika, simulaéni studie)
Na zékladé simula¢ni studie provérte, ze pokud ndhodnd proménna X ma asymptoticky binomické rozdéleni
Bin(N,p), potom testovaci statistika

X/N—p

p(1—p)/N
mé asymptoticky normdlni rozdéleni N (0,1). Pouzijte p =0, 0.1, 0.5, 0.9 a 1, a N = 5, 10, 30, 50 a 100. Oko-
mentujte vysledky ve spojitosti s Haldovou podminkou Np(1 — p) > 9. Pro kazdou simulaci X vypocitejte
2Wom, M =1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v rela-
tivni skale s teoretickou kiivkou hustoty Zyy.

w =

05
J
05
J

0.4

03

o
hustota
hustota

1

0.2
!

0.2
!

r T T T T T T 1 r T T T T T 1 r T T T T T T 1

2 1 o 1 2 3 5 -3 2 -1 o 1 2 3 5 4 3 -2 -1 0 2
realizace statistiky Zw realizace statistiky Zw realizace statistiky Zw
=10,p=0.1,Hp=0.9 =10,p=05,Hp=25 N=10,p=0.9, Hp=0.9

< < _ < _
S S S
S S S

8 g 1

2 o« S o g o

g <7 2 < 2 s

31 31 317
! ,D ~1 ° o
S S 3
r T T T T T T 1 r T T T 1 r T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 0 2 4 -4 -2 0 2
realizace statistiky Zw realizace statistiky Zw realizace statistiky Zw
N=100, p=0.1, Hp=9 N=100, p=0.5, Hp= 25 =100, p=0.9, Hp=9

Obrazek 11: Histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skale superponovany s teoretickymi
kiivkami hustoty.

Piiklad ¢.36 mluvi o pouziti jednovybérové testovaci statistiky pro parametr binomického rozdéleni (pravdépodoh
pro ruzné pravdépodobnosti a ruzné pocetnosti. Pokud neni Haldova odminka splnénd,neni mozné testovaci
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statistiku pouzit.

Priklad ¢€.37 (testovaci statistika, simulaéni studie)

Na zékladé simulaéni studie provéite, ze pokud (a) X ~ N(u,02), kde p = 0, 0> = 1 a (b) X ~
[(1 —p)N (1, 0%) + pN(p,02)], kde u =0, 02 = 1, p = 0.05, 02 = 2, potom testovaci statistika F' = ("_012)52
mé asymptoticky x2_; rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti. PouZijte rozsahy ndhodnych vybéri n = 15 a
n = 100. Pro kazdou simulaci X vypocitejte Fpo.m, m = 1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histo-
gram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skéle s teoretickou kiivkou hustoty F'.

X~N(0,1) X~N(0,1)
B 0
S _ ———
S /\ S /—
o
o
8 | S |
[S) [S)
]
8 S o
CEE- g ©
2 ° 2 3
g
[S)
N
o 4 0
[S) S 4
[S)
g g
° T T T T 1 S T T T T T 1
0 10 20 30 40 60 80 100 120 140 160
realizace testovaci statistiky F realizace testovaci statistiky F
n=15 n=100

Obrazek 12: Histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skdle superponovany s teoretickymi
kiivkami hustoty N(0,1).

X~(1-p)N(0,1)+p*N(0,2) X~(1-p)N(0,1)+p*N(0,2)
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L L
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1

0.00
L
0.000
L

[ T T T T T 1 [ T T 1

0 10 20 30 40 50 60 50 100 150 200
realizace testovaci statistiky F realizace testovaci statistiky F
n=15 n=100

Obrazek 13: Histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skdle superponovany s teoretickymi
kiivkami hustoty (1 — p)N(0,1) + pN (0, 2).

Priklad ¢.38 (postacujici statistika binomického rozdéleni)

Necht X;, i = 1,2,..., N jsou iid Bernoulliho pokusy a X = Zz]\;l X;. Potom X ~ Bin(N,p). Ukazte, ze
T(X) = Zfil X je postacujici statistika pro p.

Piiklad ¢€.39 (postacujici statistika normalniho rozdéleni)

Necht X; ~ N(u,0?),kdei =1,2,..., N jsou iid proménné a o pozname. Ukazte, ze T'(X) = Zfil Xi/N =
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X je postacujici statistika pro p.

Priklad ¢€.40 (binomické rozdéleni; maximalné vérohodny odhad p)

Necht X ~ Bin(N,p) a realizace X jsou xz = n. Pfedpoklddejme, Ze jsme pozorovali (a) x = 2, (b) z = 10
a (c) x = 18 tuspéchit v N = 20 pokusech.

(a) Pomoci R vypocitejte maximalné vérohodny odhad p. Vysledek zobrazte do grafu spolu s logaritmickou
funkei vérohodnosti (viz graf 14).

Logaritmus verohodnostni funkce + MLE parametru p — funkce optimize()
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pravdepodobnost p pravdepodobnost p pravdepodobnost p
maximum v bode p=0.1 maximum v bode p=0.5 maximum v bode p=0.9

Obrézek 14: Logaritmickd funkce vérohodnosti pro X ~ Bin(N,p)(p = 0.1;0.5;0.9 a N = 20) - funkce
optimize()

(b) Naprogramujte Newton-Raphsonovu iteraéni metodu. Touto metodou nahrad'te funkci optimize(), na-

leznéte maximalné vérohodny odhad parametru p, vysledek zaneste do grafu spolu s logaritmickou funkei
vérohodnosti (grafy budou stejné, jako grafy vygenerované v ¢asti (a)).

Logaritmus verohodnostni funkce + MLE parametru p — Newton Rahpsonova metoda
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Obrézek 15: Logaritmicka funkce vérohodnosti pro X ~ Bin(N,p)(p = 0.1;0.5;0.9 a N = 20) - Newton-
Raphsonova metoda

(¢c) Pomoci R vypocitejte maximélné vérohodny odhad p. Vysledek zobrazte do grafu spolu s funkei véro-
hodnosti (viz graf 16).

Verohodnostni funkce + MLE parametru p - funkce optimize()
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Obrazek 16: Funkce vérohodnosti pro X ~ Bin(N,p)(p = 0.1;0.5;0.9 a N = 20) - funkce optimize()

Priklad ¢.41 (Z(p) a rozptyl pro p; X ~ Bin(N,p))
Z funkce vérohodnosti odvod'te pozorovanou Fisherovu miru informace Z(p) a rozptyl Var|[p).

Priklad ¢€.42 (maximalné vérohodné odhady; Poissonovo rozdéleni)
Kazdy rok za poslednich pét let byly v néjakém mésté registrovany 3,2,5,0 a 4 zemétieseni za rok. Za
predpokladu, ze pocet zemétieseni za rok (néh. veli¢ina X) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A, tj.

X ~ Poiss(\):

(a) Odvod'te obecny tvar maximdlné vérohodného odhadu parametru A a vypoéitejte hodnotu tohoto pa-
rametru pro pocet zemétieseni (A predstavuje ocekdvanou pocetnost zemétieseni za rok).

(b) Odvodte obecny tvar maximélné vérohodného odhadu rozptylu odhadu parametru A a vypoécitejte
hodnotu tohoto odhadu rozptylu pro pocet zemétieseni.

(¢) Vykreslete maximélné vérohodny odhad parametru A spolu s logaritmickou vérohodnostni funkei Pois-
sonova rozdéleni (parametr A odhadnéte pomoci funkce optimize()).

(d) Vykreslete maximélné vérohodny odhad parametru A spolu s logaritmickou vérohodnostni funkei Pois-
sonova rozdélen{ (parametr A odhadnéte pomoci vdmi naprogramované Newtonovy-Raphsonovy iteracni
metody).

(e) Vykreslete maximalné vérohodny odhad parametru A spolu s vérohodnostni funkei Poissonova rozdéleni.
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Logaritmus veroh. fce + maximum - optimize() Logaritmus veroh. fce + maximum -N-R metoda Veroh. fce + maximum - optimize()
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parametr lambda. parametr lambda. parametr lambda.
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Obrazek 17: X ~ Po(\), zemétteseni: (a) Logaritmicka vérohodnostni funkce (pouziti fce optimize()); (b) Lo-
garitmickd vérohodnostni funkce - Newton-Raphsonova metoda; (¢) Vérohodnostni funkce - (pouziti funkce
optimize())

Priklad ¢€.43 (kvadratickd aproximace logaritmu funkce vérohodnosti)

1. Nakreslete skdlovany logaritmus funkce vérohodnosti binomického rozdéleni. Na x-ové ose bude p a na
y-ové ose In L(p) = I(p|x) — max(I(p|x)). Porovnejte In L(p) s kvadratickou aproximaci vypocitanou

pomoci Taylorova rozvoje In £(p) = In (LL(%”’;))) ~ —1Z(p)(p — D))*.

2. Necht skére funkce S(p) = 8% In L(p|x). Vezmeme-li derivaci kvadratické aproximace uvedené vyse,
dostaneme S(p) = —Z(p)(p — p)) anebo —Z~/2(5))S(p) ~ Z'/2(p))(p — p)). Potom zobrazenim pravé
strany na z-ové ose a levé strany na y-ové ose dostaneme asymptoticky linedarni funkci s jednotkovym
sklonem. Asymptoticky také plati Z2(p))(p — p)) ~ N(0,1), Je postacujici mit rozsah z-ové osy
(—2;2), protoze funkce je asymptoticky (lokalné) linedarni na tomto intervalu. Rozumné skélujte y-vou
osu. Zobrazte pro (a) n =8, N =10, (b) n =80, N = 100 a (c) n = 800, N = 1000 (p € (0.5;0.99)).
Okomentujte rozdily mezi (a), (b) a (c). Grafické feSeni je na obrazku 18.
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Obrazek 18: Porovnani skdlovaného logaritmu funkce vérohodnosi s jeho kvadratickou aproximaci a prvnim

fadku a porovnani skdlované skére funkce a piimky z = y v druhém Fadku
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