Zadani priklada - cvicéeni ¢.1 - 15-9-23

Piiklad ¢€.1 (porovnani dvou typa modela) (predndska)

Model rozdéleni pravdépodobnosti je modelem ndhodné proménné X, napt. (1) model rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné proménné X sitka dolni ¢elisti, nebo (2) model rozdéleni pravdépodobnosti
nahodné proménné X hrubost koznich fas u dospélych zdravych zen. Statisticky model je modelem
ndhodné proménné Y| X (Y kauzdlné zavisi na X), napt. (1) model zévislosti ndhodné proménné Y
sitka dolni celisti na proménné X pohlavi, nebo (2) model zavislosti ndhodné proménné Y hrubost
koznich tas u dospélych zdravych zen na proménné X BMI. V§imnéme si, ze ndhodné proménné
oznacujeme X anebo Y podle toho, jaky model je charakterizuje.

Piiklad ¢.2 (jednoduchy ndhodny vybér)

V jednoduchém nahodném vybéru o rozsahu n z populace s kone¢nym rozsahem N ma kazdy prvek
stejnou pravdépodobnost vybrani. Pokud vybirdme bez vraceni (opakovéni), mluvime o jednoduchém
ndhodném vybéru bez vraceni (Dalgaard, 2008). Pokud vybirdme s vracenim, mluvime o jednoduchém
nahodném vybéru s vracenim. Méjme mnozinu M s N = 10 prvky a chceme z ni vybrat n = 3 prvky
(a) bez vraceni, (b) s vracenim. Kolik méme moznosti? Jak vypada jedna takovato moznost, pokud
M ={1,2,...,10}? Zopakujte to samé pro N = 100, n = 30 a mnozinu M = {1,2,...,100}.

Piiklad ¢.3 (jednoduchy ndhodny vybér)

Méjme skupinu lidi oznacenych identifika¢nimi ¢isly (ID) od 1 do 30. Vyberte (a) ndhodné 5 lidi z
30-ti bez navratu, (b) ndhodné 5 lid{ ze 30-ti s ndvratem a nakonec (c¢) ndhodné 5 lidi ze 30-ti bez
navratu, pricemz lidé s ID od 28-mi do 30-ti maji pravdépodobnost vybrani 4x vyssi nez lidé s ID
od 1 do 27.

Piiklad €.4 (normadlni rozdéleni)

Méjme ndhodnou proménnou X (muze to byt napf. vyska postavy desetiletych divek) a predpokladejme,
7e tato ndhodnd proménnd md normélni rozdéleni s parametry u (stfedni hodnota) a o2 (roz-
ptyl), coz zapisujeme jako X ~ N(u,0?), p = 140.83, 02 = 33.79. Normdlni rozdéleni piedstavuje
model rozdéleni pravdépodobnosti pro tuto ndhodnou proménnou. Vypocitejte pravdépodobnost
Pr(a < X <b)=Pr(X <b) —PrX <a)=Fx(b) — Fx(a), kde a =p— ko, b=pu+ ko, k=1,2,3.
Nakreslete hustotu rozdéleni pravdépodobnosti, vybarvéte oblast mezi body a a b a popiste osy x a

y tak, jako je uvedeno na obrazku 1.
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Obrazek 1: Miry normélniho rozdéleni; kiivka hustoty s vybarvenym obsahem pod touto kiivkou mezi
prislusnymi kvantily na ose z; obsah je rovny pravdépodobnosti vyskytu subjektu s danou vyskou v
rozpéti téchto kvantilu.

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. miry normdlniho rozdélent.

Piiklad ¢.5 (normalni rozdéleni)

Méjme X ~ N(u,07), kde pp = 150, 0> = 6.25. Vypotitejte a = jt—21_a/20 a b = p411_0/20 tak, aby
Pr(a < X <b) =1 — a, byla rovna 0.9, 0.95, 0.99. Cislo x1_4/2 je kvantil normovaného normélniho
rozdéleni, t.j. Pr(Z = % < ZT1_qa, Z ~ N(0,1). Nakreslete hustotu rozdéleni pravdépodobnosti,
vybarvéte oblast mezi body a a b a popiste osy x a y tak, jako je uvedeno na obrazku 2.
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Obrazek 2: Upravené miry normalniho rozdéleni; kiivka hustoty s vybarvenym obsahem pod touto
krivkou mezi prislusnymi kvantily na ose x; obsah je rovny pravdépodobnosti vyskytu subjektu s
danou normovanou vyskou v rozpéti téchto kvantilu.

Dostaneme pravidlo 90 — 95— 99 (tzv.upravené miry normdlniho rozdéleni. Pouzili jsme nerovnost
Pr(ua/2<z<u17a/2 = ®(21-q/2) — ®(Tas2) = 1 — a, kde @ je distribuéni funkce normalniho normo-
vaného rozdéleni a vseobecné (a € (0,1/2); v piikladé o = 0.1,0.05 a 0.01.

Piiklad €.6 (normadlni rozdéleni)
Predpoklddejme model normélniho rozdéleni N(132,13?) pro systolicky krevni tlak. Jakd ¢dst popu-
lace (v %) bude mit hodnoty vyssi nez 160 mm Hg?

Piiklad ¢.7 (binomické rozdéleni)

Predpokladejme, ze pocet lidi uptednostnujicich 1écbu A pred lécbou B se tidi modelem binomického
rozdéleni s parametry N (rozsah ndhodného vybéru) a p (pravdépodobnost vyskytu), ozn. Bin(N, p),
kde N = 20, p = 0.5, t.j. lidé preferuji oba dva typy lécby stejnou mérou. (a) Jaka je pravdépodobnost,
ze 16 a vice pacientu upfednostni 1é¢bu A pred 1écbou B? (b) Jaka je pravdépodobnost, ze 16 a vice



a zaroven 4 a méné pacientu uprednostni 1é¢bu A pred 1é¢bou B?

Piiklad ¢.8 (binomické rozdéleni)

Predpokladejme, ze Pr(vir) = 0.533 = p; je pravdépodobnost vyskytu dermatoglyfického vzoru vir
na palci pravé ruky muzu ¢eské populace a Pr(ostatni) = 0.467 = p, je pravdépodobnost vyskytu
ostatnich vzoru na palci pravé ruky muzu ceské populace, pricemz X je pocet viru a Y je pocet
ostatnich vzoru, kde X ~ Bin(N,p;) aY ~ Bin(N, ps). Vypocitejte (1) Pr(X < 120), kdyz N = 300
a (2) Pr(Y <120), kdyz N = 300.

Piiklad ¢€.9 (parametry) (predndska)

Piiklady parametri 6 - stiedni hodnota u, rozptyl o2, korelaéni koeficient p, pravdépodobnost p
vyskytu néjaké uddlosti, rozdil dvou stiednich hodnot p; — po, podil dvou rozptyla o? /o2, rozdil
dvou korela¢nich koeficientu p; — pg, rozdil dvou pravdépodobnosti p; — p, apod.

Piiklad ¢€.10 (binomické rozdéleni) (predndska)
Pokud X ~ Bin(N,0), 8 = p € (0;1), potom Y je stejny pro vsechny 6 a koinciduje s vybérovym
prostorem Y = {0,1,...,N}.

Piiklad €.11 (pocet ¢lent v mnohorozmérném LRM) (z prednasky)

Meéjme mnohorozmérny linearni regresni model £ o 20-ti proménnych, ve kterém jsou obsazeny
vSechny mozné interakce téchto proménnych (dvojné, trojné,...). Kolik élenu (jednoduché regresory
+ vSechny interakce) mé takovy model?

Piiklad €.11 (aproximace binomického rozdéleni normalnim)

Necht Pr(muz) = p = 0.515 znamené pravdépodobnost vyskytu muzu v populaci a Pr(zena) = ¢ =
0.485 pravdépodobnost vyskytu Zen. Necht X je pocet muzii a Y pocet Zen. Za piedpokladu modelu
Bin(N, p) vypocitejte (a) Pr(X < 3) pokud N =5, (b) Pr(X <5), pokud N =10 a (c) Pr(X < 25),
pokud N = 50. Porovnejte vypocitané pravdépodobnosti s pravdépodobnostmi aproximovanymi
normdlnim rozdélenim N(Np, Npq).

Nakreslete hustotu rozdéleni pravdépodobnosti norméalniho rozdéleni a superponujte ji pravdeé-
podobnostni funkei binomického rozdéleni tak, jak je uvedeno na obrazku 3. Nakreslete distribuéni
funkci normalniho rozdéleni a superponujte ji distribuéni funkci binomického rozdéleni tak, jak je
uvedeno na obrazku 3.

Nakonec zvolte parametr p = 0.1 a vygenerujte analogické grafy hustoty a distribu¢ni funkce
pro tento novy parametr. Z obrazku je vidét, ze pro p blizici se k 1 nebo k 0 je potfebné mit vétsi
pocetnosti nez pro p blizké hodnoté 0.5. Viz obréazek 4.
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Obrazek 3: Aproximace binomického rozdéleni normalnim pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvni fadek) a distribi¢ni funkei (druhy rédek).
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Obrazek 4: Aproximace binomického rozdéleni normalnim pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvni fadek) a distribi¢ni funkei (druhy rédek).

Piiklad €.12 (normadlni rozdéleni)
Model pro néhodny vybér X, Xo,..., X, je z N(u,0?) a fikame, ze X;, Xo,..., X, pochdzi z
normalntho rozdéleni, t.j. X ~ N(u,0?). Parametr modelu N(u,0?) je vektor @ = (u,0?). Hus-

tota tohoto rozdéleni ma tvar 1 ,
(x—p)
xr) = e 22 xrel
fw) = 72—
Piiklad ¢.13 (standardizované normadlni rozdéleni)
Model pro ndhodny vybér X, Xs, |dots, X,, pochédzi ze standardizovaného normalniho rozdéleni, t.j.
X ~ N(p,0?), kde u = 0, 0* = 1. Parametr modelu N(u,0?) je vektor @ = (0,1). Hustota tohoto

rozdéleni ma tvar

1 22
o(z) = \/%67,56 € R.

Piiklad ¢€.14 (dvojrozmérné normalni rozdéleni)
Nahodny vektor (X,Y)? m4 dvojrozmérné normaln{ rozdélent
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kde (z,y)" € R%, pj € R, 057 >0,7=1,2, pe(-1,1) jsou parametry. Potom 8 = (pu1, 2, 07,03, p).
Vyraz v exponentu muzeme zapsat jako

1 T 9 -1
L T= 01 pPO102 T —
2(@-%@) (fwm o3 ) (y—uz)

Margindlni rozdéleni ! jsou X ~ N (u1,07) aY ~ N (ua,03), p je koeficient korelace?(Viz obrdzek 5)
Piiklad €.15 (dvojrozmérné normalni rozdéleni)

(1) Nakreslete hustotu dvojrozmérného normélniho rozdéleni Ny(p,3) pomoci funkce image() a su-
perponujte ho s konturovym grafem hustoty toho stejného rozdéleni pomoci funkce contour(). (2) Na-
kreslete hustotu dvojrozmérného normélniho rozdéleni Ny(p, ¥) pomoci funkce persp(). Hustotu roz-

sekejte na 12 intervalu, kde hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvam terrain.colors(12).
Pouzijte nésledujici parametry:

om:O,ug:O,Ul:l,Ug:l,p:O;
'M1:07M2:0701:1702:1aP:0-5§
o (h =0,u0=0,00=12,00=1,p=0.5.

Vzorové teseni je uvedeno na obrazku 5.

'Marginalni rozdéleni je rozdéleni ndhodné proménné, zde X nezavisle na Y a naopak Y nezavisle na X.

27 tohoto piikladu je ziejmé, Ze na dostateény popis dvojrozmérného normélniho rozdéleni potfebujeme pét pa-
rametru, t.j. stiedni hodnotu a rozptyl pro margindlni rozdéleni ndhodnych proménnych X a Ya korela¢ni koeficient
p = p(X,Y) popisujici silu linedrniho vatahu X a Y.



H1=0,42=0,01=1,0,=1,p=0 H1=0,12=0,0;=1,0,=1,p=05 M1=0,12=0,0,=1,0,=12,p=05

U =0,4,=0,0,=1,0,=1,p=0 U;=0,4,=0,0,=1,0,=1,p=05 H;=0,4,=0,0,=1,0,=12,p=0.5

Obrazek 5: Hustoty dvojrozmérného normalniho rozdéleni pii ruznych parametrech (prvni radek —
konturovy graf; druhy fadek - perspektivni trojrozmérny graf v podobé plochy); ¢im je p odlisnéjsi
od nuly, tim vice se kontury lisi od kruhu (méni se na elipsy); se zvysujicim se rozdilem mez o; a
o9 se zvétsuje rozdil rozptyleni koncentrickych kruhu ve sméru jednotlivych os (fikdme, ze rozdil
variability proménnych X a Y se zvétsuje.)

Piiklad ¢€.17 (standardizované normaélni rozdéleni)
Nahodny vektor (X,Y)? m4 dvojrozmérné normdaln{ rozdélent

N> (0,%), kde 0 = (0,0)7 a = = [1) f :
s hustotou | 2y )
x? = 2pxy +y }
r,y) = f(r,y) = ——F—=¢exp{ — ,
¢ (z,y) = f(z,y) T p{ 20— )

kde (z,y)T € R?, p € (—1,1) jsou parametry, potom 8 = (0,0,1,1, p). Vyraz v exponentu muzeme

psat jako
1/z\" (1 p e

2\ vy p 1 Yy

margindlni rozdéleni jsou obé N(0,1) a p je koeficient korelace.



Piiklad ¢.18 (standardizované normalni rozdéleni)

Necht ndhodnou proménnou X ~ N(u1,0%) je nejvétsi vyska mozkovny (skull.pH; v mm) a ndhodnou
proménnou Y ~ N(us,03) je morfologickd vyska tvafe (face.H; v mm). Necht X a Y maji dvoj-
rozmérné normdlni rozdéleni s parametry (u1, u2)? a 02, 02 a p jsou parametry kovarianéni matice
3. Kdyz od ndhodné proménné X odpocitame jeji stiedni hodnotu p; a tento rozdil podélime od-
mocninou z rozptylu (o7), dostaneme nahodnou proménnou Zx, kterd ma asymptoticky normélni
rozdélen{ se stiedni hodnotou p; = 0 a rozptylem o? = 1, coz zapisujeme jako Zx ~ N(0,1). Pokud
od nahodné proménné Y odecteme jeji stfedni hodnotu ps a tento rozdil podélime odmocninou z
rozptylu (o3), dostaneme ndhodnou proménnou Zy, kterd ma asymptoticky normalni rozdéleni se
stiedn{ hodnotou ps = 0 a rozptylem o2 = 1, coz zapisujeme jako Zy ~ N(0,1). Potom (Zx, Zy )T
m4 standardizované dvourozmérné normdlni rozdéleni No(p, ) s parametry g = (0,0)7 a 0% = 1,
o5 =1 a p jsou parametry kovarianéni matice 3.

Piiklad ¢.19 (dvourozmeérné normalni rozdéleni)
Simulaci pseudondhodnych ¢isel z No(p, ¥) muzeme v R vytvorit ndsledujicimi zpusoby:

1. pouzitim funkce mvrnorm() z knihovny MASS;
2. pouzitim funkce rmvnorm() z knihovny mvtnorm

3. pouzitim funkce rnorm() a nésledujictho algoritmu:
Necht X; ~ N(0,1) a X5 ~ N(0,1); potom (Y7, Y5)T ~ No(p, X), kde po = (1, p2)” je vektor
stiednich hodnot a 2 a 03 a p jsou parametry kovarianéni matice X, pficemz sila linedrniho
vztahu Y; a Y, je dand velikosti a znaménkem p; Y1 = 01 X141 a Ys = 02(pX1++/1 — p2 X))+
2. Nasimulujte pseudondhodnd ¢isla Y7 a Y, z No(p, X). Vypocitejte dvourozmérny jadrovy
odhad hustoty (Y1, Y3)?T pomoci funkce kde2d(). Nakreslete jej také pomoci funkce image() a
superponujte jej kontirovym grafem hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni Ny(p, X)
pomoci funkce contour(). Hustotu rozsekejte na 12 intervali, kde hodnoty v téchto intervalech

budou odpovidat barvam terrain.colors(12). Pti simulaci pouzijte nasledujici parametry:
(a) p1 =0, u2=0,01=1,00=1, p=0; (1) n =150, (2) n =500
(b) 1 =0, pe =0, 01 =1, 09 =1, p=0.5; (1) n =50, (2) n =500

(1)

(¢) u1 =0, e =0,01 =1, 0, =12, p=0.5; (1) n =50, (2) n = 500

Vzorové teSeni viz obrazek 6.
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Obrazek 6: Hustoty dvourozmérného normalniho rozdéleni

Piiklad ¢€.23 (binomické rozdéleni, binomicky experiment)

Experiment sestdvajici z fixntho poc¢tu Bernoulliho experimentu (ozn. N) se nazyva binomicky ex-
periment. Pravdépodobnost tspéchu oznac¢me p, pravdépodobnost neispéchu ¢ = 1 — p. Ndhodna
proménnd X je pocet pozorovanych uspéchu po dobu experimentu. Pravdépodobnost X = x za
podminky, ze X pochézi z binomického rozdéleni Bin(N, p), piseme jako

N
Pr(X =uz) = p"(1—p)N* 2x=01,... N (1)
x
(Ugarte a kol. 2008). Stiedni hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X] = Np(1 — p). Naprogramujte
a zobrazte v R pravdépodobnostni funkeci a (kumulativni) distribuéni funkei pro Bin(5,0.5). Reseni
viz obrazek 7.
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Obrazek 7: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce binomického rozdéleni Bin(5,0.5)
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