
Zadáńı př́ıklad̊u - cvičeńı č.1 - 15-9-23

Př́ıklad č.1 (porovnáńı dvou typ̊u model̊u) (přednáška)
Model rozděleńı pravděpodobnosti je modelem náhodné proměnné X, např. (1) model rozděleńı
pravděpodobnosti náhodné proměnnéX š́ı̌rka dolńı čelisti, nebo (2) model rozděleńı pravděpodobnosti
náhodné proměnné X hrubost kožńıch řas u dospělých zdravých žen. Statistický model je modelem
náhodné proměnné Y |X (Y kauzálně záviśı na X), např. (1) model závislosti náhodné proměnné Y
š́ı̌rka dolńı čelisti na proměnné X pohlav́ı, nebo (2) model závislosti náhodné proměnné Y hrubost
kožńıch řas u dospělých zdravých žen na proměnné X BMI. Všimněme si, že náhodné proměnné
označujeme X anebo Y podle toho, jaký model je charakterizuje.

Př́ıklad č.2 (jednoduchý náhodný výběr)
V jednoduchém náhodném výběru o rozsahu n z populace s konečným rozsahem N má každý prvek
stejnou pravděpodobnost vybráńı. Pokud vyb́ıráme bez vraceńı (opakováńı), mluv́ıme o jednoduchém
náhodném výběru bez vraceńı (Dalgaard, 2008). Pokud vyb́ıráme s vraceńım, mluv́ıme o jednoduchém
náhodném výběru s vraceńım. Mějme množinuM s N = 10 prvky a chceme z ńı vybrat n = 3 prvky
(a) bez vraceńı, (b) s vraceńım. Kolik máme možnost́ı? Jak vypadá jedna takováto možnost, pokud
M = {1, 2, . . . , 10}? Zopakujte to samé pro N = 100, n = 30 a množinu M = {1, 2, . . . , 100}.

Př́ıklad č.3 (jednoduchý náhodný výběr)
Mějme skupinu lid́ı označených identifikačńımi č́ısly (ID) od 1 do 30. Vyberte (a) náhodně 5 lid́ı z
30-ti bez návratu, (b) náhodně 5 lid́ı ze 30-ti s návratem a nakonec (c) náhodně 5 lid́ı ze 30-ti bez
návratu, přičemž lidé s ID od 28-mi do 30-ti maj́ı pravděpodobnost vybráńı 4× vyšš́ı než lidé s ID
od 1 do 27.

Př́ıklad č.4 (normálńı rozděleńı)
Mějme náhodnou proměnnouX (může to být např. výška postavy desetiletých d́ıvek) a předpokládejme,
že tato náhodná proměnná má normálńı rozděleńı s parametry µ (středńı hodnota) a σ2 (roz-
ptyl), což zapisujeme jako X ∼ N(µ, σ2), µ = 140.83, σ2 = 33.79. Normálńı rozděleńı představuje
model rozděleńı pravděpodobnosti pro tuto náhodnou proměnnou. Vypoč́ıtejte pravděpodobnost
Pr(a ≤ X ≤ b) = Pr(X < b)− PrX < a) = FX(b)− FX(a), kde a = µ− kσ, b = µ+ kσ, k = 1, 2, 3.
Nakreslete hustotu rozděleńı pravděpodobnosti, vybarvěte oblast mezi body a a b a popǐste osy x a
y tak, jako je uvedeno na obrázku 1.
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Obrázek 1: Mı́ry normálńıho rozděleńı; křivka hustoty s vybarveným obsahem pod touto křivkou mezi
př́ıslušnými kvantily na ose x; obsah je rovný pravděpodobnosti výskytu subjekt̊u s danou výškou v
rozpět́ı těchto kvantil̊u.

Dostaneme pravidlo 68.27− 95.45− 99.73 (tzv. mı́ry normálńıho rozděleńı.

Př́ıklad č.5 (normálńı rozděleńı)
Mějme X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 150, σ2 = 6.25. Vypoč́ıtejte a = µ−x1−α/2σ a b = µ+x1−α/2σ tak, aby
Pr(a ≤ X ≤ b) = 1− α, byla rovná 0.9, 0.95, 0.99. Č́ıslo x1−α/2 je kvantil normovaného normálńıho

rozděleńı, t.j. Pr(Z = X−µ
σ

< x1−α, Z ∼ N(0, 1). Nakreslete hustotu rozděleńı pravděpodobnosti,
vybarvěte oblast mezi body a a b a popǐste osy x a y tak, jako je uvedeno na obrázku 2.
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Obrázek 2: Upravené mı́ry normálńıho rozděleńı; křivka hustoty s vybarveným obsahem pod touto
křivkou mezi př́ıslušnými kvantily na ose x; obsah je rovný pravděpodobnosti výskytu subjekt̊u s
danou normovanou výškou v rozpět́ı těchto kvantil̊u.

Dostaneme pravidlo 90−95−99 (tzv.upravené mı́ry normálńıho rozděleńı. Použili jsme nerovnost
Pr(uα/2<Z<u1−α/2 = Φ(x1−α/2) − Φ(xα/2) = 1 − α, kde Φ je distribučńı funkce normálńıho normo-
vaného rozděleńı a všeobecně (α ∈ (0, 1/2); v př́ıkladě α = 0.1, 0.05 a 0.01.

Př́ıklad č.6 (normálńı rozděleńı)
Předpokládejme model normálńıho rozděleńı N(132, 132) pro systolický krevńı tlak. Jaká část popu-
lace (v %) bude mı́t hodnoty vyšš́ı než 160 mm Hg?

Př́ıklad č.7 (binomické rozděleńı)
Předpokládejme, že počet lid́ı upřednostňuj́ıćıch léčbu A před léčbou B se ř́ıd́ı modelem binomického
rozděleńı s parametry N (rozsah náhodného výběru) a p (pravděpodobnost výskytu), ozn. Bin(N, p),
kdeN = 20, p = 0.5, t.j. lidé preferuj́ı oba dva typy léčby stejnou měrou. (a) Jaká je pravděpodobnost,
že 16 a v́ıce pacient̊u upřednostńı léčbu A před léčbou B? (b) Jaká je pravděpodobnost, že 16 a v́ıce
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a zároveň 4 a méně pacient̊u upřednostńı léčbu A před léčbou B?

Př́ıklad č.8 (binomické rozděleńı)
Předpokládejme, že Pr(vir) = 0.533 = p1 je pravděpodobnost výskytu dermatoglyfického vzoru v́ır
na palci pravé ruky muž̊u české populace a Pr(ostatni) = 0.467 = p2 je pravděpodobnost výskytu
ostatńıch vzor̊u na palci pravé ruky muž̊u české populace, přičemž X je počet v́ır̊u a Y je počet
ostatńıch vzor̊u, kde X ∼ Bin(N, p1) a Y ∼ Bin(N, p2). Vypoč́ıtejte (1) Pr(X ≤ 120), když N = 300
a (2) Pr(Y ≤ 120), když N = 300.

Př́ıklad č.9 (parametry) (přednáška)
Př́ıklady parametr̊u θ - středńı hodnota µ, rozptyl σ2, korelačńı koeficient ρ, pravděpodobnost p
výskytu nějaké události, rozd́ıl dvou středńıch hodnot µ1 − µ2, pod́ıl dvou rozptyl̊u σ2

1/σ
2
2, rozd́ıl

dvou korelačńıch koeficient̊u ρ1 − ρ2, rozd́ıl dvou pravděpodobnost́ı p1 − p2 apod.

Př́ıklad č.10 (binomické rozděleńı) (přednáška)
Pokud X ∼ Bin(N, θ), θ = p ∈ 〈0; 1〉, potom Yθ je stejný pro všechny θ a koinciduje s výběrovým
prostorem Y = {0, 1, . . . , N}.

Př́ıklad č.11 (počet člen̊u v mnohorozměrném LRM) (z přednášky)
Mějme mnohorozměrný lineárńı regresńı model L o 20-ti proměnných, ve kterém jsou obsaženy
všechny možné interakce těchto proměnných (dvojné, trojné,. . . ). Kolik člen̊u (jednoduché regresory
+ všechny interakce) má takový model?

Př́ıklad č.11 (aproximace binomického rozděleńı normálńım)
Necht’ Pr(muz) = p = 0.515 znamená pravděpodobnost výskytu muž̊u v populaci a Pr(zena) = q =
0.485 pravděpodobnost výskytu žen. Necht’ X je počet muž̊u a Y počet žen. Za předpokladu modelu
Bin(N, p) vypoč́ıtejte (a) Pr(X ≤ 3) pokud N = 5, (b) Pr(X ≤ 5), pokud N = 10 a (c) Pr(X ≤ 25),
pokud N = 50. Porovnejte vypoč́ıtané pravděpodobnosti s pravděpodobnostmi aproximovanými
normálńım rozděleńım N(Np,Npq).

Nakreslete hustotu rozděleńı pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı a superponujte ji pravdě-
podobnostńı funkćı binomického rozděleńı tak, jak je uvedeno na obrázku 3. Nakreslete distribučńı
funkci normálńıho rozděleńı a superponujte ji distribučńı funkćı binomického rozděleńı tak, jak je
uvedeno na obrázku 3.

Nakonec zvolte parametr p = 0.1 a vygenerujte analogické grafy hustoty a distribučńı funkce
pro tento nový parametr. Z obrázk̊u je vidět, že pro p bĺıž́ıćı se k 1 nebo k 0 je potřebné mı́t větš́ı
početnosti než pro p bĺızké hodnotě 0.5. Viz obrázek 4.
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Obrázek 3: Aproximace binomického rozděleńı normálńım pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicový
graf superponovaný hustotou (prvńı řádek) a distribičńı funkćı (druhý řádek).
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Obrázek 4: Aproximace binomického rozděleńı normálńım pro p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicový
graf superponovaný hustotou (prvńı řádek) a distribičńı funkćı (druhý řádek).

Př́ıklad č.12 (normálńı rozděleńı)
Model pro náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn je z N(µ, σ2) a ř́ıkáme, že X1, X2, . . . , Xn pocháźı z
normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2). Parametr modelu N(µ, σ2) je vektor θ = (µ, σ2). Hus-
tota tohoto rozděleńı má tvar

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Př́ıklad č.13 (standardizované normálńı rozděleńı)
Model pro náhodný výběr X1, X2, |dots,Xn pocháźı ze standardizovaného normálńıho rozděleńı, t.j.
X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 0, σ2 = 1. Parametr modelu N(µ, σ2) je vektor θ = (0, 1). Hustota tohoto
rozděleńı má tvar

φ(x) =
1√
2π
e
x2

2 , x ∈ R.

Př́ıklad č.14 (dvojrozměrné normálńı rozděleńı)
Náhodný vektor (X, Y )T má dvojrozměrné normálńı rozděleńı

N2(µ,Σ), kde µ = (µ1, µ2)
T a Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
,

s hustotou

f (x, y) =
1

2π
√
σ2
1σ

2
2 (1− ρ2)

exp

{
− 1

2 (1− ρ2)

{
(x−µ1)2
σ2
1
− 2ρ (x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+ (y−µ2)2

σ2
2

}}
,
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kde (x, y)T ∈ R2, µj ∈ R, σ2
j > 0, j = 1, 2, ρ ∈ 〈−1, 1〉 jsou parametry. Potom θ = (µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ).

Výraz v exponentu můžeme zapsat jako

−1

2

(
x− µ1

y − µ2

)T (
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)−1(
x− µ1

y − µ2

)
.

Marginálńı rozděleńı 1 jsou X ∼ N (µ1, σ
2
1) a Y ∼ N (µ2, σ

2
2), ρ je koeficient korelace2(Viz obrázek 5)

Př́ıklad č.15 (dvojrozměrné normálńı rozděleńı)
(1) Nakreslete hustotu dvojrozměrného normálńıho rozděleńı N2(µ,Σ) pomoćı funkce image() a su-
perponujte ho s konturovým grafem hustoty toho stejného rozděleńı pomoćı funkce contour(). (2) Na-
kreslete hustotu dvojrozměrného normálńıho rozděleńı N2(µ,Σ) pomoćı funkce persp(). Hustotu roz-
sekejte na 12 interval̊u, kde hodnoty v těchto intervalech budou odpov́ıdat barvám terrain.colors(12).
Použijte následuj́ıćı parametry:

• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0;

• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5;

• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1.2, σ2 = 1, ρ = 0.5.

Vzorové řešeńı je uvedeno na obrázku 5.

1Marginálńı rozděleńı je rozděleńı náhodné proměnné, zde X nezávisle na Y a naopak Y nezávisle na X.
2Z tohoto př́ıkladu je zřejmé, že na dostatečný popis dvojrozměrného normálńıho rozděleńı potřebujeme pět pa-

rametr̊u, t.j. středńı hodnotu a rozptyl pro marginálńı rozděleńı náhodných proměnných X a Y a korelačńı koeficient
ρ = ρ(X,Y ) popisuj́ıćı śılu lineárńıho vztahu X a Y .
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Obrázek 5: Hustoty dvojrozměrného normálńıho rozděleńı při r̊uzných parametrech (prvńı řádek –
konturový graf; druhý řádek - perspektivńı trojrozměrný graf v podobě plochy); č́ım je ρ odlǐsněǰśı
od nuly, t́ım v́ıce se kontury lǐśı od kruh̊u (měńı se na elipsy); se zvyšuj́ıćım se rozd́ılem mez σ1 a
σ2 se zvětšuje rozd́ıl rozptýleńı koncentrických kruh̊u ve směru jednotlivých os (ř́ıkáme, že rozd́ıl
variability proměnných X a Y se zvětšuje.)

Př́ıklad č.17 (standardizované normálńı rozděleńı)
Náhodný vektor (X, Y )T má dvojrozměrné normálńı rozděleńı

N2 (0,Σ) , kde 0 = (0, 0)T a Σ =

(
1 ρ
ρ 1

)
,

s hustotou

φ (x, y) = f (x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−x

2 − 2ρxy + y2

2 (1− ρ2)

}
,

kde (x, y)T ∈ R2, ρ ∈ 〈−1, 1〉 jsou parametry, potom θ = (0, 0, 1, 1, ρ). Výraz v exponentu můžeme
psát jako

−1

2

(
x
y

)T (
1 ρ
ρ 1

)−1(
x
y

)
,

marginálńı rozděleńı jsou obě N(0, 1) a ρ je koeficient korelace.
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Př́ıklad č.18 (standardizované normálńı rozděleńı)
Necht’ náhodnou proměnnou X ∼ N(µ1, σ

2
1) je největš́ı výška mozkovny (skull.pH; v mm) a náhodnou

proměnnou Y ∼ N(µ2, σ
2
2) je morfologická výška tváře (face.H; v mm). Necht’ X a Y maj́ı dvoj-

rozměrné normálńı rozděleńı s parametry (µ1, µ2)
T a σ2

1, σ2
2 a ρ jsou parametry kovariančńı matice

Σ. Když od náhodné proměnné X odpoč́ıtáme jej́ı středńı hodnotu µ1 a tento rozd́ıl poděĺıme od-
mocninou z rozptylu (σ1), dostaneme náhodnou proměnnou ZX , která má asymptoticky normálńı
rozděleńı se středńı hodnotou µ1 = 0 a rozptylem σ2

1 = 1, což zapisujeme jako ZX ∼ N(0, 1). Pokud
od náhodné proměnné Y odečteme jej́ı středńı hodnotu µ2 a tento rozd́ıl poděĺıme odmocninou z
rozptylu (σ2), dostaneme náhodnou proměnnou ZY , která má asymptoticky normálńı rozděleńı se
středńı hodnotou µ2 = 0 a rozptylem σ2

2 = 1, což zapisujeme jako ZY ∼ N(0, 1). Potom (ZX , ZY )T

má standardizované dvourozměrné normálńı rozděleńı N2(µ,Σ) s parametry µ = (0, 0)T a σ2
1 = 1,

σ2
2 = 1 a ρ jsou parametry kovariančńı matice Σ.

Př́ıklad č.19 (dvourozměrné normálńı rozděleńı)
Simulaci pseudonáhodných č́ısel z N2(µ,Σ) můžeme v R vytvořit následuj́ıćımi zp̊usoby:

1. použit́ım funkce mvrnorm() z knihovny MASS;

2. použit́ım funkce rmvnorm() z knihovny mvtnorm

3. použit́ım funkce rnorm() a následuj́ıćıho algoritmu:
Necht’ X1 ∼ N(0, 1) a X2 ∼ N(0, 1); potom (Y1, Y2)

T ∼ N2(µ,Σ), kde µ = (µ1, µ2)
T je vektor

středńıch hodnot a σ2
1 a σ2

2 a ρ jsou parametry kovariančńı matice Σ, přičemž śıla lineárńıho
vztahu Y1 a Y2 je daná velikost́ı a znaménkem ρ; Y1 = σ1X1+µ1 a Y2 = σ2(ρX1+

√
1− ρ2X2)+

µ2. Nasimulujte pseudonáhodná č́ısla Y1 a Y2 z N2(µ,Σ). Vypoč́ıtejte dvourozměrný jádrový
odhad hustoty (Y1, Y2)

T pomoćı funkce kde2d(). Nakreslete jej také pomoćı funkce image() a
superponujte jej kontúrovým grafem hustoty dvourozměrného normálńıho rozděleńı N2(µ,Σ)
pomoćı funkce contour(). Hustotu rozsekejte na 12 interval̊u, kde hodnoty v těchto intervalech
budou odpov́ıdat barvám terrain.colors(12). Při simulaci použijte následuj́ıćı parametry:

(a) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0; (1) n = 50, (2) n = 500

(b) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5; (1) n = 50, (2) n = 500

(c) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1.2, ρ = 0.5; (1) n = 50, (2) n = 500

Vzorové řešeńı viz obrázek 6.
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Obrázek 6: Hustoty dvourozměrného normálńıho rozděleńı

Př́ıklad č.23 (binomické rozděleńı, binomický experiment)
Experiment sestávaj́ıćı z fixńıho počtu Bernoulliho experiment̊u (ozn. N) se nazývá binomický ex-
periment. Pravděpodobnost úspěchu označme p, pravděpodobnost neúspěchu q = 1 − p. Náhodná
proměnná X je počet pozorovaných úspěch̊u po dobu experimentu. Pravděpodobnost X = x za
podmı́nky, že X pocháźı z binomického rozděleńı Bin(N, p), ṕı̌seme jako

Pr(X = x) =

(
N

x

)
px(1− p)N−x, x = 0, 1, . . . , N (1)

(Ugarte a kol. 2008). Středńı hodnota E[X] = Np a rozptyl V ar[X] = Np(1 − p). Naprogramujte
a zobrazte v R pravděpodobnostńı funkci a (kumulativńı) distribučńı funkci pro Bin(5, 0.5). Řešeńı
viz obrázek 7.
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Obrázek 7: Pravděpodobnostńı a distribučńı funkce binomického rozděleńı Bin(5, 0.5)
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