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Zapǐste podrobně následuj́ıćı kroky v konstrukci p-adické Γ-funkce Γp ze
semináře pro libovolné pevně zvolené prvoč́ıslo p.

1. Předpokládejme, že prvoč́ıslo p 6= 2.

(a) Dokažte indukćı, že pro každé n ∈ N plat́ı

(1 + p)p
n−1 ≡ 1 + pn (mod pn+1).

Užit́ım tohoto výsledku určete řád prvku [1+p]pn v grupě (Z/pnZ)×.

(b) Protože (Z/pZ)× je grupa jednotek konečného tělesa, je cyklická.
Necht’ s ∈ Z je zvoleno tak, že [s]p je generátor této grupy. Užit́ım
(jediného existuj́ıćıho) homomorfismu okruh̊u Z/pnZ → Z/pZ
odvod’te, že řád prvku [s]pn v grupě (Z/pnZ)× je dělitelný č́ıslem
p− 1.

(c) Pomoćı vhodných vět z Algebry I ukažte, že grupa (Z/pnZ)× je
cyklická.

(d) Odvod’te, že součin všech prvk̊u grupy (Z/pnZ)× je roven [−1]pn .

2. Nyńı se zabývejme př́ıpadem, kdy prvoč́ıslo p = 2.

(a) Dokažte indukćı, že pro každé n ∈ N, n ≥ 2, plat́ı

52
n−2 ≡ 1 + 2n (mod 2n+1).

Pomoćı tohoto výsledku určete řád prvku [5]2n v grupě (Z/2nZ)×.

(b) Předpokládejme, že n ≥ 3. Pomoćı vhodných vět z Algebry I
ukažte, že grupa (Z/2nZ)× je součinem cyklické podgrupy ge-
nerované prvkem [5]2n a cyklické podgrupy generované prvkem
[−1]2n .

(c) Odvod’te, že v př́ıpadě n ≥ 3 je součin všech prvk̊u grupy (Z/2nZ)×

roven [1]2n .

3. Necht’ nadále je prvoč́ıslo p libovolné. Pro libovolné n ∈ N definujme

Γp(n) = (−1)n ·
∏

1≤i<n, p-i

i.

Dokažte, že tyto hodnoty je možné na okruhu Zp všech celých p-
adických č́ısel jednoznačně proložit spojitou funkci Γp : Zp → Z×

p ,
kde Z×

p = Zp − pZp je grupa jednotek okruhu Zp.


