Domaci kol z 8. fijna 2015

Zapiste podrobné nasledujici kroky v konstrukei p-adické I'-funkce I'y, ze
seminére pro libovolné pevné zvolené prvocislo p.

1. Pfedpokladejme, ze prvocislo p # 2.

(a) Dokazte indukci, ze pro kazdé n € N plati
(1 +p)pn71 =1+p" (modp™™t).

Uzitim tohoto vysledku urcete fad prvku [1+pl|,» v grupé (Z/p"Z)*.

(b) Protoze (Z/pZ)* je grupa jednotek konecného télesa, je cyklicka.
Necht s € Z je zvoleno tak, ze [s], je generdtor této grupy. Uzitim
(jediného existujictho) homomorfismu okruhu Z/p"Z — 7 /pZ
odvod'te, ze Tad prvku [s]pn v grupé (Z/p"Z)* je délitelny ¢islem
p—1.

(¢) Pomoci vhodnych vét z Algebry I ukazte, ze grupa (Z/p"Z)* je
cyklicka.

(d) Odvodte, ze soucin vSech prvku grupy (Z/p"Z)* je roven [—1],n.
2. Nyni se zabyvejme piipadem, kdy prvoéislo p = 2.

(a) Dokazte indukci, ze pro kazdé n € N, n > 2, plati
52 =14 2" (mod 2"1).

Pomoci tohoto vysledku urcete ad prvku [5]an v grupé (Z/2"7Z)*.
(b) Predpokladejme, ze n > 3. Pomoci vhodnych vét z Algebry I
ukazte, ze grupa (Z/2"Z)* je sou¢inem cyklické podgrupy ge-
nerované prvkem [5]on a cyklické podgrupy generované prvkem
[—1]2n.
(¢) Odvod'te, ze v pifpadé n > 3 je soucin vSech prvku grupy (Z/2"Z)*
roven [1]an.

3. Necht naddle je prvocislo p libovolné. Pro libovolné n € N definujme

1<i<n, pti

Dokazte, Ze tyto hodnoty je mozné na okruhu Z, vsech celych p-
adickych ¢éfsel jednoznaéné prolozit spojitou funkei I'y @ Z, — Zj,
kde Z, = Z, — pZy je grupa jednotek okruhu Z,.



