Domaci kol z 3. prosince 2015

Necht p je prvocislo a f &islo prirozené. Oznacme F, konecné téleso
majici ¢ = pf prvki. Nechf ¢ = €2™/? ¢ C je komplexni primitivni p-t4
odmocnina z jedné a 1 : F;, — C* komplexni aditivni charakter télesa I,
uréeny podminkou ¥ (t) = ¢("® kde Tr : F, — F, je stopa, tj. Tr(t) =
t4tP 4 -+t pritom ¢ je korektné definovdno, nebof kazdy prvek
télesa I, 1ze povazovat za zbytkovou tiidu modulo p.

Pro kazdé a € Fy je ¢ : Fg — C*, kde 94(t) = 9¥(at) pro libovolné
t € Fy, komplexni aditivni charakter télesa [F,.

V semindii jsme ukdazali, ze v je netrividlni aditivni charakter a ze
{ta; a € Fy} je mnozina vSech g komplexnich aditivnich charakteru télesa
[F, specidlné tedy pro libovolna a,b € Fy z a # b plyne ¢, # .

Pro libovolny komplexni multiplikativni charakter x télesa Fg, tj. homo-
morfismus grup x : F; — C*, definujeme Gaussovu sumu piedpisem

Ga(X) = = > a(t)x(1).

teFy

> () =o.

teF,

1. Dokazte, ze plati

2. Dokazte, ze pro libovolné t € F; je

q jelit=0,
Z %(t) = {0 o lit =0
acFy je-lit #0.

3. Dokazte, ze je-li x netrividlni multiplikativni charakter, pak Go(x) = 0.

4. Dokaizte, 7e pro libovolné a € Fy, a # 0, je Go(x) = x(a)™' - G1(x), a
tedy obé Gaussovy sumy G,(x) a G1(x) maji stejné absolutni hodnoty.

5. Dokazte, ze je-li x netrivialni multiplikativni charakter, pak absolutni
hodnota [G1(x)| = /4

[Navody:

1. Vyuzijte toho, Ze 1 je netrividlni, a tedy existuje s € F, takové, ze ¢)(s) # 1. Pfitom
zobrazeni t — t + s je bijekci na Fy, a tedy uvazovand suma se po vyndsoben{ ¢islem 1(s)
nezmeéni.

2. Pro libovolné t € Fy, t # 0, je zobrazeni a — ta bijekci na F,. Pak lze pouzit 1.

3. Je mozné postupovat analogicky jako v 1, jen pracovat s multiplikativni grupou
misto s aditivni.

4. Vyuzitim bijekce z 2 lze ukdzat, ze x(a) - Ga(x) = G1(x). Ziejmé x(a)?™! = 1, tedy
Ix(a)| = 1.

5. Podle tloh 3 a 4 je Zaewq Ga(X)Ga(x) = (g—1)|G1(x)|?. Spocitejte tuto sumu jinak:
dosad'te z definice za G, (x) a upravte tak, abyste mohli uzit dilohu 2.

Budete-li potiebovat, muzete v knize Ireland, Rosen: A classical introduction to mo-
dern number theory v kapitole 8.2 najit podobné vypoéty (az na drobné odlisnosti v definici
jde o speciélni piipad f = 1 tohoto zadani).]



